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SUR L'ALGÈBRE DE LIE DES SECTIONS
D'UN FIBRE EN ALGÈBRES DE LIE

par Pierre LECOMTE

0. Introduction.

Dans ce travail, on étudie une classe particulière d'algèbres de Lie
locales (au sens de [2]) : les algèbres de Lie (Tordre zéro. Ces algèbres sont
définies comme suit : soit une algèbre de Lie L de dimension finie; on
appelle fibre en algèbres de Lie de type L tout fibre vectoriel admettant un
cocycle à valeurs dans le groupe des automorphismes de L ; chaque fibre
d'un tel fibre E possède une structure naturelle d'algèbre de Lie isomorphe
à L, ce qui permet aussitôt de munir l'espace des sections de classe Q de
E (k = 0,1,.. .,oo) d'une structure d'algèbre de Lie, appelée algèbre de Lie
d'ordre zéro (plus de détails concernant ces définitions sont données dans la
section 2).

On se propose de présenter les principales propriétés des algèbres de Lie
d'ordre zéro et, en particulier, de calculer leurs dérivations, d'étudier leur
représentation adjointe et de mettre en évidence la structure de leurs
automorphismes.

L'intérêt des algèbres de Lie d'ordre zéro est double.

On sait qu'on ne dispose pas de théorie générale satisfaisante des
algèbres de Lie de dimension infinie et qu'il semble difficile d'adapter à
celles-ci les outils classiques de la théorie des algèbres de dimension finie ; en
outre, les algèbres de Lie de dimension infinie attachées aux variétés qui ont
été abordées jusqu'à présent sont pour la plupart des sous-algèbres de
l'algèbre des champs de vecteurs et il apparaît que leur structure est assez
pauvre. De ce point de vue, les algèbres de Lie d'ordre zéro constituent un
exemple intéressant d'algèbres de dimension infinie dont l'étude peut être
menée à bien systématiquement; par ailleurs, elles présentent une grande
variété de propriétés, fortement conditionnées par celles de leur type L.
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D'un autre côté, l'étude des isomorphismes entre algèbres de Lie d'ordre
zéro fournit, à propos de ces algèbres, la réponse à une question posée par
A. A. Kirillov dans [2], à l'occasion de sa classification des algèbres locales
de rang 1 : dans quelle mesure une algèbre de Lie locale sur une variété
caractérise-t-elle celle-ci ? Ce problème a été résolu pour l'algèbre de Lie des
champs de vecteurs ([11] dans le cas d'une variété compacte, [1] dans celui
d'une variété quelconque) et pour certaines de ses sous-algèbres ([4], [10]).
Il est résolu dans [7] pour une algèbre de Lie d'ordre zéro particulière, celle
des champs d'endomorphismes sur une variété, par des méthodes qui ne
s'appliquent pas au cas général.

En fait, les théorèmes obtenus dans ce travail ne permettent pas
seulement de répondre à la question de A. A. Kirillov, ils permettent
également de construire canoniquement des algèbres de Lie caractérisant
un fibre vectoriel donné. Cela conduit à d'intéressantes applications de la
théorie exposée à l'étude des fibres vectoriels ([5]), applications qui feront
l'objet d'une publication ultérieure.

Les résultats exposés ici ont été annoncés dans [6].

1. Préliminaires.

Cette section est consacrée à quelques mises au point de notations et à
des rappels utiles.

Sauf mention explicite du contraire, les variétés, les fibres, . . .
considérés sont de classe C^. Les bases des fibres, notées généralement
M, M', . . . sont connexes, séparées et à base dénombrable. L'espace des
fonctions de classe C^ (^==0,1,.. .,00) sur M à valeurs dans un espace
vectoriel de dimension finie V est noté Cfc(M,V); TM désigne le fibre
tangent à M et ^f(M) l'algèbre de Lie des champs de vecteurs sur M.

Étant donné un fibre vectoriel E de base M et de projection p, on
note I\(E) l'espace des sections globales de classe C^ de E
(A;==0,l,.. .,00). On convient cependant, pour simplifier l'écriture, de poser
F(E) = r^(E). On désigne le plus souvent par E^ la fibre p'^x) de E
en un point x e E. Le symbole 1 est utilisé pour désigner le champ
d'endomorphismes de E qui, à tout x e M, associe l'identité 1̂  de E^ ;
par un abus commode, on note également 1 l'identité d'un espace
vectoriel sur lui-même quel qu'il soit ; les ambiguïtés pouvant résulter de ces
conventions seront toujours levées par le contexte.
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Tout au long de ce texte, K désigne soit le corps R des nombres réels,
soit celui, C, des nombres complexes.

Soit L une algèbre de Lie. On note z(L), dérL, Aut L et 9(L) le
centre de L, l'algèbre de Lie de ses dérivations, le groupe de ses
automorphismes et le commutant de son module adjoint respectivement. Il
importe pour la suite de noter dès à présent quelques propriétés
élémentaires de 6(L), résumées dans le lemme 1 suivant, dont la
démonstration — aisée — est laissée au lecteur.

LEMME 1. — Soit L une algèbre de Lie sur K. Le commutant 9(L) du
module adjoint est une sous-algèbre associative de l'algèbre gl(L) des
endomorphismes de L satisfaisant aux inclusions suivantes

(1) [6(L),dér L] <= 9(L) et 9(L) o dér L c dér L.

5l z(L) = 0, 6(L) est abélien et si, de plus, L est de dimension finie, 9(L)
est la somme directe du sous-espace N(L) de ses éléments niipotents et du
sous-espace S(L) de ses éléments semi-simples.

Nous utiliserons ultérieurement une notion intermédiaire entre la
réductibilité et la réductibilité complète de la représentation adjointe :
l'algèbre de Lie L est dite décomposable si elle est somme directe d'au
moins deux idéaux propres, indécomposable sinon. On démontre sans
difficulté le

LEMME 2. — Toute algèbre de Lie L de dimension finie sur K admet une
décomposition L = ©i^sLi en somme directe d'idéaux propres
Indécomposables L^. Si z(L) = 0, une telle décomposition est unique à
l'ordre des facteurs près.

Le critère de décomposabilité de l'algèbre de Lie L s'exprime
différemment selon que K = R ou que K = C.

LEMME 3. — Soit L une algèbre de Lie de dimension finie sur K telle que
z (L)=0 .

a) Si K = C, alors L est indécomposable si et seulement si
S(L) = C . 1.

b) Si K = R, alors L est indécomposable si et seulement si l'une des
conditions suivantes est remplie :

(a) S(L) = R . l .
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(P) L admet une structure complexe J et S(L) = )I,J<R. Dans le cas
(P), L admet alors exactement deux structures complexes : J et — J.

Preuve. — Le point a) résulte aussitôt de ce que si T e S(L), les
espaces propres de T sont des idéaux de L ; cela montre aussi que pour
K = R, si L est indécomposable, un T e S(L) admet soit exactement
une valeur propre qui est alors réelle, soit exactement deux valeurs propres
qui sont alors complexes conjuguées. Dans ces conditions, si aucun élément
de S(L) n'a de valeurs propres complexes, S(L) = R. 1 ; par contre, si
T e S(L) admet la valeur propre complexe a -h ib, alors

J =(T-al)/beS(L)

est une structure complexe de L. Pour conclure, il suffira de faire voir que
si J' est une structure complexe de L, alors F = ± J. Or, de J2 = J'2

et du fait que 9(L) est abélien (puisque z(L) =0), on déduit

(J-J'HJ+J') = 0.

Par suite si J + J' 7e 0, J — J' est un entrelacement semi-simple
admettant la valeur propre 0 ; il n'admet donc que cette seule valeur
propre et, en conséquence, il est nul. D'où le lemme.

2. Définition des algèbres de Lie d'ordre zéro.

Reprenons, avec plus de détails, la définition des algèbres de Lie d'ordre
zéro donnée dans l'introduction, en commençant par préciser la notion de
fibre en algèbres de Lie.

Soit L une algèbre de Lie de dimension finie sur K.

Par définition, un fibre en algèbres de Lie de type L est un fibre vectoriel
p

E —^ M de fibre type L admettant un cocycle à valeurs dans le groupe

Aut L ; cela revient à dire que E est le fibre associé à un fibre principal P
de groupe de structure Aut L et à l'action naturelle de ce groupe sur L.
Si tel est le cas, alors chaque fibre E^ (x e M) de E est munie d'une
structure naturelle d'algèbre de Lie : si x e M et si (p est une trivialisation
de E au-dessus d'un voisinage de x choisie parmi les trivialisations qui
engendrent le cocycle à valeurs dans Aut L, la structure en question est
celle pour laquelle la restriction de (p à E^ est un isomorphisme d'algèbres
de Lie de E^ sur L.
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Les structures d'algèbres de Lie des fibres de E induisent de façon
naturelle une structure d'algèbre de Lie sur l'espace I\(E) ; par déûnition,
cette structure est une algèbre de Lie d'ordre zéro sur la variété M.

Certains fibres naturellement associés à un fibre en algèbres de Lie
p

seront utiles dans la suite. Ils s'obtiennent comme suit. Soit E —^ M un

fibre en algèbres de Lie de type L, associé à un fibre principal P de
groupe de structure Aut L ; soit J c: gl(L) une sous-algèbre stabilisée par
l'action naturelle de Aut L sur gl(L). Le fibre associé à P et à l'action de
Aut L sur J est un fibre en algèbres de Lie E(J) de type J, sous-fibre du
fibre Hom(E,E) des endomorphismes de E. Pour alléger l'écriture, on
posera E(dér L) = dér E et E(9(L)) = 9(E). On notera que la fibre de
dér E (resp. 9(E)) en un point est l'algèbre des dérivations (resp. le
commutant du module adjoint) de la fibre de E en ce point.

3. Dérivations.

Soit E —^ M un fibre en algèbres de Lie de type L.

On se propose de calculer les dérivations des algèbres de Lie r\(E)
(^=0,1,..., oo).

a) Le calcul de dér r\(E) pour k e N est basé sur une extension du
théorème de Peetre dont la démonstration s'obtient sans difficulté
essentielle en adaptant la preuve du théorème classique donnée dans [9].

THÉORÈME 4 (Peetre). - Soient E^ et E^ des fibres vectoriels et une
application linéaire T : F,(Ei) -> F^), où r ,seN. Si T est local, c'est
un opérateur différentiel linéaire d'ordre r - s au plus. En particulier, si
r < s, T est nul et, si r = s, il est d'ordre zéro et s'identifie à une section
de classe C, de Hom(Ei,E2).

On peut alors énoncer le résultat suivant :

p
THÉORÈME 5. — Soit E —>- M un fibre en algèbres de Lie de type L. Si

z (L)=0 , alors dér r\(E) = r\(dér E) pour ^ c e N .

Preuve. - II suffit de montrer que si z(L) = 0, alors tout D e dér r\(E)
est une application locale. Or, si A e r\(E) s'annule sur un ouvert U de
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M, alors D(A),ez(E^) pour tout x e U puisque, quel que soit B à
support dans U, [A,B] = 0, de sorte que

[D(A),,BJ = D([A,B]), - [A,,D(B)J = 0 , Vx e U ;

comme z(E^) = 0 , il en résulte que D(A)^ = 0 si x e U .

Une application immédiate du théorème de Peetre ci-dessus permet de
conclure.

b) Étudions à présent les dérivations de r(E) = F JE). Il est
commode pour cela d'introduire la notion de x-dérivation de E. Étant
donné x e M , une x-dérivation de E est, par définition, une application
linéaire ô : F(E) -> E^ telle que

(2) 8([A,B]), = [Ô(A),BJ + [A,,Ô(B)], VA,B e r(E).

L'ensemble des x-dérivations de E est un espace vectoriel que l'on notera
^,(E) et la réunion ^(E)=u,^^(E) admet la projection
p : 2(E) -. M : ôe^(E) -^ x .

p
THÉORÈME 6. - Soit E -^ M un fibre en algèbr es de Lie de type L. Si

z(L) = 0, toute x-dérivation de E est un opérateur différentiel linéaire
d'ordre 1 au plus: le triplet (^(E),p,M) admet une structure de fibre
vectoriel pour laquelle dér F(E) s'identifie naturellement à F(^(E)) ; de plus,
on a une suite exacte de fibres vectoriels

0 -> dér E -^ ^(E) -^ TM ® 6(E) -^ 0

où i est l'injection naturelle et CT applique 8 e ̂ (E) sur son symbole.

Preuve. - Soit ôe^(E).

En utilisant le développement de Taylor à l'ordre 2 de la forme locale
de A e F(E) dans une trivialisation de E au voisinage de x, on établit
aisément que si ;^(A) = 0, alors A est de la forme

A = Z f^i (/,eCJM,R), A,er(E)),
1 ^ 7 "

où les fonctions /. s'annulent en x. Il en résulte que S(A) e z(E,) car, pour
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tout Ber(E),

[Ô(A),BJ = Z WA^MBJ + [/.(x)A,,,5(^B)]} = 0.
i ̂  r

Ainsi Ô(A) = 0 , car z(E^) = 0.

Considérons un voisinage ouvert U de M qui soit le domaine d'une
trivialisation de E et d'une carte (x1,...^") de M; E[U est alors
isomorphe à U x L et l'espace vectoriel r(E|U) l'est à CJU.L). On
peut choisir la trivialisation de E de manière qu'au crochet de l'algèbre de
Lie r(E[U) corresponde le crochet de Lie naturel de CJU.L) ; 8 prend
alors la forme locale

(3) A - D(AJ + ^ T(D ,A)
i ̂  m

où D, T 1 , . . . , T W sont des endomorphismes de L; un calcul
élémentaire montre que ô satisfait à (2) si et seulement si D e dér L et
T , . . . , T"* e 9(L). On déduit de ce qui précède une bijection

ô e ̂ (E)|U ^ (p(ô),(D,(T1,.. ..T"))) e U x dér L x 9(Lr.

En procédant de façon analogue au voisinage de tout point de M, on
construit ainsi des trivialisations de ^(E) qui le munissent de la structure
de fibre vectoriel cherchée, tout D e dér F(E) s'identifiant naturellement à
la section x -. ev, o D de ^(E), ev, : F(E) -> E^ étant l'évaluation en x.
La suite exacte de l'énoncé se déduit aussitôt de (3) qui montre que le
symbole d'une x-dérivation est un point de T^M (g) O(E^), ses termes de
degré 0 définissant une dérivation de E^. D'où le théorème.

c) En introduisant des dérivations covariantes particulières sur le fibre
en algèbres de Lie E, on peut donner une description individuelle et
globale des dérivations de F(E) (lorsque z(L)=0).

Soit donnée une application linéaire ^ : r(TM®0(E)) -> F(^(E)) telle
que

(i) CT(J^) = j> et (ii) TJ^ = j^

(Ter(9(E)), ^er(TM®9(E))). Tout ^e r(TM(x)9(E)) étant une
somme finie de termes de la forme X ® T(X e Jf(M),T e r(9(E))), ^ est
déterminé univoquement par l'application X -> Vx = J^x^i qui, vu (ii), est
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une dérivation covariante de E ; inversement, il est facile de voir qu'une
dérivation covariante V de E s'étend en une application ^ ayant les
propriétés (i) et (il) pour autant que Vx e dér F(E) pour tout champ de
vecteurs X sur M. Une telle dérivation covariante de E sera dite adaptée
et, pour simplifier les notations, on posera Jêf^ = V^ lorsque ^ et V se
correspondent de la façon qu'on vient d'indiquer. La proposition suivante
résulte alors aussitôt du théorème précédent.

PROPOSITION 7. — Soient E un fibre en algèbres de Lie de type L et V
une dérivation covariante adaptée de E. 5f z(L) = 0, toute dérivation D
^ F(E) s'écrit de façon unique sous la forme
V^ + Do(^ e r(TM®9(E)), Do e F(dér E)).

L'existence de dérivations covariantes adaptées s'obtient sans difficulté ;
on peut par exemple considérer un fibre principal P de groupe de structure
Aut L auquel E soit associé et choisir une connexion sur P. La dérivée
covariante de E induite par cette connexion lui est adaptée. Le fibre ^(E)
permet d'ailleurs de donner une interprétation géométrique des dérivations
covariantes adaptées. Appelons sous-fibre Q-stable de ^(E) tout sous-fibre
vectoriel ^ c ^(E) tel que T<^ c: <^ pour tout x e M et tout
Te9(E^). Il vient

PROPOSITION 8. — Soit E un fibre en algèbres de Lie de type L. Si
z(L) = 0 , il y a une correspondance biunivoque naturelle entre les
dérivations covariantes adaptées de E et les supplémentaires Q-stables de
dérE dans ^(E).

Preuve. - Si dér E © <T = ^(E), a : ^ -> TM 00 6(E) est un
isomorphisme et induit un isomorphisme entre les espaces de sections
correspondants; si ^ est 9-stable, l'isomorphisme inversé J^f jouit
visiblement des propriétés (i) et (ii) précédentes ; il prend dès lors la forme
V^ où V est une dérivation covariante adaptée à E. On montre aisément
que la correspondance ^ -> V ainsi établie est biunivoque.

d) Dans certains cas, on peut étudier complètement dér I\(E) sans que
l'hypothèse z(L) = 0 soit satisfaite. Il en est ainsi lorsque E est le fibre
Hom (F,F) des endomorphismes d'un fibre vectoriel F, L étant alors
gl(n,K). On montre dans [8] que r(Hom(F,F)) est la somme directe de
son centre Coo(M,K). 1 et de son idéal dérivé qui est l'espace des sections
du fibre Homo(F,F) des endomorphismes de traces nulles (et qui est de
type sl(n,K)). Une dérivation D de F(Hom(F,F)) est la somme de ses
restrictions à C^(M,K).l et à F(Homo(F,F)). La première de ces
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restrictions est caractérisée par un endomorphisme de C^(M,K) ; la
structure de la seconde s'obtient en appliquant la proposition 7 (on notera
qu'une dérivation co variante adaptée de Honio(F,F) se déduit
naturellement d'une dérivation co variante de F). Lorsque F = TM, on
retrouve les résultats de [7]. La technique rapidement décrite ici s'applique
mutatis mutandis lorsque le type L de E est réductif.

4. Le commutant du module adjoint.
Décomposabilité. Structures complexes.

p
Soit E —> M un fibre en algèbres de Lie de type L. On se propose à

présent de déterminer les algèbres 6(r\(E))(À:==0,l,.. .,00). Ce calcul est
utile aussi bien à l'étude de la décomposabilité des algèbres de Lie d'ordre
zéro qu'à celle de leurs isomorphismes.

a) Le lemme 1 (seconde inclusion de (1)) fournit aisément la structure de
6(r(E)) une fois établi le

p
THÉORÈME 9. — Soit E —>- M un fibre en algèbres de Lie de type L,

avec z(L) = 0 . Si F endomorphisme T de F(E) est tel que
T o D e dér F(E) pour tout DedérF(E), alors T est un opérateur
différentiel linéaire d'ordre 0 : il s'identifie à une section de Hom (E,E).

Preuve. — Montrons d'abord que T est local. Si A e F(E) s'annule sur
un ouvert U de M et si x e U, on démontre dans un lemme ci-dessous

que A s'écrit ^D^(Af) où D^edérr(E) et où les A^ e F(E) s'annulent
i^r

sur un voisinage ouvert U' de x. En conséquence,

T(A)|U' = S ((TD.XA,))!^ = 0
<<r

puisque les TD, sont des dérivations et sont donc des applications locales.
Ainsi, T(A)|U = 0 , ce qui prouve que T est local.

En vertu du théorème de Peetre, T est donc un opérateur différentiel
linéaire. Comme, pour toute dérivation D, qui est un opérateur différentiel
d'ordre 1 au plus, TD est une dérivation et est donc d'ordre 1 au plus, T
est d'ordre zéro car on peut construire des dérivations de symbole
^er(TM®9(E)) arbitraire. D'où le théorème.
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Avant de donner le lemme annoncé, voyons quels sont les
entrelacements de r^(E), pour k = 0, 1, . . . , oo.

p
THÉORÈME 10. — Soit E —- M un fibre en algèbres de Lie de type

L, avec z(L) = 0. Pour k = 0, 1, . . . , oo, on a 9(r\(E)) = r\(6(E)).

Preuve. - Pour k = oo, cela résulte aussitôt de (1) (section 1) et du
théorème précédent.

Pour k e N, cela résulte immédiatement du théorème 4 et de ce que si
z(L) = 0 , les éléments de 9(r\(E)) sont locaux (pour vérifier ce point, on
procède comme dans la preuve du théorème 5). D'où la conclusion.

Voici à présent le lemme utilisé dans la preuve du théorème 9.

p
LEMME 11. — Soit E —>- M un fibre en algèbres de Lie de type L, avec

z(L) = 0. Soient aussi x e M et un voisinage ouvert U de x. Si A e F(E)
s'annule sur U, il est de la forme

A = ^ D,(A,) (D^dérr(E), A,er(E)),
i ̂ r

où les A( s'annulent au voisinage de x.

Preuve. — Considérons un compact K contenu dans U et dont
l'intérieur contient x . Choisissons un recouvrement localement fini de
Palais ^ = {U,|f e J} de M subordonné au recouvrement {U,QK} et
dont les éléments soient à la fois des domaines de cartes de M et de
trivialisations de E, choisies de façon telle que E|U\ soit le fibre en
algèbres de Lie trivial U, x L. Par définition d'un recouvrement de Palais,
J admet une partition finie {Ji , . . . ,J^} telle que les ouverts H O'eJ,)
soient disjoints pour t = 1, . . . , r .

Donnons-nous également une partition de l'unité {p,|f e J} strictement
subordonnée à ^ (c'est-à-dire telle que le support de p^ soit un compact
de H pour chaque indice f e J ) .

Pour i e J, E|U, étant trivial, on construit aisément D^ e dér F(E) et
A, e F(E) à supports compacts dans \J, tels que p,A = Df(A^) ; si
supp p,; c= U, on aura soin de prendre A^ = 0, ce qui est licite puisque
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A|U = 0. En notant D^ la dérivation S;gj D, et A( la section Z,gj A,.,
on peut écrire

A = Z (Z P/)= ZD,(A,).
« r \ i 6 J, / t ^ r

Le lemme est ainsi démontré puisque AJK = 0 pour t = 1, . . . , r .

b) La proposition suivante est un corollaire immédiat du théorème 10.

p
PROPOSITION 12. — Soit E —>- M un fibre en algèbres de Lie de type L.

5i z(L) = 0 et si L est indécomposable, alors r\(E) ^r indécomposable
pour k = 0, . . . , oo.

La réciproque de la proposition 12 demande quelques précautions. Soit
L = ®, ̂ , L, une décomposition en somme directe d'idéaux propres
indécomposables et G le quotient de Aut L par le sous-groupe de Aut L
stabilisant cette décomposition. Lorsque z(L) = 0 , G est discret car une
décomposition en somme directe d'idéaux propres indécomposables est
alors unique à l'ordre près des facteurs; notons H^M.G) le premier
groupe de la cohomologie de Cech de M à valeurs dans G :

p
THÉORÈME 13. — Soit E —^ M un fibre en algèbres de Lie de type L. Si

z(L) = 0 et si H^M.G) = 0, alors, pour k = 0, . . . , oo, r\(E) est
somme directe d'idéaux propres indécomposables I, (i ^ s) ; une telle
décomposition est unique à l'ordre près des facteurs et chaque idéal 1^ est une
algèbre de Lie d'ordre zéro dont le type est un idéal indécomposable de L.

Preuve. - Sous l'hypothèse H^M.G) =0 , le fibre E admet un
cocycle à valeurs dans le groupe des automorphismes de L stabilisant
chaque L,. Pour chaque i ^ s, ce cocycle permet de construire un sous-
fibre en algèbres de Lie E^ de type L^ de E. On a E = ©^,E,, ce qui
donne une décomposition r\(E) = ©,^, F^E,) de r\(E) en idéaux
propres indécomposables (cf. proposition 12). Voyons pourquoi une telle
décomposition est unique à l'ordre près facteurs. Soient r\(E) = I^ © 1^
une décomposition de r^(E) en idéaux, P la projection sur I^ parallèle à
I^ et P( (ï î$ s) les projecteurs associés à la décomposition de E en les
Ef. En vertu du théorème 10, P e r\(9(E)), de sorte qu'il commute avec
les ?i puisque z(L) = 0 (cf. lemme 1). On a donc P|E^ = 0 ou
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P\Ei = l\Ei (cf. proposition 12), ce qui montre que I^ est la somme de
certains I\(E^). D'où le théorème.

c) Le théorème 10 permet également de détecter les structures
complexes des algèbres de Lie d'ordre zéro. On note ^(M.Z/l) le premier
espace de la cohomologie de Êech de M à valeurs dans Z/2.

PROPOSITION 14. — Soit E un fibre en algèbres de Lie de type L et de
base M. On suppose L réel, indécomposable et dépourvu de centre.
L'algèbre F^(E) admet au plus deux structures complexes. Si
H^M^/^) = 0, elle en admet une si et seulement si L en admet une.

Preuve. — En vertu du théorème 10, si Je 9(r\(E)) est une structure
complexe, elle induit une structure complexe sur chaque fibre de E ; L
admet donc une structure complexe. Le lemme 3 et la connexité de M
montrent alors que r\(E) admet au plus deux structures complexes : J et
- J.

Si Jo est une structure complexe de L et Lj l'algèbre de Lie
complexe correspondante, Aut Lj est un sous-groupe d'indice 2 de
Aut L (lemme 3). Par suite, si H ̂ N1^/2) = 0 , E admet un cocycle à
valeurs dans Aut Lj qui en fait un fibre en algèbres de Lie de type Lj et
qui fait de I\(E) une algèbre de Lie complexe. D'où la proposition.

5. Isomorphismes.

Le but de cette section est de déterminer les isomorphismes d'algèbres
de Lie d'ordre zéro. Nous ne traiterons que le cas des algèbres
indécomposables auquel le théorème 13 permet de se ramener.

a) Les théorèmes que nous allons énoncer reposent sur le lemme
suivant; il est bien connu, cependant il semble difficile de trouver une
référence explicite le concernant; aussi en donnons-nous l'essentiel de la
preuve.

LEMME 15. — Soient M et M' des variétés, K = R ou C et fe, k'
choisis parmi 0, 1, . . . . oo. Si v : Q(M,K) -> C^M'.K) est un
isomorphisme d'algèbres associatives, alors k = k' et il existe un
difféomorphisme de classe Q, ^ : M -> M', tel que v(f) = /oÀ .~ 1 pour
tout /eCJM.K).
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Preuve. — Pour simplifier, nous poserons ^ = C^(M,K). Introduisons
aussi les notations suivantes : si U est un ouvert de M, eS/u est

l'ensemble des fe se à support dans U et, si X Q ^ M , J^ est l'ensemble
des fe ^ nuls au point XQ. Visiblement, J^ est un idéal de
codimension 1 de se. Le point crucial de la démonstration consiste à
montrer que si 1 est un idéal de codimension 1 de ^, alors î = ^Y\
pour un certain x e M. Il résulte en effet de ceci qu'il existe une bijection
À : M -> M' telle que v(J^) = ^r^ pour tout x E M et par un
raisonnement classique (cf. [l], [11] par exemple), on obtient aisément le
lemme. Ceci noté, il est clair que si 1 est un idéal de codimension 1 de ^ ,
alors 1 c ^Y\ entraîne 1 == J^ . Supposons donc que 1 4: ^Y\ quel
que soit x e M. En ce cas, tout point x e M appartient à un ouvert
admissible, c'est-à-dire un ouvert U pour lequel il existe /o e 1 qui ne
s'annule en aucun point de U. Pour un tel ouvert, j2/u c 1 car sl /6 ̂ u?
alors f/fo e ̂  de sorte que, 1 étant un idéal, / = /o . (f/fo)e 1 • Cela
étant, choisissons une fonction propre (p non localement constante de M ;
puisque 1 est de codimension 1, il existe a,b e K non tous deux nuls tels
que /i = ûKp2 + fc(p el. Le complémentaire de l'ensemble U^ des points
où /i ne s'annule pas est un compact de M car f^ est une fonction propre.
Il est recouvert par un nombre fini d'ouverts admissibles U^, . . . , U^. On
obtient ainsi un recouvrement fini {U^ = 1, . . . , r} de M par des
ouverts admissibles. Il vient alors

^ = i ^u,^L
de sorte que 1 n'est pas de codimension 1. D'où la conclusion.

b) Conformément au lemme 3 (section 1), si L est une algèbre de Lie de
dimension finie sur K, indécomposable et dépourvue de centre, deux
situations peuvent se présenter : S(L) = K. 1 ou S(L) = >IJ<R, J étant
une structure complexe de l'algèbre de lie réelle L. La proposition 14
permet de ramener le second cas au premier que nous allons à présent
étudier.

p p '
THÉORÈME 16. — Soient E —^ M et E' —^ M' des fibres en algèbres de

Lie de types L et L\ Supposons que z(L) = 0, z(î^') = 0 et que
S(L) == K . 1, S(L') = = K . l , où K=Rou C selon (}ue E et E' sont
réels ou complexes. Soient fe,fe' e {0,1,.. .,00} et un isomorphisme d'algèbres
de Lie [i : r\(E) -> r^(E'). On a k = k et
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(a) si fe, K e N, [i est induit de façon naturelle par un isomorphisme de
classe Q de fibres vectoriels de E sur E'.

{b) si k = k' = oo, les algèbres de Lie L et L' sont isomorphes et les
variétés M et M' sont difféomorphes ; si on identifie L à L' et M d M',
a/ors n est un opérateur différentiel linéaire d'ordre s — i au plus, où
s = dim L et, dans des trivialisations convenables de E et E' au-dessus de
domaines U de cartes de M, il prend la forme locale

(4) A -^ ^ -N^D^A)
lai < s a!

ou Ho e C^(U,Aut L), Ni, . . . , N^ e C^(U,N(L)) et où, pour tout muiti-
indice a = (a^,.. .,aJ,

N" = N?i o . . . oNS».

Preuve. — L'isomorphisme \t induit un isomorphisme jï d'algèbres
associatives de 9(r\(E)) sur 9(r\<E')), donc de r\(e(E)) sur F^E')), en
vertu du théorème 10. D'après le lemme 1 appliqué à chaque fibre de 9(E'),
H induit un isomorphisme d'algèbres associatives

v : Q(M,K) -^ C^M^K)
tel que

(5) ?(/!) = vCUl + N^

où Ny est niipotent. Ainsi k = k et il existe un difféomorphisme
^ : M -> M' déclasse Q tel que v( / )=/oÀ.~ 1 . Ce difféomorphisme
permet d'identifier M et M' et de supposer que v est l'identité de
Q(M,K) dans lui-même.

Soient alors A e r\(E) et /eQ(M,K). Si / s'annule en un point
x e M, alors

(6) KTA), = 0,

comme le montrent immédiatement (5) et le fait que N^ est niipotent. Ainsi
p est local et (a) résulte aussitôt du théorème 4. Lorsque k = oo, (6)
montre que [i est un opérateur différentiel linéaire d'ordre t — 1 au plus
car si le jet d'ordre t — 1 de A e r(E) s'annule en un point x, alors A
est de la forme SJ^A, où A^ e r(E) et où les fonctions ^ s'annulent en
x. En conséquence, dans des trivialisations convenables de E et E' au-
dessus d'un domaine U de cartes de M, p, prend la forme locale
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A -> Ii\ai\<tTa(DïA) où, compte tenu de (5), les T" sont donnés par

aîT^)^^-^)^

= { n [(y-x^+N^^Ll^),
(. i? ^ m )

de sorte qu'en posant N^ = N^y^ et en notant ^o.xM la valeur en x
de l'image par p, de l'application constante y -> u, [i prend la forme
locale (4). Vérifions à présent que ^ ^ est un isomorphisme d'algèbres de
Lie pour chaque x e U . Un calcul simple montre d'abord que si
B = n(A), alors

<7' [ ̂ , 4FDw'̂  - ̂ , 4F D;<N'B)•
Posons

^'L^^^^
et Q(A)=r E ^^DÎN^B).|_la|<r a! J

Si T| est l'isomorphisme inverse de n, il s'écrit localement sous une
forme analogue à (4) et r|o est défini semblablement à Ho. Pour x e U ,
v e L' donnés, il existe A e r(E) tels que n(A) = v au voisinage de x.
Vu (7), on a donc P^Olo,^)) = Q^)- Comme Q^ est non singulier, il en
résulte que r|o.^ : L' ^ L est injectif. Par symétrie, r|o,^ : L -> L' l'est
aussi. D'où le théorème.

c) II résulte de ce qui précède que de nombreuses algèbres de Lie
d'ordre zéro sur une variété M caractérisent celle-ci et même, dans certains
cas, le fibre en algèbres de Lie dont elles sont l'espace des sections.
Cependant, les théorèmes précédents reposent sur une hypothèse, à savoir
que les types L et L' envisagés sont dépourvus de centre ; nous voulons
indiquer ici que cette hypothèse est loin d'être indispensable pour qu'une
algèbre de Lie d'ordre zéro caractérise la variété au-dessus de laquelle elle
est construite.

Pour toute algèbre de Lie js/, introduisons la suite d'algèbres de Lie
^l = j^1-1^^1-1), j2/0 = ^ . On peut montrer [8] que l'algèbre
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(r\(E))1 est d'ordre zéro et qu'elle est construite sur un fibre en algèbres de
Lie de type L1 de même base que E. Si E' est un fibre de type L' et si
r^(E) et r\<E') sont isomorphes, alors (F^E))1 et (r^(E'))1 le sont pour
chaque i. En conséquence, si pour i assez grand z(L1) = 0 et L1 7^ 0,
alors z(L'1) = 0 et L'1 7^ 0 de sorte que d'un isomorphisme de r\(E) sur
r^(E') on déduit un isomorphisme entre algèbres de Lie d'ordre zéro de
types L1, L'1 dépourvus de centre. On voit ainsi qu^excepté si L est
niipotent, les résultats précédents permettent de décider si oui ou non une
algèbre de Lie d'ordre zéro de type L sur M caractérise M.
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