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RECOLLEMENT DE SEMI-GROUPES
DE FELLER LOCAUX

par Jean-Pierre ROTH

1. Introduction.

Soient E un espace compact et (°(E) l'espace des fonctions
réelles continues sur E.

Si Sî est un ouvert de E, <°o(î2) désigne l'espace des fonc-
tions réelles continues sur Î2 tendant vers 0 à l'infini. Tout élé-
ment / de <°o(^) ' prolongé par 0 en dehors de Î2, donne une
fonction / de (°(E). Dans tout l'article on identifie / e t / e t on
les confond désormais par une même notation.

Soit (Î2,),, i = 1 , . . . , p , une famille d'ouverts recouvrant E .

Sur chacun des espaces (^(Sî^.) est donné un semi-groupe de
Feller (P,,,)^o •

Hypothèse sur les semi-groupes (P, ^\>o ''

V/, / , V/G e^(î2,) , Vg E ô^) , VK compact C î^. H î^. ,

( /=<? dans un voisinage de K) =^ | |P ,^ / -P^^ | |^=o(^) , où
]| h II., désigne Sup \h(x)\.

K x(=K

Remarque. — Pour / = / l'hypothèse traduit le fait que (P, ^)^o
est un semi-groupe local.

Pour i ̂  j l'hypothèse assure que les semi-groupes (P, ^)^o et
(P. t\^Q sont compatibles sur Î2, H iî. .

Le but de l'article est de démontrer le théorème suivant :
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THEOREME 1. - Sous l'hypothèse précédente,

\) II existe'un unique semi-groupe de Feller (P^t>o sur ^(Ë)
tel que

\/i, V/G (S .̂) , Vg G C(E) , VK compact C Sî, ,

(/ = g dans un voisinage de K) ==» IIP,^/- P^HK = o(0 •

2) 5b;Y (<^ ^é? partition de l'unité sur E subordonnée au
recouvrement (Î2^.. C^z / '̂ û^oc/6? la famille d'opérateurs (S^o
^r ê(E) définie par

V/GÔ(E), V r > 0 , S.œ- f P,^,/).
1 = 1

Le semi-groupe (P^)^o ^^ alors donné par la formule suivante

v/e C(E) , \/t > o , P,(/) = jm (s,/,)" (/).
Z)^ plus la limite est uniforme lorsque t et f parcourent des parties
bornées respectivement de R et de 6(E).

(^rx) est dit le semi-groupe sur Q(E) obtenu par recolle-
ment des semi-groupes (P^)^o • // est en particulier local.

Remarque. - Courrège et Priouret ont établi dans [1] des ré-
sultats de recollement pour les processus de Markov. Le présent
travail s'en distingue en ce qu'il s'affranchit complètement de tout
aspect probabiliste. Il s'inscrit dans la lignée de deux articles pré-
cédents portant, l'un sur la restriction des générateurs infinitésimaux
de semi-groupes de Feller ([2], chap. IV) et l'autre sur les opérateurs
elliptiques du second ordre ([3]).

Il faut en particulier noter, comme dans les deux articles cités,
l'obtention d'un procédé constructif simple permettant de définir
le semi-groupe (P^\>o •

2. Etude préliminaire.

DEFINITION. - Soit Î2 un ouvert de E. A(Î2) désigne l'espace
des fonctions u de R'1' x Î2 dans R , continues et vérifiant

V? , VK compact C Î2 H î^. , V/ , s > 0 ,

11^0 + 5 , . ) -P^HK = o ( s ) ,
où h appartient à <°o(î^.) et h = u(t, .) dans un voisinage de K .
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Exemple. - Supposons que le semi-groupe (Pt\>o obtenu
par recollement existe. Pour une fonction / de (°(E), on pose
u ( t , x) = P^ f(x) . Il est alors immédiat que u est dans A(E).

DEFINITION. - Soient Sî une partie de E et T > 0. On pose
î 2 T = [ 0 , T ] x S 2 et ô^ = ([0,T] x 3Î2) U ({0} x Sî), où QSÎ
désigne la frontière topologique de Î2 .

PROPOSITION 1 (Principe du maximum pour les éléments de
A(Î2)). - Soient Sî un ouvert de E, T > 0 et u une fonction de
A(Î2). On a l'inégalité

Sup u < Sup lim [ u Ç t . x ) ^ .
ÎÎT (s,y)ç=9Sî^ (t.x)^(s,y)

Nous n'allons pas démontrer ce principe ici puisqu'il est une
conséquence immédiate d'un résultat plus général dont nous aurons
besoin par la suite et qui est énoncé dans la proposition 2.

COROLLAIRE. - Si le semi-groupe (P^)^o obtenu par recolle-
ment existe, il est unique.

Démonstration. - On a vu que si (P^o existe, alors la fonc-
tion u définie par u ( t , x) = P^/Qc) , appartient à A(E) et
^ ( 0 , . ) = / .

Or, d'après le principe du maximum, il existe au plus un élément
u de A(E) tel que u(Q, .) = f ' .

DEFINITION. - Soient a un réel positif et Î2 un ouvert de E.
A^(Î2) désigne l'ensemble des fonctions continues u de R'^ x Î2
dans R telles que
W , VK compact C Sî H Î2, , Vr, s > 0 ,

| | [ ^ ( r+5, . ) -P^]^ <^+o(^) ,

où h appartient à C^,) et h = u(t, .) dans un voisinage de K.

PROPOSITION 2 (Principe du maximum pour les éléments de
A^(Î2)). - Soient Î2 un ouvert de E, T > 0 , a>0 et u une
fonction de A^(Î2). On a

Sup [ u Ç t , x ) - a t ] < Sup lim [ u ( t , x) - at^ .
(r^en-r (j^)eôn^ (^)-.Cî,jO
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Démonstration. — Soient K un compact de Î2 et
M = Sup [ u ( t , x) - at}^ .

(r,;c)eôïCp
Pour 6 < T et e > 0 on pose

B = { ^ E [ 0 , 6 ] / ^ ( r , . ) -at<M 4- e + e^ sur K}.

B contient un intervalle [0, d] avec ûf > 0 .

c = Sup B est donc strictement positif et appartient à B. Suppo-
sons c < b . On a

i<(c , . ) - ac < M + e + ec sur K

et u ( c , . ) — a c < M s u r ô K .

Donc u(c , . ) — ac < M + e 4- ec sur un voisinage de K .

K est réunion de p compacts K^., i = 1 , . . . , p , avec K, C S2,.
Soit hf dans (3o(n,) telle que

h{ = u(c , . ) dans un voisinage de K,

et hf < M + e + ec + ac.

Il existe 77, > 0 tel que, pour s < 17,, on ait

i i [^(c + 5 , . ) - p^^ni^ < ̂  + e^.
Par suite

i<(c + s , . ) < P, yhf + û^ + es sur K,, pour s < 17,,
d'où

M(c + 5, . ) < M + e + ec + ûc + as + e^ sur K,, pour s < T .̂ .

On obtient donc, pour 5 < Min {17 ̂ , . . . , 77^} ,

^(c + 5, . ) — û(c + 5) < M + e 4- e(c + s) sur K ,

ce qui contredit le fait que c = Sup B .
Donc c = b, ce qui prouve que b appartient à B. On a alors

V6 < T , Ve > 0, u(b , . ) - ab < M + e + eb sur K ,
d'où finalement

Sup [ u ( t , x ) - a t } < Sup [ u ( t , x) - at}^ .
(t,x)(EK^ (r,x)G9K^

La proposition 2 s'en déduit en faisant tendre K vers S2 .
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PROPOSITION 3. —Soient f dans <So(S2,), K un compact de
Î2. et h dans ^(Sî.) coïncidant avec f sur un voisinage de K .
Alors l l[P^/-P/,^]+ l lK =o(s).

Démonstration. — I l est évident que P^/-P^/z est négatif
sur K \î2,. Etudions maintenant le comportement de cette fonction
sur K H î^..

Soit U un ouvert contenant K tel que f et h coïncident
dans un voisinage de U, U étant lui-même contenu dans S^..

Soit 0 un élément de (S^(Î2.) valant 1 sur 3U et 0 dans un
voisinage de K. On pose w ( s , . ) = P,^/ - P/,,y(^ 4" ^) •

La fonction w appartient à A(î2^ H U) et vérifie les inéga-
lités suivantes _ _

vt/(0, .) = — Q < 0 sur S2 ,nu ,

\^(s , . ) = - P,.̂  (/î + 0) < 0 sur ôî2, H U ,

w(s , . ) < 0 sur 3U H Î2, si s est assez petit.

Les deux derniers points entraînant w ( s , . ) < 0 sur ô(î2^ H U)
lorsque s est petit, on en déduit, d'après le principe du maximum
pour les éléments de A(Î2^. H U), que, pour s assez petit,

w(s , . ) < 0 sur Î2, H U , donc sur K H Î2,,
soit encore

pi,sf- ̂  < p;,.0 sur K n "i •
Or

IIP^HK = o ( ^ ) ,
donc, en conclusion

| |[P,,/-P,^Ari^=o(5).

PROPOSITION 4. - 5'ofr (^.), ^ne partition de l'unité sur E
subordonnée au recouvrement (Î2^.),.. 0/2 a l'inégalité suivante

v/ee(E), w>o , jlf P,,(^/)||< H/H.
1 = 1

Démonstration. — Prenons / dans ^(E) et montrons, par
récurrence sur n G Np = { 1 , . . . , p} , la propriété suivante :



80 J.-P. ROTH

«Pour toute partie 1 de N^ comportant n éléments,

S P.,rWX I l / I l . »
î'ei

Pour 72 = 1 c'est vrai.
Supposons la propriété vraie pour n.

On considère une partie J = Q\ , . . . , /^} de N^, comportant
( 7 2 + 1 ) éléments et on pose, pour / G N ^ , I ^ = J \ { / . } .

La fonction î; définie par ^ ( r , . ) = ^ P,,r(^//), appartient
à A(E\ U ôî2,). IeJ

î Œ J l

Or, d'une part v(0 , . ) < ||/||, et d'autre part, pour x G U 3^.,
il existe ^ . G J tel que x ^ 3Î2,., et alors

^,^)= S P^(^/)(^)< 11/11,
.ei,

d'après l'hypothèse de récurrence.

Par suite, le principe du maximum (prop. 1) montre que v < ||/||.
Finalement la propriété est vraie pour n == p .

PROPOSITION 5. - Soit ^.eyo^). // existe G^.ee^^.)
tel que

1) 3C/ > 0 , \/s > 0 , ||P,^ G, - G,|| < C,s ,

2) Ve > 0 , 3a, > 0 , V^G [0, a,] , P .̂ < eG, ^ n,\K,,
où K^. désigne le support de .̂

Démonstration. - Soit ^.Ga^^.) , .̂ < ^^ et ^^. > 0 sur
Supp </?, .

Soit ^ea^c^,), 0, > o sur Supp ^..
La fonction f e'^^O^dt est un élément de (So(î^). Elle

^o
est strictement positive sur {x/0,(x) > 0} donc sur Supp î//, .

Il existe donc X, , réel strictement positif, tel que la fonction
/»00

G/ = X/ / e'^P, . 0, dt soit supérieure à ^, .
^o



RECOLLEMENT DE SEMI-GROUPES DE FELLER LOCAUX 81

• On a

P,,sG,=\ r^^i,^9.dt=\ re-^-^f^e.dt
JQ Js0 ^s

s
P,,G,=^(G,-X,^\-^0,dO,

d'où l'on tire en particulier P .̂ ^ G .̂ < esG^ .

. On a ^ (P,,G,)=P,/G,-X^.).

En notant C, = I I G, - X^.ll, on obtient

V ^ > 0 , ||P^G,-GJKC^.

• Soient e > 0 et K, = Supp ̂ . .
^ étant nul et ^^ strictement positif sur ôK^ , il existe c .̂

dans [0,1] tel que V ^ G [ 0 , a J , P^^^-^P^V/^ sur Ô K ^ .

La fonction î;, définie par v ( t , . ) = P^(^/ ~ ~ ^^ , ap-
partient à A(î^. \K^.).

On a aussi
î ; ( > y , . ) < 0 sur a(^.\K,.) pour 5G[0,aJ

et
î ; (0, .) <0 sur n,\K,.

D'après le principe du maximum il s'ensuit

v ( s , . ) < 0 sur ^\K^. pour > î G [ 0 , a J .

Donc, pour ^[0,aJ, on a

PU ̂  < f PU ̂  < f PU ̂  < eG. sur ". ̂  •

3. Démonstration du théorème 1 .

Il s'agit essentiellement de résoudre le problème suivant :
/G (°(E) étant donné, trouver u ̂  A(E) tel que t < ( 0 , . ) = / .

1. Construction de solutions approchées
Soient (^.), une partition de l'unité sur E subordonnée au

recouvrement (Î2,), et / un élément de (^(E).
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17 > 0 étant donné, on construit la fonction u de la ma-
nière suivante :

• ^(0,.)=/,

• si u^(kr], . ) est connue et vaut g , on pose, pour ^[0,7?],

^ 0 7 ? + r , . ) = Z P^(^).

t^ ainsi définie est continue et positive sur R"^ x E.

2. Propriétés des solutions approchées

• 11^ II < Il/Il.

Il suffit d'appliquer la proposition 4 à chaque pas de la construc-
tion de u^ .

• u^ appartient à A^(E). C'est une conséquence facile de la
proposition 3.

P P
• Posons C = ̂  C, et G == ^ G, (cf. proposition 5).

1 = 1 î = l

Pour e > 0 donné, soit a le minimum des c .̂ associés à e
par cette même proposition.

Alors, si 7 ? < a , la fonction -^+e||/| |G appartient à
A^nyvc(E) . Montrons cette dernière propriété.

Soient î ?^ ]0 , a [ et t > 0 fixés.

Pour s assez petit u (t + s , .) s'exprime sous la forme
p
^ P^g,, où ^e(°o(^.) et ^,<e||/||G, sur Sî,\K,. Ceci
1=1
provient de la proposition 5, compte-tenu du choix de T? et du fait
que I I ̂  H < 11/11.

Soient J ^ N p et K un compact de Sî^ tels que V î ^ / , KCÎ^.
ou K C E\K^..

On montre facilement que tout compact de Î2. est réunion
d'un nombre fini de tels compacts.

Soient J^ = { f G N ^ / K C Î 2 , } et ^ = N^\J^ .
Pour tout i ^ N p on introduit une fonction /^E(°o(S2.) coïn-

cidant avec e 11/IIG^. - g^ sur un voisinage de K et vérifiant la condi-
tion supplémentaire /z, > 0 si i € J^ .
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P
La fonction h = ^ /^. appartient à (°o(î2.) et coïncide avec

1=1
G 11/11 G — u ^ ( t , . ) sur un voisinage de K .

e |] / | |G-^0+5,.)-P,^ ==e||/| | ^ (G,-P^G,)
j'=i

+ S [P^(e | l / I IG,-^ , ) -P , ,A,]
iGJi

+ S [P^II/IIG,-^)-P,AL
/e=j2

Or, la norme du premier terme est majorée par e||/||Cy,
d'après la proposition 5, la norme indice K du second est un o ( s ) ,
d'après la compatibilité des (P^. {\^Q , et celle de la partie positive
du troisième est aussi un o ( s ) , d'après la proposition 3.

Finalement on obtient

||[e||/||G - u^t + s , . ) - P,^niK < e\\f\\Cs + o(s).

Cette inégalité est encore vraie en remplaçant K par une réunion
finie de tels compacts ; elle subsiste donc pour tout compact K de Î2^.

On en conclut que 6||/|| G — u^ appartient à A^nc(E).

3. Convergence des solutions approchées
e > 0 étant donné, soit a > 0 qui lui est associé par 3.2.
Soient ^ et ^ ^ ]0, a[ et v = u^ - u^ .

D'après 3.2, la fonction v + e||/||G appartient à A^n^c(E).
L'application à cette fonction du principe du maximum (prop. 2)

donne, compte-tenu du fait que ÔE^ = {0} x E,

Sup [ v ( t , x) 4- e||/||GOc) - e\\f\\Ct} < e||/|| ||G||,
(r^)eE^

donc
\\v\\^ < 26||/|| HGII +e||/||CT.

Par suite, lorsque 77 tend vers 0, u^ converge uniformément
sur les compacts de R'1' x E vers une fonction continue u.

4. La limite u est une solution du problème
Soient / E N K un compact de Î2 .̂ et t > 0.
Soit /zEG^Î^.) coïncidant avec u ( t , . ) dans un voisinage

ouvert V de K , tel que V C Î2, .
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Soit ^GSC^^.), 0 valant 0 dans un voisinage de K et 1
sur 3V.

e > 0 étant donné, la fonction v définie par

t ^ , . )=P ,^ ( /2 - 0) - ^0+5 , . )+e | | / | |G ,

appartient à A^yç(V) pour un certain 17 = 77(e) choisi assez petit
selon (3.2).

Or _
v(0,.)<\\u(t,.)^u^(t,.)\\ +e||/||||G|| sur V

v ( s , .) < 0 sur 3V pour 5' et e suffisamment petits.

D'après la proposition 2 on en déduit, pour s et e petits,

v(s,.)-e\\f\\Cs<\\uÇt,.)-u^^(t,.)\\ +e||/||||G|| sur V ,
donc

P^h -u^(t+ 5,.)<||^0,.)-^0,.)|| +e||/|| ||G||

+e||/||0+P^0 sur V.

Par passage à la limite lorsque e tend vers 0 on obtient
p^ h - u(t -^r s , . ) < P, y 6 sur V pour s petit.

En étudiant de manière analogue la fonction w définie par
w(5 , .) = u^t + s , .) - P,^(À + 0) , on aboutit à

^( r + s , . ) - P^^h < P^0 sur V pour s petit.
()r I IP^HK = o ( ^ ) , par suite ||i<(r + 5, . ) - P.^HK = o ( s ) .

La fonction M appartient donc bien à A(E) et d'autre part
^ ( 0 , . ) = / .

5. Définition de (P^>o
II est immédiat de voir que, si pour / G û(E) on pose

P ^ f = u ( t , . ) , où u G A(E) et ^ ( 0 , . ) = = / , on définit ainsi un
semi-groupe de Feller (P^)^o qui satisfait aux exigences de la pre-
mière partie du théorème 1.

La seconde partie provient de la construction de u par les so-
lutions approchées u^ . En effet, on a

V^EIM*, V r > 0 , (S^)"(/)==^(r,.).
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4. Recollement de générateurs infinitésimaux.

Soit A un opérateur de domaine D(A) dense dans <S(E) tel
que VK^ , K^ compacts disjoints, S^GDCA)'^ , (p = 0 sur K^ et
(R > 0 sur K^ .

On suppose que A vérifie le principe du maximum local po-
sitif, c'est-à-dire (cf. [2] chap. IV),

V/G D(A) , Vx G E , VV ouvert 3x ,
(f(x) = Sup / > 0) =^ (A/(x) < 0).

v

PROPOSITION 6. - 5b^/- U un ouvert de E ^ (f^\ C D(A)
^fc ^^ lim /„ = / ^ lim A/^ = ^ uniformément sur U . 5Ï /

M —>oo M —» oo

admet un maximum positif sur U ÛK pom^ x , alors g ( x ) < 0 .

Démonstration. — Soient K un voisinage compact de x
contenu dans U et ^ un élément de D(A) nul hors de K et
valant 1 en x .

On peut supposer les inégalités suivantes

\\fn-f\\v < ]- et ||A/,-g||^ < 1.

On a alors

/,+ I- ^< / (x )+ ^ sur U \ K ,

et
(/.+ ^)(x)>/(x)+ ^.

La fonction f^ + — <^ admet donc un maximum positif sur
U en un point x^ de K .

On a donc A/JxJ + -^ A^(xJ < 0 .

Soit x^ une valeur d'adhérence de la suite (x^\ quand n
tend vers l'infini. Par passage à la limite on obtient g(x^) < 0 .

Pour tout voisinage compact K de x il existe un tel point
XK , par suite g ( x ) < 0 . C.Q.F.D.

Soit (Î2^. ( / = ! , . . . , ? ) un recouvrement de E par des ouverts.



86 J.-P. ROTH

DEFINITION. -Soit Î2 î^ ouvert de E. 0^ TO^ F(Î2) /^-
semble des couples (/, ^) û?^ fonctions continues sur Î2 ^fa que

\/i, VK compact C Î2 H ̂ . , 3(/^ C D(A) ,

(^)n (resp. (A/^)^) converge uniformément sur K 1W5 / ^57?. ^
quand n tend vers l'infini.

La proposition 6 montre que r(SÎ) est le graphe d'un opéra-
teur, noté B^ , qui vérifie le principe du maximum local positif.

PROPOSITION 7 (Principe du maximum). — Soient Î2 un ouvert
de E et u une fonction continue de R4' x Î2 dans R telle que

W > 0 , ^ ( r , . ) G D ( B ^ ) ,
Vx G Î2 , ^ ( . , x) est dérivable sur R'^* ,

du
V(r , x) G R^ x Sî , -^- 0 , ^) == B^O , . )) (x).

Si Sup ^ > 0 , ûtor^ on a Sup ^ = Sup lim u ( t , x) .
ÎÎT "T (^,^)eôn^ (r,^)->(5,^)

Démonstration. — Soient T > 0 et K un compact de Î2 tels
que Sup u > 0.

"T
Soit (p ̂  D(A) positive sur E et strictement positive sur K .

I A^U
Soit k un réel strictement supérieur à —

^ IF
On pose À ( r , x) = ^"^^(x).
Soient e > 0 et T > 0.
Supposons que la fonction (u + eh)^ atteigne son maximum

en un point ( t , x) de ] 0 , T ] x K .
La fonction (u 4- e/z) ( t , . ) appartient à D(B^) et admet

en x un maximum local positif, donc

B^(u(t, . )) (x) + eA(/2(r, . )) (x) < 0 ,

^ 0,;c)4-e^A<^(x)<0,
û^

dl ( t , x ) - eke-^^x) < 0 car - ̂ (x) < A^(x),
û?^
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d'où — (u + eh) ( t , x) < 0, ce qui contredit le fait que (u + eh)
dt ^

admet un maximum sur ]0 , T] x K au point ( t , x) .
(u + eA);^ n'atteint donc son maximum que sur ôKy , donc

Sup (u + eh) = Sup(i< + e/z).
K-r ôK-r

Le résultat s'obtient finalement en faisant tendre e vers 0,
puis K vers Sî.

DEFINITIONS. - On note A l'opérateur Bg .
Pour tout i de N p , on note A, l'opérateur dans <°o(^) ^"^

le graphe est r(î2,) n [^(ft,)]2.

THEOREME 2. - Supposons que, pour tout ; G N ^ , A, 50^ le
générateur infinitésimal d'un semi-groupe (P^. {\^Q .

^Itor^ /^ semi-groupes (P, ^)^o 50^^ d^ Feller, locaux, deux
à deux compatibles et A est le générateur infinitésimal du semi-groupe
(Pf)t^Q obtenu par recollement des (P, ^>o •

Démo^^ra^b^.

1) Localité et compatibilité des (P, t)t>o '
Soient i , f et K un compact de Î2, 0 Î2^.

Soient / dans_eo(î2,) et g dans (°o(^/) coïncidant dans un
voisinage V de K , V étant inclus dans Î2 .̂ 0 Î2..

Soient (/^ C D(A,) tel que ||/ - /j| < -̂ -

et (^)^CD(A,) tel que ||^-gj|<-^.

Soit ^ dans D(A) nx"*'^,), supérieur à 1 sur ôV et nul
dans un voisinage de K .

On considère la fonction v^ , définie par

^0, .)=P,^(/ , -^)-P,^.

On a
i;,(0,.)<^ sur V

et i ^ ( r , . ) < 0 sur ôV pour r < T et n>^.
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Or v^ restreinte à R"^ x V satisfait aux conditions de la pro-
2

position 7, par suite il vient v^ < — sur V^ .

Par passage à la limite quand n tend vers l'infini on obtient:

We[0,T], P ,^ ( / -^ ) -P ,^<0 s u r V ,

donc We[0,T], 11[P^/- P^rilK <IIP,,^HK ==o0) ,

car lim — (P, ̂  - ^) - A(/?|| = 0
r-*-o \\ t ' H

et ^ = A<^ = 0 sur K .

On montre de même que 11[P,̂  - P^rilic == ^ ^ C ^ ) » ce q111

prouve la compatibilité de (P^)^>o et de (p/,r)^>o (où la localité
de (P^)^o si ^ = / ) -

2) A ^ KTÎ générateur infinitésimal

D'après le théorème 1 on peut recoller les (P, ^)^>o en un

semi-groupe (P^>o • On note C son générateur infinitésimal.
Soit / un élément de D(C) et K un compact de Î2^..
Soit h G (°Q (S .̂ ) , h=f dans un voisinage de K .

1 p s
Pour 5 > 0 , la fonction h^ = — j P^hdt appartient à

D(A,) et on a

A,h, == ]- (P^A-^) ,ij

A,^ = } (P,/-/) + } (P,,,A - P,/) sur K .

e > 0 étant donné, il existe s > 0 tel que

"^-/l lK^t

et ||A,/î,-C/||^<|-.

Il existe g dans D(A) tel que

ll^-Mi^f
et ||Ag-A,^||^<^.
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Finalement on a

V e > 0 , 3^GD(A) , | |^-/ | |^<e et \\Ag - Cf\\^ < e ,

ce qui prouve la relation C C A.

Or A vérifie le principe du maximum local positif et C est
maximal parmi de tels opérateurs, donc C = A .
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