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INTRODUCTION

Les développements récents de la théorie des équations aux dérivées
partielles ont fait apparaitre les invariants attachés a des immersions
lagrangiennes que sont la classe de cohomologie de Maslov-Arnold, I'indice
des lacets ([1], [8], [9], [10]) et I'indice des chemins ([9], [10]) qui lui sont
associés. Si une immersion lagrangienne est 2g-orientée, on peut construire un
indice qui intervient dans le calcul lagrangien de J. Leray [9].

Le but de cet article est de présenter une construction géométrique de ces
invariants. Dans [ 11b] on trouvera une construction analytique de I'indice de
Maslov-Arnold-Leray d’'une immersion lagrangienne dans T*R”".

Dans une premiere partie on construit des invariants homotopiques dans
une situation trés générale : un fibré (F,p,X) est un triple ou p est une
surjection continue de I'espace topologique F sur I'espace topologique X,
localement sectionnable ; G étant un groupe topologique, a tout G-cocycle
sur F est associé¢ un fibré G-principal, une classe de cohomologie (non
abélienne) et si G est abélien discret un indice des lacets, tandis qu’a tout G-
diviseur est associé¢ un G-cocycle, le couple formé d’un fibré G-principal et
d’une section globale (non continue en général) et si G est discret un indice
des chemins. Ces notions sont fonctorielles en G et pour 'image réciproque
des chemins ce qui sera souvent utilisé par la suite. Les classes d’équivalences
de G-diviseurs sur un fibré sont des diviseurs topologiques au sens de [4] et
[5] : cependant la notion d’indice est attachée au diviseur et non au diviseur
topologique associé.

Enfinsi d estundiviseursur F tel que ind,,(m,X) = 0, setrouve définie
sur X une application h de X dans G continue sur X, complémentaire
du support de d, nulle sur une composante connexe de X,, telle que pour
tout chemin vy, ind;y = h(y(0)) — h(y(1)). Ceci permettra dans la troisi¢me
partie de construire 'indice de Maslov-Arnold-Leray.

Ces résultats complétent des résultats antérieurs ([3b, [3c]).

Dans la deuxiéme partie ces résultats généraux sont appliqués au cas d’un
fibré symplectique (E,p,X). Si E est équipé de deux sous-fibrés lagrangiens
L et L', leformalisme algébrique de [4] permet de construire un Z-cocycle
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o, surlefibré A, ,(E) deslagrangiensde E coupant L (resp. L’) suivant
un sous-espace de dimension k (resp. k’). Cette construction est toujours
possible pour k = 0 = k’. Alors o, est le cocycle de Hérmander [8]. Les
Z-fibrés principaux associés aux cocycles o, sont tous isomorphes. Leur
classe d’isomorphisme est la classe de Maslov-Arnold. A, (E) est également
muni d’'un Z-diviseur d,,. En fait tous ces diviseurs sont la restriction d’une
méme application définie sur la grassmannienne lagrangienne A(E), le
diviseur de Maslov D. Ils ont tous méme support et définissent le méme
indice de chemin, I'indice de Maslov-Arnold des chemins. En particulier sur
A%*(E), carré fibré de la grassmannienne lagrangienne, on construit par
image réciproque de E par la projection sur X un fibré symplectique & qui
est muni de deux sous-fibrés lagrangiens %, : (Ap) - (Ap,p) et &, :
(A1) = (A,p,A). On obtient ainsi une classe de Maslov-Arnold sur AZ%(E)
universelle en ce sens que la classe de Maslov-Arnold de (E,L,L’) s’obtient
pour tout couple (L,L') par image réciproque, ce qui permet d’obtenir
diverses propriétés de la classe de Maslov-Arnold de (E,L,L’) (cf. [3b], [3c],
(4], [5D).

Le cadre de la troisiéme partie est celui de la géométrie g-symplectique. Un
fibré g-symplectique (E,o,q) est un fibré symplectique (E,oc) dont le groupe
structural est élargi & Sp,(n) revétement a q feuillets de Sp(n). Un tel
élargissement n’est possible que sous certaines conditions topologiques [7].
Un sous-fibré lagrangien L de E est 2g-orientable s’il existe une section
continue de A,,(E) fibré des 2g-lagrangiens de E relevant L. Si L est 2g-
orientable, L' est 2g-orientable si et seulement si 'indice de Maslov-Arnold,
relatifa L et L', deslacetsde X est nul modulo 2q. D’autre part L est 2-
orientable si et seulement si L est orientable au sens ordinaire. En fait a tout
sous-fibré lagrangien orientable d’un fibré symplectique E, on peut associer
une géométrie co-symplectique de E et deux telles géométries sont isomor-
phes si et seulement si I'indice de Maslov-Arnold, relatifa L et L', deslacets
de X est nul. Tout ceci généralise un résultat de Souriau [11a].

2
Si (E,ocAq) est un fibré g-symplectique, Azq(E) désignant le carré fibré
2 2

de A,,(E), lefibré Azq(E) E - Azq(E) est un fibré g-symplectique muni

naturellement de deux 2g-orientations £;: (A,Mz.) — (Agphagpha,)

et L(AypHa.) = (Ayphagpha,). Liindice de Maslov-Arnold modulo 2g des
2

lacets de Azq(E) est nul. On peut donc construire une fonction m,, sur
2

A, (E) a valeurs dans Z,, continue sur les paires transverses. m,, est
2q 2q 2q
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'indice de Maslov-Arnold-Leray du fibré g-symplectique (E,0,9). On est
alors & méme d’étendre aux fibrés g-symplectiques les résultats de [9].

Dans un dernier paragraphe est étudié le rapport entre I'indice de Morse
et 'indice de Maslov-Arnold. Ce rapport est naturel dans la mesure ou la
formulation covariante des problémes variationnels est en fait une formula-
tion symplectique. Si h est un hamiltonien sur T*M, l'application {, de
R x T*M dans T*(R xM xM) définie par (t,v) - ¥, (t,v) ou

Vy(t0) = (&, —h(v), @4(v),—v)

ou ¢, est le flot hamiltonien de h est une immersion lagrangienne dont
I'indice de Maslov-Arnold des lacets est nul, ce qui permet de construire une
application de R x T*M dans Z p,(t,v) qui d’une part est I'image
réciproque de I'indice de Maslov-Arnold-Leray du fibré oo-symplectique
naturellement associé a , et d’autre part s’identifie a I'indice de Morse de la
géodésique u — y(w,v), u € [0,t], tangente a l'origine a v. La méthode
suivie pour réaliser cette identification différe de celle de [2] et s’apparente a
celle de [6]. Les résultats de la premiére partie permettent de retrouver le
théoréme de Morse exprimant I'indice de Morse comme somme des ordres de
conjugaison des points conjugués de 0. Le cadre de cette étude est la
géométrie finslérienne qui, au demeurant, s’introduit naturellement chaque
fois que I’on considére sur une variété M un opérateur pseudo-différentiel du
2¢ ordre elliptique et autoadjoint.
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CHAPITRE PREMIER

INVARIANTS HOMOTOPIQUES

1. Cocycles et diviseurs.

Par fibré on entend un triple (F,p,X), noté F par abus de notations, ou
F et X sont deux espaces topologiques, X connexe et p une surjection
continuede F sur X localement sectionnable, ce qui signifie que pour tout x
de X il existe une section de p, continue, définie dans un voisinage de x.

Un morphisme du fibré F' = (F',p’,X’) danslefibré F estuncouple (ff)
d’applications continues telles que le diagramme suivant soit commutatif :

F’ -—]—> F
4 i l P
X’ —f—> X

Soit G un groupe topologique, noté multiplicativement, d’élément
neutre e. Un G-cocycle sur F est une application o continue du carré fibré
2
F dans G telle que ©(z,,z,)0(z,,25)0(2,,23) ' = e dés que

p(zy) = p(z;) = p(z;).

Plus généralement on définit I'ensemble C4(F,G) des g-cochainessur F &

q+1
valeurs dans G comme I'’ensemble des applications continues de F dans

G(q=0). Pour g =0 et 1 on définit une application cobord 0 :
C°(F,G) » CH(F,G) : yo = Y0 : (2,2) = Yo(2)y,(z) !
CH(F,G) » CH(F,G) 1y, = 07y & (2.2.2") = 7,(2.2), (22", (2.2") 7L

0 est un opérateur de cohomologie ce qui permet de construire, en
dimension 0 et 1, un ensemble de cohomologie not¢ H?(F,G). cf. [3b].
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Soit H'(X,G) le premier ensemble de cohomologie non abélienne de X a
coefficients dans G. H!(F,G) et H'(X,G) sont des ensembles pointés
respectivement par la classe des cobords et par la classe du fibré trivial
notées e.

Soit o un G-cocycle. Le quotientde F x G par la relation d’équivalen-
ce (z,9) ~ (Z,g') sietseulement si p(z) = p(z') et ¢ = o(z,z)g est un G-
fibré principal localement trivial noté F(o). L’application o — F(o) définit
par passage au quotient une application h : H'(F,G) - H'(X,G) qui est un
morphisme injectif d’ensembles pointés, c’est-a-dire que h(§) = e équivaut
agf=e.

Ces constructions sont fonctorielles pour Iimage réciproque : soit
f:X" - X une application continue. Soit (ff) le morphisme naturel de
F' =f"'F dans F. A tout G-cocycle sur F est associé le cocycle
o' =f"'oc sur F' défini par

(z2) = fo(22) = o(f (2.1 ().
Alors F'(o') = (f 'F)(f "'o) = f~!(F(0)) ce qui définit par passage au
quotient une application f* telle que le diagramme suivant

*

H!(F,G) —— H!f 'F.G)

l |

H'XG) — H'KX.G)

soit un diagramme commutatif de morphismes d’ensembles pointés.

Si F, estunsous-fibré de F (ce qui signifie que la restrictionde p ala
partie F, < F faitde (F,,p|F,X) un fibré) on a un diagramme commutatif
de morphismes injectifs d’ensembles pointés :

H!(F,.G) —— H!(X,G)

\ e

H'(F,,G)

Il résulte en particulier de cette remarque que si F est muni d’une section
(continue) globale H'(F,G) = e pour tout groupe G.

Plus généralementsi (ff) est un morphismede F’' dans F, pour tout G-
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cocycle o sur F, f*o désignant le G-cocycle o o f sur F', f~!(F(o)) est
naturellement isomorphe a F'(f*c). En effet (ff) se factorise a
travers f'F : :

ot or L, F

A l

f

X —— X

D’une part f~}(F(o)) = f 'F(f o) et,comme @(F’) est un sous-fibré de
f7'F, f~Y(F(o)) = ¢(F)(f 'o). Dautre part lapplication de F' x G
dans (f"'F) x G :(z,9) = (¢(z),g) est compatible avec les relations d’équi-
valence définies par f*o et f~'oc et définit donc un isomorphisme de
F'(f*o) sur o(F)(f o) ce qui achéve la démonstration.

Par passage au quotient (f{) définit une application de H!(F,G) dans
HY(F',G) de fagon que le diagramme suivant de morphisme d’ensembles
pointés soit commutatif :

H!(F,G) —— H'(F.G)

l l

H!(X,G) AN H!'(X',G)

Enfin on a la factorisation :

H!(F.G) — HYF.G)

\ /
H!(/~'E.G)

Si G est abélien les morphismes construits deviennent des homomorphis-
mes injectifs de groupes. Si de plus G est discret, H!(X,G) est le premier
groupe de cohomologie de Cech de X a coefficients dans G et dans ces
conditions a tout G-cocycle o est associé un homomorphisme de groupes
noté ind, : m,X — G. Si y est un lacet au point de base, y un relevé de y
dans F(o), Y(0) = y(1)g et ind,[y] = g ou [y] estla classe de y dans
n,X. Si y posséde — ce quin’est pas le cas en général — unrelevé I' dans
F, ind;y = o(I'(1), I'(0)). On notera ind,y par abus de notation la



INVARIANTS HOMOTOPIQUES ATTACHES AUX FIBRES 33

valeur de ind;y sur [y]. ind,y est Iindice du lacet y relativement au G-
cocycle . Si (f.f) est un morphisme de F’ dans F, indp, = ind, © f(f(y)
est le lacet foy).

Les constructions effectuées sont également fonctoriellesen G. De plus si

0-H->G —p—> G, — 0 est une suite exacte de groupes, o un G-cocycle
sur F, F(p(0)) estisomorphe a F(c)/H. Eneffet p définit un morphisme de
fibrés principaux de F(o) dans F(p(c)) quiest surjectif car p(G) = G, eton
vérifie que deux éléments de F(o) de méme image dans F(p(c)) se déduisent
par l'action a droite d’'un élément de H.

On appelle G-diviseur de X relativement & F toute application d de F
dans G (d non nécessairement continue) telle que 'application d définie

2
sur F par d(z,) = d(z)d(z))~" soit un G-cocycle. On dit que d est un
diviseur associé & d. On notera quesi d est continue sur F, d est alors un
cobord : d = dd. Mémesi d n’est pas continue sur F, onnotera d = dd
par abus de notation.

On associe a d le fibré principal F(dd) et la section (non nécessairement
continue) de F(dd), d, qui, a tout x de X, associe la classe d’équivalence
dans F(éd) de (z,d(z)) ou zep '(x). Réciproquement si o est un G-
cocycle et s une section (quelconque) de F, pour tout z e F, il existe un
unique élément d(z) de G tel que s(x) appartienne a la classe de (s,d(z))
dans F(o). d est un diviseur associ¢ & ©.

On note 2(F,G) I'ensemble des G-diviseurs de X relativement a F.
2(F,G) est en correspondance biunivoque avec I'ensemble des couples
formés d’un G-cocycle o et d’une section (quelconque) de F(o).

Pour tout diviseur d I’ensemble de ses points de continuité est de la forme
p~'A ou A = X. X-A = X, s’appelle lesupportde d. Si G est munie de
la topologie discréte, A est ouvert et le supportde d est le plus petit fermé B
de X tel que la restriction de d a p~*(X—B) soit continue.

L’ensemble C°(F,G) des O-cochaines de F opere a gauche
dans 2(F,G) :

C°(F,G) x 2(F,G) » 2(F,G)(c.d) - cd : z — ¢(2) d(2)

d(cd) et 6d sont deux G-cocycles de méme image dans H!(F,G). d et cd
sont deux diviseurs de méme support.

L’ensemble #(F,G) de toutes les applications de X dans G (continues
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ou non) opére a droite dans ¥ (F,G) :
2(F,G) x F(X,G) » 2(F,G) (d,9) - d.¢ :z > d(2)o(p(2)).
0(d.@) = 0d. Par contre d et d.¢ n’ont pas méme support en général.

L’ensemble des diviseurs topologiques de X relativement a F, noté
div(F,G) est I'ensemble quotient de 2(F,G) par laction a4 gauche de
C°(F,G). Comme d et c¢d ont méme support on peut parler du support
d’un diviseur topologique.

I'(X,G) désignant 'ensemble des applications continues de X dans G,
il résulte de [3b] que 'on a une suite exacte d’ensembles pointés :

(1)  e-TI°XG)—> FXG) - div(F,G) » H(F,G) > ¢

I'°(X,G) et #(X,G) qui sont des groupes sont pointés par 1’élément neutre
noté e.

Soit # (resp. X) le faisceau des germes d’applications continues (resp.
quelconques) de X dans G. On a les diagrammes commutatifs :

e » T°(X,G) - FX,G) - div(FG) - H(FG) — e

Ill IH l l

e > H(X.#) » H'(X,%) » H'X,.2/#) - H'(XG)

ou les bijections sont notées = et ou toutes les fléches sont des morphismes
injectifs d’ensembles pointés.

Si G est abélien, les morphismes deviennent des morphismes de groupes
et div(F,G) s’identifie & un sous-groupe de H°(X,#’/#). On retrouve les
diviseurs topologiques au sens de [4] et [5].

La notion de diviseur est fonctorielle pour P'image réciproque. Le
morphisme naturel (ff) de f~!'F dans F induit une application d —» f~!d
de 92(F,G) dans 2('F,G). f'd=do-f et of 'd=f"'0d. Donc
STHF@d) = (f F)@ef " a).

Par passage au quotient de d — f~'d on définit une application notée
encore f* de div(F,G) dans div(f 'F,G) et le diagramme suivant est

commutatif :
t 3

div(F,G) L» div(f~'F,G)

l l

H!(F,G) ﬁ» H'(f~'F,G)
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Pour tout diviseur d, le supportde f*d est contenu dans I'image réciproque
par f dusupportde d:f"'(Z,) > Zn,.

Plus généralement si (f,f) est un morphisme de fibrés de F’ dans F,
f*d = d o f est un G-diviseur sur F’ associé au G-cocycle of*d = f*ad.
Tout ceci se transporte aux diviseurs topologiques et on a les diagrammes
commutatifs suivants :

div(F,G) div(F',G)

f*\»div(f‘l(F,G)/

H!(F,G) J , HYF.,G)
f*\‘Hl(f"lF,G)/

Enfin les supports sont reliés par les relations d’inclusion :
ZP:I < Z/"‘(l < f— ! Zd'

Si f est ouverte ces trois sous-ensembles des X' coincident.
Les notions de diviseur et de diviseur topologique sont également
fonctorielles en G.

2. Indice associé a un diviseur.

G esticiun groupe discret, d un G-diviseur sur F. Onnote X, 'ouvert
complémentaire du support X, de d, F, larestrictionde F a X,, C°(X)
(resp. C°(X,X,) lespace des chemins de X (resp. et dont les extrémités

' appartiennent & X,) paramétrés — sauf mention du contraire — sur [0,1].

La restrictionde dd a F, estuncobordde F,. Donc F,(0d) est trivial.
A d est associé une section d de F(dd) continue au-dessus de X,, et une
bijection G-fibrée de F(dd) sur X x G, y, dont la restriction au-dessus de
X, est un isomorphisme de fibrés G-principaux de F,;(0d) sur X,; x G :si
peF(@d), WV(p)=(p(p)a) ou a est tel que p =d(p(p)a. Soit
0 :F(éd) > G [lapplication p — 0(p) = a. Si ¢ désigne I'application
quotient de F x G sur F(éd) 0 o ¢(z,9) = d(z)"'.g. 1l résulte de ce qui
précéde que la classe de F(dd) appartient a H!(X,X, ;G) premier ensemble
de cohomologie non abélienne relative de X modulo X,.

Soit ¥ uncheminde X, y unrelevé de y dans F(dd). Comme G est
discret 0(y(0)).6(y(1))"! ne dépend que de 7.
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DEFINITION 2.1. — Pour tout chemin y de X, la quantité

- 0(¥(0)).6(v(1)

S’appelle indice de vy relativement @ d et se note ind,y.

Remarque. — Cette notion n’est pas invariante par I’action a gauche de
C°(F,G) dans 2(F,G) et n’est donc pas relative au diviseur topologique
associ¢ a d méme si G est abélien !

ProrosiTioN 2.1. — (i) ind; Y = e silimage de y est contenue dans X,.

(il) Si y posséde un relevé T dans F, ind;y = d(['(0))"1.d(T"(1)).

(iii) ind, est « additif » au sens suivant : si y, et y, sont deux chemins de
X modulo X, tels que v,(1) = v,(0)

ind, (v,.7,) = ind; v,.ind, v,
(iv) ind, (y~!) = (ind; y)7".

(v) Si y, et y, sont deux chemins de X homotopes a extrémités fixées
ind; vy, = ind,; v,.

(vi) Si vy, et vy, sont deux chemins de C°(X,X,;) homotopes dans
C°(X,X,), ind; v, = ind; v,.

(Ceci signifie que s’il existe une homotopie H de vy, sur vy, telle que pour
tout o (t - H(t,®)eC°(X,X,), ind, yo=ind, v,).

(vii) Si (fif) estunmorphismede F' = (F',p’,X') dans F = (F,p,X) etsi y
est un chemin de X',

indp,y = ind,;, vy = ind,; f o y.

Démonstration. — (i) Si y est contenu dans X, t — y(t) = ¥; ' (y(t),e)
est un relevé de y et 0(y(t) = e. D’ou le résultat.

(i) Si T est unrelevé de y dans F, t - @(I'(t),e) est un relevé de y
dans F(0d) et 0(p(I(t)e)=d(T'())" !, donc ind,y = d(['(0))~* d(I'(1)).

(iii), (iv) et (v) se déduisent de la définition de ind,.
(vi) soit v, le chemin composé des chemins
a - HOm, vy,, o — H(ll-a
le premier et le dernier de ces chemins étant contenus dans X,

ind, v, = ind; v,.
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Comme 7, et y, sont homotopes a extrémités fixées le résultat découle
de (v).

(vii) découle de ce que I'isomorphisme F'(0f*d)= f~!(F(dd)) échange les
sections associées & f*d et f~1d.

COROLLAIRE. — Si ind;y # e, y n X, # &.

ProrposiTiON 2.2. — Si G est abélien, les indices relativement a d et 0d
d’un lacet sont égaux. '

Démonstration. — Soit y un lacet d’origine x,, y un relevé de 7.
ind,,;y =g ou y(0) = y(1)g.

D’autre part, ind,y = 0(y(0)).0(y(1)) ™! = 0(y(1)).9.0(y(1))"* qui vaut ¢
si G est abélien.

Remarque. — 1l résulte de ce qui précéde que si G est abélien discret (sa
loi est alors notée + , ’élément neutre 0) lesindices des lacets relativement &
d, et d, coincidentsi dd, = dd,. C’est en général faux pour les indices de
chemins. En fait, G étant discret, ind, = ind,, si et seulement si il existe
geG telque d, =d, +¢.

Soit y uncheminde X nerencontrant le supportde d qu’en un nombre
fini de points. L’indice de y s’exprime en terme de saut de d sur vy : soit
tey !Z,. F posséde au voisinage de y(t) une section s continue.Comme
G est discret la quantité d(s(y(t—h)) 'd(s(y(t+h)) si 0<t<1
(resp. d(s(y(0)) ™ 'd(s(y(h))), d(s(y(1—h)"'ds(y(1)))) a une limite quand
h -0, h > 0, et cette limite, indépendante de s s’appelle le saut de d sur
vy en t (resp.Q,1): {y,d),. La quantité H {y,d), est notée (y,d).

tey™'%,

ProposITION 2.3. — Si ¥ nerencontre X, qu’en un nombre fini de points,
ind; vy = <v.d).

Démonstration. — y~1E, = {to<t;<...<t}; 0<t, <t <1. 1

existe € > 0 telque y; désignantlarestrictionde y a [0,1] n [t;—¢&t;+¢€],
k

ind, v = [] ind, y;, € peut étre choisi assez petit pour que y; soit contenu
i=0
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dans un ouvert de section locale s; de F. s; oy, reléve v, dans F ce qui
permet de calculer ind,y; grice a la proposition 2.1. (ii). Il en résulte que
ind, y; = <y,d>,’. D’ou le résultat.

On considére dans la fin de ce paragraphe un G-diviseur d sur F
(G discret abélien) tel que ind,, = 0, c’est-a-dire que I'indice de tout lacet
est nul. Pour tout chemin y, ind;y ne dépend que de y(0) et y(1). On
désigne par p,:X* > G la fonction définie par p,(x,y) = ind,y ou
v(0) = x, y(1) = y. D’autre part ind.,(n,X) = 0 implique que F(dd) est
trivial. 0d est donc un cobord. Soit ¢ une O-cochaine sur F telle que
0d = 0c.d = ¢ + p*h ou h est une application de X dans G continue
sur X,. ¢ étant une cochaine, ind, = 0, ce qui implique que

ind, v = h(v(0)) — h(y(1).

Deux cochaines définissant le méme cobord différent d’une constante. On
peut donc toujours supposer que h vaut O en un point x, que I'on prend
hors du support de d. Comme G est discret, h vaut 0 sur la composante
connexe X§ de x, dans X,. Pour tout chemin d’extrémité y(1)e XJ,
ind, v = h(y(0)) et h(x) = py(x,x). Finalement :

ProrosiTioN 2.4. — Soit d un G-diviseur de F tel que ind;, m,X) = 0.
Soit X3 une composante connexe de X,;. Il existe une unique fonction
h: X —> G telle que ind;y = h(y(0)) pour tout chemin vy dextrémité
Y(1) e X3. h est continue sur X,, vaut 0 sur X3. De plus pour tout chemin
y de X,

ind, v = pa(v(0)y(1)) = h(v(0) — h(y(1)).

Remarque. — On peut étendre les remarques précédentes a un couple de
diviseurs d, et d, telsque 0d, = dd,. Ilexiste alors h : X - G continue
sur X, N X, valant O sur une composante connexe de X, N X,, telle que
ind‘,I Y — indd2 = h(y(0)) pour tout y dont '’extrémité y(l) est prise dans
cette composante connexe. Pour tout chemin y

ind, y — ind,, v = h(y(0)) — h(y(1)).
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CHAPITRE 1II

CLASSE DE MASLOV-ARNOLD
D’UN FIBRE SYMPLECTIQUE

1. Préliminaires algébriques [4].

Dans tout ce paragraphe (E,0) désigne un espace vectoriel (réel)
symplectique de dimension 2n. A tout triple (u,p',n") delagrangiensde E on
associe deux entiers relatifs o(u,p,pn”) et i(u,p,u") respectivement la
signature et I'indice de la forme bilinéaire symétrique définie, sur le sous-
espace vectoriel ppu'p” de p x p' x p” formé des triples (£,5.5") tels que
£E+8&8 +& =0, par

B, [(§8.8"), (nn',n)] = o(En).

oo

Si W esttransversea p et p”, o(up,p") sera noté o¥(u,pn”). Cest alors la
signature de la forme quadratique sur p définie par (§1n) — o(§,P,m) ou
P, est la projection de p sur p” parallélement a p’. Le noyau de cette
forme est p N p”. Si W' est transverse a p (resp. a p”) o(pp,u”) est la
signature de la forme quadratique sur p” (resp. p) (£",n") - — o(&".P, ")
(resp. (§,m) » — o(E,P,m)), ou P, (resp. P,) désigne la projection sur p
(resp. 1), etdontlenoyauest p” N p + p” Ny’ (resp. p np'+pnp”). On
a des résultats identiques pour l'indice.

Si F est un sous-espace involutif de E, cest-a-dire contenant son
orthogonal symplectique F°, F = F/F° est muni naturellement d’une
structure symplectique &. (On affectera d’un tilde les analogues sur F/F°
des notions introduites sur E.) Si A est un lagrangien de E,
% =X nF/A N F° estunlagrangiende F. A > est une correspondance
biunivoque entre les lagrangiensde E contenusdans F et les lagrangiens de
F. La projection © de F sur F induit une application surjective de AA'A”
sur AAA” quand A et A’ sontcontenusdans F etalors B,,,. = By;q. o 7.
Il en résulte que (AN = (LA A") et que i(ALM,A") = i(AALRY).

En particulier si on applique ce qui précéde en prenant F = A + A,
alors Fo =LA nAX, A nX = {0} et X' nA" = (X’ nL"). Il en résulte
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que le noyau de By estégala X" nA@® X" Nk, et donc que

N o x o .
5 dim F — SALLY) = BALL) + dim (1" A1) + dim (1" A

ce qui entraine la :

Prorosition 1.1. — Pour tout triple A\'A" de lagrangiens de E,
oc(ANA") = n — (dim (A NX) + dim (A’ nX") + dim (A" nL))

— 2(i(AA A7) — dim (A N NA)).

ProrosiTioN 1.2. — (i) o(AAA") et i(AA,A") sont invariantes par
permutation circulaire.

(ii) o(A,A L") est alternée.

(i1) i(AAAT) + i(AAA) =

=n — {dim (A n}X) + dim (A’ "L")+ dim (A" NX)} + dim (A NX" AL} .
En particulier si AA'A” sont deux a deux transverses,
i) + iV A A) = n.

Pour toute fonction définie f sur les triples de lagrangiens on pose

Of (M Aphsh,) = Z (=1 (A, .. '7"1' s hy).
i=1

TueéoreME 1.1. [4]. —
0c = 0. En particulier si L, est transverse d Ay, Ay, A5,
— 0(ApAphs) = MR ,h,) + 0M(Rphy) — oM(AA,).
CoroLLAIRE 1. — Si Ay, A;, A3, Ay, sont quatre lagrangiens tels que
A NnA;=0=2X, Nnh,,
i(A,A0h5) — i(A LA 0h,) + (A, Aah,) — i(AyAsh,) = 0.

Pour tout triple (A;,A;,A;) de lagrangien on définit
dA i Ah3) = — i(AApAs) + dim (X X, NAL) — dim (X, NX,).
A, hp0,) = %(—n + dim (A, NX,) + dim (A, NA;) — dim (X, NA;)

+ o(A,A5503)).
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COROLLAIRE 2. — dd = 0.

Soient L et L’ deux lagrangiens de E. On définit ainsi deux
applications S et D :

(1) SN == {o(LAL) — o(LA,L) + dim(LAL) + dim ( AL"

1
2 : ’ : ’ ’
— dim (L nX") — dim (A’ nL’)}
pour tout couple (A,A") de lagrangiens,
(2) D(\) = d(L,A,L) pour tout lagrangien A.

Si F estinvolutifet contient L, on considére les lagrangiens L et L' de F
et on définit S et D de maniére analogue.

ProrosiTioN 1.2. — (i) S et D sont a valeurs entiéres;

S(LX) = D(A) — D(V)

(i) D) = D) si A< F. SAX)=S\\) si A= F, X' c F.

2. Fibré, classe et diviseur de Maslov-Arnold.

Un espace fibré symplectique (E,p,X; o), noté (E,o) par abus de
notation, est un espace fibré vectoriel localement trivial de rang fini pair 2n
muni d’une 2-forme symplectique ©.

A(n) désigne la grassmannienne symplectique (ensemble des lagrangiens)
de l'espace vectoriel symplectique canonique Z(n) = (R"@ R"™,0,). Sp(n)
désignant le groupe symplectique réel, Sp(n) et U(n) agissent naturellement
sur A(n), le stabilisateur de R™* étant respectivement St(n) et 0(n). A(n)
est donc isomorphe a Sp(n)/St(n) et a U(n)/0(n).

L’ensemble des lagrangiens de E, noté A(E), est un espace fibré
localement trivial sur X de fibre type A(n), appelé grassmannienne
symplectique de E. (E,0) a pour fibré principal associé, un Sp(n)-fibré
principal noté E(Sp(n)). A(E) est isomorphe canoniquement a
E(Sp(n))/St(n). On peut toujours réduire a U(n) le groupe structural de E
ce qui revient a se donner une structure hermitienne subordonnée a la
structure symplectique. A(E) est donc isomorphe a E(U(n))/0(n). On
notera que E(U(n))/0(n) dépend de la structure hermitienne considérée.

Convention de notation : p désignera la projection pour tous les fibrés qui
interviendront, le produit fibré.
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Soient L et L' deux sous-fibrés lagrangiens de E. Pour tout couple
(k,k') d’entiers on note A, (E) le sous-ensemble de A(E) formé des

lagrangiens p rencontrant L, (resp.L},) suivant un sous-espace de
dimension k (resp. k').

A, (E) n’est un fibré (au sens du paragraphe I) que pour certains couples
(k,k') auxquels on se restreint. En particulier A, (E), not¢ Z(E), est
toujours un fibré.

2 2

On note A(E) (resp. Ak‘k,(E)) le carré fibré de A(E) (resp. A, (E)).
Soient S et D les fonctions que définissent sur les fibrés les formules (1) et (2)
du paragraphe précédent. De la continuité de o*(p,u’) sur les sous-ensembles
ou p N ' aune dimension constante et du théoréme I1.1.1 on déduit que la
restriction de S au produit fibre A, ,.(E) x A, ,.(E) est continue. En
particulier o, restriction de S a A#; (E) est un Z-cocycle sur A, (E);
Go,0 Noté o estun Z-cocycle sur #(E) le cocycle de Hérmander [8]. La
restriction D, de D a A, (E) est un Z-diviseur associ€¢ 4 G,.

S définit dans A(E) x Z une relation d’équivalence, (A,n) ~ (A',n’) si, et
seulement si n = S(A,A') + n’, dont la restriction & A, (E) x Z est la
relation d’équivalence associéea o, . Il existe donc une bijection canonique
d’ensembles fibrés de A, ,.(E)(o,,) sur le quotient de A(E) x Z. Comme la
restriction de S a A, (E) x A, (E) est continue, on en déduit un
isomorphisme canonique de Z-fibrés principaux de A, ,(E)(c, ) sur
Akz,k'z(E)(ckz,k‘z) .

DEFINITION 2.1. — On appelle fibré de Maslov-Arnold de (E,L,L’), le Z-
fibré principal ¥ (E)(c) que I'on notera dorénavant #(E,L,L’). La classe de
Maslov-Arnold, notée M(E,L,L)) est limage de #(E,L,.L") dans H'(X,Z).
L’indice des lacets associés est appelé indice de Maslov-Arnold des lacets et
noté ind;..

THEOREME 2.1. [3c]. — Pour tout couple (k') tel que A, (E) soit un
fibré, A, ,(E)(o,,) est canoniquement isomorphe au fibré de Maslov-Arnold.

En particulier A, (E)(o,,) € M(E,L,L).

Cette construction permet d’obtenir des conditions de nullit¢ de

M(E,L,L"). Par exemple :

CoROLLAIRE [4]. — Si E posséde un sous-fibré lagrangien N tel que
dim (L, nN,) et dim (L, nN,) soient constantes sur X, M(E,L,L’) = 0.
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Démonstration. — A, ,.(E) (ou k =dim (L, nN,), k' = dim (L, "N)) est
un fibré puisqu’il possede une section globale N. On peut donc construire
"M(ELL) comme classe d’isomorphismes de A,,(E)(c,,) qui est trivial
puisque A,,(E) posséde une section globale.

On appelle diviseur de S toute application d : A(E) - Z telle que
S(AA) = d(A) — d()'). Larestrictionde d a4 A, (E) estun diviseur associé
a oy, d et lisomorphisme canonique de A i (E)Oy )  sur
A 1, (E)(oyy,) échange les sections associées a d, ,, et d, ;. Les diviseurs
di i, et d,,, ont donc méme support et definissent le méme indice de
chemins, ce qui permet de parler du support de d et de l'indice des chemins
associé a d que I'on note ind,.

DEFINITION 2.2. — On appelle diviseur de Maslovde (E,L,L’) le diviseur D
de S défini par D(A) = d(L,\,L"). Lindice des chemins associés est l'indice de
Maslov-Arnold des chemins et est noté également ind,;.. On appelle contour
apparent le support de D.

La restriction de D a #(E) est l'application définie sur #(E,) par :
DA) = —i(L A L)) — dim (L, nL). Il enrésulte que le supportde D est
contenu dans I’ensemble des x tels que

dim(L,nL)) > k ou k = infdim(L,NL)).

xeX

Remarque. — Si y e C°(X,Xp) posséde un relévement dans £ (E),
ind,,;.y = i(L,L'(0),L") — i(L,T(1),L").

Plus généralement si y ne rencontre X, qu’en un nombre fini de points, la
proposition 1.2.3 implique que I'indice de Maslov est lié¢ a la somme des sauts
de I'indice d’inertie lelong de y. Cestla définition originelle de Maslov [10].

Soit f : X' — X. Par image réciproque par f on construit sur X' un
fibré symplectique (f 'E,f 'c). La fonctorialité pour I'image réciproque
décrite au paragraphe 1 se traduit par les relations :

fYMELL) = #(f 'E,f'LfL);
f*M(ELL) = M(fT'Ef"'Lf'L);
indLL' Of= indf—lLJ—lLr.

11 résulte de ceci que tout automorphisme symplectique de (E,o) qui laisse
invariant L et L’ induit un automorphisme du fibré de Maslov-Arnold et
laisse invariant la classe et 'indice de Maslov.
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On peut reprendre cette étude « modulo g ». Si (E,0) est un fibré
symplectique muni de deux sous-fibrés lagrangiens L et L', 5, I'image du
cocycle de Hormander par la projection de Z sur Z, (o, est le cocycle de
Hormander modulo g) le fibré £ (E)(c,) noté #(E,L,L’;q) s’appelle le fibré
de Maslov-Arnold modulo g; la fonctorialité par rapport au groupe entraine
que #(E,L,L';q) est isomorphe canoniquement a #(E,L,L')/qZ. On
construit une classe modulo ¢ M(E,L,L’;q) et un indice modulo g ind{;.
Pour tout chemin vy, ind{; y = ind;;. vy modulo q.

Soit F un sous-fibré involutif de E (i.e. FecF). On suppose que F
contient L. Soit k le rang de Fo.

F = F/Fe est naturellement muni d’une structure de fibré symplectique
de 2-forme &, de sous-fibrés lagrangiens L et L’ (notations de II.1). Soit
AF(E) le sous-ensemble des lagrangiens de E contenus dans F. L’appli-
cation P de AF(E) dans A(F) définie par P(A) =% est une bijection, qui
est un isomorphisme topologique si dim (L, nF%) est une constante, ce que
I’'on suppose désormais; on pose k' = dim (L, nF5). On se restreint aux
couples (r;r) tels que A,_,,_, (F) soit un fibré. Pour ces couples
Al(E) = AF(E) n A,,(E) est un sous-fibré de A,,(E) isomorphe par P a
A, _iy_(F). On notera que A[i(E) est un fibré isomorphe a Z(F).
Comme P*S = S|,F, et que P*D s'étend enle diviseur D de S, il résuite
de I le:

THEOREME 2.2. — Si dim (L, NFY) est constante sur X :

(i) #(E,L,L") est canoniquement isomorphe a #(F,L.L'); en particulier
M(EL,L) = M(F,LL).

(i) ind,,. = indg..
La premiére partie de ce théoréme est due a Demazure [4].

Exemple. — ¥ : X - T*M est une immersion lagrangienne dans une
variété cotangente muni de sa structure symplectique canonique. Soit
E = Yy !TT*M; Cest un fibré symplectique muni de deux sous-fibrés
lagrangiens, I'un est 'image dans E dufibrétangenta X, TX, lautre image
réciproque ¥~ du fibré des vecteurs verticaux VI*M de T*M. L’indice de
Maslov-Arnold ind;y, noté ind, s’appelle I'indice de Maslov-Arnold de
I'immersion lagrangienne .
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3. A(n), U(n), Sp(n) et leurs revétements.

On considére les fibrés symplectique triviaux A(n) x Z(n) —» A(n),
Sp(n) x Z(n) - Sp(n) et U(n) x Z(n) - Z(n) munis des sous-fibrés la-
grangiens notés par abus de notations A et & constitués respectivement
par A—> XA X A, A > A x A, respectivement S - S x A et S—S x SA
ou A = R"™,. Lefibré¢ de Maslov relatifa A(n) est son revétement universel
[3b]. On le note A (n) et ind 'indice correspondant. On notera ind I'indice
relatif a Sp(n) ou U(n); le fibré de Maslov-Arnold de Sp(n), .#(Sp(n))
(resp.de U(n), .#(U(n))) est'image réciproque par ¢ de A_(n) ou ¢ est
I’application de Sp(n) (resp. U(n)) dans A(n) : S —» @(S) = SR™,

ind est un isomorphisme de n,A(n) sur Z. .#(Sp(n)) (resp. .#(U(n))) a
deux composantes connexes isomorphesa Sp (n) (resp. U, (n)) revétement
universel de Sp(n) (resp. U(n)). ¢ : n,Sp(n) » m,A(n) est une injection
dont I'image est un sous-groupe d’indice 2. ce qui se traduit par le
diagramme commutatif : &

[0}
m,Sp(n) — mAn)
ind ind

2 —— Z

On note o (resp. B) le générateur de =,Sp(n) ou wn,U(n) (resp. mn;A(n))
d’indice 2 (resp. 1).

Le fibré de Maslov-Arnold modulo g relatifa A(n) estnoté A (n). A,(n)
est isomorphe & A_(n)/gZ. C’est un revétement principal connexe a ¢
feuillets de A(n). L’indice modulo g est noté ind? (resp. ind?).

Soit Sp,(n) (resp. U,(n)) le revétement a g feuilletsde Sp(n) (resp. U(n)).

THEOREME 3.1. — (1) SO(n) se plonge naturellement dans U (n) et
U,(n);
Ap(n) = Uy (n)/SO(n), AZq (n) = Uq(n)/SO(n)
(i) Stn a deux composantes connexes. Soit SSt(n) la composante connexe
de lidentité. SSt(n) se plonge naturellement dans Sp,(n) et Sp,(n) et

Ay (n) = Sp,(n)/SSt(n), A,,(n) = Sp,(n)/SSt(n).
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Démonstration. — La démonstration de la partie (ii) est analogue a celle de
(i). On n’examine donc que le cas de U(n) et on note i : O(n) - U(n). Les
sous-fibrés lagrangiens de 0(n) x Z(n) — 0(n) i~'A et i~'.% coincident car
O(n) est le stabilisateur de R™. Donc i~ ! .#(U(n)) est trivial, ce qui
implique que ind o i = 0 et comme ind est un isomorphisme, i = 0.

SO(n) étant connexe, il en résulte que pour tout S € SO(n) les chemins de
SO(n) joignant I'identité I a S sont tous homotopes dans U(n). Donc
SO(n) se plonge dans U (n).

Soit G, le stabilisateur de A dans I'action transitive de U (n) sur
A,(n). A, estunpointde A (n) de projection A dans A(n). Ilest clair
que SO(n) = G, et que p désignant la projection de U (n) sur U(n),
p(G,) = O(n).

Soit S, G, S, estla classe d’homotopie d’'un chemin S de U(n)
d’origine S(0) € 0(n) et d’extrémité I. t — S(t)A est unlacet de A(n) dont
la classe d’homotopie ne dépend que de S_. On a donc construit une
application ¥ de G, dans m,A(n). Par définition de I'indice

A W(S.) = A Breves..

Comme S_e€G_, A,-V(S,) = A,. Il en résulte que ind Y(S,) = 0 et
donc que Y(G,) = 1. Pour prouver que G, = SO(n) il suffit donc de
prouver que p(G_,) = SO(n). Soit donc S, tel que S(0) € 0(n)\SO(n).
Comme SO(n) se plonge dans G, on peut se ramener au cas ou

-1 0
S(0) = , I,_, unité de GL(n — 1,R)
0 In—l .
eimt 0
Soit y le cheminde U(n): t —
0 1

n—1

Le chemin YA :t — y(t)A est un lacet de A(n) d’indice 1 (cf. 3b par ex.).
Soit y, laclassede y. Comme p(y,) = p(S.,) il existe un entier r tel que
S, =a"y, et S . A, = A P¥*! ce qui est impossible puisque S € G,
ce qui achéve la démonstration.

Le résultat modulo g s’en déduit compte tenu de la remarque suivante : si
Ao €A (n), etsi S, =S af, S A, = (S, A,.)B?, ce qui implique que
U,(n) opére dans A, (n).

Consideérons le fibré symplectique trivial sur A (n),

Ay(n) x Z(n) - Ay (n)
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et les sous-fibrés lagrangiens obtenus par image réciproque par la projection
de A,(n) sur A(n). Soit #(A,(n) et Ind, : m;A (n) - Z le fibré et I'indice
de Maslov associés. ind o p = Ind,. On a des notions analogues pour U, (n)
indiquées par un tilde.

La suite exacte d’homotopie de A, (n) — A(n) permet d’écrire :

p ind?

0 — mAM —— mAM —s Z, —> 0
Ind, t ind

0 — qZ —— / — z, — O

ce qui implique que Ind, est un isomorphisme de m;A,(n) sur qZ.

ProrositioN 3.1. — (i) Ind, est un isomorphisme de w,A,(n) sur qZ.

(ii) Iﬁdq : U, (n) —» 29Z est un isomorphisme.

Démonstration. — Reste a prouver (ii) qui se déduit de ce que
n,U,(n) = m A,,(n).

Remarque. — U(n) qui opére transitivement sur A(n) opére également
sur A,(n) qui est son revétement a 2 feuillets, A,(n) est 'ensemble des
lagrangiens de Z(n) orientés. C’est la grassmannienne symplectique orientée,
qui est un revétement a 2 feuilletsde A(n) : A,(n) = U(n)/SO(n). On notera
que Ind, = ind.

4. Classe de Maslov-Arnold universelle
d’un fibré symplectique.

2 2
Soit AE la puissance g™ fibrée de AE. Le fibré AEXE > AE qui

2
est 'image réciproque, par la projection de AE sur X, dufibré E estun
fibré symplectique (&,0) muni de deux sous-fibrés lagrangiens

2 3
2, :AE ~ A@) = AE (\p) > (Lpp)
2 3
#,:AE - AE k) = (h).
DEFINITION 4.1. — On appelle fibré (resp. classe, indice) de Maslov-Arnold

universel du fibré symplectique (E,c) lefibré (resp. la classe, I'indice) de Maslov-
Arnold de (6,%,,%,), noté M(E) (resp. M(E), ind,).
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2~ 2
M(E) e HY( AE ,Z). ind, induit un homomorphisme de = AE dans Z.
Le contour apparent du diviseur de Maslov universel DO est le sous-

ensemble de A E formé des couples de lagrangiens non transverses cequel’on

voit en utilisant la restriction de D, a #(&). On note IO\E le complémen-

2 2
taire du contour apparent de D, IO\E e AEL @ 1)

2
ProrosiTiON 4.1. — A(E) est connexe par arcs.
0 .

2
Démonstration. — Soient (A,T) et (A,r') deux points de A(E). Comme
0

A(E) est connexe, il existe un chemin y reliant A a A’ dans A(E). Soit .#
une structure presque complexe adaptée a o telle que SA = 1;7 x Fy est

un chemin de AE reliant (A,t) a (A,#h). (A, fk’) t (A',t") sont deux
points de la restriction au-dessus de x de AE (AE Donc #X et T

sont deux lagrangiens de E, transverses a A'. Comme ’ensemble des
lagrangiens de A(n) transverses & un méme lagrangien est une cellule, on en
2

conclut que AE est connexe.
0
AE 5 X est muni d’une involution F (z4,2,) = (2,,2,) qui échange

£, et £,. ¢ changedonc 6 en — o etlarestrictionde D, a £(¢),,
en n — D, — dim (A N p). Donc :

ProrosiTION 4.2.

indy(y, X v,) = indy(y, xv4) + dim (y,(0) ny,(0) — dim (y, (1) ny,(1))

2
ou Yy, X Yy, est un chemin de AE. En particulier pour tout chemin d
2

2
extrémités dans \E et pour tout lacet de AE, indg o # = —ind,.
0

Si (E,o) est muni d’un sous-fibré lagrangien L, le fibré image réciproque
de E par la projection de AE sur X, AE [x] E -» AE est muni de deux
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sous-fibrés lagrangiens :
2 2
L :AE - AE, A > AxLph) Z:AE - AE, L - A xAi

On notera #(E,L), M(E,L), ind, respectivement le fibré, la classe,
I'indice de Maslov correspondants.

M(E,L)e H'(AE,Z), ind, induit un homomorphisme de =n,AE
dans Z.

Le fibré symplectique AE [x] E — AE est 'image réciproque par L de
& . De plus L= I:"fl,f = I:‘l,sz. Donc le cocycle de Hormander de
(AERE,L,%) est I'image réciproque par L du cocycle de Hérmander de
(€,%,,¢,). Compte tenu de la fonctorialité par image réciproque (cf. § I) :

ProprosiTION 4.3.

MEL) = L 1. #(E)
M(E,L) = L*M(E)
ind, =ind, o L.

Si (E,o) est muni de deux sous-fibrés lagrangiens L, et L,, soit L,L,

2
lapplication de X dans AE définie par

Xax - L,L,(x) = (L,(x), Ll(x))elz\E.
(E,LI,LZ)A est I'image réciproque par L,L, de (£,¢,,¥,) et par L, de
(AEXE,L,,¥), donc
THEOREME 4.1. —
M(E,L,,L,) = (L,L,)"'"#(E) = L; ' #4(E,L,)

M(EL,L,) = (L,L,)*M(E) = LIM(EL,)
ind_ , = indgy o (L,L;) =ind; °L,.

Il

Du réle universel de #(E) on déduit aisément que
M(E,LpLz) = — M(E,L,,L))

etque M(E,L,,L,) =0 si L, et L, sont homotopes parmi les sous-fibrés
lagrangiens. Enfin il résulte du théoréme 4.1. que ind, - L = 0.

ProrosiTION 4.4. — Si L et L' sont deux sous-fibrés lagrangiens de E,
M(E,L) = M(E,L') si et seulement si M(E,L,L') = 0.
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AM(E,L) et #(E,L’) étant des Z-revétements principaux sont caractéri-
sés par les indices ind, et ind,.. La proposition 44. est donc une
conséquence de :

ProrosiTioN 4.5. — ind, — ind;. = ind,. o p pour tout lacet de A(E).

Démonstration. — Soit y e t;AE. Comme y et L'(p(y)) se projettent
dans m,X sur p(y) il existe I'en,A(E,) tel que v ~ L'(p(y)).i(I').

Donc ind,y=1ind T, ind  y = ind;;. p(y) + ind T
soit ind, y — ind;. vy = ind . p(y) C.QF.D.

CoroLLAIRE 1. — Si 7w, X est fini, M(E,L) est indépendante du sous-fibré
lagrangien choisi.

En effet ind,;. vy = O pour tout couple (L,L’) et tout y e n;X. Dans ce
cas on a une application naturelle ind : t,AE — Z. Cest en particulier ce
qui se passe si X est réduit a un point. E est alors un espace vectoriel
symplectique, ind est un isomorphisme de m,AE sur Z, et M(E) estla
classe du revétement universel de E [3b]. Par contre I'indice des chemins
dépend de L. On.continuera a le noter ind, .

COROLLAIRE 2. — Pour tout triple LL'L" de sous-fibrés lagrangiens de E

(i) ind;;. + ind, . — ind ;- = O pour tout lacet de X.

(i) M(E,L,L") + M(E,L',L") — M(E,LL") = 0.

Démonstration. — (i) et (ii) sont équivalents. Sous la forme (ii) ce résultat a
été donné dans [3b]. On le déduit ici de la proposition 4.5 appliquéea L"(a) :
pour aemn, X.

CoRrOLLAIRE 3. — Si E posséde un sous-fibré lagrangien L,,

ind, (vy Xv,) = indyy, — indyy,
2
pour tout lacet vy, x vy, de AE.

Démonstration. — Soit L par abus de notation le sous-fibré lagrangien
2 2
() = (bpLy,) de & = A(B)RE - AE.

indo(v; X v;) = indy o (v1 X72) = indg  (v; X¥;) + ind g (v, X 7).
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Mais (£,%,,L) est l'image réciproque par (Au)—>p du fibré
AE [ E - AE et des sous-fibrés lagrangiens % et L. Donc

indg,; (v, X7,) = indg (v;) = — indggy (v,) = —ind, v,.

De méme ind, 4, (v, X7V,) = ind, y,, d’ou le résultat.

En particulier ceci implique que si y, x y, est un lacet de (A(n))?,
ind (y, Xy,) = indy, — ind y,.

Les propriétés multiplicatives de la classe de Maslov-Arnold (cf. [5]), se
retrouvent aisément grace au corollaire 2. Soient (E;—X;)c,)(i=1,2) unfibré
symplectique muni de deux sous-fibrés lagrangiens L; et L;. Soit (E—X,0)
le fibré symplectique produit :

E=E, xE,, X=X, xX,, o=pfo, + pio,

ol p; estlaprojectionde E sur E;. N=1L, x L, et N =L{ x L} sont
deux sous-fibrés lagrangiens de E.

ProOPOSITION 4.6. — Pour tout lacet v, x v, de X; x X,,
indyn vy X Y2 = indy v, +indy v,
CoroLLAIRE. — Si (E,o0,)(i=1,2) sont deux fibrés symplectiques de méme
base X, (L,L}) deux sous-fibrés lagrangiens de E,,
N=L,xL,, N=L} XL,
sont deux fibrés lagrangiens de E = E, [X] E, et pour tout lacet y de X,
indyyy =ind 1, v +indg,; v.
Démonstration. — En prenant I'image réciproque des données par
Y1 X Y, (resp. y) la démonstration de la proposition (resp. du corollaire) se

raméne a celle du corollaire dans le cas particulier ou la base est S! et le lacet
considéré I'application identique de S' notée Id.

Soit N” le sous-fibré lagrangien L} X] L,.
indyy Id = indyy- Id + indy.y Id.

Reste a calculer ind - Id. Un calcul analogue donnerait indy. Id. On
considére E, XL, =F. Clest un sous-fibré involutif d’orthogonal
°=0XL,. F contient N et N”. Pour calculer indyy. Id on peutdonc
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utiliser le fibré réduit F/Fo qui est isomorphe au fibré symplectique (E,,c,).
Les images de N et N” étant isomorphesa L, et L],

indyy Id = ind, ;. 1d. C.QF.D.

THEOREME 4.2. :

2
(i) Le fibré principal #(E) est un Z-revétement connexe de \E. M(E)
est donc une classe de cohomologie entiére toujours non triviale.

(i) m,.#(E) = n,AE.

2
(i) 7, AE = n,AE x Z.

Ce théoréme est un cas particulier du théoréme suivant :

TueorEME 4.3. — Si (E,0) est un fibré symplectique muni d’un sous-fibré
lagrangien L :

(i) Le fibré principal #(E,L) est un Z-revétement de AE, connexe.
(i) m,#(E,L) = n, X.
(i) T,AE = 1, X x Z.

Le théoréme 4.2 s’obtient en appliquant le théoréme 4.3 au fibré
symplectique AE [x] E —» AE et au sous-fibré lagrangien ¥ : A > A x A.

Démonstration du théoréme 4.3. — Soit x € X. A(E) a pour fibreen x la
grassmanienne symplectique de I’espace vectoriel symplectique (E,,c,). Si p
est un lagrangien quelconque de E_ et [ le sous-fibré lagrangien de
AE,) xE, > A(E) : A > A x p, &, larestrictionde ¥ a A(E,), la
classe de Maslov-Arnold associée 3 £, et p est indépendante de .

Considérons la fibration : A(Ex)»L A(E)»L X. Par image réciproque
par i de (A(E)xE — A(E),%,L) on obtient (A(E,)xE_%,L,). Donc
A (E,L) a pour image réciproque par i #(E,L,) et ind = ind, i sur
n,A(E,). Donc ind; : n,A(E) —» Z est surjective et i : n;A(E,) = n,A(E)
injective. Comme A(E,) est connexe, de la suite exacte d’homotopie de
AE - X on déduit :

1) 0 - mA(E,) —> mAE) 2> 1,X - 0.
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Soit F : m,A(E) > m;X x Z F = (p,ind,). De (1) et de I'injectivité de ind
on déduit que F est (un homéomorphisme de groupes) injectif. D’autre part
si (@n)emn,X x Z etsi I’ = L(a).i((ind)"*(n)), p0) =a et ind, o T =n
car ind, oL = 0. Donc F est surjectif. C’est donc un isomorphisme. Donc
T AE =1, X x Z.

De la suite d’homotopie de .#(E,L) - AE on tire alors :
ind
0 » n.#(EL) - n,AE =Y Z o n, M(EL) - 0
car AE est connexe. Comme ind, est surjectif, n,.#(E,L) = 0. Donc

A (E,L) estunrevétement Z-principal connexede AE. Donc M(E,L) # 0.

Enfin on a le diagramme commutatif suivant :

ind
0 —> nMEL) — 1,AE —5% Z > 0

e, Lo

0 — mX —— mXXxZ—>Z >0

pr, estla deuxiéme projection, Id l'identité de Z; F étant unisomorphisme

il en résulte que F|n, #(E,L) est un isomorphisme sur m,X. C.Q.F.D.

On peut effectuer des constructions analogues en partant de ’espace des

repéres symplectiques E(Sp(n)) (ou d’une de ses réductions E(U(n)) au lieu de
2 2

AE). ESpn) (resp. E(U(n)) désigne le carré fibré

E(Sp(n)) (resp. E(U(@®).

On n’envisage que le cas de Sp(n), celuide U(n) se traitant pareillement.

2 2
E(Sp(n) ® E — E(Sp(n)) est un fibré symplectique muni naturellement
de deux sous-fibrés lagrangiens :

P (21,25) = (21,25,25 'R™)

L, 1 (21,25) = (24,23,27 'R™)

(Si z e E(Sp(n)), z est un isomorphisme symplectique de (E,,o,) (ou x =pz)
sur R"@R™ muni de la structure symplectique canonique).

On note .#(E), M(E), ind, respectivement le fibré, la classe, I'indice
2

associés a ¥, et Z,. M(E)eH‘(E(Sp(n)),Z). # désignant I'involution
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2
naturelle de E(Sp(n)), ind, - # = — ind, sur les chemins d’extrémité hors
du contour apparent et sur les lacets.

Si E est muni d’un sous-fibré lagrangien L, on notera .# (E) le fibré de
Maslov-Arnold associé au fibré symplectique E(Sp(n)) X E — E(Sp(n)) et
aux sous-fibrés lagrangiens L:zo2zx L, et P :z-zxz 'R™,
M_(E) et ind, les indices correspondants.

On peut enfin mélanger les deux points de vue et considérer le fibré
symplectique E(Sp(n)) ] A(E) X E —» E(Sp(n))x] A(E) et les sous-fibrés
lagrangiens (z,A) — (z,A\A) et (z,A) = (z,A,z”!R™). On construit ainsi un
fibré de Maslov-Arnold, une classe et un indice.

Soit f le morphisme de fibrés sur X de E(Sp(n)) dans A(E) défini par
z -z 'R™ F soncarréfibré, F, le morphismede E(Sp(n)) X A(E) dans
AE : (zA) —» (z"'R™,A) et L, par abus de notation, le morphisme de
E(Sp(n)) dans E(Sp(n) X A(E) défini par z — (z,L,.). En utilisant les
propriétés fonctorielles relatives a I'image réciproque, on prouve

ProposiTION 4.7. —

#(E) = F~!(H4(E))
M (E(Sp(n)) x A(E)) = Fy ' 4(E)
M\ (E) = L™ #(E(Sp(n) x A(E))
M(E) = f~'M(EL).
Ceci se traduit par des relations analogues sur les classes et les indices. En
particulier :
ind, = ind,  F.
ind, = ind, of.

2
Sur A(E), on peut construire un fibré, une classe, un indice de Maslov
universels, modulo ¢, notés respectivement #(E,q), M(E,q), ind}.

M(E,q) = M(E)/qZ; ind§ = p, -ind,.

2
On peut procéder de méme sur E(Sp(n)).
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CHAPITRE 111

INDICE DE MASLOV-ARNOLD-LERAY
D’UN FIBRE ¢-SYMPLECTIQUE

1. 2g-orientation symplectique.

DEerFNiTION 1.1. — On appelle grassmannienne 2-symplectique du fibré
symplectique (E,o), A,(E) = E(Sp(n))/SStn. Une 2-orientationde E est une
section du fibré A,E — X.

ALE est un revétement a deux feuillets de AE.

Soit h- une structure hermitienne subordonnée & o, L un sous-fibré
lagrangiende E. Pourtoutx e X, L, estuneformeréelleet h|_uneforme
quadratique définie positive. h définit une U(n)-réduction de E(Sp(n)) et L
définit une O(n)-réduction de E(U(n)). D’aprés un théoréme d’Ehresmann,
’existence d’une sectionde E(U(n))/SO(n) ~ A,E estéquivalente a I'existen-
ce d’'une SO(n)-réduction: de E(U(n)) on a donc prouvé :

ProrosiTiON 1.1. — (E,0) posséde une 2-orientation symplectique si, et
seulement si, E posséde un sous-fibré lagrangien orientable (au sens euclidien).

DEeFINITION 1.2. — Munir Pespace fibré symplectique (E,o0) d’une géomé-
trie g-symplectique, c’est se donner un Sp,(n)-élargissement du groupe
structural Sp(n) de E. On dit alors que (E,0) est un fibré g-symplectique.

Remarque. — 1l n’existe pas forcément de géométrie g-symplectique sur
E. Il y a des conditions topologiques & remplir [7]. D’autre part deux
géométries g-symplectiques ne sont pas en général isomorphes. Cependant
pour les géomeétries g-symplectiques introduites on aura des conditions
simples d’isomorphisme.

Si (E,0,9) est un fibré g-symplectique, de fibré principal associé
E(Sp,(n)), on définit :

A,(E) = E(Sp,(n))/SStn.
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DerFiNITION 1.3, — A, (E) est la grassmannienne 2q-symplectique, un
élément de A, (E) est un 2q-lagrangien. Une section globale de A, ,(E) est
une 2q-orientation. Si L,, est une section de A, (E) se projetant sur le sous-
fibré lagrangien L de E, ondit que L est 2q-orientable et que L,, est une 2q-
orientation de L.

Compte tenu de la proposition 1.1, cette définition est compatible avec la
notion usuelle d’orientation.

DerintTioN 1.4, — Un fibré symplectique est g-orientable si, et seulement
si: '

(1) on peut le munir d’'une géométrie q-symplectique.
(i) A, (E) posséde une section globale.

Si (E,o) est g-orientable, (E,o) est ¢'-orientable pour ¢, 1 < ¢4’ <gq.
En particulier (E,o) posséde un sous-fibré lagrangien orientable et on peut
réduire & SSt(n) le groupe structural Sp(n) de E.

Réciproquement si E posséde un sous-fibré lagrangien orientable,
E(Sp(n)) peut étre réduit & SSt(n). Mais SSt(n) étant un sous-groupe de
Sp.,(n) on peut élargir le groupe structural de E a Sp_(n).

Soit L, :X — A (E) lapplication qui 2 x associe la classe de
L(SSt(n)) dans le quotient de E(Sp,(n)) par SSt(n). L, est une oo-
orientation relevant la 2-orientation L.

TheorEME 1.1. — (i) Soit (E,0) un fibré symplectique. A tout sous-fibré
lagrangien orientable L est associé naturellement une géométrie oo-
symplectique de fibré principal noté E(Sp.(n),L) dans laquelle L posséde une
co-orientation naturelle.

(1)) Si (E,0.q) est un fibré g-symplectique possédant une 2q-orientation
L,,, le fibré principal E(Sp,(n)) est naturellement isomorphe a

E(Sp.(n).L)/qZ.

Un fibré symplectique est donc oo-orientabile si et seulement si il possede
un sous-fibré lagrangien orientable.

Soit p la projection A, (E) - A(E) et p encore, son carré fibré :
2

2
Azq(E)—rAE. L’image réciproque par p du fibré symplectique
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2 2

AE® > AE et des sous-fibrés lagrangiens ¥, et ¥, permet de définir
un fibré (resp. une classe, un indice) de Maslov-Arnold noté .# 24(E) (resp.
M, (E), Ind5)

2

M,,(E) e H (A ,,(E), Z).

Si E posseéde un sous-fibré lagrangien L, 'image réciproque par p du
fibré symplectique AEX] E — AE et des sous-fibrés lagrangiens L et &
permet de construire un fibré, une classe, un indice de Maslov-Arnold notés
respectivement ./, (E), M,,;(E), ind,,;. Si L est 2g-orientable et L,,
une 2g-orientation de L on les notera respectivement : ‘/”qu(E)’ MLM(E),
Inszq.

Ind,,; =ind op

Si I:zq est le morphisme de fibrés sur X défini pour tout A,, € A,,(E), par
L2q(;\‘2q) = )\’Zq X (L2q ° p()"Zq)) :

Ind, = Ind}, - L,,.

2
TutorimE 1.2. — (i) Indf, envoie m A, E sur 2qZ (resp. O si
q = + 00).

(1) Inszq envoie 1A, E sur 2qZ (resp. 0 si g = + 00).
Démonstration. — (i) Considérons la fibration

i 2
Ag(n) — Ayy(B) — Ayy(E)
i_lﬂzq(E) = M ,,(n), fibré de Maslov-Arnold naturel de A, (n) (cf. 11.3).

Donc Indj, i = Ind,,.

Comme Ind,, est un isomorphisme de n;A, (n) sur 29Z,
2

i1y Ag(n) > 1AL (B)
est injectif. A, (n) étant connexe on a donc la suite exacte
2
(1) 0 > mAym) - m AL (E) » mALE) - 0.

2

Soit Ay, : Ag(B) = AL (E), Ay = Ay X Ay
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2 .
De la suite exacte (1) il résulte que pour tout y enlAqu il existe
Femn Ay, (n) tel que

Y = (Azq o p(v)).i(T).
Donc Indj, y = (Ind}, o A,)p(y) + Ind,, T.
Or A} M, ,(E) est trivial, les sous-fibrés lagrangiens &, et %,
2

coincidant sur la diagonale de AZQE. Donc

2
Indf, o Ay, =0 et Ind§(n,A,E) = Ind,, m,A,,(n) = 24Z.
C.QF.D.

(it) Considérons la fibration
i
Agg(n) — Ay (E) - X
la démonstration est analogue, L,, jouant le role de A,,.

COROLLAIRE. — Si L,,, L, sont deux 2q-orientations de (E,c,q) relevant
L et L’ respectivement, l'indice de Maslov modulo 2q, ind?§. est nul sur les
lacets.

Démonstration. — De la relation Inszq = ind, o p et de la proposition
I1.4.5. on déduit que Inszq - IndL,Zq= ind;; o p, d’ou le résultat.

THEOREME 1.3. — Soit (E,0,q) un fibré g-symplectique possédant une 2q-
orientation L,,. (1 < q < + 00). Un sous-fibré lagrangien L' de E est 2q-
orientable si, et seulement si, tout lacet de X a un indice de Maslov relatif a
(E,L,L) nulsi q = + oo, nulmodulo 2q si 1 < qg < + .

Démonstration. — Compte tenu du corollaire précédent, il ne reste a
prouver que la réciproque. On se limite aucas ¢ = + oo, les autres cas s’en
déduisant.

Pour ceci on va prouver que L’ :

ALB), 5 AE)

,L’
P>x
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se reléve en une application £ de A_(E) dans A_(E) telle que le
diagramme suivant soit commutatif :

!

Ay (E) — AL(E)

PNJP
x L XE

Il suffira alors de poser L), = %'~ L.

Soit v, unlacetde A (E) d’origine A, . L'(y,) est un lacet de A(E)
d’origine 1, = L'(x,) ou x, = p(A,). Soit T, une co-orientation de 1.
A (E) étant un Z-revétement de AE, L'(y_) se reléve en un unique chemin
C, issude 1, et dextrémité 1., qui est une oo-orientationde t,. A,(E,)
etant connexe il existe un chemin I" de A, (E,) reliant 7, a 7.

C,..T ! estunlacetde A (E); p(C,) et p(I') étantdeslacetsde A(E)
on a la suite d’égalités

0 = Ind, (C,.I'"!) = ind, p(C,) — ind, p(I).

Mais p(C,) = L' o p(y,). Donc ind; p(C,) = ind;,. p(y,) = 0. Comme
p(I') est un lacet de A(EXO)

0 = ind, p(I') = ind p(T).

ind étant injectif il en résulte que p(I') est homotope a 0 et donc que

v, = T, ce qui assure que L'(y,) se reléve en un lacet de A (E).

e

Soit b, un pointde A_(E) et B_ une oo-orientationde L'(b,). Soit
A, € AL (E). Ilrésulte de ce qui précéde que tous les chemins reliant b a
A, ont une image par L' dont le relevé d’origine B, a une extrémité qui ne
dépend que de A et que I'on note L'(A,). A, =»Z(A,) est 'application
cherchée.

CoOROLLAIRE 1. — Si L est un sous-fibré lagrangien de (E,0,q), L est 2g-
orientable si, et seulement si,Ind,,; est nulmodulo 2q sur leslacetsde A,,(E).

Démonstration. — (1) Si L est 2g-orientable Ind,,; = Ind;,, quiestnul
modulo 2g.

(2) Réciproquement, Ind,,, est I'indice de Maslov relatif aux sous-fibrés
lagrangiens L thy = Ay X L(p(Ry)) €t £ 1 hy = Ay, X A qui est 2g-
orientable. L est donc 2g-orientable. Soit L,, une 2g-orientation de L.
reste a prouver que L, (A,,) nedépend quede p(r,,) = x. Or izq(kzq) est,
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pour tout A,, € A,,(E,), une 2g-orientation de L(x). Comme A, (E,) est
connexe, L, (A,,(E,)) est réduit & un point. A CQFD.

CoROLLAIRE 2. — Soit (E,0) un fibré symplectique. Les géométries q-
symplectiques associées a deux sous-fibrés lagrangiens orientables sont isomor-
phes si, et seulement si, l'indice de Maslov relatif d ces sous-fibrés de tout lacet de
X est nul modulo 2q (resp. nul si ¢ = + 00).

Démonstration. — E(Sp,(n),L) et E(Sp,(n),L’) sont isomorphes si, et
seulement si, on peut plonger L'(SSt(n)) dans E(Sp,(n),L), c’est-a-dire si, et
seulement si, L' définit une SSt(n) réduction de E(Sp,(n).L), ce qui revient
adire que L’ est 2g-orientable dans la géométrie E(Sp,(n),L) ce qui, d’aprés
le théoréme, a lieu si, et seulement si, ind?{.(x,X) = 0. C.Q.F.D.

Considérons alors I'espace H°(X,A,E) des sections globalesde A,E. La
relation L ~ L’ si, et seulement si, ind#{(n,X) = 0 est une relation
d’équivalence d’apreés la proposition 11.4.5. Soit H*(X,A,,E)/ind?? 'ensemble
quotient et H‘(X,Spg(n)) le premier groupe de cohomologie non abélienne de
X a coefficients dans Sp,(n). Le corollaire 2 signifie qu’on a la factorisation
suivante de l’application_ €, qui, & L, associe la classe d’isomorphisme
de E(Sp,(n)L),

HO(X,A;E) —— H!(X,Sp,(n)

€,

q
H°(X,A,E)/ind%
€, étant injective.

Remarque. — L’inclusion de SStn dans Sp,(n) est homotope a 0. Il en
résulte que w,E(Sp,(n)) = m;A,,(E). D’autre part F, désignant I'applica-
tion naturelle de E(Sp,(n)) dans A, (E) définie par z, — z; 'A,, (A,, est
une 2g-orientation (fixée) de R™, L un sous-fibré lagrangien de E, les
indices Iﬁdz,LL et Ind,,; sur E(Sp,(n)) et A,,(E) sont reliés par la relation

Ind,, = Ind,, oF.

Si ,,, (E) désigne le fibré de Maslov construit sur E(Sp,(n)) a partir des
sous-fibrés lagrangiens z, — z; 'A,, et z, - Lop(z,), on déduit de la suite
exacte d’homotopie et du théoréme précédent que L est 2g-orientable si, et
seulement si, o4, (E) = Z,,, Cest-a-dire si, et seulement si, .#,,, (E) a2q
composantes connexes distinctes.
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Exemple. — Soit § : X - T*M une immersion lagrangienne ; si M est
orientée, le fibré vertical VIT*M — T*M est orienté et on considére la
géométrie co-symplectique associée. E = ¢ !TT*M est alors un fibré oo-
symplectique muni d’une co-orientation ¥, de ¥~ = ¢~ !'VT*M. Ondit que
y est 2g-orientable si TX, considéré comme sous-fibré lagrangien de E,
est 2g-orientable.

CoOROLLAIRE 3. — L’immersion lagrangienne i est 2q-orientable si, et
seulement si, l'indice de Maslov-Arnold de ses lacets est un multiple de 2q.

En particulier, si on prend g = 1, la condition ne porte plus que sur X.
L’indice de Maslov-Arnold de Y est pair si, et seulement si, X est orientable.
Dans le cas ot M = R”, ce résultat est da a Souriau [11qa].

2. Indice de Maslov-Arnold-Leray.

Soit (E,o,g) un fibré g-symplectique muni de deux 2g-orientations L,, et
L5, se projetant sur les sous-fibrés lagrangiens L et L’. L’indice de tout
lacet de X est nul modulo 2q : ind?%.(n,X) = 0. Il existe donc (cf. 1.2) une
application M, L, de X? dans Z,, continue sur. X, x X, telle que
ind¥. vy = Mququ (y(0), (1)) pour tout chemin y de X. Soit X} une
composante connexe de Xp; il existe une unique application my i, de X
dans Z,, nulle sur Xp, continue sur Xp telle que

mquL’zq(x) = MquL'zq(X,xo) Xo € Xp.

2
En particulier A 24(E) est muni de deux 2g-orientations naturelles &, et

Lyt Li(hypTa)) = (MapT2pT2,) €t ,?2()»24,124) = (qu,rzq,k2q). Ceci permet
de définir une apphcatlon notée qu de Azq (E) x Azq E) dans Z,,
continue sur Azq(E) X Azq(E) ou /}zq(E), complémentaire du contour

apparent, est 'ouvert des paires de 2g-lagrangiens transverses.

2
Pour poursuivre il faut choisir une composante connexe de 1}2 2(E). Soit

U,, louvert de Ay (E) ] A(E) formé des couples (a,,,b) ou a,, est une
2g-orientation d’un lagrangien a et b un lagrangien transverse a a. Soit
(e;,) une base de a et (e;) 'unique base de b telle que c(e;,.€j) = ;. On
dit que (e;) estlabasede b associéea (e;,). Soit (e;,) une autre base de a,
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P la matrice de changement de base. La matrice de changement de base de
(e) a (e;) base associée & (e;,) est ‘P~ !. Pour tout couple ((e;,).(e)) de
bases associées, on considére le chemin C(e;.e;) ou C(e,.e)(t) est le
lagrangien engendré par

T . T
ei*COSEI — eismft .

Toute composante connexe de GL(n,R) contenant une matrice orthogonale,

les chemins C(e;,.e;) sont homotopes. Les extrémités de leurs relévements

dans A, (E) d’origine a,, coincident donc. Soit b,, cette extrémité. On

définit une application Q,, : %,, = A,,(E) en posant Q,,(a,,b) = b,, qui
2

est une 2g-orientation de b. Soit Q,, : %,, aAzq(E)“l’application définie
0

par qu(azqsb) = (an’Q2q (a2q9b)) .

En adaptant le raisonnement de la proposition I1.4.1 on prouve que %,, est
2

2
connexe par arcs. Azq(E) étant un revétement de AE, qu esf un
0 0

2
homéomorphisme de %,, sur une composante connexe de A 24(E). On
0

2
désigne par m,, l'application de Aqu dans Z,, définie par
m2q(7‘2q’r2q) = MZq(}\‘Zq"CZqiaZ(pQ(GZq’b))'

DEFINITION 2.1. — m,, est lindice de Maslov-Arnold-Leray du fibré g-
symplectique (E,o,q).

PropoSITION 2.1. — (i) m,, ne dépend pas du couple (a,,b) choisi.

2
(i) m,, est continue sur A 24(E)-
0

2
(iii) pour tout chemin vy de Azq(E) d’extrémité dans qu(%zq)

Indz,(y) = my,(v(0) (mod. 29)
2 2
ProrposiTioN 2.2. — (i) M,, est continue sur /O\zq(E) X Azq(E),
0

(i) si u est un isomorphisme g-symplectique de (E,0,q) sur (Ec'q)
w*Mj, = M,,.



INVARIANTS HOMOTOPIQUES ATTACHES AUX FIBRES 63

(lll) M2q()‘2q112q’)‘,2q’1,2q) = - M2q(‘t2q,)"2qat2q, 2q)
+ dim(t N A) — dim (7' N k’)

(lV) MZq()‘quth’ anTZq) + MZq()‘IZq’Tqu)"gq7‘r2q)
- Mlq()\'Zq’TZq’)\'IZIq,TZq) = 0

Ces propositions découlent des définitions et de la proposition I1.4.2. Si
q = + oo on notera qu et my, respectivement M et m.

Si E(Sp,(n)) désigne le fibré principal de (E,0,q) on peut de méme
construire un indice de Maslov-Arnold-Leray rﬁzq sur le carré fibré

2 2
E(Spq(n)) : le fibré g-symplectique E(Spq(n)) E est muni de deux 2g-
orientations
Z, (zpzy) — (zq,z;,z;"Azq) et 2, H(2pzy) — (22524 'A,)
ou A,, est une 2g-orientation fixée de A = R™. On a de méme une
2 2
application qu : E(Spq(n)) X E(Spq(n)) - Z,,.

Si E posséde une 2g-orientation L,, des considérations du méme ordre
peuvent étre faites : le fibré

Ayy(E) M E — A, (E) (resp. E(Sp,(n) X E — E(Sp,(n)
est muni de deux 2g-orientations

I:zq ihag = Ay x Lopg(p(Ayy)) €t & ik, = Ay X A

2q°

(resp. I:zq Zag = Z3q X Lay(p(2)), & 12z, >z, X z, 'A,,) ce qui permet
de construire un indice de Maslov- Arnold Leray noté m, (resp. mL) et
une application ML (resp. ML2) :

Soit: (F, (resp. Fq) le morphisme de fibrés sur X défini par
F(z) =z, ‘Azq (resp. son carré fibré). La fonctorialité des constructions
entraine les relations suivantes :

2 2
M,, = M,, - (F_F,
M., =M, o(FF)
MLM =My, - f,«Zq
Miu, = My, o (Ly)? = My, o ((LylL)?
(ou L,,L3, est I'application x — (L,(x),L,,(x))).

Choisissant de fagon naturelle a partir de QW2q) les différentes
composantes connexes sur lesquelles les indices de Maslov-Arnold-Leray
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sont nuls on a les relations analogues :

My, = My, OAFq’ My, = My, ° Fe,
my, =My e quA,

, = o L =m o L L, .
My, Ly my,, 29 24 © (LagL%p)

On peut enfin construire un indice mixte en considérant le fibré g-
symplectique E(Sp,(n)) X A,,(E) X E — E(Sp,(n) X A,,(E) muni des 2g-
orientations  (zph;,) = (Zphapha,) €t (Zphsy) = (20502, 'Ay). On

construit ainsi un indice de Maslov-Arnold-Leray mixte m,,. Si F,, est
2

I’application a valeurs dans Azq(E) définie par
F (zph2) = (27 'Ay00,,), my, = my, o F,.

La fonctorialité par rapport au groupe se traduit par la relation suivante :
si ¢ < q etsion note (A,,,T,,) les projections dans A, (E) des 2g-
lagrangiens (A,,,7,,)

m2ql()\'2qr$12ql) = qu()\‘Zq’TZq) (mOd 2q,)

En particulier m,,(A,,,7,,) = m(A,,7,) (mod. 2q); on n’effectuera donc les
démonstrations ultérieures que pour m et M, les égalités étant alors a lire
dans Z.

ProposITION 2.3. — (i) a) Si (Ay,A3,) est une paire transverse,
My (haghg) = O si et seulement si My, = Qyp(Ay00).

b) m, (Q(A,0M)Ay,) = n (mod 2q) oui 2n est le rang de E.

(i) Si (z,,z;) sont deux g-repéres en x, et si (hy,A3,) est une paire
transverse, My (2y 'ZyhapZy "Zyhag) = Mag(Mygha,).

(iii) pour toute paire (h,5,\5,) :

MyMaghag) + MagMopha) = n + dim (b AX)  (modulo 2¢).

Démonstration :
2

(i) a) découle de la définition, (ii) de la continuité de m,, sur /0\ 24(E).
Compte tenu des propriétés de M,

mhhe) + mhghy)
= MR oMoslasb) + M(bs,ho ) + dim (A A L)
= m(b,,a,) + dim(A N L)

ou b, = Q(a,,b). Donc (iii) découle de (i) b.
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(i) b) Signifie que MM\ A M) =n ot A, = Q(A,A); soit (e,)
une base de A, (e} la base de A’ associée et y le chemin Cf(e,,.e}).

M\ A o hoh) = IndE T, = indy (™! x )

ou I'_estlerelevéde I' = y~! x y d’origine (A/,,\,) qui, par construc-

tion, a pour extrémité (A ,,\,). Soit v lelagrangien engendré par (e;, +e}).
Le chemin T :t - I'(t) x v est un relévement de I' dans le fibré £ (&)

(£=JEEEaAD)

Il en résulte que

ind, T = D(I"(1)) — D[(0)) = i(Av,\) — i(X,v,))
soit
indy I' = n — 2i(\,v,A).

De larelation e; — v; + ef = 0 il résulte que i(A’,v,A) = 0 ce quiachéve la
démonstration.

Le lemme suivant va permettre de définir une action naturelle de m; A(n)
dans A, (E).

LeEMME. — Soit X = G/H un espace homogéne, G étant connexe. Soient
G, et X, respectivement les revétements universels de G et X. L’action
naturelle de G,, dans X, commute a laction de n,X.

Autrement dit G, se représente comme groupe d’isomorphisme du nt, X-
fibré principal X, — X.

Démonstration du lemme. — C’est une adaptation de la démonstration
prouvant que n,;G est commutatif.

Soit x, € X le pointde base de X.x (resp.g)est uncheminde X (resp. G)
d’origine x (resp. g) et d’extrémité x, (resp. e élément neutre de G). x,
(resp. g,.) est la classe d’homotopie de X (resp. g). Soit I' le cheminde gx a
x t—>g(t)x. g,.x, estlaclasse dhomotopie du chemin g.x : t — g(£)x(t)
qui est homotope a (I'.x). D’autre part si o, e n,X est la classe
d’homotopie du lacet o en xg, x,, .o, estla classe d’homotopie de x.o. Il
résulte de tout ceci que

o

Jo- (X0 0) = (G- (x. 0 =(T.(x. 0y, = (T.%). %)y = (G- Xp) - Ao
C.QFD.

Pour tout couple (ot,,A,) € m;A(n) x A, (E) on pose

Mo Uy = 21 (250 (o) - 0)
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ou z, est un repére co-symplectique en p(A,). Du lemme il résulte que
Ay .0, ne dépend pasde z, et définit une action a droite de 7w, A(n) dans
A (E). Cette action induit une action a droite dans

2
Ac®) : Atte) > (-0l )
2 2
qui est un symplectoisomorphisme du fibré Am(E) x E — Aw(E) laissant

invariants &, et %,. Il en résulte que

M 0, Top - Lo oA - L, Tho - ) = M(A T - AL, T).

ProrosiTiON 2.4. — (E,0,q9) étant un fibré q-symplectique,

(1) m;A(n) agit naturellement d droite dans le fibré A, (E) —» X.
A cette action est associée une représentation naturelle de n,A(n) dans les

2 2
symplectoisomorphismes du fibré Azq(E) E - Azq(E) conservant ¥, et
&£, etdonc M,,.

(i) Si v, et y, sont deux éléments de m,A(n),
My (MagY1:T2gY2) = Myg(Ry,,T,5,) + ind?%y, — ind?%y,.
ind?? est P'indice, a valeurs dans Z,,, de A(n). Si g = + o0,
ind?? = ind.
Démonstration. — Reste a prouver (ii). Soit b, = Q(a.,b)
MALY1TwY2) = MR oY 1:TwY2) AasToo) + MRy, To)

Soit x = p(A,).A,(E,) étantconnexe, il existeunchemin I' , = C, x C,
reliant (A1, TeY2) &8 (AsTo). Comme le lacet C (resp. C) de AE,
projection de C_ (resp. C,) appartient - & la classe d’homotopie v,
(resp. v,) le corollaire 3 de la proposition I1.4.5. permet d’écrire

M Y1, Twrphe,Ty) = indg(CxC) = ind v, — ind v,.C.Q.F.D.

COROLLAIRE. — Si  p(Ay,) = Py, My (hagphyy) = my (Mypho,) si et
seulement si Ny, = Nj,.

3
Notation. — dm,, désigne I'application de Azq(E) dans Z,, définie par
aqu(A‘ZqS;"’Zq)",éq) = m2q()“2q’)“/2q) + m2q(7",2q’ ;q) - m2q()"2q’}“;q)'



INVARIANTS HOMOTOPIQUES ATTACHES AUX FIBRES 67

THEOREME 2.1. — (1) Omy,(AypM5A3,) = n + d(A" )M, L) (mod 2g),
2
(i) La restriction de m,, a lo\zq(E) est l'unique fonction continue sur

Azq(E) d valeurs dans Z,, telle que pour tout triple (Ay,,\5,,05,) de 2q-
lagrangiens deux d deux transverses,

aqu(A‘Zq’)\',an)\’,éq) = i()\'a)",’x”)'

Ce théoréme généralise aux fibrés symplectiques un résultat de J. Leray

91
Démonstration. — (ii) résulte de (i) en remarquant que la seule fonction

2
continue @ sur /0\ 2,(E) a valeursdans Z,, telleque d¢ = 0 estlafonction
nulle.

Pour prouver (i) on suppose que A est transverse & A’ et A”. Le cas
général résultera de ce cas particulier, compte tenu de la propriété de cocycle
de d, en introduisant un 2g-lagrangien A3, transverse a A,,, Ay,, Aj,.

LEMME. — Si (A,A,\") sont trois lagrangiens en x,\ étant transversed N
et A", il existe une base (e;,) de A telle que, (e;) et (e;) désignant les bases
de )\ et N associées a (e;,)

U ”" \
e, — e = pe;, ou p;€R.

Eneffet, si (e;,) estunebasede A, (¢} et (e;) les bases associées de A’ et
A", e; — e = Ajej, ou (A;) est une forme quadratique. Si P est une
matrice orthogonale diagonalisant A, e, = P,e;, répond a la question.
om(\ A ,A%) ne dépendant que de A, A, A" d’apres la proposition 2.4. (i),
on peut supposer que A, = QA A), Ay = Q(A,,A"), Om(h,,A,My) se
réduit alorsa m(A,,A7). Soit I' lechemin C(e;,.e}). Lerelevement I de
I' d’origine A apourextrémité A, .I~! x A7 reliant (A, M) & (Ag,A5)
qui appartient 8 Q@ ),

m\ A%) = IndE (T 1 xA%) = — IndE(' xA%) = Ind,.T".
Soit v le lagrangien engendré par (v, = ¢; + ae;,) ol a; =1 si p; =0,
a;=p; si p; >0,a,= —2p; si p; <O0.v esttransversea A" eta I'(?)

donc I'application constante v” est un relévement de I' dans £ (&). Ilen
résulte que

mAA%) = dN' v,h) — d(A",v,\)
ce qui s’écrit encore m(Al,A%) = d(A", A N) — d(v,A ).
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Or — d(v,\A) = i(v,\,\) etdelarelation v; — e; — ae;, = 0 il résulte
que i(v,A,A) = n ce qui acheve la démonstration.
2
Soit r1,, lapplication de Azq(E) dans Z,, définie par

Fiag(aghag) = n + dim(h AN) — 2my, (A3,05,)

2
fit,, est antisymétrique, continue sur lo\zq(E),

COROLLAIRE 1. — 0rity (A, M5,05,) = o(MA 7).

2
Pour I'indice de Maslov-Arnold-Leray de E(Spq(n)) et I'indice mixte sur
E(Sp,(n) A,,(E) onaunrésultat analogue au théoreme 2.1. Soit & (resp.
i, resp. d) par abus de notation I'application définie sur E(Sp(n)) en posant
0(z1,25,23) = o(z7 ' Az; 'Az3 'A)

(resp. i(z4,25,23) = i(z7 *A,z; 1A z3 1A)

resp. d(z,,25,23) = d(z] *A,z; 'A,z3 'A)) o A = R™.
THEOREME 2.1". — (i) dm, (z,,2,,2;) = n + d(z".22),

2
(i1) r712q a pour restriction a E(Spq(n)) Punique fonction continue a valeurs
. .0
dans Z,, telle que om,, = i.

2
HSpq(n)) est ’espace des couples de reperes en un méme point (z,,z,) tels
(o]
que z{'A nz;'A =0.
2
Sur E(Sp(n)) A(E) on définit ¢ en posant
O-(ZhZZa)") = O-(Zl_lAaZZ_lAJJ'

On définit de méme i et d.

THEOREME 2.1". — My (z,2) + my(Zphyg) — my(zphy,) = n + d(A2,2).
Exemples.

1. Soit Yy :X > M une immersion lagrangienne orientée dans
une variété symplectique (M,0). Soit E = y“!TM. X étant orientée
E est munie d’'une structure oo-symplectique canonique définie par TX,
de fibré principal E(Sp,(n),TX). On peut donc construire un indice
de Maslov-Arnold-Leray r?tw (resp, my) sur Ex(Sp, (n),TX) {resp. A; xE
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ou T_X est lorientatoon oo-symplectique canonique de TX
et A_LE = E(Sp,(n),TX)/SStn} mq,(z ) = m(z'A_, T _X) (resp.
r~n¢()»w) = m(km,TmX)).r’h* (resp. m,) est 'indice de Maslov-Arnold-Leray de
I'immersion lagrangienne orientée ¢ : X — M.

2. Soit ¥ :X — M uneimmersionlagrangienne dans une variété (M,5)
oo-symplectique. (Cest-a-dire que le fibré (TM,5) est co-symplectique).
E = Y !TM est un fibré co-symplectique. On dit que { est 2g-orientée si
TX considéré comme sous-fibré lagrangien de E est 2g-orientable (ce qui
lmpllque que X est orientée). On peut construire sur E:, X(szq(n)) \(resp
Ay, X(E)) ou T, X est une 2g-orientation de TX, une apphcdtlon mw
(resp mz‘i) a valeurs dans Z,,.

qu(ZZq) = mlq(zz_q A2q7T2qX) (resp. miq()"Zq) = qu()"Zq’TZqX))~

mq,“ et m,,, s’appellent indice de Maslov-Arnold-Leray de I'immersion
lagrangienne 2g-orientée Y. Changer d’orientation de TX revient a ajouter
une constante.

3. Soit ¥ : X » T*M une immersion lagrangienne dans le fibré cotan-
gent d’une variété orientte M. On munit T*M de la structure oo-
symplectique définie par VT*M. Si X est orientée, les géométries oo-
symplectiques de E = " !TT*M associée & ¥ = Yy !VT*M et a TX
sont isomorphes si et seulement si I'indice de Maslov-Arnold des lacets de X,
ind, est nul. Les indices de Maslov-Arnold-Leray construits par I'un ou
l'autre procédé ci-dessus coincident alors. De plus, soit D le diviseur de
Maslov de (E,TX,?’), et pup:X? — Z Tlapplication correspondante.
Soit x,€ Xp; choisissons lorientation de ¥~ de fagon que
m(¥ ,(x0), T, X(xo)) = 0 et définissons p, : X = Z, p,(x) = pp(x,xo).
Alors

By =mo(T XV ) =my oV .

Dans le cas ot M = R” les indices construits sont ceux utilisés dans [9].

3. Interprétation cohomologique.

Soit K,(X) le sous-ensemble ouvert de A"*!(E) formé des (n + 1)-uples
de lagrangiens deux a deux transverses. A partir de K,(X) on forme de fagon
naturelle des groupes de cohomologie a coefficients dans Z (resp. Z,,) en
considérant les applications vy, de K,(X) a valeurs dans Z (resp. Z,,)
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continues sur K, (X) et alternées, et le cobord 0y, défini par :

n+ . .
gy vy Apyy) = Z (= 1) v, (rohishyiy)-
i=0
Le théoreéme II.1.1. signifie que la signature (A,A’,A") —» o(A,A",A") est un
2-cocycle entier. On associe ainsi naturellement a tout fibré symplectique une
2-classe de cohomologie entiére (resp. modulo 2q) (o] (resp. [c],,)-

2
Cette classe n’est jamais nulle car K,(X) = AE est connexe et la seule
0
fonction continue et alternée est la fonction nulle !

Supposons E muni d’une géométrie g-symplectique et soit K29(X)
I'ensemble des (n + 1)-uples de 2g-lagrangiens deux a deux transverses.
Recommengant ce qu’on a fait précédemment, on peut construire & partir de
K29(X) des groupes de cohomologie entiére (resp. modulo 2g). Soit P,,
lapplication naturelle de K24(X) sur K,(X) et P%, Tapplication qui s’en
déduit entre les groupes de cohomologie de K, (X) : H*(X) et ceux de
K24(X), 2¢(X). On notera H"(X,Z,,) et H5(X.Z,,) les groupes de
cohomologie modulo 2gq.

TueorEME 3.1. ~ [o],, appartient au noyau de P3, :
H'(X.Z,,) — H3,(X.Z,,). @>1
Démonstration. — Les résultats du paragraphe précédent s’interprétent

ainsi : fir,, estune 1-cochaine et di,, = ¢ o P,, modulo 2¢, ce qui prouve
le théoréme 3.1.

4. Relation avec l'indice de Morse.

Dans ce paragraphe M est une variété C* de dimension n,
n:TM — M Ie fibré tangent, n, : T*M — M le fibré cotangent et on note
Ty : ToM > M (respectivement n,, : T¢M — M) le fibré tangent (resp.
cotangent) privé de la section nulle.

Une structure finslérienne sur M est définie par la donnée sur T*M d’un
hamiltonien h : T*M — R tel que

(i) h est C' sur T*M, C* sur T¥M.

(ii) h est positivement homogene de degré 2.
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(iii) h vérifie la condition de Legendre qui s’exprime ainsi :

Tox TM — T§M est un fibré euclidien dont le produit scalaire g, s’écrit en
coordonnées locales naturelles :

_ 1%h(x'v)

9xii(X50) = 3 dv;v,

en tout point (x,v;) de T&M.

Sous ces hypothéses la transformation de Legendre & : T*M — TM
© - &(w) = dhly 1oy, o0 V,T*M est la fibre en @ du fibré vertical
VT*M, est un homomorphisme de T*M sur TM dont la restriction a
TEM est un C*-diffeomorphisme sur TyM. &~ '*h : TM — R est ’énergie.
&~ '*g, = g estun produit scalaire sur le fibré ny 'TM — T M, on notera
IInll = g(n,n)"? la norme associée. On retrouve ainsi la définition usuelle (cf.

[3a] par exemple) des variétés finslériennes.
'
Soit H le champ globalement hamiltonien de h. iydh = — dh ou A est

la 1-forme de Liouville. £TH = G est la gerbe finslérienne. Soit ¢, (resp. ¢,)
le flot de H (resp. G). C,, ou C,(t) = n, o @,,(v) = ® o ¢'(&(v)), est
la géodésique issue de m,(v) tangente a l'origine 2 &(v). Les géodésiques
sont les extrémales du probléme de calcul des variations a extrémités fixées
défini par Pénergie & '*(h).

Soit N, = T*(RxM xM) et (py,p,,ps) : N> RxMxM la fibration
de N, sur RxM xM. Onmunit N_ de la structure symplectique définie
par la 2-forme o, = p¥(dt A dt) + p3dh — p¥dh. Dans de nombreux
problémes intervient I'immersion lagrangienne

Y, 1 Q, > N,
ou Q, est I'ensemble des couples (t,v) e R x T*M tels que ¢ appartienne &
Pintervalle de définition de la géodésique issue de v, (@, est un ouvert de
R X T*M, rétractable sur 0 x T*M, égal 3 R x T*M si M est d-
compléte [3a]), et ou y, est définie par

\‘l*(t,U) = (lv _h(U),(p*t(U),U)
V, est C! sur Q,, C® sur Q, N Ty*M.

TN, posséde un sous-fibré involutif F, = (0 xR)x TT*M x VT*M) ;
W, désigne le fibré vertical de TN, . On note (E,F,W,) (par abus de
notation) les images réciproques par {, de (TN_F,W,). Comme
W, < F,, on pourra calculer I'indice de Maslov-Arnold de Y, ind,. a
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l'aide du fibré symplectique réduit F, /Fg si \JJlTQ* et F] ont une
intersection de dimension constante ce qui est réalisé car
(WATQ, N FS),,, = {0, —dh(X),0xX,X)]X € VT*M}

et donc dim (ViTQ, N Fg) = n.

(F,/F%) s’identifie comme fibré symplectique a (p, 'TT*M,p¥d}) ou p,
est la projectionde R x T*M sur T*M, et ', = p_'VT*M est I'image
de W*. Enfin % (tp) image de T,,Q, est I'ensemble des @i:X
pour X eV ,T*M.

Il en résulte que F (o) = ¥ ,(0,v). En restriction aux lacets de
0 x T*M, Tlindice de Maslov-Arnold est nul. Comme Q, se rétracte sur
0 x T*M, lindice de Maslov-Arnold des lacets de Q, est donc nul.

Quelques notions de géométrie finslérienne sont utiles pour poursuivre. V
désigne la loi de dérivation covariante finslérienne d’Elie Cartan dans le fibré
ng 'TM — ToM. A lastructure finslérienne est associée une scission y dela
suite exacte de fibrés sur TM :

0 - 'TM » TTM —2> 7 'TM — 0
—

v

y est C* sur ny!'TM, C° sur n 'TM. (1) = (y(E)+i(m)) est un
2

isomorphisme de [X] n~!TM sur TTM. Les lettres grecques désignent les

éléments de n©~'TM.:

A tout champ de vecteur X lelong d’un chemin C! on associe son relevé

£ dans n7'TM : £(t) = C(t) x X(t) ou C(t) est le vecteur vitesse en t.

Par abus de langage on dira que £ est un champ de vecteurs le long du

chemin. Avec cette convention les champs de Jacobi le long de la géodésique
C, sont les solutions de I'équation différentielle du second ordre

V2 _RGHC

el (C.,.8)C,

ou d—f =Va, C,=C, x C,, R est le premier tenseur de courbure de
dt

Cartan. Il y a, entre les champs de Jacobi le long de C, et les champs de

vecteur Z (resp. Z,) invariants par @, (resp. @.) une correspondance
biunivoque :

6Z,=Z; Z=vE)+ i(%), £ =jZ.
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Il est plus commode d’écrire les choses au-dessus de TM en transportant les
données par les isomorphismes naturels déduits de la transformation de
Legendre, ce qui se traduit par la disparition de I'indice . L’immersion
lagrangienne \, est donc isomorphe a Iimmersion lagrangienne
V : Q > N. L’indice de Maslov-Arnold de ¥ se calcule a I'aide du fibré
lagrangien E = p~'TTM — Q, dessous-fibréslagrangiens ¥~ = p~!'VTM
et ¢ imagedans E de TQ. (p estla projectionde Q ouvertde R x TM
sur TM.) D’aprés ce qui précéde & a pour fibre au point (t,v) :

- \%
(tp) = {y(n(@®) + i( E:t)), neg,}

ou #, estl'espace des champs de Jacobi le long de C, nuls a lorigine.

Soit Q, le complémentaire du support X, du diviseur de Maslov D de
(E,@,77). Soit Qf l'ensemble des points (t,v) tels que 0 <t < t'(v) ou
t!(v) est le paramétre du premier point conjugué de 0 lelongde C,. Qf est
un ouvert connexe de Q,. Comme I'indice de Maslov-Arnold des lacets de
est nul, on peut définir une application p, :Q — Z continue sur Qf en

posant
Hy(t,0) = pp(t,o5teve) 0 <t < t'(v)

H, nedépend pasde (t4,00) dans €Qf. On peut donc prendre v, = v etalors
Hq;(t,v) = - ind\‘, CU‘[’OJ]'

Q étant d’autre part orientée, on considére la géométrie co-symplectique
de E associée a &. ¥  est oo-orientable dans cette géométrie puisque
ind, (n,Q) = 0. On choisit ¥",, de fagon que

m(Vw(tO’XO),E’oo(IO’XO)) = 0

sur QY, @, désignant I'orientation naturelle de &, m I'indice de Maslov-
Arnold-Leray du fibré co-symplectique E. Dans ces conditions :

By =m o (G 7 ) ie. p,(t) = m(¥ (L), @ ().

Pour calculer p(t,v) c’est-a-dire ind,, Cl,l[o_,] on prend I'image récipro-
que par C, de (E,&,7") que I'on note (E',@",¥").p,(t,v) est 'opposé de
I'indice de 'application identique I de [0,t]. Les calculs sont explicités
pour t >0.

Le support X, du diviseur de Maslov D de (E,%,¥") est contenu dans
I’ensemble des couples (a,v) tels que a soit conjugué de 0 lelongde C, ou
nul. Soit k, 'ordre de conjugaison de o, # (o) le sous-espace de #, des
champs de Jacobi nuls en 0 et a, L(tf) le sous-espace isotope de E;
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\%
engendré par y(N(1)), ne £,(a), si t # a et Y(g?(a))ne/v(a), si

t = a. Soit G(t) = ¥"; + L(t). Pour t assezvoisinde o, t — L() estun
sous-fibré isotrope de rang constant k, et, G est un sous-fibré involutif de
rang n + k, contenant ¥”. Comme les points conjugués sont isolés,
% n Geo estréduita 0 pour ¢ voisinde a. On peut donc calculer le saut de
D au voisinage de o a laide du fibré réduit G/G°, et des sous-fibrés
lagrangiens images & et ¥ . Comme L est un sous-fibré lagrangien
transverse & & et ¥, que & et ¥ sont transverses pour ¢ voisin de a
t # o, le diviseur réduit D, a pour valeuren ¢, t # «, I'indice de la forme

v ‘
quadratique sur #, (o) : 1 = o(y(n) + i(;?), y(M))(t), soit Iindice de
Vv \
n- g(d—"(r), n(t)>.
t

o (Vn) 0 (V”V“> 0. Cet indi donc k, si

rg dt’n (@)=0, ¢ I (o) > 0. Cet indice vaut donc k, si
t <a, 0sit>a. Ilenrésulte que (a,v) appartient au support de D qui
s’identifie donc a I’ensemble des couples (a,v) tels que o soit conjugué de 0
le long de C, et que (C,,,D)mw = — k,. Le méme raisonnement prouve
que <CU’D>(0,U) =0 <CwD>(z,uj = — k,.

Il en résulte que p(t,v) est la somme des ordres de conjugaison des points
conjugués de 0 le long de C |-

Pour identifier p,(t,v) a lindice de Morse élargi de la géodésique
C,[0,], défini comme la somme des ordres de multiplicités des valeurs
propres négatives ou nulles de la variation seconde, on considére
Q=R x Q E et ¥ images réciproques de E et ¥ par la projection de
Q sur Q. Soit & le sous-fibré lagrangien de E de fibre au point (A,t,v)

- (Vn
o (Mty) = {Y(T](t)) + '(ﬁ (ﬂ)},

ne #£* ou #* désigne I'espace des A-champs de Jacobi lelongde C, nulsa
Porigine, c’est-a-dire I’espace des solutions nulles a l'origine (A € R) de

Vin

dr®

Q se plonge dans Q par I'application f: (t,v) — (0,t,v) et (E,&,v) est

'image réciproque de (E,#,7) par f. Comme Q est un rétracte de Q,

Pindice de Maslov-Arnold des lacets de Q est nul. Le support X du diviseur

de Maslov D de (E,&,7) est contenu dans I'ensemble des triples (A,t,v) tels

= R(C,m)C, — An.
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que A -soit valeur propre de la variation seconde de C,|,,. Donc
Q) < Qp = Q — Z5. Soit Q° la composante connexe de f(Qy) dans Qp.
On définit p:Q — Z en posant

ﬁ(ht,v) = ﬁb()\',t»v iAostoslo) s (Aostoo) € Q.
ROLY) = py(tv) puisque f~H(EZ,7) = (EF.,¥).
Pour tout couple (t,v) il existe A, < 0 tel que toute valeur propre de la

variation seconde de C |, soit supérieure strictementa A, si 0 < ¢’ < ¢.
Donc &(\g,t',v) N ¥ (Agyt'w) = 0 si 0 < ¢’ < t. Ceci permet d’écrire

ROLED) = PMt0 3 Ag,t,0).

Soit I',, le chemin issu de O définie pour 0 > A" = A, par

T, (\) = (V40).
my(te) = j(040) = indy T,

On calcule indg I, parla méthode qui a permis de calculer ind,, C,. Soient

(E',&",9") les images réciproques par I',, de (E,Z,7"). Soit o une valeur

propre de la variation seconde de C,|j,,; de multiplicité k, etsoit V* lesous-

espacede T,M desvecteurs Y tels que le a-champ de Jacobi n de données
\%

initiales Nn(0) = Od_Tt] (0) = v x Y soit dans le sous-espace propre relatif a

o, c’est-a-dire soit nulen t. On définit une application de V* x R dansles

champs de vecteurs le long de C, : (Y,A) » ny ou n; est le A-champ de
Jacobi tel que 1y (0) = 0 et %(O) =vxY.

On désigne par N* lensemble des mY pour Y eV®. N* est de
dimension k,.

Pour A voisin de a, soit L(A) le sous-espace isotrope de E, engendré
par y(My(t)) pour m,eN si A # o et par y(%(cx)) pour m, € N*,

si A= a.

LEMME 1. — Pour X voisinde o, . — L(A) est un sous-fibré involutif de
rang, constant, k,.

Supposons le lemme prouvé et soit G = ¥ + L. G est un sous-fibré
involutif de rang constant pour A voisinde o, ettel que G soit transverse
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4 & pour A voisin de a, car les valeurs propres sont isolées. On peut donc
calculer le saut de D au point (o,v) grace au fibré réduit G/G° et aux sous-
fibrés lagrangiens images de & et ¥ ; le saut de D est donc le saut de

V.
I'indice de la forme quadratique n, — g< T m)(t) N, € N*, n voisinde
o.

0 n, ) '
L 2. —  — : = 2 dt.
EMME P (dt m (@ = L [IMall

, v
Du lemme 2 et de la nullité pour A = a de g <%, Th) il résulte que le

saut de D en o est égala k,. Le support de D est donc I'ensemble des
triples (A,t,v) tels que A soit valeur propre de la variation seconde de C,|j
et des triples (0,0,0). (Ao,t,0)¢ Xp. D’autre part <1",,V,1A)>0 = k, ordrede 0
comme valeur propre. Donc ﬁw(O,t,v) est I'indice de Morse €largide C |-

0
Preuve des lemmes 1 et 2. — Du lemme 2 il résulte que %(a) =0

implique n, = 0. Donc L(a) estderang k,. Il en est de méme pour L(A)
pour A voisin de o. Le lemme 2 se déduit de la remarque suivante :

\Y
Q) =g (72‘ m)(t)

peut s’écrire :

BIVANE . . ,
Qi(my) = I + g(R(C,,ny)C,omy) — AMmyll* ¢ dt
0
0 0 .
Donc EI(QL(TM)) = ﬁx (my) + 2Q, <Th, (3?»)’ soit

0 0
a_k(Qx(Th))x:u = f /> dt + 2Q, <T1w 6?()

0
Or _6% est solution de I’équation différentielle du deuxiéme ordre :
Vg
dr?

6 t
t =0, ce qui implique que Qu<nu,&> =j [In.I?dt et achéve la
dé e oa 0

emonstration.

= R(C,E)C, — A{ — m,, nulle ainsi que sa dérivée premiére pour
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Conclusion. — L’immersion lagrangienne {, : Q, — T*N, a un indice
des lacets nuls, ce qui permet de construire une application p, : Q, - Z,
continue sur Q, ; au point (t,v), W, (t,v) est I'indice de Morse élargi de la
géodésique C, (o si t > 0. Si t < 0, on vérifie aisément que p, (t,v) est
égal & n diminué de Plindice de Morse élargi de C, . Q, est muni
naturellement d’'une géométrie infinie symplectique car Q_ est orientale.
Pour un choix convenable de I’orientation co-symplectique du fibré vertical
¥, =V, 'VTIN,, K, estl'image réciproque de I'indice de Maslov-Arnold-
Leray.

La méthode utilisée redonne le théoréme de Morse : I'indice de Morse
élargi est la somme des ordres de conjugaison des points conjugués de 0.

Remarque. — Si au lieu de prendre le diviseur de S, D défini par
D(LAD) = d(LAL) on avait pris le diviseur D, de S défini par
D,(LAD) = d,(L,AL")
ou

d,(LALL) = dLALL) + dim(L AL) = — i(LAL) + dim(L A A N L)

on aurait construit une fonction p, qui s’identifierait a 'indice Morse strict
(somme des valeurs propres strictement négatives de la variation seconde). La
raison du choix de D se trouve dans la relation dd = 0 qui simplifie les
calculs de la partie II.

N.B. : On n’a pas jugé utile de donner les démonstrations des deux
résultats suivants : points conjugués et valeurs propres de la variation
seconde sont isolés. La démonstration du premier est élémentaire, celle du
second classique (cf. 3@ ou 6 par exemple).
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