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DISCREPANCE DE LA SUITE
1+ 5
(1n —52=0) o

par Yves DUPAIN

Dédié¢ a Monsieur Claude Chabauty.
Introduction.

Soient u = (u,),eny une suite de points du tore R/Z et I
un intervalle du tore. Pour N entier naturel, posons :

e(I,N)=card {n, 0<sn <N, y, €} - Nu(D,
u désignant la mesure de Haar normalisée du tore.

Soit J (respectivement I *) I’ensemble des intervalles du tore
(respectivement des intervalles de la forme [0, 8[). Posons :

D(N) =sup p(I,N) et D*(N) = sup [p(I,N)].
1€y Ies*

Le nombre réel D(N) (respectivement D*(N)) est la Ni¢me
discrépance (respectivement discrépance a l’origine) de la suite u«.

Remarquons que D*(N) < D(N) < 2D*(N).

Pour une suite u donnée, posons :

S(u) = lim su D) t S*(w) =1 D*(N)
=1 S € U) = lim su
No=" LogN Now= LogN

(on a donc S*(u) < S(u) < 2S*(u)). Nous nous intéressons aux
suites a ‘“‘petite discrépance”. W.M. Schmidt a démontré que pour
toute suite u, on a Dinégalité S(u) = (66 Log 4)"!. La suite
a plus ‘“‘petite discrépance” connue est actuellement la suite de
Van der Corput, pour laquelle S. Haber a prouvé 1égalité :

(}) {x} désigne la partie fractionnaire du nombre réel x.
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S*(u) = (3 Log2)™! >~ 0,48. Considérons maintenant les suites
({na}). Si les quotients partiels de « sont majorés par K, H.
Niederreiter a prouvé I’'inégalité :

S({nap) < (Log (llzl/—?»“ + K (Log (K + 1))~! .

1 + 3
——2—\/:2) A. Gillet et

V.T. Sos ont respectivement démontré les résultats suivants :

1+ /5\1
— )

Pour la suite particuliére u = ( (n

0,15 (Log < S <(V5+1 (35 Log H‘/_)

et S(u)<1.
Pour tous ces résultats, ainsi que certains approfondissements,
on peut consulter L. Kuipers et H. Niederreiter [3].

LY

Nous allons étudier la suite (

(I’l

et démontrer
le résultat suivant :

o, — 5¢(({ 1 LEYEN)) = 015 Log (L5

Remarque. — Soit f wune fonction a variation bornée sur
[0,1], et soit (x,),c{,,, .~} une suite finie de points de [0,1].
On a I'inégalité suivante (Koksma) :

D*(N
< V() ( ).

(t)dt— = 2 f(x,)

On voit donc que les suites a petite discrépance, comme la suite
(s 1 +4/5 )
Yp — V-
( 2

5) , pourraient étre utilisées avec profit en intégration

numérique.

0. Notations et rappels.

Considérons un nombre irrationnel o et la suite ({na}).
Soit 7y un nombre réel, 0 <+ <1 que nous identifions a son image
sur le tore. Pour N entier naturel posons :
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o (v,N)y=card {n, 0<n<N, {na}€[0,v[} - Ny

ot(y,N)=card {n, 0<n<N, {na}€1]0,v]} - Ny.
Remarquons que ¢~ (v, N) = ¢([0,v[,N).

Développons o« en fraction continue. Les suites des quotients
partiels de o et des dénominateurs des réduites de « seront notées
respectivement  (a,),en+ €t (q9,),en+ avec la  convention

Qpn+1 = 4,9, + q,_, . Posons enfin A, =lg,all (x|l désigne
la distance du nombre réel x 4 I’entier le plus proche).

. .
Une suite d’entiers (b;), oy
elle vérifie les propriétés suivantes :

0<b,<a -1
0<b, <aq pour k =2,3,...

b, =a,==>b,_,=0 pour k=23, ..

sera dite normale (pour «) si

Il n’existe pas d’entier impair [ tel que b, = g, pour
k=1,1+2,1+4,...

De méme, nous dirons qu’une suite finie (bylkefy o, k) oSt
normale (pour «) si elle vérifie les trois premiéres propriétés pré-
cédentes.

Soit B un nombre réel, 0 < B < 1. Développer ( par rap-
port & «, c’est associer & f une suite normale (b,) et une suite
k
(r,) tellesque: r, = }: b;q, et B= klim {r.a} .
i:l -—» o0
Un tel développement existe et est unique, et réciproque-
ment, toute suite normale définit un nombre g (cf. [4]).

Notons les propriétés suivantes (que l'on peut trouver dans
[4] et [5] ou qui s’en déduisent ais€ément) :

(i) tout nombre entier x <gq,,, sécrit de facon unique

.....

n
x =3, dpq, ou la suite (d)eqy .,
k=1
quement toute suite normale (dy)ye(, , . ,} définit un nombre
entier x <gq,,,

n} est normale, et récipro-

(ii) pour tout entier n>0: A, q,,, + X,,, 9, =1.

Soit (dp)en+ une suite normale définissant le nombre §.

k
Posons r, = ), d;q;. Alors:

i=1
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n
(iii) pour tout entier n >0, lﬁ =Y (D g N | <\,
k=1

(iv) pour tous entiers n >0 et p > 0,

n+p

kz, (-1)k+1 dk)\k < )\n—l - )\n+p+1
=n

(v) pour tous entiers N>0 et k>0 tels que N<gq,,,
o™ (B, N) — o~ ({r, a3, N)| <1 et [p"(B,N) - o"({r,a},N)| <1

(vi) pour tous entiers u >0 et v >0, ¢ ({ua},v) =~ ({va},u)

(vii) pour tout élément du tore < et tout entier u >0,
lo* (v, w) — ¢ (v, 0 <1

1+
(viii) si a= 5 pour tout entier K >0, A, = ad,,, .

Dans [2], nous avons démontré le lemme suivant :

k
LEMME 0. — Soient (bk)ken* une suite normale et r, = Z b,q;.
i=1
Soient m et x deux entiers, m >0 et 0<x <gq,,, ; x sécrit
m tdnaq, (ou 0<x, , <gq, et 0<d, <a,). Alors:
(1) Si m est impair :
o ({r, o}, x) =9 ({r,_10}, X,_) — N\py(dpt_y + b, x) + A, (%)

o g Min(d,, + 1, b,,) si x,_, >r,_,
A, (x) =(

X =X

Min (d,,, b,) si x
(2) Si m est pair :

o ({r,or, x) =9 ({r,_1o, x,,_) + N\, (d,"_y + b,,x) — B, (x)

ou : Min(d,, , b,,) si x,_, > ry,_,

B,,(x)=(Min(d,, b, +1) si 0<x,_,

Min (Max(d,, —1,0), d,,) si x,_, =0.

m—1 < rm-—l ‘

<

m-—1

COROLLAIRE 0. — Soient (bietrz,... x}» Bdkefr,a,.. x}>
(didefiz,...k}» (idelt,a,... x} quatre suites normales et n un
entier, n€ {1,2,...,K} telsquepour k #n, b, = b, et d, = d;c.
Posons :
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R

k

]
-

K K K
r=2 bty r'= X biar, x =3 deqi, x'=Y diq, .
k=1 k=1 k=1

Alors : lo~({ro}, x) — ¢ ({r'a}, x| < a, .

Ce corollaire est une conséquence immédiate du lemme O, de
(ii) et de (iv).

1. Préliminaires — Présentation des calculs.

.. .. 1 4+ 45
Dans tout ce qui suit, o désigne le nombre ——\/: (dont

les quotients partiels a, sont tous égaux a 1) et g, le dénomina-

teur de la ni*™¢ réduite de . Nous avons donc les relations suivantes

Guii =4, Y q,_; et N,y =N,_; — A, . Les fonctions D*, ¢, ¢~
1 ++/5

et p* sont celles correspondant a la suite (3 n —2—\/———_ )S)

Notre but est de calculer -

lim sup D*(N) = lim sup sup m
N— o LOgN N-—e  gefo, 1] LogN
Pour cela, il suffit d’évaluer pour tout entier K, sup ¢~ ({ra}, x).
r<qK
En effet : x<qy
. ¢~ (B,N)
S* = lim sup sup sup | ——1.
N-w gg_<N<gg gelo,1[ | LogN
Or Logq, ~ K Loga, d’ou:
1
* =lim sup —— sup sup |~ (B,N)].
K-~ K Loga« ay_; <N<qy g€l0,1[

D’aprés le corollaire O la condition sur N peut étre remplacée par
N<gqg,et:
1
S* = limsup —— sup sup | (B,N)|.
K-- K Loga N<qy BE[0, 1]
Considérons maintenant le développement de [ par rapport
a a; B= lim {r,a} (cf. § 0);d’aprés (v)

N — oo

l™(B,N) — ¢~ ({r_,a},N)| <1 pour N<gq, .

1
Donc: S* =limsup ——— sup sup |p~({ra}, x)|.
K- K LOgCK Jc<qK r<qK
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Montrons que ’on peut supprimer la valeur absolde dans l’ex-

K
pression ci-dessus. Soient r et x deux entiers, r = Y b,q; et

K K K

x = Z d;q;. Posons R = z b;q;., et X = Z di;q;y, et
i=1 i=1 i

comparons ¢ ({ra},x) et ¢ ({Ra},X). Pour cela introduisons

la suite ({n(—oa)}) et la fonction ¢_, :

0-,(B,N)=card {n,0<n <N, {—na} € [0,B[} — NB.
Posons I = [{Ra},1[. Alors ¢(1,X) = — 9o~ ({Ra},X).
De plus
card {(n,0<n<X, {—na} € [0, {— Ra}[}
=card {n,0<n<X,{na}€1Il} + ¢
(ot €=0 ou 1), dou: —¢p ({Ra},X)=¢-,({—Ra},X) —€.
Désignons par Q, le dénominateur de la ime réduite de — « et
posons A; = ||Q,(— @)|l, nous avons alors: Q; = q,,, et A, =X,
Comparons o~ ({ra}, x) et ¢”,({R(—®)},X). (Remarquons

que R = V b,Q et X= Z‘ d;Q,.) Ces deux quantités peuvent
i=1
se calculer en appliquant K fons le lemme O .

Pour m< K, posons r_ =

m m

s -

i
I Nk

biq;, x, = d;q; ,

1

m m
R,, = Z b;Q; et X, = Z 4;Q; .
i=1 i=1

Nous avons a comparer ¢~ ({r,a},x,,) — o ({r,_;a},x,,_,)
a  ¢,({R,(—d)},X,) — v ,({R,_; (=)} ,X,, ;)  Clest-a-dire
xm(dmrm—1+'bmxm) a Am(¢an—l+>hnxm—J‘

Or A, =aA,, et gi—tend vers a quand i tend vers I'infini,

q.
donc: A, (d,r,_, +b,x,) — A, (d, R, _ +b, X ) tend vers
0 quand m tend vers I'infini. Nous avons donc :

o ({ra}, x) = ¢~ ,({R(— 0)},X) + o(K)
v ({ra}, x) = — ¢ ({Ra},X) + o(K) ;

nous pouvons donc supprimer la valeur absolue et obtenir finalement :

et

1
* = i _
S im sup - Log p (¢~{ra}, x)).

x<qK
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Nous nous proposons d’évaluer sup ¢~ ({ra}, x). Pour cela
r<qK
x<qK

nous montrerons que l’on peut se restreindre a des couples (r, x)
appartenant a des ensembles de plus en plus petits. Nous considé-
rerons les suites normales (bylie{y 2, k-1} ¢t (didiel1,2,... k-1
associées a un couple (r, x), et, en changeant certaines composantes
de ces suites, nous construirons un couple (r', x’) vérifiant les pro-
priétés requises. Nous minorerons alors ¢~ ({r'a}, x') — ¢~ ({rag, x)
en utilisant le lemme 0 & partir du premier indice ol certaines compo-
santes changent.

Nous schématisons le  changement de = composantes

by, by, b)) et (d;,d,,,...,d,,) respectivement en
(b],byyy,..., by et (d),d},,,...,d},,) parle tableau :
l I+s / I+
by by...... byis by...... bl.s
! ]
dy d,...... ds dj...... dj,,

Il est sous-entendu que les autres composantes des suites (by)
et (d,) ne changent pas. Généralement seule la suite (d;) sera mo-
difiée, mais nous reproduirons le tableau ci-dessus en entier pour
faciliter I'utilisation du lemme O .

Les suites (bk)ke{l,2 ..... K1} (respectivement  (b;), (By))
et (die{1,2,...,xk—1} (respectivement (dg), (Dy)) désignent par-
tout dans la suite de cet article les suites normales associées a r
(respectivement r’', R) et x (respectivement x' K6 X). Nous uti-

n
lisons les notations suivantes pour n <K —~1: r, = 2 b.q, et

n k=1
|\ .

x, = 2 d.q, (notations analogues pour r', R, x’,X). Remar-
k=1

quonsque ry , =r et x, .  =x.

Pour K > 5, soit (D% I’ensemble des couples (r, x), r < dy >
x < dx dont les suites normales associées vérifient : b, =d, = 0;
b,=1,d;,=0; b,=0,d;=1. 1l est clair, d’apres le corol-

laire 0 que: sup ¢ ({ra},x)< sup o ({ra},x)+ 5.
r<qK (r,x)Eco‘I)(
x<qK

Cette premiére réduction, élémentaire, simplifie 1’application
du lemme O, car pour tout n, n > 5 nousavons r, +x, et x, #0.
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2. Premiére réduction.

Soit @, le sous-ensemble de @Y défini par la condition rela-
tive aux suites normales (b,.),.e{l,z’__.,x_]} et (d,.),.e{h2 ..... K-1} as
sociées & r et x : Pour tout entier pair n, b, = 1 implique d, = 0.

PrROPOSITION 1. — sup ¢~ ({ra},x) = sup o ({ra}, x) .
(r,x)ELD?( (r, €0l
Soit (r, x) € (DOK tel que pour un indice pair n, b, =d, =1
(remarquons qu’alors »n = 8). Définissons (r’, x') par le changement
de composantes :

a) si x <r

n—1 n—1
n n
(by) 010 010
—_—
(dy) 010 0 0O
b) si x,_, >,
n n
(by) 01o0 00O
—_—
(dy) 010 010

Minorons ¢~ ({r'a}, x") — ¢~ ({ra}, x). Pour cela, appliquons
(iv) et le lemme O entre les indices » et K —1 en remarquant que,
pour tout k, x, <r, = x; <r, .
Dans le premier cas : ¢~ ({r'a}, x') — ¢ ({ro}, x) =
=1 _")\nrn—l - )\nqn - >\n+lqn =1 _>\nqn+1 - )\n+lqn =0
(en utilisant (i), (ii) et le fait que b,_;, = 0).
Danslesecond cas : ¢~ ({r'a}, x") — o~ ({ra}, x) =
Z1-Nx, - N9, 21 —Nqpey — N4, = 0.
Soit (r, x) ECD& . En effectuant les changements de compo-
santes définis précédemment, autant de fois que nécessaire, on cons-

truit un couple (R,X) de @} tel que ¢~ ({Ra},X) = ¢ ({rag, x),
ce qui démontre la proposition 1.
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3. Seconde réduction.

Soit @} le sous-ensemble de @, défini par la condition re-
lative aux suites normales (bi),.e{l’2 ..... k-1} ¢t (a',.)ie{l,z,___,K_l}
associées a r et x : pour tout entier pair n, b, =d, =0.

PROPOSITION 2. —  sup

(r,x)€u311<

¢~ ({ra}, x)

< sup . ¢ ({ra}, x)+ 13.
(r,x)euag<

Soit k, le plus grand des indices pairs inférieurs ou égala K —1.
Soit (r, x) G(D!‘< tel que bko = 1. Ou bien pour tout indice pair
k, d, =0, ou bien il existe des indices pairs k tels que d, = 1.
Considérons ce second cas. Les changements de composantes que nous
allons définir maintenant vont permettre de se ramener au premier.
Soit n le plus grand des indices pairs k tels que d, = 1 (remarquons
quialors 8 < n <K -3).

a) x,_, <r,_,

Considérons (r', x") défini par le changement de composantes

n n
(by) 0 b, 0 b,
—
d) 1 0 0 1

la suite (dj) obtenue est bien une suite normale car d,,, =0.
Appliquons le lemme O pour minorer ¢~ ({r'o}, x') — ¢~ ({ra}, x)
dans les deux cas suivants :

a,) b,,;, =0
o~ ({r'ag, x") — ¢ ({ra}, x) =
21 =Nty = Nt T = @iy — @) Nyiy (dapres (iv))
=1 =N 14n — Ms2dnoy >0 (dPaprés (i) et (ii)).
a,) b,y =1
e~ ({r'a}, x") — ¢ ({ra}, x) =
Z1 =Nl = Nt T = M1 (@ = 40) = Nia (@iy — 44)
>1 —N,yqn — MNGn, =0 (daprés (i) et (ii)).
b) x, ,>r,_,.
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Soit s (respectivement ¢) le plus grand des indices k <n
(respectivement le plus petit des indices k& >n) tel que b, = 1.
(D’aprés les hypothéses faites sur (7, x), ces deux nombres existent.)

b)) d,=0

Il existe donc un indice k, strictement compris entre s et
n tel que d, = 1. Soit m le plus petit de ces indices k. Nous
avons donc: x,_, <r,_,, et dans tout ce qui suit nous ne nous
servirons plus que de cette propriété.

b,,) ¢t pair

Considérons (7', x') défini par le changement de composantes :

m n+1 m n+1

(d) 1 dy., ..d

(nous avons d; =0 pour m<k<n). La suite (d;) obtenue
est bien une suite normale car d,,, = 0. Appliquons (iv) et le
lemme 0 pour minorer ¢~ ({r'a}, x') — ¢ ({ra}, x) dans les deux
cas suivants.

b,;;) m pair

e ({r'a}, x) = ({ra}, x) =1 =N, 7 — Ny Ty

(La minoration O obtenue pour les indices compris entre ¢ et K —1
provient du fait-que ¢ est pair et que x/_, > x,_; .)
o ({r'a}, x") —9o ({ra},x)=1-1x,_,q,, >0 (daprés (i) et (ii)).

b,1,) m impair
So—({r'a} 5 x’) - ‘P—({ra} ) x) > )\m rm—-] - >\m+1rm

ZMN, = Nps) e = 0.

b,,) t impair
Considérons les deux cas suivants :
b)) m pair

Considérons (r', x') défini par le changement de composantes

m n m n

(By) 0., 0 0 i, 0
_

(dy) 1 dpy, ...d,_, 1 01 0........ 0
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(nous avons d;, =0 pour m + 2 < k <n). Remarquons que pour
k>m, x, <r, = x, <r, et appliquons (iv) et le lemme O entre
les indices m et K —1 pour minorer ¢~ ({r'a}, x") — ¢~ ({raj, x).
‘P—({r'a}, x,) - KP—({ra}, x) > 1 - )\mrm——l - >\m+lrm—1 - )\m+1rm—l
(La minoration O obtenue pour les indices compris entre ¢ et

K —1 provient du fait que ¢ est impair et que x;_, <x,_,.)

o~ ({r'e}, x") =9 ({ra},x) =1 —q, (A, +A,_;) (dapres (i) .

Am A
Or: @y et + Aet) = o Ny + Ty Ay (ZI_L 1y,
m—1 m

1
= = (daprés (vii))) et —IM_ < o

m a m—1
car m est pair d’ou :

e ({r'a}, x) =@ ({ra}, x) = 1 —qu X,y —q, A, =0

(d’aprés (ii)).

m

b,,,) m impair

Remarquons qu’alors n=m +3 et considérons (r',x’')
défini par le changement de composantes

m n m n

(b)) O ... 0 0 o, 0
_—

dy 1 d,,, d,., 1 0010......... 0

(nous avons dy =0 pour m+3 < k<n). De méme que précé-
demment :
o ({r'a}, x") —p ({ra},x) =N, 1,1 — Npial — N, F

m+2'm—1 m+2'm-—1
(La minoration -2\, ,,7,_, obtenue pour les indices compris
entre m+ 2 et t—1 provient de (iv) et du fait que m est impair.

La minoration O obtenue pour les indices compris entre ¢ et K —1
provient du fait que ¢ est impair et que x;_, <x,_,.). Dou:

o ({r'a}, x")—o ({ray,x)=r,_ (A, —2X\,:,)=0.
b,) d, =1

Remarquons que cette condition entraine s impairet n = s+ 3.
Distinguons encore lescas x,_; >r,_; et x,_, <r,_, .

by) Xe_y >,
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b,y,) ¢ impair

Considérons (r’, x') défini par le changement de composantes :

(dy) 1 dg,, ...d

(Nous avons dj =0 pour s+ 3 < k< n). Appliquons (iv) et le
lemme 0 pour minorer ¢~ ({r'a}, x") — - ({ra}, x).

e ({r'e}, x") — @ ({ra}, x) = N\, + N, q, — r A reX

sfs+2 7 Tsfs+2 -

oy 1 0010...... 0

(La minoration —2r A ,, obtenue pour les indices compris entre
s+1 et t—1 provient de (iv) et du fait que s est impair. La mi-
noration 0 obtenue pour les indices compris entre ¢ et K —1 pro-
vient du fait que ¢ est impair et que x,;_, <x,_,) d’ou:

o ({r'a}, x) — o ({ra}, x) =r (A, — 2A,,,) > 0.
b,,) t pair
Considérons (r', x') défini par le changement de composantes :

s n+1 s n+1
(by) 1 O............ 0 1 O0......... 0
(dy) 1 dgy ... d

n—1
(Nous avons dj =0 pour s<k<n, etla suite (d;) obtenue
est bien une suite normale car d,., =0.) De méme que précé-
demment :

o~ ({r'a}, x") — o ({ro}, x) = A r + N, — Aot — Ny 7

s s—1 s+2°s n+1's

(La minoration — A ,,r, — X\, 7, obtenue pour les indices compris
entre s+1 et t—1 provient de (iv) et du fait que s est impair,
et la minoration 0 obtenue pour les indices compris entre ¢ et K —1
provient du fait que ¢ est pair et que x;_;, >x,_, .) Dou:

o ({r'a}, x") — o ({ra}, x) 2 r,(\; — Ny, — Ny) =0

b)) Xs <15y

La condition x,_, >r,_, entraine qu’il existe un indice k
strictement compris entre s et » tel que d;, =1. Soit m le plus
petit de ces indices k. Nous avons alors x,,_, <r,_, et sommes
ramenés 4 un cas similaire & b, (voir l'introduction du cas b,).
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En conclusion, soit donc (7, x) € @ tel que bk0 = 1. On peut
construire, en effectuant successivement 1'un des changements de
composantes précédents, un couple (r’,x’)GG)I‘( tel que, pour
tout indice k pair, on ait dj = 0, et vérifiant :

o ({r'a}, x") — o ({ra},x)=0.

Considérons maintenant (R, X) e GD:( . D’aprés le corollaire

0, il existe (7, x) EMD} tel que by = 1 et

¢~ ({ra}, x) — ¢p"({Ra},X) = — 3,
donc (', x" € 0‘)11( tel que, pour tout indice pair kK on ait d; =0,
et vérifiant :

o ({r'a}, x") = ¢ ({Ra}, X) — 3.

D’aprés (vi) et (vii) o~ ({x'a}, rY=Z o ({r'a},x") —1. ', r"
n’appartient pas a GD;( , Mmais on peut trouver (u,v) appartenant
a GD:(, ne différant de (x',r') qu’au plus par les six premiéres
composantes (les composantes d’indice pair de »n restant nulles).

D’aprés le corollaire 0, nous avons :

o~ ({ua},v) = ({x'a}, r’) — 6.

De méme ‘que précédemment, il existe un couple (u’, u’)EGD[‘<
tel que toutes les composantes d’indice pair de v’ soient nulles (et
cellesde u' aussi, car par construction u' = u) et vérifiant :

o ({u'a},v) =2 ¢ ({ua},v) - 3.

Finalement, nous obtenons :

¢ ({u'a},v') = ¢ ({Ra},X) — 13

et (u',v') € (D; , ce qui achéve la démonstration de la proposition 2.

4. Evaluations de ¢~ ({ra}, x) pour certains couples (r, x).

Donnons tout d’abord quelques propriétés des nombres réels
A, et g, . D’aprés (ii) et (viii) il est évident que :

. . 1 «

fm A, =y et M Na =
Posons : 1 o

L(p) = 7w+ et Nupd, = L(p) + €,(n).

Nous utiliserons les inégalités suivantes :
L(1) > 0,276 ; L(4) > 0,065 ; 0,040 < L(5) < 0,041 ; L(8)< 0,010
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PrROPOSITION 3. — Soit N un entier, N > 1. Définissons le
couple (r,x) par:

N-1 N—1
r=Y Quss € x= Q4r+s -
k=0 k=0
Alors :
3
o ({ra}, x) = 3 N + o(N)
N—1
e ({ra}, x) = Y (0 ({ra 5@, Xapps) — 0 (g 03, X0, )
k=0
+ o= ({r,al, x,).
Posons :

G(K) = 07 ({rgye,s @Y X i) — 07 ({rgy @3, Xy ) -

D’aprés le lemme O,
k k
G(k) =1 - >\4k+3 (E} q41+1) - >\4k+5 (EB q4l+3)'

Calculons la limite de G(k) pour k tendant vers I’infini

2 1 1
imGk)=1———7—"— (1 +— +—+ ...
im GCk) a(a? +1) ( ot ob )

203

@+ 12 (e - 1)

3
5

ce qui démontre la proposition 3.

L
Soit @3 le sous-ensemble de M2 défini par les conditions
K K
relatives aux suites normales (bk)ke{1 2., k—1} ¢t (afk)ke{1 2. K—1}
associéesa r et x:

— Pour tout indice n, b, =1 implique d, = 0.

—~8S8i n, et n, sont deux indices consécutifs tels que
b, =b, =1, il existe un indice n’ et un seul, n, <n'<n
ny ny ’ 1 2

telque d,, = 1.

PROPOSITION 4. — Pour tout couple (r,x),(r,x) €@y et
pour tout entier K, , Ko <K :

3
So_({ra}9 -x) - ‘p-({rKoa}a xKO) < ?6- (K - 1 - Ko) + O(K)

Afin de démontrer cette proposition, établissons les lemmes
suivants.
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LEMME 1. — Soit (r,x) € G)f'( , soit n wun indice impair,
n <K -6 telque
b, =b,.e =1 et b,y =by,=...=b,,,=0.
Alors :
O ({rps}, Xpi6) — 9~ ({rpal, x,) < 0,766 + €(n)

(ou € est une suite tendant vers 0).

Deux cas sont a envisager: d,,, =1 ou d,,, =1. Appli-
quons le lemme 0 . Dans le premier cas :
O (a6 @), X i) — @ (11,03, X,) = = Xy Py + 1 = NigXs

<1 - )\n+2qn - >\n+6qn+2 .
Dans le second cas :
'pg({rnﬂ':a} > xn+6) - «p“({rna} > xn) == )‘n+4rn+3 +1 - )\n+6xn+5
<1 - )\n+4Qn - >\n+6qn+4 .

Or Nupdq, = L(p) +€,(n), L(4)<0,065 et L(2)>0,169,
ce qui démontre le lemme.

LEMME 2. —Soit (r, x) € @3, . Soient k un entier, 3 < k<K/2
et n un indice impair, n <K —2k tels que: b, = b, ,, =1 et
by =...=byg_y =0. Alors :

O ({F ek} s Xpugp) — ¢~ ({rpad, x,)) < 1.

Soit n' Tindice, n < n'<n+ 2k tel que d,, = 1. Nous avons
alors :

W—({rn+2ka} H xn+2k) - ‘p_({rna}’ xn) = )\n'rn’—l
+1- 7\n+2kxn+2k-—1 <lI.
LEMME 3. — Soit (r,x) € @y . Soient k un entier,

K
O<k<z et n un indice impair, n < K — 4k tels que:

b,=b,,=...=b, . =1. Alors:
3 k-1 )
O ({Fyeac®} s Xpagr) — @ ({r,03, x,) < 3 k+0,102+ Y e(n+40)
I1=0

(ou € est une suite tendant vers 0).
Remarquons que (r, x) € be( implique

dn+2 = dn+6 =...= dn+4k—2 = l ‘



96 Y. DUPAIN

Supposons que n =3 (mod 4), posons n = 4k, + 3. En appli-
quant le lemme 0 nous obtenons :

k-1
— _ _ ~
0" ({Fprar @}, Xpig) — 9~ (r,0}, x,) =k — >‘4k0+5+41"4k0+4+41
1=0
k—1
- 2 >\4k0+7+4lx4k0+6+41
1=0
or I+ky
r4k0+4+4l > ) Qajr3 — (‘I4k0_1 + Qakc s +..)
j=0
1+k,
2 Qaj+3 — (q4k0—1 + ‘I4k0—4)
j=0

(d’aprés (i)).
De méme :

l+k0
Xakg+re+a1 = Z. Asj+s — (‘14k0+1 + ‘14k0—2)
d’olr : l+k0
O ({rpean 0, xn+4k) o~ ({r o, x ) k — Z 7\4k +5+4I(Z q4,+3)
k—1 1kg
-2 A Ay +7+41 (Z q4,+5>
1=0
k-1
+ Z 7\4k0+s+41(q4k0—1 + ‘2'41:0—4)
=0

[N

+

D47

7\4ko+7+41 (q4k0+1 + q4"o“2)'

~
il

0

I1 est évident (voir proposition 3) que :
1+k I+k

1 - )‘4k +5+41 ( S‘ q41+3> — Ngre +7+41( ? q4,+5)
3
= —5 + €'(ky + D
(ou €' est une suite tendant vers 0).

D’autre part
k—1

; )\4k0+s+4l (q4k0-—1 + q4k0_4) < )\4k0+4 (q‘"‘o“l + q4k0_4)
= L(5) + L(8) + €5(4k, — 1) + €4 (4ky — 4).

-~

De méme :

x
|
—

A ) < )\4k0+6 (q4k0+1 + q4k0—2)

= L(5) + L(8) + e (4k, + 1) + €, (4k, — 2)

(94 .74
Ao t7+4l Y4k 17 LAk -2

-~
I}
c
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d’our : 3
0 (Frear®) s Xpea) = @7 ([r,00, x,) < Tk + 2(LS) + L®))
k—1
+ 2 e(n + 40).
1=0

11 est évident que I’on obtient un résultat analogue si » =1 (mod 4).
Le lemme 3 se déduit de Iinégalité précédente et du fait que
L(5) < 0,041 et 1.(8) < 0,010.

Démontrons maintenant la proposition 4. Soit (r,x)G(Df(.
Considérons la suite (b,) et les trois types de séquences décrites
dans les lemmes 1, 2, 3 apparaissant dans cette suite. Toutes les
séquences (sauf peut-étre au plus une) du type du lemme 3 sont
précédées d’une séquence du type du lemme 1 ou du lemme 2.

La proposition 4 est une conséquence triviale des lemmes 1,

3
2 et 3, en remarquant que 1+ 0,102 <8. E et 0,766 + 0,102

3
<6. —-
20

5. Troisiéme réduction.

PROPOSITION 5. —
sup , ¢ ({ra}, x) = sup , ¢~ ({ra}, x) + o(K).
(r,x)en (rx)E@

Supposons K impair et considérons un couple (7, x) appartenant
i @) telque:

—pour k>K-22,b,=1==d,=0;

—ilexiste k, K—22 <k <K -2 telque b, #d, .

Soit n, s’il existe, le plus grand indice tel que b, =d, =1.
Soit alors p le plus petit des indices k> n tels que b, # d, .
Considérons les différents cas suivants :

a) p>n+2

* Supposons b, =1 et considérons (r',x') défini par le

changement de composantes

n n
() 1 0 0 00
_—
d) 1 0 0 0 0 1
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Appliquons (iv) et le lemme O pour minorer ¢~ ({r'a}, x’)
— ¢~ ({ra}, x) dans les deux cas suivants :
a1) X,y >y
o ({r'a},x") =9 ({ra}, x)=X7,q, + \r s — N (ry +a,)
= Nar3 @usz = 40) 2 4, (N~ Mid) ™ Naia @
= qulpir — Ni3dpey > 0.
;) Xp_y STy
o ({r'a}, x") —o ({ra}, x) =2 =1+ N9, + N7y — Ny Pyt 4,)
N3 @uy =) F 129,00 — Ni3qpy > 0.

* Si dp =1, le changement de composantes

n n
(by) 1 0 0 0 0 1
—_—
d) 1 00 1 0 0

conduit au méme résultat.
b) p=n+2
* Supposons b, =1 et examinons les différents cas suivants :
b)) x,  <1n,

Considérons (r', x') défini par le changement de composantes

n n

(by) 1 0 1 0 0 1
—_—

d) 1 0 0 1 0 0.

D’aprés le lemme O,
o ({r'a}, x) —p ({ra}t,x)=2—1+xx,+1>0.

b)) X, >1,
by d, , =0

Remarquons qu’alors b, , =0 et considérons (r',x')
défini par le changement de composantes :

(by) 0 0 1 0 1 1 0
—_—
0

d) 0 0 1 0 0 0

—_—0 S
o O
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En utilisant (iv) et le lemme O nous obtenons :
e {r'ay, x) —o ({ra}, x) =1 —X, ,x, ;3 —1+N(q, + x,_3)
- >\nqn—2 = 7\nqn—l - 7\n—lqn—a > 0.

by) d, , =1

Considérons (r', x’) défini par le changement de composantes :

n n
1o 1 1 0 0 0 !1  saufles?2der
A —— ! A niéres compo-
1 0 10 00100 santes
Cest-d-dire b, =1,d,=0; b,,, =d,,, =0;b,,,=0,d,,,=1

et pour un indice k tel que: n+3<k<K-1, b, =b,_, et
dy =dy_, .
Calculons ¢~ ({r'a}, x') — ¢~ ({ra}, x)
e ({r'a}t, x") —p~({ra}, x) = ¢~ ({r,a}, x,) — 9~ ({r,a}, x,)
+ (P ({rp 0}, Xp05) — @~ ({rpp 0}, Xp00))
+ (p({r'a}, x") — 0" ({rp,30}, Xp03)
= (P ({rg_sat, xg 3) — @ ({ry @}, Xpyy)
— (¢~ ({ra}, x) — ¢ ({rg_y00, x¢g ).

Afin d’évaluer cette somme, établissons le lemme suivant :

K—1 K—1
LEMME 4. — Soit (r, x) € @} (r = Y biq; et x =Y diqi).
i=1 i=1

K-1 K-1
Posons r'= Y b,q;,, e x'=3 dgq,,. Alors, pour tout

i

i
-

i=1
entier n :

o ({r'a}, x") — 0 ({10}, Xp45)
= ¢ ({ra},x) —¢ ({r,a}, x,) + OQA,) .
Posons :
A=y ({r'a},x") —o ({r,,a}, x,,,)
—(p ({ra},x) — o ({r,a}, x,)

et calculons A en appliquant le lemme O
K-1
A= 2 (= 1) Nsa (A Py + Bxpn) — Ne(d 1y + bpx)].

k=n+1
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PR
Comparons A, 75, @ Nl

k—1
1] — l
NesaTher = Nesa Z b4,

i=1

k—1
Rl

Nty = N }.4 b;q; -

i=1

Or b, # 0 = i impair. Supposons donc i impair

A . .
Nesadive = N 7\’&2_ gﬁz g‘;_l>
k 91 4

= N4, (&1—2) (a+%\:—i) (a——l"_) = N, [1 +O(ql—?)}

4q;
N .
d’ou : o1 k1

NesaTirr = Ne 2 bia; [] + O(Z]E>] = M+ N 21 b O(f%)
: iz i

=N, O

De méme Ay, x5, = Nex, + OA,). Dour:

K-1

A= Y O@Q) =00, (daprs (iv)),
“k=n+1
k impair

ce qui achéve la démonstration du lemme 4.

Revenons 4 la minoration de ¢ ({r'a},x’)— ¢ {ra}, x).
A K-3

Introduisons  (r", x'") défini par: r'" = }_‘ b,q;., et
K3 i=1

x"=7Y d,q;, etposons: '
i=1

A, =9 ({r'a}, x") — ¢ ({rpa}, Xp,3) — (= ({r'a}, x')

n

=@ ({rys0l, x," )
Ay =@ ({r'a}, x") — o~ ({r,30}, x03) — (0~ ({rg_,a}, x¢_5)

@ {rpe 0}, X,044))
A=A, +A,.
o ({r'a},x") — ¢ ({ra}, x) = xn"n—l + ann —>\n+2 (rn—l + qn)

A — (e {ra}, x) — ¢ ({rg_ 03, x, )

= 7\"+1 q, + A] — (¢ ({ra},x) — 80_({"](_300 s XK_3) .
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3 101
Or, d’aprés le lemme 4, A; = O(A)) et,
K-1
A, = }_. N ldi(rps = 1es) + 0, (x5 — x503)]
i=n+4
i impair = )\n+4 (x;x'+3 - x:1+3)
(car ryhy >rpps ot Xpi3 > Xp03)
A2 = >\n+4qn—l (Car dn——z =1 et qn - qn—-2 =qn—1)

Nous obtenons finalement :

o ({r'a}, x") —o ({ra}, x) = N\,1,9, + N\,49,_, + O\)
— (¢ ({ra}, x) — ¢ ({r_;0at, xg_3)) = 0,316
—(p ({ra}, x) —¢ ({rg_zo}, xg_,)) + €(n)

(ou € est une suite tendant vers 0).

En effet :
Nps14, — LA) 5 Npiaq,_, — L(S); L) >0,276 et L(5) > 0,04.

* Si dp =1 les changements de composantes définis dans les
cas suivants :
b,l) xn—l >rn—l
n n
(be) 1 0 0 1 0
e
dy) 1 0 1 0 0 1
b;) xn—l <rn—l
b)) b,y =0
n n
be) 0 0 O 1 0 0 1
_
dy) 0 0 0 1 1 0 O
b,22) bn—2 =
(b 1010 0010 10  sauflesdeux der
T . A niéres compo-
(de) 1011 1000 !1 santes
| M bee s e cc e c e ce= == === =

donnent respectivement les mémes résultats que dans les cas b,),
b,,) et b,,).
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Afin de pouvoir tirer parti des minorations effectuées dans les
cas b,,) et b'n), établissons les lemmes suivants :

LEMME 5. — Soit (r, x) un couple de GJf( tel que b, =
implique d, = 0. Alors il existe un couple (r',x') de 6313< tel
que : ¢~ ({r'e},x"Y = o {ra}, x).

Ce lemme se déduit trivialement du lemme O .

LEMME 6. — Soit K un entier impair, K > 22. Soit
(r, x) €@} . Soient k un entier, k=1 et (r',x") € @Dy, tel
que, pour tout indice i, K—-20<i<K on ait: b/, =b, et
divox = d; -
Supposons de plus que pour
i=K-3eti=K-2,x,<r,<x/ <TFix-
Alors :
lo~({r'a}, x") — ¢~ ({Irgeak—3%} s Xgpo—3) — ¢~ {rag, x)
t o ({rg 30}, xp )1 <001 + e(K)
(ou € est une suite tendant vers 0).
Posons : :
A =9 ({r'a}, x") — o {rg, 032} s Xgeok_3) — ¢ ({ra}, x)
o ({rg_; 9, xg_3)
et appliquons le lemme O (K est impair) :

A=Ng_o(dg k3 + bx 32Xk 3) — Ngsar—2 (x_aFg_pi_3

+ bg_ 2 Xk_2k—2)-

. v
Or: K—1
’ — N
Trezk—3 = Tkek—21 T Y b
i=K—20
et K:l
rkes =rkem t X big;
i=K—20
d’our-:
—_ —_ !
l>\1<_2"K—3 )\K+2k 2 K+2k 3| o D‘K 2"k-21 )\K+2k—-2rK+2k—2l|
K-3 :
%l
+ X b2 @ — Ageaks qi+2k)'
i=K-20
Mok 3™ Mrar—2 koznos ) S M 2k 20T Akoare 2Tk sk — 20T €K
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(d’aprés (i) et la convergence des suites n —> N\, ,q,) ; soit :
A 57k 3 — )\K+2k 5 K+2k 51 < 5 T e(K) (d’apres (ii) et (viii)).

On majore de la méme fagon l’autre terme entrant dans la com-
position de A et on obtient |A| < (4/a'®) + €(K), ce qui achéve
la démonstration du lemme.

Supposohs K impair et considérons (r, x) € CDf( tel que,
pour k>K-22, b, =1—>d, =0 et tel qu’il existe p,
p > K — 22 pourlequel b, #d,

Définissons (R, X) € (Df( en effectuant successivement pour
tous les indices n nécessaires les changements de composantes définis
précédemment.

Supposons que nous ayons eu a effectuer [ changements de
composantes correspondant aux cas b,,) ou b'n). Pour i=1,2,...,1,
appelons (7%, x) les couples obtenus avant le i*™® changement de
composantes correspondant aux cas b,,) ou bj,).

Nous noterons :

K-1 . . K:l .
=3 big, et xi= d

.
=1 k=1

x

En utilisant les notations précédentes nous obtenons :

1
¢~ ({Ra}, X) —p ({ra},x) = 031671 — Y (¢~ ({r'a}, x¥)

i=1
— ¢ ({rg_; a3, xi_3)) + O()
en effet, d’apres (iv), Y, A, = O(1).

b

nEN*
K- K-1

Notons R = ) B,q, et X= ) D,q, et considérons
k=1 k=1

(R, X" e @? défini de la fagon suivante :

K+21

=2 B,q, e X'=Z Digq,, ot pour k <K B, =B,
et D} = Dy et pour K< k <K +21, B, =b-5'1 ot D! = di-s+1
si K+2(s-1)<k<K+2s.

Remarque. — (R', X") est obtenu comme (r’',x') en effec-
tuant les différents changements de composantes, mais en gardant
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les deux composantes supplémentaires 4 chaque changement du type
b,,) ou by,).

(R', X") vérifie les propriétés suivantes :

—si k<K+2l B,=1=D;, =0

— pourtout s, s€{1,2,..., 1},
' ’
Teez <Xk_2 = Ry <Xkiaaos)
— pour tout s, s€ {1,2,...,1} etpourtout £k, K-20<ik <K
—_ ' — ’
by = Biiagosey €t d; = Dk+2(1~s+l)'

D’aprés le lemme 6 :

1
2 (o~ ({ria}, x') — (p~{ri_,a}, xi_,)

i=1

<9 ({Ra},X") — ¢ ({Ry_,a}, X, )+ 10,01 + le(K).
Nous obtenons donc :
¢~ ({Ra},X) — ¢~ ({ra}, x) = 1[0,306 + €(K)] — (¢~ ({R'a}, X)
— ¢ ({Rg_,a}, X ) +0()

or, d’apreés la proposition 4 et le lemme 5 :

¢ ({R'a},X") —o ({Ry_,a}, X, ) <037+ o(K)
donc, finalement : |

¢~ ({Ra}, X) — ¢ ({ra}, x) = o(K).

Il est clair que nous obtenons le méme résultat si K est pair.

Soit maintenant un couple (u,v) de GDf(. D’aprés le corol-
laire 0, il existe (r,x)E®} tel que pour k>K-22,
by=1==4d, =0, tel quil existe p, K-22<p<K-2
avec b, #d, ettelque:

o ({ra}, x) = ¢~ ({ua}, v) — 22.

En appliquant le résultat précédent, il existe un couple
(R,X)e®} tel que pour k<K,B =1==D =0 et
¢~ ({ual,v) S " ({Ra}, X) + o(K).

La proposition 5 est maintenant une conséquence immédiate
du lemme 5.
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N

6. Le résultat final.

1 + \/— )) 0,15 .
1 +4/5
2
Ce théoréme se déduit immédiatement des propositions 1, 2,
3etSs.

THEOREME. S*((

Log

Remarques
a) Si u désigne la suite de van der Corput, R. Bejian et H. Faure

[1] ont montré que S(u) =

3Log2 1
+ /5
b) Nous conjecturons que pour la suite ( n 2\/— 0,
S 1+5 1\ _ 0,2 _ :
(i 2 1)) = 1+ /5
bog ——

Cette quantité est peu différente de 0,415 donc inférieure a
1
3 Log?2
suite u# pour laquelle S(u) est plus petit que la quantité analogue
calculée dans le cas de la suite de van der Corput (qui donne le meil-
leur résultat connu actuellement pour S).

Une preuve de cette conjecture donnerait un exemple de
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