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PETITS DISCRIMINANTS

par Jacques MARTINET*

Dédié à Monsieur Claude Chabauty.

1. Introduction.

Les travaux récents de Odiyzko, puis de Odiyzko, Poitou et
Serre (cf. [10]) ont conduit à des minorations des discriminants bien
meilleures que celles que l'on avait pu obtenir auparavant à l'aide de
méthodes issues de la géométrie des nombres. Le problème se pose
de savoir si ces minorations sont proches des meilleures possibles.
Nous tentons d'apporter une réponse à ce problème dans le cas des
corps totalement imaginaires en construisant pour divers degrés des
corps de discriminant proche des minorations évoquées ci-dessus.
La comparaison est faite avec les minorations données par Odiyzko
sous l'hypothèse de Riemann généralisée (notée GRH dans la suite
de ce travail) dans des tables datées du 29 novembre 1976 ([9]).

Dans le paragraphe 2, nous construisons des corps comme corps
de classes de corps quadratiques ou biquadratiques totalement ima-
ginaires. Les résultats sont présentés sous forme de tables. Pour un
degré n donné, nous ne donnons un corps K de degré n, de dis-
criminant JK ' ^^ loi'sque {d^1^ n'excède pas de plus de 3 %
la minoration à laquelle nous nous référons. Cette règle, quelque
peu arbitraire, nous a permis de donner des exemples pour les degrés
n = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 32, 36, 40, 44, 48, 52,
56, 60, 72 et 80. Les tables figurent au paragraphe 5.

(*) Laboratoire associé au C.N.R.S. n° 226.
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La méthode indiquée ci-dessus ne donne pas de bons résultats
pour les degrés dépassant la centaine. Nous décrivons dans le para-
graphe 3 un procédé utilisant les corps de classes de Hilbert des corps
abéliens totalement imaginaires, que nous illustrons par deux exemples,
de degrés respectifs 480 et 12 144.

On peut utiliser les minorations de discriminants pour étudier
des problèmes de nombre de classes. Cette question est abordée au
paragraphe 4. Nous montrons en particulier que les corps que nous
donnons dans les tables ont pour nombre de classes 1 .

Les résultats présentés dans cet article ont fait l'objet de deux
exposés de séminaire ([6] et [7]).

2. Constructions de corps de classes.

On note d^ le discriminant d'un corps de nombres K . Soit
k un corps de nombres totalement imaginaire. Notons 0^ son
anneau d'entiers, E^ le groupe de ses unités et Cl^ le groupe de
ses classes d'idéaux. A tout idéal entier 1 de k , la théorie du corps
de classes associe une extension abélienne k^ de k , le corps de
classes de rayon 1, dont le groupe de Galois Gj vérifie la suite
exacte 0 —> ((\/I)*/Im E^ —> G, —> Cl^ —> 0 .

Toute extension abélienne K de k est contenue dans un
corps k^ convenable ; le plus petit idéal 1 qui convient s'appelle le
conducteur de K .

Soit K une extension abélienne de k , de conducteur F.
En déterminant pour un diviseur F ' de F le groupe (0^/F')*/Im E^ ,
on détermine le degré sur k de la sous-extension maximale de K / k
de conducteur divisant F ' . On en déduit pour tout diviseur F' de
F le nombre de caractères de K / k de conducteur F', et le produit
des conducteurs des caractères de K / k est le discriminant relatif
de K / k .

Lorsque k est un corps quadratique imaginaire, l'image de E^
dans (0^/F)* est un groupe isomorphe à E^ , donc d'ordre 2, 4 ou 6,
sauf dans les deux cas suivants : F divise l'idéal 2 0 ^ , ou d = — 3
et F divise l'idéal 2 -y/— 3 0^ . La détermination, pour chaque
discriminant d et chaque idéal entier F du corps k de discriminant
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d , du degré et du discriminant des corps de classes de conducteur
F sur k est alors immédiate.

Lorsque k est une corps biquadratique totalement imaginaire,
le groupe des unités de k est de rang 1 . Plutôt que d'étudier, pour
chaque corps k , chaque conducteur possible sur k , ce qui condui-
rait à des calculs longs et fastidieux, nous avons cherché des exemples
à l'aide de la méthode suivante.

Soit e une unité fondamentale de k , et soit ^ une racine
de l'unité contenue dans k dont l'ordre r soit maximal. Etant
donnés deux entiers p et q, p > 0 , 0 < ^ < ^ , on considère
l'idéal principal 1 engendré par (e^ — ^ q ) . Les unités ep et ^q

ont même image dans (0^/1)* , si bien que l'ordre du sous-groupe
de (0^/1)* formé des images des unités de k ne dépasse pas pq .
En calculant la norme de 1, on trouve tout de suite l'ordre du groupe
(0^/I)*/Im E^ , donc le degré du corps k ^ , dont le discriminant
est ensuite calculé par la méthode indiquée ci-dessus.

Le calcul du degré du corps de classe de rayon 1 nécessite théo-
riquement que l'on connaisse une unité fondamentale. Pratiquement,
lorsque l'on connaît une unité e , on évite de vérifier qu'elle est
fondamentale en procédant ainsi : on calcule l'ordre n du quotient
de (0^/1)* par le sous-groupe engendré par l'image de e et ?, et
l'on vérifie en calculant modulo des idéaux premiers convenablement
choisis que les unités ^e, 0 < x < r , ne sont une puissance p-ème
pour aucun diviseur premier p de n. C'est ce procédé qui a été
appliqué pour vérifier les résultats de la table II.

Nous présentons les résultats sous forme de tables. La table 1
concerne les extensions abéliennes de corps quadratiques imaginaires ;
elle a été confectionnée en utilisant des calculs de Gilles Robert. La
table II concerne les extensions abéliennes des corps biquadratiques
totalement imaginaires.

Les corps K^ sont tous des corps de classes de rayon, à l'ex-
ception du corps de degré 24 de la table I, qui est un sous-corps du
corps de degré 48 qui se trouve dans cette même table.

On observe que la plupart des exemples de la table 1 ayant un
degré divisible par 4 sont améliorés dans la table II. On pourrait pro-
bablement faire de même pour des degrés divisibles par 6 ou 8 en
considérant les corps de classes des corps de degré 6 ou 8 que l'on
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connaît. Néanmoins, l'existence de plusieurs unités fondamentales
complique considérablement les calculs.

Le corps K de degré 8 donné dans la table 1 est un corps de
classes de rayon un idéal premier au-dessus de 17 sur k = Q(0.
L'extension K / k est cyclique de degré 4. Donc, K est une exten-
sion quadratique du corps K' de degré 4, totalement imaginaire,
de discriminant 24.!? = 272 ; le conducteur de K/K' est l'idéal
de K' au-dessus de 17 ramifié dans K\ Le discriminant de K lui-
même est Û?K = 28.173 = 1257728. Nous avons vérifié que d^
est le plus petit discriminant possible pour un corps totalement ima-
ginaire de degré 8 contenant un corps de degré 4. Cela nécessite en
particulier de vérifier qu'il n'existe pas de corps K' de degré 4 ayant
une classe au sens restreint d'ordre 2 dont le discriminant vérifie
l'inégalité \d^ \ < [Î^AI312} = 1 121. La vérification se fait en
utilisant les tables de Godwin ( [ l ] , [2] et [3]). Le plus petit discri-
minant d'un corps de degré 4 possédant une classe d'ordre 2 au sens
restreint est 3^53 = 1 1 2 5 , discriminant du corps cyclique totale-
ment réel de degré 4 et de conducteur 15, et l'extension non ramifiée
aux places finies qui lui correspond est le corps des racines 15-èmes
de l'unité.

Les corps de classes de corps quadratiques ou biquadratiques
ne donnent pas de bons exemples pour les degrés dépassant la cen-
taine. Un autre procédé de construction est donné au paragraphe
suivant.

3. Utilisation des corps de classes de Hilbert.

Hasse ([4]) a construit une table des nombres de classes rela-
tifs des corps abéliens imaginaires de conducteurs au plus 100 ;
c'est cette table qui est à l'origine du corps de degré 40 donné dans
la table II. Cette table ne conduit pas directement à d'autres exemples
de petits discriminants (exception faite du corps de degré 14 de la
table I, bien connu par ailleurs). Voici néanmoins deux exemples
utilisant les calculs de nombre de classes de Hasse.

Dans le premier cas, on considère le corps abélien K de degré
8, de conducteur 3.17 = 51, de nombre de classes 5 (c'est l'exten-
sion quadratique non ramifiée du corps de degré 4 et de nombre de
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classes 10 utilisé dans la table II). Le corps K contient le corps qua-
dratique k = Q(^/—3). Le nombre premier 17 est inerte dans k .
Le corps de classes K^ de rayon 17 sur k a pour degré relatif
172 - 1
—.—— = 48 . Il contient K . On a [K^ : Q] = 96 et 5 ne divise

pas [K^ : K] . Donc, le degré sur K^ de son corps de classes de Hilbert
est divisible par 5. On en déduit l'existence d'une extension non
ramifiée Li de K^ , de degré 5.96 = 480 sur Q. Pour le corps
L^ , on a :

|^ |i/48o ^ |̂  |i/96 ^ 31/2^747/48 = 27,757... .

La table de Odiyzko sous GRH donne pour tout corps M^ de degré
480 la minoration \d^\> 26,485 ; l'excès est de 4,80 % .

Dans le second cas, K est le corps cyclotomique de conduc-
teur 3 . 23=69 . On prend k = Q(^/=~J) comme ci-dessus; K / k
a pour conducteur 23, et le corps de classes K^ de conducteur 23

232 - 1
sur k a pour degré relatif ——-—— = 88. Ici encore, le nombre

6
de classes de K^ est divisible par celui de K . On en déduit 1 exis-
tence d'un corps L^ de degré 2.88.69 = 12144, qui est une ex-
tension non ramifiée de K^ . Pour le corps L^ , on a :

|^|i/i2i44 ^ |̂  |i/76 ^ 31/2^23^/88 = 38^442. . . .

Par interpolation de la table de Odiyzko sous GRH, on trouve
pour un corps M^ de degré 12144 la minoration approximative
l^l1712144 > 3^95 ; l'excès est de 10 % environ.

Remarque. — Nous avons montré dans [5] que le corps

k = Q(cos — . ̂ —46) possède une 2-tour de corps de classes

infinie. Il en résulte l'existence pour tout n de la forme 5.2^ ,
p > l , (et aussi pour tout n de la forme 5.3.2^ , p > 2 , car
k(^/2) contient le corps Q(^—23) de nombre de classes 3) d'un
corps K^ de degré n pour lequel on a l'égalité :

I^K I17" = l^l1710 = 92,368. . . .
"M •v

Comparé à la meilleure minoration asymptotique démontrée sous
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l'hypothèse de Riemann généralisée, à savoir 44,7 (cf. [10]), l'excès
est de 107 % environ.

4. Corps de nombre de classes 1 .

Les minorations des discriminants permettent de majorer dans
certains cas les nombres de classes. Plus précisément, Odiyzko donne
dans ses tables pour chaque entier n pair un réel û^ tel que, pour
tout corps K totalement imaginaire de degré n , on ait \d^\ïfn > o^ .
Si pour un entier r et un corps K de degré n, on a l'inégalité
!ûf(J1^ > a^ , on en déduit qu'une extension non ramifiée L de
K a un degré sur K inférieur à r , car [ûfj1711-01 == lû^l17" , et
en particulier que le nombre de classes de K est inférieur à r ; dans
la suite, nous notons h^ le nombre de classes d'un corps K .

Si r = 2 , on a évidemment h^ = 1 . En tenant compte de
l'action de groupes des Galois, on peut dans certains cas, comme
le fait Masiey ([8]), prouver l'égalité h^ = 1 même lorsque l'iné-
galité \d^\1^ > a^ exige que l'on choisisse r > 2 . Nous utilisons
la proposition suivante, que nous nous contentons d'énoncer pour
des extensions cycliques de degré premier.

PROPOSITION. — Soit L/K une extension cyclique de degré
premier p , et soit l un nombre premier qui ne divise pas h^ .

(i) Si l = p , et si exactement une place de K se ramifie dans
L, alors h^ est premier à l .

(ii) Si l ^ p , soit e le plus petit entier positif pour lequel
la congruence Ie = 1 mod p soit vérifiée. Alors, si h^ est divisible
par l , h^ est divisible par Ie ; en particulier, on a alors l'inégalité
h ^ > p .

Démonstration. — Ces résultats étant bien connus, nous en don-
nons une démonstration succinte.

On observe d'abord que l'ensemble V des classes x de L vé-
rifiant xî == 1 est un espace vectoriel sur le corps Fj à l éléments
stable par G = Gal(L/K), qui fournit donc une représentation de
G. On montre ensuite que le sous-espace Ve de V formé des
classes invariantes par G est réduit à l'élément neutre. Sous les hy-
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pothèses de (i), cela résulte de la détermination classique des classes
invariantes ("formule des classes ambiges"). Sous les hypothèses de
(ii), cela se voit en calculant la norme dans L/K d'une classe x :
par extension des classes à L, on obtient x p , alors, x est
annulé à la fois par / et par ph^ , donc x = 1 . L'égalité
V = (0) est maintenant claire dans le cas (i), puisque une représen-
tation non nulle d'un p-groupe sur un corps de caractéristique p
contient la représentation unité ([11], chap. IX, th. 2). Dans le cas
(ii), on écrit V comme somme directe de représentations irréduc-
tibles rationnelles sur F ^ . Aucune de ces représentations n'est la
représentation unité ; leur degré commun est égal au degré sur F,
du corps obtenu en adjoignant à F^ les racines p-èmes de l'unité
(corps engendré par les valeurs des caractères absolument irréduc-
tibles non triviaux), c'est-à-dire précisément e .

Nous pouvons maintenant prouver que les 27 corps figurant
dans les tables ont tous pour nombre de classes 1. Jusqu'au degré
60, cela résulte immédiatement des tables (r = 2 convient). Pour
les degrés 72 et 80, il faut prendre r = 3 . Donc, en désignant par
K l'un des deux corps, on a h^ < 2. Dans les deux cas, K est
une extension cyclique d'un corps k de nombre de classes 1 de
degré 4 sur Q, une unique place se ramifie dans K / k et cette
place est totalement ramifiée dans K / k . Pour tout diviseur q de
[K:^ ] , soit K^ la sous-extension de K / k de degré q sur k .
On a aussi pour tout q l'inégalité h^ < 2 . Pour le corps de
degré 72, l'application de (ii) à K ^ / k puis à Kç/Kg montre que
l'on a /2K3 = ^Kç = 1 • En appliquant (i) à K/Kç = K^g/Kç , on
en déduit l'égalité h^ = 1 . Dans le cas du degré 80, on montre par
(ii) l'égalité h^ = 1 , puis on conclut comme ci-dessus en appli-
quant (i) aux extensions K^/Kg et K^Q/K^ = K/K^ .

On peut exhiber des exemples de corps de nombre de classes 1
de degré plus élevé. Ainsi, soit k le corps Q(\/l 4- 20 (;2 = — 1),
de discriminant 26.5 = 320. L'idéal principal ( 5 + 2 Q est un

idéal premier au-dessus de 29 dans Q(0, soit p^ et

est une unité d'ordre infini de k , soit e . On a
1 4- i

e7 = -^y [(-21 - 20f) + (-19 - 4Q

Notons N et T la norme et la trace dans k/Q(i). On a
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( 5 + 2 Q 2 = 21 + 20 f , d'où TCe^^O mod p2^ , N(e) = - 1 ,
d'où NCe^-l , d'où enfin N(e7 - 1) = T(e7) == 0 mod p2^ .
Mais 19 + 4? ^ 0 mod p^ç . Il existe donc un idéal P^ç au-dessus
de p^ pour lequel on a la congruence e7 ^ 1 mod P2^ . On vérifie
modulo un idéal premier de k de degré 1 au-dessus de 233 que e
n'est pas une puissance 29-ème dans k . Il en résulte que le corps de
classes de rayon P2^ sur k a pour degré relatif 29.(29 — 1)/4.7 = 29 .
On a ainsi un corps K de degré 4.29 =116 sur Q. Le discriminant
de K / k est P^ç28 (les caractères non triviaux ont tous pour conduc-
teur P^). On trouve alors pour le discriminant de K la relation
[^[i/ii6 ^ s3/2^/4^14/29 = 21,491.. . .

La table de Odiyzko donne Û^Q = 21,535 ; une extension
non ramifiée de K a donc un degré au plus égal à [2400/116] = 20.
On a donc l'inégalité h^ < 20, d'où l'on déduit h^ = 1 en ap-
pliquant (ii). Un autre exemple de corps de nombre de classes 1 et
de degré 116 s'obtient en considérant un corps de classes de rayon
un idéal premier au-dessus de 1103 sur le corps biquadratique de
discriminant 257 défini par le polynôme X4 4- X2 4- X + 1 .

Il est à noter que la minoration sous GRH donnée par Odiyzko
dépasse la minoration asymptotique inconditionnelle à partir du
degré 190. A moins d'améliorer les minorations inconditionnelles,
il n'est pas possible de construire par le procédé ci-dessus des corps
de nombre de classes 1 de degré dépassant 190. Bien entendu, si l'on
admettait l'hypothèse de Riemann généralisée, on pourrait donner
des exemples de degré beaucoup plus élevé : en particulier, on prou-
verait que le corps de degré 480 construit au paragraphe 3 a pour
nombre de classes 1.

5. Tables.

Voici la signification des données portées dans les tables 1 et II.
On trouve dans la colonne 1 un entier n, le degré d'un corps K
dont le discriminant d^ est déterminé par les colonnes 4 et 5. La
colonne 6 donne la minoration sous GRH de Odiyzko, et la colonne 7
donne l'erreur relative, exprimée en pourcentage, du résultat de la
colonne 5 relativement à la minoration correspondante de la colonne
6. Les résultats des colonnes 5 et 6 sont arrondis aux trois décimales
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les plus proches, et ceux de la colonne 7 aux deux décimales les
plus proches. La colonne 2 donne le discriminant d'un corps k tota-
lement imaginaire, quadratique dans la table I, biquadratique dans
la table II. Le corps K est un corps de classes sur k dont le conduc-
teur est donné dans la colonne 3, avec les notations suivantes : dans
la table I, p^ désigne un idéal premier de degré 1 au-dessus du
nombre premier q ; dans la table II, P^ (resp. p^) désigne un idéal
premier de degré 1 (resp. de degré 2) au-dessus du nombre premier q .

Voici les corps k utilisés dans la table II (cf. [2]). Les corps
de discriminants 32.13 = 117, 33.7 = 189 et 32.37 = 333 sont
des extensions quadratiques de QÇ^/^) de conducteurs respectifs
Pï3 ' P^PI et ^37 î le corps de discriminant 53 = 125 (resp.
28 = 256) est le corps des racines 5-èmes (resp. 8-èmes) de l'unité.
Les corps de discriminants 229 et 257 sont définis par les polynômes
X 4 - X + l e t X + X + X 4 - 1 , de groupes de Galois symé-
triques de degré 4. Le corps de discriminant 32.!?3 =44217 est
le corps cyclique de degré 4, de conducteur 3 . 1 7 = 5 1 et de nombre
de classes 10 (Hasse, [4], n°6). Le corps de discriminant 52.192 = 9025
est le corps Q(>/5~ , \/-19), dont le nombre de classes est égal
à 4 .
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Table 1

Corps de classes de corps quadratiques imaginaires *

n

1

4

6

8

10

12

14

16

18

22

24

32

36

48

-d

3

3

3

4

3

3

71

15

4

7

7

15

23

7

/

(1)

Pl3

Pl9

Pïl

P31

P3?Ï9

(1)

P3?S

P37

Pl3

(3)?7

PÏP3P5

Pl3

(3) P7

l^

31/2

31/2 j 3 1/4

31/2 } 91/3

2.173/8

S^Sl2/5

33/4 i95/12

711/2

33/4 57/8

2.374/9

P172^5711

33/4 75/6

21/2 33/457/8

231/2.135/12

37/8 711/12

I^Kl^"

1,732

3,289

4,622

5,787

6,841

7,774

8,426

9,321

9,954

11,003

11,537

13,181

13,964

15,565

Odi

1,721

3,263

4,592

5,734

6.726

7,598

8,371

9,068

9,697

10,797

11,283

12,912

13,581

15,225

%

0,64

0,79

0,65

0,92

1.70

2,32

0,66

2,78

2,65

1,91

2,25

2,08

2,82

2,23

* Table établie d'après des calculs de Gilles Robert.
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Table II

Corps de classes de corps biquadratiques totalement imaginaires

n

12

16

20

24

36

40

44

48

52

56

60

72

80

d

y.\3
s2.^
28

s2.^
229

32.!?3

33.7

52.192

53

257

S2^?

28

257

/

Pl63

^241

^11

^397

^307

(1)

^^63

PiPî

-911

p2p
r2r211

Pl9

P577

P641

W''
31/2.131/4.1631/6

31/2.131/4.2413/16

22.!!2/5

31/2 13'^jç?5724

229'^JO?2/9

31/2 173/4

33/4 -71/4 4635/22

^2/3 51/2 191/2

53/4ÇH3/13

21/42H13/562571/4

31/2 371/4.197/l5

22 57717/72

2571/4.64119/80

l^Kl4"

7,687

9,198

10,438

11,441

13,889

14,501

14,960

15,472

16,114

16,493

16,880

17,948

18,583

Odi

7,598

9,068

10,270

11,283

13,581

14,183

14,728

15,225

15,680

16.097

16,482

17,497

18,073

%

1,17

1,43

1,64

1,40

2,26

2,24

1,57

1,62

2,77

2,46

2,41

2,57

2,82
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