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1. Introduction et rappels sur les capacités.

Le principal objet de ce travail est I’étude du cone des
capacités alternées d’ordre infini sur un espace localement
compact E qui sont invariantes par l'action d’un groupe
localement compact G . Grace au théoréme de représentation
di & G. Choquet (théoreme 2) cette étude se raméne a celle
du coéne des mesures de Radon positives sur 'espace #(E)
des fermés de E (muni d’une topologie convenable) qui sont
invariantes par 'action de G sur #(E). La richesse de la
situation provient de ce que l'action de G sur F(E) est
assez complexe dés que G n’est pas compact, et ceci méme
st 'action de G sur E est celle de G opérant sur lui-méme
par translations. Nous étudierons tout particuliérement I’en-
semble des génératrices extrémales du cone précité. Les
résultats les plus précis seront obtenus lorsque G est moyen-
nable. Le cas le plus simple d’un G non compact, est celui
ou G = Z opeére sur lui-méme par translation, et notre étude
est alors celle des mesures > 0 sur {0,1}% — {e} (ou e
désigne 1’élément neutre de {0,1}%) invariantes par le shift
de Bernoull.

La référence de base concernant les notions d’analyse
fonctionnelle et de topologie utilisées dans ce travail (chapeau
d’un cdne, base d’un cone, ...) est [2], et celle concernant
les groupes moyennables est [7].

L’aspect de la théorie des capacités [3] que nous utiliserons
étant (3 tort!) assez méconnu, nous allons procéder brievement
a quelques rappels.

Soit E un espace localement compact et o (E) Despace
des compacts non vides de E. Muni de la topologie de
Hausdorff, #(E) est un espace localement compact. Une
capacité sur E est une fonction f de #(E) dans R+, qu
est croissante et continue a droite, c’est-a-dire que

VKex(E), ve >0, 3dLex(E); K<k,
f(L) < f(K) +«.
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Nous prolongerons f & la partie vide en posant f(2) =0.
Etant donné une fonction croissante h de % (E) dans
R+ la régularisée rh de h est définie par

VK e #(E), rh(K)=inf {h(L); Le #(E), K = L};

c’est une capacité.

Une fonction h de 4 (E) dans R+ sera dite alternée
d’ordre infint si pour toute famille finte K,, K;, ..., K
de compacts de E, elle vérifie

(1) Y (— 1)""”’h<Ko U UK,,) <0.

PCl1.p] PEP

P

Elle sera dite monotone d’ordre infin si elle vérifie
2) Y (— q)enr h(Ko A ﬂK,,) >0.
rcLp Pep

La régularisée d’une application alternée (resp. monotone)
d’ordre infini est aussi une capacité alternée (resp. monotone)
d’ordre 1infini.

Désignons par %4 (E) (resp.: %4(E); %,(E)) l'ensemble
des fonctions réelles continues a support compact (resp.:
continues positives & support compact; continues bornées)
sur E. La topologie vague sur I’ensemble des capacités

est la moins fine rendant continues les applications f—f(9)
ou ¢ € ¢%(E) et ou

fle) = [i7f({e > u}) du
(o du désigne la mesure de Lebesgue de R et ou
{o > u} = {seE; o(s) > u}).
S1 h est fonction croissante de #(E) dans R on a
[T h({e > u}) du = rh (o).

Désignons par M,(E) le cone des mesures de Radon > 0
sur E. Etant donné un compact K de E, on note:

K={Lex(E); Lc<Kj}.

(’est un compact de X (E), et tout compact de 4 (E) est
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contenu dans un compact de cette forme. Le théoréme de
représentation suivant est dd a4 G. Choquet.

TutoriME. 1. — A chaque capacité f monotone d ordre
infint sur E correspond une unique mesure de Radon u sur
A (E) telle que pour tout compact K de E on ait

f(K) = w(K).

De plus, cette correspondance est un homéomorphisme lorsque
le cone des capacités monotones d’ordre infini sur E et M (A (E))
sont munis des topologies vagues.

Désignons par #(E) I’ensemble des fermés non vides de E |
muni de la topologie la moins fine rendant ouverts les ensembles
des types suivants:

(FeFE; FNV#£o}; {FeFE);FnK= o}

(o V estunouvertde E et K uncompactde E). L’espace
Z(E) est localement compact.
Pour tout compact K de E, on pose:

RK={Fe#E); FNnK # o}

C’est un compact de F(E), et tout compact de £(E)
est contenu dans un compact de cette forme. Le théoréeme
suivant, analogue au théoréme 1, est également dit & G. Cho-
quet.

TutorEME 2. — A chaque capacité [ alternée d’ordre infini
sur E correspond une unique mesure de Radon p sur #(E)
telle que pour tout compact K de E on ait:

f(K) = u(R).

De plus, cette correspondance est un homéomorphisme lorsque
le cone des capacités alternées d’ordre infini sur E et M, (#(E))
sont munis des topologies vagues.

On trouvera dans [14] une démonstration compléte de ces
deux théorémes. Ces résultats établissent une correspondance
entre d’une part des objets « simples » (mesures de Radon)
sur un espace localement compact « compliqué » (# (E) et
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surtout #(E)) et d’autre part des objets « compliqués »
(capacités alternées ou monotones d’ordre infini) sur un espace
« simple ». C’est la richesse de cette dualité que nous allons
exploiter a partir du paragraphe 3.

2. Action propre d’un groupe.

Les résultats de ce paragraphe et du suivant sont assez
simples et servent principalement a éclairer la nature des
difficultés que nous rencontrerons par la suite.

Soit G un groupe localement compact et m une mesure
de Haar de G invariante a gauche. Supposons que G opére
a gauche sur E par lapplication (g,z) —g.2 de G X E
dans E. Nous dirons que G opére continiment si cette
application est continue; et qu’il opére par des homéomor-
phismes si chacune des applications partielles z— g.x
est continue. Nous supposerons toujours cette derniere condi-
tion vérifiée.

Nous allons étudier dans ce paragraphe le cone » des
mesures de Radon > 0 sur E qui sont invariantes par
Paction de G, et I’ensemble ¢&(s) des points extrémaux
de » . (Par abus de langage, nous dirons qu’un point d’un
cone est extrémal s’1l est non nul et engendre une génératrice
extrémale.) Le cone » est réticulé. Il sera muni de la topologie
vague.

Pour deux ensembles A de G et B de E posons

AB={g.xz; geA, zeB}.

Nous dirons que G opére proprement sur E 5’1 opére
continiiment et si la condition suivante est vérifiée :

VKe#(E), ILex(G); g¢L—s>Kng K=o (AP)

Cette condition, trés forte, signifie que l'action de G est
trés simple. Par exemple, si cette action est transitive, c’est
celle de G sur G/H, ou H est un sous-groupe compact
de G. C’est pourquoi les résultats que nous obtiendrons
avec cette hypotheése sont essentiellement sans mysteére.

Commencgons par quelques préliminaires qui préparent le
théoréeme b, lequel décrit complétement &(7) lorsque G
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opére proprement sur E , ce que nous supposons jusqu’a avis
contraire, et que nous indiquons dans les énoncés par (AP).

Lemme 3 (AP). — St z et y sont deux points de E tels que
x ¢ G.y, il existe des voisinages V de x et W de y tels que
GVAnGW=g.

Démonstration. — Soit K un voisinage compact de {z, y}
et L un compact de G tel que g K n K= o dés que
g¢ L. Puisque z¢ L.y il existe des voisinages V de =z
et W de y, contenusdans K ettelsque VAL W= & .
Mais si g¢ L, ona VNngWcecKngK=g2. Ona
donc VNG W=g, dot G.VNGW=g. cqfd

Soit maintenant £ et & les relations d’équivalence
définies sur R* X E et E respectivement par les conditions :

(a,2) R (¢',2') <= s € G; ¥ =s.z, o =alA(s)
z 2 <>2eCGy
ou A désigne la fonction module de G.

Désignons par R (resp. S) l’espace quotient (R, X E)/#
(resp. E/ %) muni de la topologie quotient et par s I'apph-
cation quotient de E dans S. (Ces définitions ont un sens
méme si (AP) n’est pas vérifiée.)

Prorosition 4 (AP). — Les espaces R et S sont séparés
et localement compacts.

Démonstration. — En ce qui concerne S, nos assertions
résultent du fait que o est ouverte et du lemme 3.

I suffit maintenant, d’aprés le résultat précédent, de prouver
que Paction de G sur R, X E donnée par

(g,(a,x)) - (“A(g)’g'x)

vérifie (AP) (puisque les classes d’équivalence pour 2
sont les orbites de cette opération). Elle est continue. Tout
compact de R% X E est contenu dans un compact de la
forme [a,b] X K, ou Ke X (E). Et I'on a

gKNK=g =g (ab]x K ngbl]x K=o .
c.q.f.d.
6
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Désignons par é/”(\/) Iespace quotient de &() par la
relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les

génératrices, muni de la topologie quotient, et par t le
TN

morphisme canonique de &(7) dans &(J).
Pour tout point & de E Dlapplication g— g.xz de G

dans E est propre, donc 'image p, de m par cette appli-
cation est bien définie.

TaktortEMe 5 (AP). — a) L’application (a,x) — ap, de
R, X E dans 7 est compatible avec # , et définit par pas-
sage au quotient un homéomorphisme ¥ de R et é&(J).
De plus &(7) U {0} est fermé.

b) L’application x©— <(p,) de E dans /é-’D/) est compa-
tible avec S et définit par passage au quotient un homéomor-

phisme de S et :3‘?7/)

Démonstration. — 11 est clair que ¥ est a valeurs dans 7 .
Si 2eG,seG et Ke#(E), ona

:o(K) = m({t € G; t.(s.z) € K})
=m({te G; t.z € K}s1) = A-1(s)p,(K).

Ceci montre que o'p, =ap, dés que (o', 2') 2 (a,x). Réci-
proquement si o'p, = ap,, on a & €G.x puisque u,
est portée par G.z' et p par G.z. On en déduit sans peine
que (¢, 2') R (a,2) .

Soit @ € &(). Sile support de p contient deux points
x et y tels que z¢ G.y, 1l existe d’apreés le lemme 3 deux
voisinages ouverts V de x et W de y tels que

G VNG W=g.

Les mesures pgev et wewe sont invariantes, positives,
non nulles, non proportionnelles et leur somme est w, ce qui
est absurde. Ainsi le support de p est contenu dans une
orbite G.x.

Il résulte de (AP) que le stabilisateur de x est compact.
Nous voilad donc ramenés au cas ot E = G/H (H compact).
On sait qu’alors toutes les mesures invariantes sont propor-
tionnelles, donc proportionnelles a p,. Cect montre que
p=ky,.
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Pour voir que u, est extrémale, il suffit d’apres ce qui
précede de remarquer que st p, = @; + te alors p, et p,
sont portées par G.z. Remarquons aussi qu’en vertu de la
démonstration précédente p, est définie et extrémale des que
la condition suivante est vérifiée :

VK e #(E), 3ILe #(G); g¢L—=g.2¢ K.

Nous avons ainsi établi que ¥ est une bijection de R
sur &(7). Pour prouver qu’elle est continue, 1l suffit par
définition de la topologie quotient de prouver que I’application
(ay ) —oap, de RY X E dans ~ est continue, donc que
x — p, est continue.

Soit ¢ € ¥x(E). Par définition de p, on a

) = [, o(g.2) dm(a).

Soit V un voisinage compact de z. Soit L un compact

de G tel que
géeL=g.VNnsuppo =g

(ou supp ¢ désigne le supportde ¢). Surle compact L X V,
Papplication (g,x) — ¢(g.z) est uniformément continue. Il
en résulte que sur V D’application

2 — p,(9) = [, 9(g.2) dm(2)

est continue, ce qui suffit d’aprés la définition de la topologie
vague de M,(E).

Pour prouver que ¥ est un homéomorphisme et que
6(7) U {0} est fermé, il suffit, puisque R est localement
compact, de prouver que toute mesure A non nulle de
possede un voisinage V tel que V n ¥ (R) =V n ¥(U),
ou U est un compact de R.

Soit ¢ € ¥%x(E) telle que A(¢) > 0. Soit W un voisinage
compact de 'unité de G, et ¢’ € ¢x(E) telle que o¢'(z) > 1
pour tout z€ W. supp¢e. Soit p = oa'p, un élément de
6(7) tel que

\Y
>
s

x

-e\

7
DO
>

-e\

w(9) 5

Puisque p(9) n’est pas nul, G.2 N supp ¢ n’est pas
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vide. On peut donc écrire p = ap, ou zesuppo. Ona:

w(e)) = [Lae'(g.2) dm(g) > « [, 9'(g.2) dm(g) > am(W)
d’ou 1l vient
« < 20(¢')(m(W))L.

D’autre part on a

w(e) = [La0(g.2) dm(g)
< of|¢ll.m({g e G; g.x Nsupp o # 2}) = ka

ou k est une constante indépendante de p. On a donc
Me).
2k

Ainsi :

ues s 22 < o), ulo) < (o] N ¥R

2
(e[ 2] <o)

ce qui termine la preuve de a).

La preuve de b), qui est maintenant aisée, est laissée au
lecteur. Ce résultat nous permettra d’identifier désormais
E(7) et S. c.q.f.d.

Nous allons maintenant chercher a représenter tout élément
de s comme intégrale d’éléments extrémaux. Nous allons
montrer plus précisément que tout élément de ~ est bary-
centre d’'une mesure de Radon portée par &(7). Une telle
mesure n’est jamais unique sans restriction supplémentaire,
puisqu’il est possible de « déplacer la masse le long des géné-
ratrices ». (par contre, la mesure conique associée est unique).
Pour éviter ce phénomene, 1l suffit d’imposer a la mesure
d’étre portée par un ensemble coupant chaque génératrice
extrémale en un point unique.

Trtorime 6 (AP). — a) Il existe un ensemble universelle-
ment mesurable U de &(7), qui coupe chaque génératrice
extrémale en un point unique, et tel que, pour toute mesure p € 7 ,
il existe une unique mesure w € M (&(7)) portée par U et
telle que :

(8)  Vee%x(E),  u(e) = fruz)e)dn().
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b) Supposons qu’il existe une section continue 0 de = .
Alors pour toute mesure p €, il existe une unique mesure

v e M (S) telle que
Vo e 4x(E),  u(e) = [, 0(y)(e) dv(y).

De plus, la correspondance v — u est un homéomorphisme
lorsque M_(S) et J sont munis des topologies vagues.

Démonstration. — a) Soit (V,),<y un recouvrement de E
par des ouverts relativement compacts, indexé par les ordinaux
< y . Posons, pour « < ¥y

E, = G.Va\U G.V,.

B<a

Ces ensembles sont différence de deux ouverts, donc umver-
sellement mesurables, et forment une partition de E. La
restriction p, de p a E, est invariante, et I’on vérifie sans
peine, les ensembles G.V, étant ouverts, quel’ona p= Y p,.

o
Soit, pour chaque «, une fonction ¢, € ¥%/E) telle que
9.(z) =1 pour zeV,. L’ensemble des mesures p de
portées par G.V, est une face fermée de 7, de 7 (en
effet, G.V, est fermé), et il résulte de la preuve de I'impli-
cation b= a du théoréme 7 que

Ba__—{l"e*ya; p‘(‘?a)zl}

est une base de cette face. L’ensemble des points extrémaux
de B, est fermé, et p,, si elle n’est pas nulle, posséde un
homothétique dans B, . II résulte alors du théoréme de
Krein-Milman qu’il existe une mesure de Radon =7, sur

¢(B,) = ¢(B,) = ¢(¥) N B,, qui vérifie

(4)  Vee®x(E),  ual9) = [gr)Me) dna(d).

Puisque 7 est réticulé, 1l en est de méme de ~,. Donc B,
est un simplexe, et 7, est unique. De plus 0, est portée par
F,= {kp,c &(7); x € E,}.
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Prouvons que la somme Y, y, converge. Il résulte du
a<Y
théoréeme 5 que tout compact N de &(7) est contenu dans

un compact de la forme

{ky,; kelab], zeMe ' (E), 0 < a < b}.
On en déduit qu’il existe ¢ € ¢%(E) telle que A(9) > 1 pour
reN. Onadonc:

1(N) = [y dna(0) < [y M(9) dna(0) < walo).

Le résultat découle alors du fait que Y, p, = . Une som-
a
mation des égalités (4) et un passage a la limite établissent (3).

Posons U = UBG_ N F,. Il est clair que U est univer-

a<lyY
sellement mesurable, indépendant de =n, et i porte =9

puisqu’il porte chaque 7u,. L’existence de 7 et U est
ainsi établie. Prouvons 'unicité de =, lorsque p est fixée.
Soit M un compact de E, et posons

H = {kp,e é(7); v G.M}.
Puisque G.M et H sont fermés, ’égalité (3) implique que

Vo € ¢x(E), 6 ﬁg(y) ) dnu(X).
En considérant les compacts M < E,, on a donc
Vo € ¢x(E), = [p0ry M) dme, ().

Or, puisque ¢, est portée par B,, cette égalité détermine
entierement v, , comme nous 'avons vu. Et puisque

F, — {kp, € 8(7); ze G.Va}\u (kp, € 8(7); z e G.V,}
g<a
ou les ensembles {kp, € &(7); x€ G.V,} sont ouverts, on a
n =Y mr,, ce qui prouve I'unicité de v .
a

b) Conservons les notations précédentes. Soit 6’ I’applica-
tion réciproque de la restriction de © a U . Cette application
est continue sur chaque ensemble o(E,). Désignons par v,
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I'image par ~ de la mesure ZO—T((;\)) d74()). Cette mesure est
o T )

5 * est bornée et continue sur B, N E().
o T
Etl’on a, pour ¢ € ¢x(E):

) f[ow)(e) dvaly) = [ (00 <0)(e) X G dn)
= ﬁ%’(a’) A(9) dna(r) = pa(o)

’

bien définie puisque

puisque pour A€ U, on a par définition 6 o t(A) =2.

Prouvons que la somme Y, v, est définie. Soit M e #°(S),
a<

et Ned(E) tel que o(N) =M. Si ¢e@(E) est > 0

sur N alors 0(y)(e¢) est > 0 pour ye M, donc minorée

par une constante > 0 sur M, et le résultat découle alors

de (5). Il suffit alors de sommer les égalités (b) et de passer

a la limite pour prouver I’existence de v .

L’unicité se démontre comme précédemment, en prouvant
que la restriction de v a o(E,) est déterminée par p, ce
qui découle encore de 'unicité de 7, . (Les détails sont laissés
au lecteur.)

Pour ¢ € ¢x(E), la fonction y-— 6(y)(e) appartient a
%x(S), puisque son support est contenu dans ¢ (supp ¢).
La correspondance v — p est donc continue pour les topo-
logies vagues.

Le fait que cette correspondance soit un homéomorphisme,
se prouve par un raisonnement analogue a ceux de [14], en
montrant que si (p;) converge vaguement vers u, alors la
suite (v;) associée posséde une valeur d’adhérence v' associée

)

a w, et donc que vV =v d’apres 'unicité. c.q.f.d.

Remarque. — Lorsque G est unimodulaire, 7 admet
toujours une section continue, puisque alors p, ne dépend
que de o(z).

Revenons maintenant au cas général, ou la condition (AP)
n’est pas nécessairement vérifiée. Il est intéressant de savoir
quand J posséde une base compacte, ou est bien coiffé,
pour pouvoir assurer ’existence d’éléments extrémaux. Remar-
quons que J peut étre réduit & {0} comme le montre ’exem-
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ple d’un groupe non moyennable opérant sur son compactifié
de Stone-Cech.

TrtorEME 7. — Supposons que G opére sur E par des
homéomorphismes, et considérons les assertions sutvantes :

a) J posséde une base compacte s’il n’est pas réduit & {0}.
b) Il existe un compact X de E tel que G. X =E.

¢) S est compact.

d) Il existe une suite (X,) de compacts de E tels que

E=Jc.x,.

e) J est bien coiffé s’il n'est pas réduit a {0} .
f) Toute partie discréte fermée de S est dénombrable.

g) S est dénombrable a Uinfint.

Alors on a b=~a e d=>e. St G agit proprement
sur E ona

a<>b<>c g<>d=>cec=f.
Démonstration. — Supposons b, et soit ¢ € €L(E) telle
que o(z) > 2 pour zeX. Soit X' ={¢ >1}. On a
X e X'. Si ¢ € %%(E), il existe des points ¢, ..., t, de

P
G tels que supp ¢’ < Uti.X’ . On a donc:
i=1
p
vieE, ¢'(z) < ¢'l. 2 oti.2).
i=1

Si wes, onaalors p(9') < plo'll.u(e). De cette inégalité
découle de suite quesi ¥ # {0} 'ensemble {1 € 7;%(¢) =1}
est une base compacte de . Donc b—>a.

Réciproquement, supposons a et que G agisse propre-
ment. Alors 7 # {0} . Puisqu’il posséde une base compacte,
J est localement compact. Soit W un voisinage compact de
0 dans . Il existe des fonctions ¢,, ..., ¢, € ¥5(E) et
un réel ¢ > 0 tels que

(6) Vie[l, p]l, wle)<e)=>uneW.

Soit X un compact de E dont l'intérieur contient le
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support de chaque ¢, (1=1, ... p). Prouvons que
E=G.X. Sinon pour e E\G.X, la mesure invariante
w, est telle, d’apres (6) que pour tout « > 0 on ait ap € W',
ce qui contredit la compacité de W . Ainsi sous nos hypotheéses
a=>b.

Supposons d et 7 # {0} . Pour tout n soit ¢, e ¢%(E)
telle que ¢,x, > 1. Soit pes. Il existe une suite (a,)

de réels > 0 tels que Y a,u(e,) < 1. On vérifie sans peine
que I’ensemble n=t

(Xes; Zane,) < 1}

est un chapeau de .

Supposons maintenant ” bien coiffé et G agissant pro-
prement sur E. Soit I une partie fermée discréte de S.
Pour tout compact K de E, T'ensemble o(K) N1 est
discret et fermé dans le quasi-compact () o(K), donc fini.
Il en résulte que tout compact de E ne rencontre qu’un
nombre fini d’orbites G.z;, et donc que si (z;),o, désigne
une famille d’éléments de E telle que o(z;) = ¢ la mesure
=Y p, est bien définte. Soit C= {res; pd) < 1}

i€l .
un chapeau de 7, contenant p (ou p désigne une « forme
linéaire » croissante s.c.i. de » dans R, U {4+ o0 }). Pour

chaque partie finie J de I, la somme Y p, est majorée

ieJ
par p au sens de lordre de . On en déduit que

S p(e,,) < 1. Puisque pour tout ¢ on a p(w,) > 0, cect
ieJ

montre que [ est dénombrable, et donc que e=>f.
Le reste est évident.

Remarque. — 1l n’est pas exact que e=>d. S1 Q désigne
le premier ordinal non dénombrable, considérons I’espace
E = [0, Q[ muni de la topologie de I'ordre, sur lequel agit
trivialement le groupe & un élément. Alors E = S n’est pas
dénombrable a I'infimi, et pourtant M+*(E) est bien coiffé,
puisque toute mesure sur E est bornée.

Probléme. — Est-1l exact que f—-e?

(1) o(K) n’est pas séparé en général.
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3. Application aux capacités invariantes.
Le cas alterné d’ordre infini.

Dans ce paragraphe, nous allons, grice aux théorémes 1
et 2 appliquer les résultats précédents aux capacités lorsque
cela est possible, dégager le cas plus difficile ou cela nel’est pas,
et en commencer I’étude qui sera poursuivie dans les para-
graphes suivants.

Si G agit continiiment sur E, il agit continliment sur
A (E) par Paction naturelle (g.K)— g.K . Désignons par
M le cone des capacités monotones d’ordre infini sur E
qui sont invariantes par l'action de G (c’est-a-dire que si
seGet Ked(E) ona f(K)=/f(s.K)). Grace au théo-
réeme 1, ce cone s’identifie au sous-cone de M, (#(E)) des
mesures 1nvariantes par l'action de G sur 4 (E).

Tout compact de #(E) est contenu dans K
Kex(E). D’autre part, pour teG, on a

KntK=KntK
o

, ou

(oo ¢t.K={t.L; LeK}). Il en résulte que G agit pro-
prement sur X (E) si, et seulement s’il agit proprement sur
E, ce que nous supposerons jusqu’a avis contraire.

Nous allons traduire dans le langage des capacités les résul-
tats du paragraphe 1 lorsque E est remplacé par o (E).
D’aprés le théoréme 1, la mesure image de m par 'application
g— g.K de G dans o (E) représente la capacité fx donnée
par:

fa(L) =m({te G;t.K =< L}), VLex(E).

Soient # et & les relations d’équivalence sur R% x # (E)
(resp. o (E)) définies respectivement par les conditions:

(a, K)2(', K') == 35 € G K =s5.K, o« =A(s)
KZK' <= 31s€ G; K =s.K.

L’espace quotient R  (resp. S) est séparé et localement
compact. Désignons par o Dapplication quotient de i (E)
sur S. Le théoréme 5 s’écrit: .
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TutoritmMe 8 (AP). — L’application de R% x A (E) dans
N qui envote le couple (x, K) sur afy est compatible avec %

et définit par passage au quotient un homéomorphisme de R sur
&(M). De plus &(M) N {0} est fermé.

Utilisons maintenant le théoréme 6 pour obtenir la repré-
sentation intégrale.

TutorimMe 9 (AP). — Supposons G unimodulaire (resp.
que Uapplication canonique s de E dans S posséde une sec-
tion continue §). "

Alors pour toute capacité fe M, il existe une unique
mesure de Radon v sur S telle que pour tout compact L e & (E)
on ait:

fL) = [, oo fi(L) dv(y)
ol fyx) = fx ne dépend que de o(K)
(resp. f(L) = [, &(L) dv(y),

ou
(7)  8smy =Sup {A7() ;5 . K NnE(s(K)) # 2} X fx
ne dépend que de K).

De plus cette correspondance est un homéomorphisme lorsque
M et M,(S) sont munis des topologies vagues.

Démonstration. — Le premier cas résulte immédiatement
du théoréme 6, b). Pour établir le second cas il suffit, d’apres
ce méme théoréme de vérifier que (7) définit bien g,, et
que l'application y — g, est continue, donc, par définition
de la topologie quotient, que ’application

K—Sup {A1(t); t.KnE@6K) # o} X fe

est continue, ce qui est clair. c.q.f.d.
Etudions maintenant 'application du théoréme 7.

Prorosition 10 (AP). — 1) M posséde une base compacte
st et seulement si E est compact (G est alors compact).

1) St M est bien coiffé, G est dénombrable a Uinfini.
Réciproquement, si G est dénombrable a Uinfini et s’il existe
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une suite (X,) de #(E) telle que E—=\JG.X, , alors M

est bien coiffé.

Démonstration. — 1) Si E est compact il en est de méme
de X (E), et M posséde une base compacte d’apreés le
théoréme 7. Réciproquement, si M posséde une base compacte
"1l existe d’aprés ce méme théoréme un compact K de E
tel que A (E) = G.K, c’est-d-dire que tout compact de E
posséde un translaté contenu dans K. Si zeE et teG,
il existe donc se G tel que s.zeK et st.ze K, c’est-a-dire
que s,steL = {ueG;u.ze K}, et ce dernier ensemble
est compact d’aprés (AP). On en déduit que te L-'L,
donc que G est compact. Il en résulte que X (E) =G.K
est compact, donc aussi E.

1) Supposons que G ne soit pas dénombrable a Pinfini.
Soient ze€ E et H le stabilisateur (compact) de z. 1l
existe un sous-groupe G’ de G, ouvert, contenant H,
et dénombrable & I'infim. S1 G =UtiG’ , ou la réunion

i€l
est disjointe, on a encore G.:v::U t;.(G’'.x) ou la réunion
i€1
est disjointe. Pour voir que N n’est pas bien coiffé, 1l suffit,
d’aprés le théoréme 7 de vérifier que I’ensemble des points
o({t,, t;}) (te€I) est fermé et discret dans S. Réciproque-

mentsi G =JG, ot G, ex(G), etsi E=JG.X, ou
X, e #(E), on peut imposer X, = X,,;. On vérifie alors

que X (E) = U (G,.X,), ce qui suffit d’aprés le théoréeme 7 .
noT c.q.f.d.
Etudions maintenant le cas des capacités alternées d’ordre
infini, 'action de G sur E n’étant plus nécessairement
propre. Désignons par @ le cone de celles de ces capacités
qui sont invariantes par l'action de G. Celle-ci se prolonge
de fagon naturelle en une action (g, F) — g.F sur #(E).
Il découle du théoréeme 2 que @ s’identifie au sous-céne
de M,(#(E)) des mesures invariantes par I'action de G.
Ce cone n’est jamais réduit & {0} puisqu’il contient la mesure
de Dirac au point E de #(E).
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Prorosition 11. — 1) Le céne @A posséde une base compacte
s, et seulement s’vl existe un compact X de E tel que G. X =E .

1) Sl emiste une suite (X,) dans X (E) telle que
E=UG.X,,, alors @ est bien coiffé.

Démonstration. — Seule n’est pas évidente la nécessité dans
la premiére assertion. Compte tenu de la preuve de I'tmplica-
tion a = b du théoréme 7, il suffit de prouver que s’il n’existe
pas de compact X de E tel que G.X =E, alors pour
tout compact Y de #(E), 1l existe une mesure non nulle
de @ qui ne charge par Y. Or Y est contenu dans un
certain X; (ou X;e X (E)) et si X,e H(E) est tel que
X; © X, il suffit de choisir la mesure de Dirac au point
ENG.X, # o de F(E). c.q.f.d.

Pour tout compact K de E et tout teG on a

KutKeK nt. K. 1l en résulte que G agit proprement
sur #(E) si1 et seulement s’il est compact (et agit contini-
ment sur E). C’est la que se situe la différence fondamentale
avec le cas précédent. Il s’avére que lorsque G n’est pas
compact, son action sur % (E) est beaucoup plus « riche »
qu’'une action propre. C’est a 'étude de @ que nous allons
consacrer la suite de ce travail. Les résultats les plus précis
seront obtenus lorsque G est moyennable et agit proprement
sur E . Avant de préciser le probleme grice au théoréme 13,
décrivons le cas ou G est compact, par une nouvelle applica-
tion du théoréme 5. La fonction module de G vaut alors
identiquement 1. Soit & la relation d’équivalence sur #(E)
définie par

FSF <« 35€G ; F' =s.F.

La mesure image de m dans #(E) par Papplication
g — g.F représente la capacité fr donnée par

VLe #(E), fll)=m{{teG; (t.F)nL £ o}).

(Cette notation ne causera pas d’ambiguité avec celle, défim-
tivement abandonnée, qui avait trait aux capacités mono-
tones) .
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Tutorkme 12. — L’application de #(E) dans @ qui
envoie F sur fe est compatible avec & . L’application de
R* X (#(E)| &) dans @ que l'on en déduit est un homoé-
morphisme de R* X (#F(E)/&) e &@). De plus
(@) u {0} est fermé.

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer et de démontrer
le théoréme de représentation analogue au premier cas du
théoreme 9.

Nous supposerons désormais toujours que G nlest pas
compact (mais pas nécessairement qu’il est dénombrable a
Iinfini ou métrisable) et qu’il agit continiment sur E.
Par « capacité » nous entendrons « capacité alternée d’ordre
infini sur E invariante par I'action de G ». Pour alléger
le langage nous ne reculerons pas toujours devant les abus
du langage auxquels invite le théoréme 2, en identifiant une
capacité et sa mesure représentative. Nous noterons plus
simplement & = £(A) .

Etant donnée f € @, posons f( = Sup {f(K); Ke #(E)} .
Nous dirons que f est bornée si et seulement si f(E) < 4+ o
(ce qui équivaut a ce que la mesure représentative de f soit
bornée). Etant donné L e #(E) et Fe #(E) I'ensemble
L.F1'={teG;t.F nL # 2} estun fermé de G dés que
G opére continiment. Lorsque G agit proprement sur E,
et que F est compact, L.F-! est compact. Dans ce cas, si
K e o (E) on peut définir fx par

VL e #(E), fx(L) = m(L.K") = m({teG; t.K n L # 2}).

Désignant toujours par £ la relation dequlvalence sur
R* x 4 (E) définie avant le théoréme 8, le résultat suivant
montre que méme si G aglt proprement sur E la situation
n’est pas simple.

TutoriMe 13 (AP). — Supposons que G agisse proprement
sur E. Alors

1) L’application de RY X A (E) dans @, qui envoic le
couple («, K) sur afx est continue, a valeurs dans & , compa-
tible avec # . L’application quotient n’est pas un homéomor-
phisme.
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11) Il existe dans & wun élément borné et un élément non
borné qui ne sont pas de la forme ofy .

Démonstration. — 1) La mesure sur £ (E) représentant
fx estlamesure px image de m par 'application g— g.K.
Le fait que fxe &, et la compatibilité de Dlapplication
(,K) —afx avec £ résultent donc de la démonstration
du théoreme 5.

Pour prouver la continuité, il suffit d’établir celle de I'appli-
cation de o (E) dans @ qui envoie K sur fx.

Soit ¢ e €x(F(E)). On a, par définition de pg

px(¥) = [o $(t.K) dm(t) .
Il existe Le A (E) tel que supp ¢ < L. Soit K€ o (E)
et Mex(E) tel que Ko = M. On a:
t¢ LM1—=tMnNnL=g.
On a donc, si K = M:

px() = [, gt $(t. K)dm(t) .

Il en résulte que 'application K — px(¢) est continue en
Ko, puisque 'application (¢, K) — ¢(¢.K) est uniformément
continue sur L. M-t x M. :

Prouvons maintenant que l’application quotient n’est pas
un homéomorphisme sur son image. Le lemme suivant sera
utile plusieurs fois.

LemmEe 14 (AP). — Sotent ¢, ...,9,€ ¢%(E) et Ke o (E).
Il existe alors un compact M de E tel que

t¢ M—>Vi=1,...,p, fx(e) = (14 A1) avex(e)-
Démonstration. — En effet, si L € #(E) contient le support
de toutes les fonctions ¢, (1 =1, ..., p) et st

A,={zecE;9(x) >u} (u>0,i=1,...,p)
on a, pour t¢M=(L.K—1)-1(L,K—1);

fruex(As) = m(Ay,. (K U LK)
= m(Ape. K U (A K1)71))
= (1 + A()m(A,, K~ = (1 + A-3(0)fe(As)
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puisque A;,.K-' n (A;,.K-!) « LK NnL.K%t!= g
et le résultat découle alors de la définition de fx(o,) . c.q.f.d.

Revenons a la preuve du théoréme. Si V est un voisinage
vague de «fx, 1l existe d’aprés ce lemme un compact M

de G tel que
t¢g M= (1 + A~Y(t))fxurx € V.

Si Lex(E) esttel que K = L. I'ensemble L est un voisi-
nage de K qui ne contient aucun translaté de K ut.K
dés que t¢ (L.K-')(L.K-1)-', ce qui termine la preuve de
i) .

1) L’existence d’un élément borné & sera une conséquence
du théoréeme 20.

Prouvons I’existence d’un élément non borné qui n’est pas
de la forme «fx . Supposons tout d’abord que G est dénom-
brable a I'infini et que E = G.z. Il en résulte que E est
K, et donc qu’il existe une suite (E,) de compacts de E

telle que Ulj_l,, = A (E). Il résulte du théoréme 7 que @

posséde une base compacte de la forme

~

Z={fea; fl¢)=1} ou ¢ € ¢x(E).
L’ensemble des points extrémaux de Z est & NZ. Soit
B,=1{fcZ; f(E)<n).
C’est un fermé de Z. Soit encore
Co = {(fxle))fx; K< E;}.

Puisque E, est compact et que 'application K — (fx(9))"fx
est continue, C, est un fermé de Z . Construisons par induc-
tion une suite décroissante (T,) de tranches fermées de Z
et une suite (K,) de compacts de E vérifiant les conditions

sulvantes : ]
hn = (fKn(Q))_lfK,. € Tn
Tn a (Bn-—l U Cn—l) = g.

Effectuons le nt*»e pas de cette récurrence. Pour t assez

grand on a °
(fr,uex, (@) x,uex, € Th)
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(d’apres le lemme 14) et K, n¢.K, ¢ E, . 1l suffit de choisir
K,ﬁ.H = K, vt.K, pour un tel ¢. On a alors h,., ¢ B, v C,,
et 1l existe donc, puisque h, € &, une tranche fermée T, ,
contenue dans T, n (B, U C,)° et voisinage de h,,,, ce
qui termine 'induction.

On a donc
T n<UB,. uUC,,)——: 7}

silonaposs T—[ )T,. Il découle du lemme 27-8 de [2]

que T contient un point extrémal, qui posséde les propriétés
requises.

Examinons maintenant le cas ot E = G.z, lorsque G
n’est plus nécessairement dénombrable a l'infini. On peut
supposer E = G/H (H compact). Soit G’ un sous-groupe
ouvert, dénombrable a l'infimi;, de G, qui contient H.

On peut écrire G comme une réunion disjointe G = U t.G',
i€l

et E s’écnt alors comme la réunion disjointe E = Ut,-.E’ ,
iel

ou E' = G'[/[H. Désignons par @’ le céne des capacités

alternées d’ordre infimi sur E’ qui sont invariantes par

Paction de G’ et de fagon générale notons par un ' les objets

relatifs & @' . Soit = l'application « restriction » de @ dans

@' . Elle est linéaire continue, et I'image d’un élément borné

est bornée. ‘

Tout compact K de E s’écrit K = U t,.K,, ou J
i€l
est une partie finie de I et ou K; est un compact de E’.
S1 L est un compact de E’ on a

(e (o) o o)

=3 m({te G; (#,.K) nL # 2)})

ieJ
= 3 A7 (t)fx (L) .
ieJ
Ceci montre que =(afx) = Y «A-Y(t)fx;, et donc que si

ieJ
©(f) est extrémale dans @’ sans étre de la forme fy, alors
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f n’est pas de la forme ofyx. Les cones @ et @' étant a
base compacte, tout élément de &' N 7(A) est I'tmage d’un
élément de & . D’aprés ce qui précede, il suffit pour se rame-
ner au cas déja traité de prouver que 7 est surjective. Soit
donc ge@' . Pour Ke #(E) posons
f(K) = % g((t*. K) n E)

i€l
(la somme étant finie pour chaque K). Il est clair que 'on
définit ains1 une capacité alternée d’ordre infini sur E.
Prouvons qu’elle est invariante par laction de G. Soit
te G. Pour chaque el existe un unique ¢(i) € I tel que
i et.;,G'. On a donc 7't =t.u; ou u;€G', et l'on
vérifie que ¢ est bijective.

On a alors :

f(e.K) = 3 g((&*(¢.K) n E) = 3 g((u 7). K) n E)
E)) =

i€l I

=% gur(70) - K) nE)) = 3 s((5%).K) 0 E)
= 3 g(&.K) n E) = f(K)

ce qui termine la preuve de ce cas. (On peut montrer que si
g est extrémale, [ Dest aussi.)

Prouvons maintenant le cas général. Si zeE et s1 f
est la capacité sur G.z que nous venons de construire, posons

VLe #(E), h(L)=f(L N (G.z)).

C’est une capacité sur E, dont la mesure représentative p
est portée par le fermé F(G.z) de F(E). S1 h =[x,
le support de p est la trajectoire de K dans #(E), donc
K = G.z, ce qui montre que f= fx et est absurde. De plus
h n’est pas bornée. Enfin si h = h; + h, les mesures repré-
sentatives de h, et h, sont portées par F(G.z), ce qui
signifie que 'on peut écrire h(L) = fi(L n (G.2)) (i = 1,2)
ou f=/f; +f;, cequimontre que h; et h, sont proportion-
nelles & h. Ainsi h et extrémale. c.q.f.d.

Terminons ce paragraphe par un résultat dont I'idée m’a
été suggérée par G. Choquet.

Prorosition 15. — Supposons que G soit discret et agisse
proprement sur E . Alors il n’existe pas de sous-ensemble
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A universellement mesurable de % (E) qui rencontre chaque
orbite de F(E) en un point unique.

Démonstration. — Raisonnons par I’absurde. En considé-
rant la trace de A sur #(G.z) (ou ze€ E), on se rameéne
au cas o E = G/H (H compact) ce qui entraine E discret.
Posons :

VL € .%/‘(E) , f(L) — 1 - 2—car(lL .

C’est la capacité associée a la mesure p sur F(E)={0,1}*\{e}
(ou e désigne I’élément neutre de {0,1}*) trace de la mesure
de Haar de {0,1}*. Prouvons que p(A)=0. Soient n
m

et m deux entiers tels que n? <%> < 1. Puisque G agit
proprement sur E , étant donnés des points distincts z,,...,z,
de E, 1l existe des éléments ¢, ..., ¢, de G tels que pour
1 <i<j<n les points z, et t;%.2 (I < m) soient deux
a deux distincts. On a

1> p.<U t,..A> > np(A) — 3 wlt.A Nt A)

i<jgn
= nu(A) — w(A Nt A) .
i<j<gn
Puisque A rencontre chaque orbite de #(E) en un point
unique on a:

FeA ntii)A—=F =t4F .
D’ou
Ant'y, A= {Fe#FE); F=t%.F}
c{FeZFE); vi=1,...,mzeF <> tilt;.2, e F}.

\

. 3\m
La mesure de ce dernier ensemble est (Z . D’ou

1> ;L(L:J t,.A) > nu(A) — ”("T—” (%)m > nu(A) — 1.

Cette inégalité étant valable pour tout n, onabien p(A) =0.

Soit V un ouvert de {0,1}F. Il existe une réunion dénom-
brable d’ouverts élémentaires contenus dans V qui a méme
mesure que V, donc un ouvert V' < V, de méme mesure
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que V, et qui ne dépend que d’un ensemble dénombrable
D’ de coordonnées. En utilisant le fait que V est ouvert,
on voit sans peine que la projection V” de V sur {0,1}"
a méme mesure que cellede V' . Ainsi V est contenu dans
{0,1}5" % V" | qui est un ouvert de méme mesure ne dépen-
dant que d’un nombre dénombrable de coordonnées.

Il en résulte que A est contenu dans un ensemble A’
de mesure nulle, A’ ne dépendant que d’un ensemble dénom-
brable D de coordonnées. Soit G’ le sous-groupe dénom-
brable de G engendré par {te G;t.D N D # @}. Ecrivons

G comme réunion disjointe G = U t,G' . On voit de suite

€1

que la réunion E =Ut,~.(G’.D) est disjointe. Soit

i€l
A" = U t.A’. C’est un ensemble de mesure nulle, qui ne
teaG’

dépend que des coordonnées relatives a G'.D. Puisque
A" est de mesure nulle, 1l existe F e F(E)\A" tel que
FNnG.D# g.

Et on a alors

UwrrnepeUJar=UJea

i€l i€l teG.

ce qui montre que % (E) # U t.A. c.q.f.d.
teG

Méme en remplagant ’hypothése « Universellement mesura-

ble » par « & -analytique » nous n’avons pu établir la proposi-

tion 15 dans le cas ou G n’est plus discret sans utiliser d’hypo-

théses supplémentaires sur G (telle que la commutativité).

4, Méthodes de construction de capacités extrémales.

Nous allons tout d’abord étudier une méthode permettant
de construire des capacités extrémales a l'aide d’éléments
extrémaux d’autres cones (de mesures, de capacités, etc...).

Soit toujours G un groupe localement compact opérant
par des homéomorphismes sur un espace localement compact
E et soit p une mesure de Radon sur E. On dira qu’un
ensemble p-mesurable B est p-invariant, si pour tout élément
t de G Densemble BAt.B est localement u-négligeable.
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La preuve du lemme suivant, dont I'idée est bien classique
en théorie ergodique, est laissée au lecteur.

Lemme 16. — Soit €. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

1) w est extrémale.

11) Pour tout ensemble p-mesurable B qui est p-invariant,
ou bien B ou bien son complémentaire est localement n-négli-
geable.

Ce lemme est la clef du théoréme suivant.

TutoriMe 17. — Soient E; et E, des espaces localement
compacts sur lesquels G opére par des homéomorphismes.
Sott p, € (7). Soit D un sous-ensemble invariant de E, ,
et soit ¢ une application de D dans E, possédant les proprié-
tés suivantes :

— @ commute avec Uaction de G, cest-a-dire que
(xe Dite G) = (¢(t.z) = t.o(x))

— @ est mesurable lorsque E, est muni de la tribu des
ensembles w,~ mesurables et E, de sa tribu de Baire.
— Pour tout G; compact K de E, ona p(e7(K)) < + .

Alors la mesure tmage p, de @, par ¢ appartienta &(7,) .

Démonstration. — Elle serait aisée si E, était dénombrable
a Pinfini. En effet, pour tout ensemble p,-mesurable B de
E, on montre alors sans peine qu’il existe un ensemble C
de la tribu de Baire de E, tel que p,(BAC)=0. 51 B est
pg-invariant, 1 en est de méme de C. Et alors ¢=*(C) est
¢,-mesurable et p,-invariant, donc par exemple

wa(971(C)) = u(C) =0,
et on conclut grace au lemme 16.

Nous allons utiliser dans le cas général la méme 1dée, mais
la partie technique sera plus délicate. Raisonnons par ’absurde.
S1 u, n’est pas extrémale il existe d’aprés le lemme 16 un
ensemble p,-mesurable et p,-invariant B tel que n1 B mi
B° ne soient localement p,-négligeables. Il existe alors un
compact K de E,, que 'on peut supposer G;, tel que
we(K N B) >0 et u(K NnB°) > 0. Pour chaque n soit
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L, (resp M;) un compact contenu dans B N K (resp B° N K)
tel que p,(B N K\L,) < 27 (resp py(B° n K\M;) < 2-7).
On peut séparer L, et M, par des compacts G; disjoints
L, et M, contenus dans K.

Posons L=Ilim.sup L, = U m L, et M=hlm.sup M, .

Puisque L = lim.sup L, on’l a m/;i2(K N B\L) =0 et de
méme py(K N BN\M) = 0. Puisque M et L sont disjoints
on en déduit que

pe(K N BAL) = p(K nB°AM) = 0.

D’apres la proposition (4-14-9) de [4] il existe une famille &
de compacts disjoints de E; localement dénombrable (c’est-
a-dire que tout compact de E,; rencontre au plus un nombre

dénombrable d’éléments de %) et telle que E\U X soit
localement u,-négligeable. xeZ

Pour chaque X e & soit Ay une famille dénombrable
d’éléments de G telle que

(X nlU o6 1)) = sup (X ﬂucp‘lt (t.L));

teAx D c G est denombrable}

c=UxnlUeeny

xe& teAy

Posons

C’est un ensemble mesurable (puisqu’il en est de méme de
son 1ntersection avec tout compact). Prouvons qu’il n’est pas
localement u,-négligeable. En effet:

le (L) > 02U L;.>) = w(UJ L)

et ce dernier réel est > 0 pour n assez grand, ce qui prouve
déja que py(e*(L)) > 0. Il existe donc X e Z tel que
(e (L) n X) > 0, ce qu suffit (dans le cas contraire,

puisque 'on a
L < (B\U Xx) o U x n o)
xeXZ xeZ

o 1(L) serait localement p,-négligeable, ce qui est absurde
puisqu’il est mesurable de mesure finie non nulle).
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Montrons maintenant que le complémentaire de C n’est
pas localement p,-négligeable. Comme précédemment il existe
un X eZ tel que p;(e*(M) nX)>0. Etlon a

8) ¢ (M) "X NC=9¢1(M)nX n <U <p—1(t.L)>

teAy

—xnUe ML),

. teAy
Or on a aussi

MAnt.L=MntLnB)u (MntL nB)

=M nB)u (t.L nBY)

<= (M nB)u t.(L\B) u ((BAt.B) nt.L)
ce qui montre que p(M Nt .L)=0. Puisque M nit.L
appartient a la tribu de Baire de E,, on a aussi

(7'M Nnt.L)) =0. 1l résulte donc de (8) que
(X A 1 (M) A C) =0

et, puisque p (X N (M) >0, on a (X NnC) >0,
ce qui montre que C° n’est pas localement p,-néglgeable.

Pour achever la preuve de ce théoréme, il suffit, en vertu
du lemme 16, de prouver que C est p,-invariant, ce qui
contredira l'assertion « p, € £(B,) ». Puisque

t.C\C = t¢.(C\¢1.0),

il suffit de prouver que pour tout te G, l’ensemble C\¢.C
est localement p,-négligeable ou encore que pour tout X e &
ona p,((C\¢.C) N X)=0. On a successivement

(C\t.C) n X =C n X\¢t.C

_ <X A Uqu(u.L)>\U <t Y n Ut oo L)

uEAx VEAy

< (X N t.<E1 UY))U Ut.<t—1.X nU@—l(t—lu.L)

ve& ye& u€Ay

A Y\mr q)‘l(v.L)> < <X A t.(El SEeJe" Y>>
v U t.<Y ~U <p—1(t—1u.L)\U <p‘1(V.L)>-

vye& UEAy vEAy
YNt1. XD
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Ce dernier ensemble est de mesure nulle, compte tenu de la
définition de Ay et du fait qu’il n’y a qu’une quantité dénom-
brable d’ensembles Y rencontrant ¢-1.X. c.q.f.d.

Nous allons déduire de ce résultat un théoréme de construc-
tion de capacités. Mais prouvons tout d’abord un petit lemme.

Lemme 18. — La tribu de Baire de % (E) est engendrée
par les ensembles K, ot K parcourt la classe des compacts

GB de E.

Démonstration. — Si K est un compact G; de E, on
peut écrire K =mK,, ou (K,) est une suite de compacts
de E telle que nK,Hrl cK,. On a alors K =mK,, ce
qui montre que K estun G; de #(E) puisque Kn,ﬂ_l < R,,
et donc que K= m I%,, . Il en résulte que la tribu % engen-

drée par les ensembles K, pour K compact G; de E,
est contenue dans la tribu de Baire de #(E).

Pour prouver I'inclusion inverse il suffit de montrer que tout
compact G; de #(E) appartient & . Soit T=nYV,
un tel compact, ou (V,) est une suite d’ouverts de F(E).
Par définition de la topologie de #(E), tout point F de
F(E) posséde une base de voisinages de la forme

Kin...nK,nK°, ou pour i=1, ..., p on a
FNK #2 e ot KNnF=g. En diminuant les
K, t=1,...,p) et en augmentant K, on peut supposer

que ces compacts sont des G, ce qui montre, grice a la
premiére partie de la démonstration, que tout point de #(E)
posséde une base de voisinage appartenant & % . Pour chaque
n on peut, d’apres la compacité de T, recouvrir cet ensemble
par un nombre fini de tels voisinages contenus dans V,.
Cect montre qu’il existe T, e % telque T < T, < V,. On

adonc T = m T,e%. c.q.f.d.

TutoriME 19. — Soient E et E' deux espaces localement
compacts sur lesquels G opére par des homéomorphismes.
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Soit w une mesure invariante sur E' . Soit h une application
de A (E) dans Uensemble des parties p-mesurables de mesure
finte de E', qui commute avec Uaction de G (c’est-a-dire que

si KeA(E) et teG ona hit.K)=t.h(K)) et qui vérifie
VK, Lex(E), &K uL)=AhK)uhL).
Alors Uapplication f définie par
VKex(E), f(K)= Inf w(h(L))

Kcl

est une capacité, qui est extrémale st [ est extrémale.

Démonstration. — Le sous-ensemble D = U h(L) de
Le X (E)
E’ est invariant par G. Pour z dans D définissons

o= [ T

LeX (E),z¢hL)

C’est un fermé de L. La famille des fermés L° (L e #(E);
z ¢ h(K)) est filtrante décroissante. Si z e D, il existe un
compact K de E tel que ze€ h(K). Donc,ona K nL¢ # o
st ¢ h(L), ce qui montre que ¢(z) # @ . Ainsi ¢ définit
une applicationde D dans #(E), quiévidemment commute
avec l'action de G.

Soit K un compact de E. On a

9 (R)=(zeE;a¢h(l)—>1NnK# 2)
—weE ;Kcl —aehl))=[ JAL).

KcL

Il en résulte, puisque A est croissante, que <p1 (K) est w-mesu-
rable dés que K est un G;. Il découle alors du lemme 18
que les hypothéses du théoréme 17 sont satisfaites. Soit v
la mesure sur #(E) image de p par ¢. Si K est un com-
pact G; on a:

v(R) = u(p (R)) = Inf p(h(L)) = f(K).

Kcl
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Si K est un compact quelconque, on a donc

f(K) = Inf f(L) = Inf {f(L); K = L, L est G;}
KCL ,

= Inf (vW(L); K< L,L est G} = v(ﬂi) = v(K).

KCL
Il en résulte que f est la capacité associée & v, donc que f
est une capacité. Et il résulte du théoréme 17 que si p est
extrémale, alors v, donc aussi [, est extrémale. c.q.f.d.
Ce théoréme permet de définir des capacités (extrémales)
a partir de fonctions d’ensembles (extrémales) qui se repré-
sentent par des mesures (voir [14]). Par exemple avec les
notations précédentes, si h est a valeurs dans X (E') et

continue a droite (c’est-a-dire que h(K) :ﬂ h(L)) ets1 g
Kck

est une capacité extrémale sur E’, la capacité sur E définie
par

vKex(E), f(K) = g(h(K))
est extrémale. En effet, s1 p est la mesure représentative
de g, ona f(K)= g(h(K)) = u(h(K)), et il suffit d’appl-

quer le théoréme précédent a l’application K——>I/L(\K/) de
A (E) dans #(E').

Voici maintenant une autre méthode de construction de
capacités extrémales.

Tutorime 20. — Supposons que G opére sur E par des
homéomorphismes, et soit [ une capacité de @ sur E vérifiant
la condition suivante

(9) VK e #(E), Ve >0, 3teG;
fK Ut.K) > 2f(K) — .

Alors la fonction de compacts donnée par
vK e #(E), gK)y=1—¢/®
est une capacité extrémale.

Démonstration. — 11 est clair que g est croissante, continue
a droite et invariante. Le fait qu’elle soit alternée d’ordre infini

résulte de [2], paragraphe 21-5.



CAPACITES INVARIANTES EXTREMALES 111

La condition (9) implique que f n’est pas bornée, donc que
g(E) = 1. La mesure représentative pu de g est une pro-
babilité.

D’apreés le lemme 16, 11 suffit de prouver que pour tout
sous-ensemble p mesurable B de #(E) et toutréel ¢ > 0,
il existe t dans G tel que pu(B n¢.B) < p?(B) 4+ ¢. En
effet, si B est invariant, ceci implique que @(B) < p2?(B),
et puisque w(B) < |ul =1 ona w(B)=0 o u(B) =1

Soit donc B un sous-ensemble u-mesurable de #(E) et «
un réel > 0. Il existe un compact T et un ouvert U de
F(E) tels que

T < B < U; w(UNT) < ¢.

Puisque T est compact on peut, comme dans la preuve du
lemme 18 le recouvrir par une famille finie d’ensembles A, ,

(n=1,...,N) ou:

~

'An - Kl,n NN Kpn“ly" N (Kpln")c

contenus dans U . Soit (K;);e; la famille de tous les ensem-
bles K,, pour 1 <n< N et 1<I<p,. :
Pour chaque partie X de I définissons:

Ax = <m Kz) N <m R5> = (m K;) N <U Ki> .
iex iex® iex* iex®
Les ensembles Ay sont deux a deux disjoints, et A, est la
réunion des Ax tels que pour [ < <p.—1 on ait
€{K;, 1eX}, et que K,, ¢ {K,, 1e X}. Soit &
la ‘famille des parties X de I qui vérifient ces conditions

pour au moins un n. On a (J.(BAUAX) < &, puisque

e

T < l JAX < U. Puisque p est invariant, on en déduit
xeZ

que pour tout ¢t de G on a

lu(B Nnt.B) — ngp(Ax N t.Ay)|

—|u(B N t.B) —;L<L_JAx At UAY> <

yeZ
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On a aussi
|u(B) — u2<U Ax)I < 2u(B) — u(U Ax>| < 2
xeZ | xeZ
d’ou 1l vient
(10) |u(B N t.B) — ui(B)
<| Y w(Ax Nt.Ay) ——< D y.(Ax))ﬂ + 4e

.yeZ Xe

< 3 lulAx Nt AY) — p(Ax)p(Ay)| 4 be.

x,yed

Posons, pour toute partie X de 1

Ky = JK,.

ieX
On a
~ —~—~— /_\\/
Ay nt Ay = & [ )OK A Ky U 0Ky
ieX jex

Pour poursuivre le calcul il nous faut évaluer la mesure de

Ay Nt.Ay.

Lemme 21 ([14], lemme 3). — Soit w une mesure sur
M+(#F(E)) et g la capacité qu’elle représente. Pour tous com-
pacts K, K;, K,, ..., K, de E ona:

P
wK, nK, n oo n K, n K

= 3 =gk o Uk)

PCl1,p] iep

Cette formule nous donne

‘L(Ax N t. AY) — Z (_ 1>car(l P 4 card Q e—j(K,UKxcUl.(KQ UKyr)
PCX
QY
et aussi
BARB(AY) = 3 (— )0 s o QR oK

PCX
QcY



CAPACITES INVARIANTES EXTREMALES 113

Or,pour 0 < « < B ona |e* —e ¥ < B—a. Onendéduit

que

[e(Ax N 1. Ay) — p(Ax)r(Ay)l
< Y f(Ke U Kx) + f(Kq Y Ky)

PCX
QcY

— [(Kp U Kxe U t.(Kq U Kye)) .

Compte tenu de (10) nous sommes ramenés a prouver que
pour toute famille finie K,, ..., K, L,, ..., L, de X (E)
et tout réel 7 > 0 1l existe un ¢t de G tel que

i < l=f(K)+f(L)—f(K, nt.L) < 7.

Soient K la réunion des K; et des L; (1 < ¢ <) et A
la mesure représentative de f. Il existe par hypothése un
t dans G tel que 2f(K)—f(K Ut.K)<n. On a alors,

pour t < [:

f(Ky) + f(L) — f(K; v .
=R, ni.L) < MR ni.K) = 2f(K) — f(K U

Remarque. — La démonstration précédente prouve que si

VK e #(E), limf(K U t.K) = 2f(K)

alors, pour tout sous-ensemble p-mesurable B de £(E),
on a lim p(B n¢.B) = p2(B).

$>00

La méthode du théoreme 20 (qui est également celle du
théoreme 2 de [14]) consiste a reconstituer la mesure repré-
sentant une capacité grice au lemme 21. Cette méthode permet
d’obtenir le résultat suivant, dont la démonstration, sensible-
ment plus aisée que celle du théoréme 20, est laissée au lecteur.
(Les diverses conditions envisagées s’inspirent des notions de
« mélange » de la théorie ergodique. Le fait que ces conditions
alent un sens résulte de la partie a) dulemme 23.) Nous emploie-
rons le terme « moyenne » au sens de « moyenne topologique-
ment invariante @ gauche sur %,(G)» (voir [7], paragraphe 2-1).

Prorosition 22. — Supposons que G agisse continiiment
sur E. Soit f une capacité sur E de mesure représentative
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w . Les deux conditions de chaque couple ci-dessous sont équi-
valentes.

1) Pour tout compact K de E ona lim f(K U ¢t.K) = 2f(K) .

t>xo

Pour tout ensemble w mesurable A de mesure finie dans

FE) ona lmp(A Nnt.A)=0.
1) Pour tous compacts K et L de #(E) on a

lim f(K U t.L) = f(K) + (L) — f(K)f(L) .

t> o

Pour tout couple (A,B) d’ensembles p-mesurables de Z(E)
on a

lim w(A N t.B) = w(A)u(B).

t> o
St de plus m désigne une moyenne invariante sur %,(G),
on a ausst équivalence pour les couples suivants :

1) Pour tous compacts K et L. de A (E) ona

m(t > f(K v t.L)) = f(K) + f(L) — f(K)f(L) .

Pour tout couple (A,B) d’ensembles p-mesurables de % (E)
on a

mt > u(A A £.B)) = w(A)u(B) .
1v) Pour tous compacts K et L de A#(E) ona

m(t - |f(K v t.L) — f(K) — f(L) + f(K)f(L)]) = 0.

Pour tout couple (A,B) d’ensembles p-mesurables de % (E)
on a

m(t > |u(A Nt.B) — u(A)uB)) =0.

Nous allons maintenant préciser le théoréme 20 lorsque G
est moyennable.

Les 1dées du lemme suivant sont tout & fait classiques en
théorie ergodique.

LemmE 23. — Supposons que le groupe moyennable G agisse
contindment sur E . Désignons par 7 le céne des mesures
de Radon sur E invariantes par Uaction de G ; et par 7,
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le sous-ensemble de 7 formé des mesures de masse < 1.

Alors :

a) St pes et st Cel?yu), Papplication de G dans
L2(w), qui envoie g sur ¢, ou

Llr) =¢(g.x), vz e E
est continue
b) Pour toute w e J telle que |p| =1 les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
1) u est extrémale.
11) Pour toutes fonctions ¢,¢' € L2(u) et toute moyenne inva-

riante m sur G on a, st Uon désigne par {.,.> le produit
scalaire dans L2

rh(t'—‘—)<C7ctl>) = <C,1><CI,1> .

¢) Pour pes les conditions suivantes sont équivalentes.
11) w ne majore aucun élément non nul de 7, .

1v) Pour toutes fonctions {,(' € L*(n) et toute moyenne
inyariante on a

m(t—<L,5>) =0.
v) Pour tout ensemble w-mesurable A on a:

inf w(A Nt.A) =0.
t

Démonstration. — a) Le premier point résulte de ce que
Paction de G est continue et de ce que %x(E) est dense

dans L2(p).

b) Prouvons que i1=>11. Pour ¢ e %x(E), ¢ € ¢x(E),
soit
v(e) = m(t — {,0:0) -

On définit ainsi une mesure de Radon invariante. Si ¢ est
positive on a <¢,;> < [¢'[.u(p), ce qui montre que
v < ||@'|l.i. Puisque p est extrémale, ceci implique que
v=ap . Calculons a. Puisque v(¢) < |o|.u(p’) dés que
¢ est positive on a

a=Sup {ve);e <1, o¢e%x(E)} < ule).
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D’autre part, si ¢ € ¥x(E) est telle que 0 < ¢ < 1 et que
w({p =1}) > 1 — =< on a pour tout ¢

<p,9) = p(e') — el

ce qui montre que

u(e') — ele'l. < av(e) < a.
On a donc a = u(9’) ce qui s’écrit

m(t — {9,91>) = w(e)u(e’).

Par différence on voit que cette égalité est encore vraie si
9’ n’est pas positive, et on déduit (1) du fait que €x(E)
est dense dans L2(u).

Réciproquement si B est un ensemble mesurable invariant,
a condition ici appliquée & xz donne u(B) < u*(B), d’ou
le(B)u(B?) = 0 ce qui suffit d’aprés le lemme 16. La preuve
de (c) est analogue et laissée au lecteur.

TrtorEME 24. — Supposons que G soit moyennable et
opére continiiment sur E . Soiwt f une capacité sur E, et
soit g donnée par

VKe #(E), gK)=1—e/®,

Sotent A et u les mesures représentatives de f et g. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) VK e #(E), sup f(K U t.K) = 2f(K) .

1) f ne majore (au sens de @A) aucune capacité bornée non
nulle.

m) Pour toute moyenne invariante m sur G, et toutes
fonctions ¢,{' € L3(\) on a

m(t — <G,Lx) =0.

1v) Pour tout compact K de E et toute moyenne invariante
m on a

m(t — f(K U t.K)) = 2f(K) .

v) g est extrémale et g(E) =1.



CAPACITES INVARIANTES EXTREMALES 117

vi) Pour toute moyenne invariante m et toutes fonctions
n,m' € L2(n) on a

m(t — {nymdp) = <11,

Démonstration. — Compte tenu du lemme 23, les quatre
premiéres conditions ainsi que les deux derniéres sont équiva-
lentes. Le théoréme 20 montre que 1= v. Prouvons que
vi=>1. Choisissons n =% = yx. Soit ¢ un réel > 0.
On déduit de (vi) Dexistence d’'un t de G tel que
(K nt.K) < p(K)2+4 ¢, ce qu s’écrit

2g(K) — g(K U t.K) = 2(1 — ¢/®) — (1 — ¢ /KULK))
< (1 — e /™) 4 ¢

ou encore
e /EULK) _ —2fK) < ¢
ce qui suffit. c.q.f.d.
Probléme. — S1 f est bornée, est-il possible que g soit
extrémale?

5. Exemples de capacités extrémales.

Ces exemples s’obtiennent par application des résultats
précédents.

Ezemple 25. — Supposons que G ne soit pas unimodulaire
et agisse proprement sur E . Il existe alors des fermés non
compacts F de E tels que

VK e o (E) m(K.F-1) < 4+ .

(Par exemple si ¢ est tel que A(¢f) > 1 on peut choisir

F =Ut".x, pour un z quelconque de E.)
=1

I résulte du théoréeme 20 que la régularisée de I’application
K — m(K.F-1) est une capacité extrémale. Mais en fait cette
application est déja continue a droite. En effet soient L € & (E)
tel que K = L., Me #(G) tel que m(L.F-'\M) < ¢ et soit
M,=M?*LANnF. Il existe Ne#(E) tel que

KeNcL e mNM?) < mKM?)+ec.

-
I
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On a N.M'>M nN.F1, dou

m(N.F-1) < m(N.F-'\M) 4+ m(N.F-1 n M)
< m(L.F-'\M) + m(N.M;?)
< 2e + m(K. M) < 2¢ + m(K.F?)

ce qui prouve notre assertion.

Prouvons que si F; et F, sont deux tels fermés vérifiant
de plus, pour un réel «:

VK e # (E) f(K)= m(K.F) = am(K.F;?) = afy(K)

alors
1seG; F, =s.F, a = A(s) .

Il résulte aussitét du théoreme 2 que si ¢t =1 ou 2, la
mesure représentative u; de f; est 'image de m par apph-
cation continue 0, de G dans #(E) qui envoie ¢ sur
t.F,. Soit L un compact de G tel que m(L) > 0. On a:

w8(L)) = m(87%0,(L)) > m(L) > 0.
Puisque p; = ap, on a:
m(03(0,(L)) = na(64(L) > 0.

Ceci montre que 03%(6,(L)) n’est pas vide, et prouve l'exis-
tence de s. On a alors o = A(s) .

Exemple 26. — Cet exemple est directement dérivé de la
remarque qui sutt le théoréeme 20. Soit H un groupe locale-
ment compact et 6 un morphisme continu de G dans H
tel que 0(G) = H. Les capacités alternées d’ordre infini
sur H invariantes par I'action de H sont, d’apreés la conti-
nuité & droite, les mémes que celles qui sont invariantes par
Paction de G. Si g est une telle capacité choisie de plus
extrémale, et si M est un compact de H [Iapplication
K — g(6(K)M) est une capacité extrémale sur G. S1 G
agit proprement sur E et st Ne #(E) alors

K — g(6(K.N-1)M)
est une capacité extrémale sur E .

Signalons & titre de curiosité le résultat suivant dont la
preuve sera épargnée au lecteur. Prenons pour g une mesure
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de Haar m' de H. Soit K; un compact de G d’intérieur
non vide et soit L le plus grand sous-compact de M tel
que pour tout ouvert U de H rencontrant L on ait
m'(8(Ko)(U N L)) > 0. Alors, pour tout compact K de G
ona M (6(K)L) = m/(6(K)M). De plus soit N un compact
de H tel que

— Si U est un ouvert de H rencontrant N, alors
| m-1(8(Ko)(U n L)) > 0
— Pour tout compact K de G, on a
m(8(K)N) = am(6(K)M) .

Alors ces deux conditions impliquent I'existence d’'un s de
H tel que N=Ls et « = A’(s) (ou A’ désigne la fonction
module de H).

Nous avons donc dans ce cas trouvé une représentation
canonique de la capacité K — g(6(K.N-1)).

Ezxemple 27. — Supposons G discret infini. Soit X wun
espace compact et Y = X¢. Le groupe G opere de fagon
naturelle sur Y par le shift:

(t, (Yiies) = (Yu)iea -
Soit A une probabilité sur X et p = ® A, la mesure
ieG
puissance sur Y . Elle est extrémale parmi les mesures sur
Y invariantes par G. On prouve méme de suite, en appro-
chant en mesure les ensembles p-mesurables A et B par
des ouverts ne dépendant que d’un nombre fini de coordonnées
que on a limu(A Nnt.B) = pu(A)u(B). Ainsi, si M est

une partie mesurable de Y, I'application K—sp <UkM>

est une capacité extrémale sur G . kex

Exemple 28. — Supposons E = G/H, ou H est un sous-
groupe compact de G . Soit m’' la mesure image de m par
lapplication canonique de G sur E. C’est une capacité
extrémale sur E. L’ensemble des nombres m'(K) pour
K e #(E) est ou bien un semi-groupe Q de R+, égal a
aZ (a > 0) si G est discret, ou bien R+ dansle cas contraire:
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on le voit sans peine. Cherchons maintenant quelles sont les
capacités extrémales sur E qui sont de la forme
f(K) = ¢(m'(K)) ou ¢ est une application de Q dans R+*.

Soient ay, ay, ..., a, des élémentsde Q et Ky, Ky, ..., K,
des compacts de E tels que m'(K;,) =a, pour 1 <i < p.
Il existe des points ¢, de G (1 < ¢ < p) tels que les compacts
t;. K; solent disjoints deux a deux. Sil’on applique I'inégalité
(1) a ces compacts, on voit que I'application ¢ est alternée
d’ordre infini au sens de [3], paragraphe 13-1. Il résulte alors,
puisque [ est extrémale, du théoréme 43-4 de ce méme article
que 'on a soit f(K) = am/(K) (« € R*)

soit f(K) = (1 — e~ ®)(«, B € R¥) .

Les deux exemples suivants sont particuliérement impor-
tants car ils décrivent presque le cas général comme nous le
verrons dans le paragraphe 7 (Théorémes 40, 41, 42).

Exemple 29. — Supposons G moyennable. Le simplexe des
moyennes invariantes s’identifie au simplexe des mesures
de Radon de masse 1 sur le compactifié de Stone-Cech G
de G qui sont invariantes par I’action de G (lequel opere
sur G par des homéomorphismes). Si 7 est une moyenne
invariante et F un fermé de G, posons, par abus de notation
(ou F* désigne I’adhérence de F dans G),

ef —
W(F) = m(F) = inf {(m(k); he %5(G), h > ye}.

Supposons que G opére contintment sur E. Soit F
un fermé de E. Pour tout compact K de E posons

f(K) = inf {m(L.F-'); Lex(E), L>K}.

Il résulte du théoréme 19 (ou l'on prend E' =G, et

h(K) = (K.F-1)") que c’est une capacité, et que cette capacité
est extrémale si m est extrémale dans le simplexe des moyen-
nes invariantes. Remarquons que f(E) < 1.

S51 9 e ¢5(E) on a

flo) = for fl{e > u}) du = [[7 m({e > u}.F) du.

Soit ¢ la fonction sur G définie par ¢(t) = sup ¢ .
tF
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On a ¢ € ¢;(G). Puisque ¢ est a support compact, on a
o(t) > u<=>tef{o > u}.F1.

Désignons par ¢ le prolongement canonique de ¢
{

y _—_V
Pour v <w<u ona {¢>u}c<c{¢>w} <
On a donc

(S > u)) < Infm({d > ¢}7) < Infm({$ > o}).
v<u v<u
Les deux fonctions de wu figurant aux extrémités de ces
immégalités ne difféerent qu'en un nombre dénombrable de
points, et ont donc méme intégrale par rapport a du. De
plus on a aussi

m({

> u)) = Inf ({3 > o))

-S<

sauf pour au plus un nombre dénombrable de valeurs de w.
On a donc

m(@) = [ $dm= [T m({} > u}) du= [Tm({$ > u}’)du

~

d
= f.7 m({e > u}.F) du= [T f({e > ue) du=fle).

Il résulte de cette égalité que l'application m —f est
continue lorsque @ et le simplexe des moyennes sont munis
de la topologie vague.

Ezemple 30. — Cet exemple généralise le précédent et
fournit aussi des capacités non bornées.
Soit T un sous-ensemble de #(G) possédant les propriétés
suivantes
— F,F,eT=F, UF,eT
— F, < F,eT=F,eT

(11) —FeT,teG—=tFeT
— FeT=3F €T; Fc<cF
— T # #(G).

Soit #r l'ensemble des fonctions continues bornées sur G
dont le support appartient & T. Si he @, et teG la
fonction h, donnée par h,(s) = h(ts) appartient encore & € .
Le complété ¢r de %; pour la norme uniforme s’identifie
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a I'ensemble des fonctions bornées sur G vérifiant la condi-
tion :

Ve > 0, IFeT; t¢ F—==|h(t) < c.

Muni de la norme uniforme, %1 est une C*-algébre sans
unité. Son spectre S est un espace localement compact dans
lequel se plonge G (grace a (11)) et sur lequel G opére par
des homéomorphismes. De plus €, s’identifie & I'espace des
fonctions sur S & support compact. En effet, puisque G
est réunion disjointe d’ouverts dénombrables a I'infini donc
normal, la condition (11) implique que tout fermé F apparte-
nant & T est contenu dans I’ensemble {h > 1} pour un h
de %, donc est relativement compact dans S. Cect montre
que %r < %x(S), et la réciproque est évidente, compte
tenu de la définition de la topologie de S.

Nous appellerons moyenne sur %y une forme linéaire
positive sur %; qui est invariante par I'action de G (c’est-
a-dire que m(h) = m(h), pour he % et teG).

Il résulte des considérations précédentes que m se repré-
sente comme une mesure de Radon sur S invariante par
Paction de G, ce qui permettra d’appliquer le théoréeme 20.
Désignons par #r le cone des moyennes sur %r. La
topologie vague sur #r; est la moins fine rendant continues
les applications m —m(h) pour he %; (puisque ¥y = ¥x(S),
cette topologie est exactement la topologie vague lorsque les
moyennes sont considérées comme des mesures sur S).

Commencons, comme dans I’exemple précédent, par étendre
m a T par

VFeT, m(F)=m =Inf(h(h); he %, h> 1.

Supposons que G opére continiment sur E et soit F
un fermé de E . Posons

T={He #(E); 3Kex(E); H< K.F1}.

Ce sous-ensemble de #(E) vérifie les conditions requises.
Soit m une moyenne sur %y . Posons

VK e #(E) f(K)=Inf {m(L.F1); Lex(E), L>K}.

Il résulte du théoréme 19 et des considérations précédentes
que [ est une capacité, qui est extrémale s1 m est extrémale
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dans ;. De plus, s1 ¢ € ¥x(E) on montre comme dans

Iexemple précédent que f(¢) =m($), ou ¢ estla fonction

de %. donnée par ¢(t) = sup ¢ . Il en résulte que I’applica-
t.F

tion m —f est continue pour les topologies vagues.

Remarque. — 11 peut étre intéressant dans les deux exemples
précédents d’adopter un point de vue quelque peu différent.
On montre sans trop de peine que pour deux fermés A et
B de G (resp. appartenant a T) on a

(A A B) + m(A U B) = m(A) + m(B)
).

si m est une moyenne (resp. sur %r). Cette égalité signifie
par définition que m est une valuation sur le treillis #(G)
(resp. T). De plus m est invariante par I’action de G et
continue a droite, c’est-a-dire que

m(A) = inf m(B) (resp.m(A) =inf {m(B),BeT,A < B}).

AcB

A chaque valuation ¢ continue & droite on associe une
moyenne donnée par (voir [3], paragraphe 54-2)

m (k) :ﬁj’ o({h > u}) du

pour he €5(G) (resp. he ¥F) (on prolonge ensuite par
linéarité). Les deux correspondances que nous avons établies
sont inverses I'une de 'autre et définissent une bijection entre
le cone des moyennes et celur des valuations invariantes
continues a droite (lesquelles constituent une face du cone
des valuations invariantes). Signalons enfin que les valuations
sur un treillis peuvent se représenter par des mesures ([14]
théoreme 1).

6. Résultats de densité et applications.

Dans ce paragraphe nous supposerons toujours que G agit
proprement sur E.

Prorosition 31 (AP). — Supposons que Uensemble des
capacités de la forme afy(x e Rt , K e #(E)) soit dense dans
@ . Alors G est moyennable.
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Démeonstration. — Soit [ la capacité égale & 1 sur tout
compact. Soit ¢ € ¥5(E) telle que sup ¢ =1 et soit L
un compact contenant le support de ¢ . Soit X e X(G)
et ¢ € ¥5(E) égale 4 1 sur X . L et majorée par 1. On a

f(9) =Fle')=1. Soit ¢ unréel > 0. Il existe par hypo-
thése a e R+ et Ke A (E) tels que

(o) = ofx(o)l <5 If(e") = ofx(e)] < ¢
Ces deux conditions impliquent respectivement

am(L.K-1) > 1 — ¢ ;
am((X.L). K1) = am(X(L.K-?)) < 1+ ¢.

On en déduit, en posant A = L.K!

m(XA) _ 1+
mA) S1—¢

Puisque X est arbitraire, ’existence de A prouve que G
est moyennable ([7], théoréme 3-6-2). c.q.f.d.

Prouvons maintenant un résultat un peu plus précis que
la réciproque de la proposition précédente. La topologie faible
sur @ est la moins fine rendant continues les applications
f— f(L) pour tout compact L de E. Elle est plus fine
que la topologie vague ([3], paragraphe 48-4).

Tatorime 32 (AP). — Supposons G moyennable. Alors
Uensemble des capacités de la forme afx est faiblement dense
(donc vaguement dense) dans & .

Démonstration. — Soient [ une capacité, L;, ..., L, des
compacts de E et ¢ un réel > 0. Il suffit de montrer,
par définition de la topologie faible qu’il existe un réel o > 0
et un compact K de E tels que

1< p < n—=>If(L) — afi(Ly)| < 3¢.

Soient X un compact de E contenant tous les L; et
Y = X.X-'. D’aprés le résultat fondamental de [5] 1l
existe un compact A de G tel que %—?—A})é—) <& =¢(f(X))1.

Posons B =A"1.X. Soit u la mesure sur F(E) qu
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représente f. Pour tout compact L de E et tout t de
G ona

fer.LnB)=p({Fe F(E); Fnit'LNnB#g}).
S1 t'.L nB n’est pas vide, ¢! appartient & B.L-1.
Il en résulte donc que I’ensemble

(t, F)eG x #(E); (+'.L) nBNF = o}

est compact ce qui permet d’écrire successivement

(12) [f, L aB)dm) = ([ du(F) dm()
Lnt BNH=2 d“(F) dm( )

—f (B A F1)) du(F) = [ fynell)

Soit L un sous-compactde X . Pour te A ona t'.L < B
donc f(t*.L nB) =f(t*.L) =f(L). D’autre part, si
ft'.L nB) > 0 alors t*.L nB % @, donc aussi

1. X NA1L X £ g .

Il existe alors a*e A1 tel que t*.X Nna1.X # @, ce
qui donne tlae X.X'=7Y, donc te YA. Pour un tel
t ona f(t1.L nB) < f(L). Ces inégalités impliquent

m(A)f(L) < [Lf(*.L 0 B) < m(YA)f(L) < m(A)(1 4 ¢')f(X)

ce qui donne avec (12)

1 ! —
(13) (L) — ik [ Fans(D) du(F) < &f(X) =

Pour 1 < p < n soit h, Papplication de B dans R donnée
par A, (F) = fy,s(L,) et h Dapplication de B dans R-"
donnée par A(F) = (h,(F)),_, .. Ces applications sont
mesurables. Il résulte du théoréme de Hahn-Banach dans
R" et de la positivité de p que

<$ fB h,(F) dy.(F))) _ coonv ).

Il existe donc des fermés F;, ..., F, de B et des réels
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pbsitifs Bi, ..., B tels que 2 B;=1 et que
m(A)

h,(F — ' ) ),
o5 S 3 BhlF)| < 7

En posant K, = F,- N B, 1l vient, compte tenu de (13)

€

Vp=1,...,n .f(Lp) — é o fx(Ly)

<2e,

ou 'on a posé «, =-——LB, (on a donc, ce qui sera utile

§ o KB 1)),
S mA) m(A)

En remplacant les «; par des rationnels P assez voisins
on peut faire en sorte que

(14) M %~;§pﬂ()\e-

Prouvons maintenant que Gy = {ge G; A(g) =1} n’est
pas compact. Pour s et t dans G on a Gyt = sG,
(eneffetsi ge Gy, ona A(s7ltsgt™!) =1, d’ou tsgt™! € sGy) .
Supposons G, compact. Soit V un compact de mesure
positive non nulle. Alors VG, est un compact de mesure
non nulle et stable par conjugaison, ce qui prouve que G est
unimodulaire, donc G = G,, ce qui est absurde puisque G
n’est pas compact.

Il existe donc une famille (¢, ;),_, , de points de G,
J=1, \ P
telle que pour deux pomts distincts quelconques t et t

de cette famille on ait (X.B-1)tt n (X.B )il = g, et
donc que si L < X on ait L.(t.B)' nL.(¢.B)"'=g.
Posons

On a pour L = X
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. oo 1 .
Il en résulte que la capacité — fx vérifie

vp=1,..,n |f(L)— —q—fx(Lp)‘

ce qui termine tout. c.q.f.d.

Lorsque @ posséde une base compacte Z, cette base
est un simplexe dont I’ensemble des points extrémaux est
dense, ce qui fournit des exemples naturels de tels simplexes.
Lorsque E est dénombrable a l'infini et métrisable, @,
et donc aussi 7, sont métrisables, et Z est alors un exem-
plaire du simplexe de Poulsen. (Tous les simplexes métrisables
dont l’ensemble des points extrémaux est dense sont iso-
morphes [10].) L’ensemble des points extrémaux de Z est
un G; dense de Z, ce qui laisse peu d’espoir d’en décrire
explicitement les éléments.

Les capacités de la forme ocfx ne sont pas bornées. Ainsi
se pose la question de savoir si ’ensemble &, des elementa
extrémaux du simplexe

&, = {fea@; f(E)<1)

est dense dans @, . La difficulté provient de ce que nous
ne connaissons pas de famille assez vaste d’éléments de &, .
(Les capacités de la forme 1 — e/ sont trés particuliéres.)
Le résultat apporte une réponse positive dans les cas les
plus importants.

TutoriME 33 (AP). — Supposons que G soit de la forme
R* X H, ou H est un groupe localement compact qui posséde
un sous-groupe distingué compact H' tel que le quotient H/H'
sott abélien, discret et semi-sumple. Alors les capacités de la
forme L — m/(n(L.K-1)), ot K est un compact de E et
ouw w est Uhomomorphisme canoniqgue de G sur un quotient
compact G' de mesure de Haar normalisée m' , sont faiblement
denses (donc aussi vaguement denses) dans @, (et elles sont
extrémales d’aprés Uexemple 26).

Démonstration. — Soient fe @;, un réel ¢ > 0 et des
compacts L;, .... L, de E. Soit X un compact de E
contenant tous les L, (1 < p < n) et Y=X.X"1. Dési-



128 MICHEL TALAGRAND

gnons par v (resp. 7%') le morphisme canonique de H
(resp. G) sur H/H'. Puisque Y est compact, »'(Y) est
fini. Soit H, un sous-groupe de type fini de H/H' contenant
7'(Y). Puisque H/H est semi-simple on peut écrire
H/H = H, ® H, (H/H' étant abélien sera noté additive-
ment). Puisque H; est abélien de type fini il est de la forme
H, ® Z° ou H; est abélien fini. Il existe un entier s tel
que

Y < [=ss]" X 17 (Hy @ [— s8] @ {0}).

Supposons par exemple ¢ > 0.
Soit r un entier et soit

A=[—rr] X 27 (H; @ [—rr[° @ {0}).
Posons a=r+s; ona

YA < [— a,a]* X nY(Hs & [a,a[° ® {0})

. ., .. s \*t°
donc si r a été choisi assez grand pour que <1 —|——> <1-+te,
r
on a:

_"ﬁ.‘,,%}@ < (1 + —) —1<e<e(f(X) .

Il résulte alors de la démonstration du théoréeme 32 qu’il
existe des compacts K;, ..., K, de B=A-1.X, et des

S f®B)

réels «,, ...,a,, avec El o = m(A) < (A} tels que
1<p<n—sl|f(L)— é aifi(L,)| < 2¢ .
On peut appro;:her les oaiipar des rationnels %, avec ¢ > m(eA)
de sorte que 2‘1 % < m(A) et que
15) 1<p< n=>1f(Lp) — gﬂq felLy)| < 3¢

Puisque é —&m(A) <1 et que m(4)

< e, 1l existe un
i= 4 q
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k
entier b tel que b > Y p, et que < e.
. i=1

Posons

b
— m(A) — 1
7 (A)

G =(R/2aZ) ® H; ® (Z[2aZ)* ® Z|2ab Z.

Soit m' la mesure de Haar normalisée de G’ et = le mor-
phisme canonique de G sur G' = G/G", ou

G" = (2aZ) X ({0} ® ((2¢Z)* ' ® 2abZ) ® H,) .

Désignons par a la classe de a dans Z/2 abZ . Soit y
un élément de G tel que =(y) = {0} ® {0} ® {0} ® 24 .

Posons
2 p,

. i
i<n

ou ¢(j)=1 pour Y, <j< Y «.
i<l i<t
Sotent j et j' deux entiers distincts. Les images par =

de YA y=/ et YA y~' sont disjointes (comme on voit sans
peine) ce qui prouve que ces ensembles sont disjoints. Mais
'ona YAy'= X.(y".B)~'. Pour p < n les deux ensembles
L, (. K™ et Lp.(yj'.Kw.))‘l. _sont donc disjoints. 1l
résulte donc de (15) et de la définition de K que

l<p< n=>‘f(Lp) —%m(Lp.K—l) < 3.

De plus = est injective sur X.K-! sur A, ce qui montre
que

oy L K)o
m(Ly. K1) = m(&) "l = bm(Aym (e(L, K))

m(A)

Puisque

—1l<e on a

1< p<n=s|fL,) — m(n(L,. K1) < 4.

La preuve de ce cas est terminée. La preuve du cas ou H/H’
est un groupe de torsion non compact, et celle du cas ou
v > ( sont assez semblables et laissées au lecteur. c.q.f.d.

Il est intéressant de caractériser parmi toutes les capacités
extrémales celles qui sont de la forme ofx . Une telle capacité
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vérifie fx(A.L) = m(A(L.K-1)) > m{Az) si ze K.K-1. Si
G est unimodulaire on a donc fx(A.L) > m(A). Le théoréme
suivant est en quelque sorte la réciproque de ce résultat. Il
fournit 'occasion d’une nouvelle application de la méthode
du théoréme 32.

Tutorkme 34 (AP). — Supposons que G soit moyennable
et unimodulaire, et qu'il existe un compact 7 de E tel que
.= G.Z. Soit f une capacité vérifiant la condition suivante

(16) VLe #(E), 3a >0, VAex(G),
f(A.L) > am(A) .

Il existe alors un compact U de E tel que la mesure représen-
tative w de [ sur F(E) charge A (U). De plus st f est
extrémale, elle est de la forme «fy .

Démonstration. — Soit V un voisinage compact de I'unité
de G tel que m(V) > 1 et soit L=V.Z. Soit X un
compact de G contenant L et A un compact de G tel

que
(X XANA) _ o (f(L) a
(a7 m&) - f(f(X) 70)

Si on pose B = A-1.X la condition (13) implique

1
(18) E) f fonr(L) du(F) < 2f(L) .

Pour tout fermé F de E, soit n(F) (resp. ny(F), ng(F))
le suprémum (éventuellement infini) des entiers n tels qu’il

existe n points de E (resp. de B, de X) a,, ..., a, tels
que

1<y <n, it#j=>La' nL.zjl=go.
Tout point z de E s’écrit sous la forme s.z, ou se G
et zeZ. On a donc
Lao!'=L.{s.2}7'={teG;ts.ze L} o {te G;tse V}

= Vs1.

Puisque G est unimodulaire ona m(L.27') > 1. On a donc
fonr(L) > ny(L). Remarquons de plus que B et X étant
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ouverts les fonctions n(F), nyg(F), ng(F) sont s.c.i., donc
mesurables. La condition (18) implique que

ﬁﬁna(lﬂ du(F) < 2f(L).

On a donc, pour tout entier N

N
m(A) w

(FeB; ny(F) > N}) < 2f(L).
Or on a

w(B) = f(B) = f(A-.X) > f(A1.L) > am(A~!) = am(A)
par hypothése et puisque G est unimodulaire. D’ot

Ne({FeB, m(F) > N} < L)

Choisissons N > 4(L) et posons Q = {F € B; ny(F) < N}.
On a a
#(Q) > w(B) — w({F e B; ny(F) > N}) >

L’ensemble

1
)

a

u(B) > 5 m(A) .

est un compact de #(E). Evaluons sa mesure; posons

C=(X.X"1HA.
On a
ﬁEQ m(C N L.F) du(F) = leC, Fe du(F) dm(t)
Fni Ly

= Jice #(Q N 1. L) dm(y)

= Jrcow #(Q n L) dm(t) + [, w(Q N1 L) dm(t) .
Pour te A ona t'.X = B, dou:
Qnitt.Lc{F;n(t.F)< N et t.FNL#g}=1t1T,

d’ou enfin _
w(Q N 1. T) < u(Ty).
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Pour te C\A ona p(Q nt1.L) < w(L) = f(L). On a donc
fFeQ m(C N L.F-1) du(F) < m(C\A)f(L) 4+ m(A)u(Tx) .

Tout fermé F de Q rencontre B en au moins un certain
point b. Ona L.b! < X.B-! = (C, et comme nous ’avons

vu m(L.b7) > 1.

On a donc

% m(A) < p(B) < m(CNA)f(L) + m(A)u(Tx)

ce qui donne, compte tenu de (17)

W(Tx) > = — '"f:(;;*) fL) > 2.

Posons

T={Fe#(E); FNnL#* 2 et n(F) < N}.

On a T= ' I Tx, d’ou puisque ces ensembles sont
xe X (F)

compacts, w(T) > 2 . 1 existe donc un entier n > 0 tel que

4

’ensemble mesurable
T={FeZ#(E); FNL#*go et n(F) = n}

soit de mesure non nulle.

Si FeT, il existe des points y;, ..., y, de E tels que
les ensembles L.y;! soient deux a deux disjoints, donc des
voisinages compacts W, des points y; (1 < i< n) tels que
les ensembles L.W;® soient deux a deux disjoints, ce qu
montre que

Vp € n, FAW,# o =n(F)>n.

D’autre part si une réunion d’ouverts recouvre un ensemble
de mesure non nulle, 'intersection de 'un de ces ouverts
et de cet ensemble est de mesure non nulle. On peut donc
supposer que

w{FeT; vp<n, FNW, #g2})>0.
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Mais on a aussi

n(F)=n, FAW,# 2 pour 1 <p<n

~relUJrwyrn¥yu
i=1
puisquepour r¢ Uet 1 < p<nona L.a'nL.W;l= g .
Nous avons donc montré que

w({Fe #(E); FcU})>0,

ce quil prouve la premiére assertion puisque U est compact.
Supposons maintenant f extrémale. L’ensemble

R={t.F; teG, F < U} < #(E)

est invariant et est fermé, comme 1l résulte sans peine du fait
que G agit proprement sur E . Puisque p est extrémale,
et que sa restriction & R n’est pas nulle, p est portée par
R . Mais laction de G sur R est propre et il résulte alors
du théoréeme 5 que p est portée par orbite d’un élément K
de R, ce qui est le résultat souhaité. c.q.f.d.

Remarques. — 1) Comme le prouve ’exemple 25, il est néces-
saire de supposer G unimodulaire.

2) Prouvons que le théoréme 34 peut se trouver en défaut
s1 on ne suppose pas l'existence d’un compact Z tel que
G.Z=E.

Choisissons G = Z opérant par translation selon la pre-
miére composante sur E = Z X Z . Désignons par = la
projection de Z X Z sur la premiére composante, et soit [

la capacité donnée par f(K) = card(=(K)). On a
f(A.X) > card A,

et pourtant f est extrémale sans étre de la forme «fy .

3) On peut montrer également que si G n’est pas supposé
moyennable, le théoréme 34 n’est plus exact, mais nous n’avons
pu déterminer s1 la validité de ce théoréme caractérise les
groupes moyennables.

4) La situation typique ou s’applique le théoréme 34 est
la swivante: E = G/H (H compact) et f(K) > am'(K)

pour Ke #(E), ou m' est une mesure invariante sur E .
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En effet on a alors, pour X e £ (E) et Ae X (G), etst =
désigne la projection canonique de G sur E:

fA.X) > am'(A.X) = bm(z=2(A.X)) = bm(A . x1(X))
> bm(A) .

Comme application de ces résultats, étudions la nature
topologique de certains sous-ensembles de @ et @, .

Supposons E métrisable et dénombrable a I'infini (puisque
G agit proprement sur E il est aussi dénombrable a 'infini).
Le cone @ est alors métrisable.

Prorosition 35 (AP). — L’ensemble des capacités vérifiant
les conditions (1) a (iv) du théoréme 24 est un Gy dense de A .

Démonstration. — Soit (V,) une base de voisinages ouverts
de Porigine de @ . Pour tout entier n posons

C,={fe@;3he@;h¢V,,he@,,h < f} =a+ A\V,.
Cet ensemble est fermé puisque @ est fermé et I’ensemble
A,\V, compact. Ce fermé est d’intérieur vide d’apres le

théoréeme 32. Le complémentaire de la réunion des C, est
I’ensemble des capacités ne majorant aucune capacité bornée

non nulle et c’est un G; dense. c.q.f.d.
Remarque. — S1 U, est une suite de compacts de G telle
m(LUN\U,)

que pour tout compact L de G onait lim

n>» m(U,,)
alors les capacités qui vérifient les conditions (i) & (iv) duthéo-
réme 24 sont également celles vérifiant la condition suivante,
qui précise I’analogie avec le « mélange faible » de la théorie
ergodique

1
VKea(B), lim. o L"f(K U t.K) dm(t) = 0 .

=0,

Prorosition 36 (AP). — Supposons que G soit dénombrable
a Uinfine et de la forme décrite dans Uénoncé du théoréme 30.
L’ensemble des capacités vérifiant la condition

VK e (E), limf(K U t.K)= 2f(K)

est maigre dans @ .
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Démonstration. — Solent u la mesure représentative de f
et ¢ € €x(#(E)) non nulle. On a

hmjg,-m (F)¢(t.F) du(F) =0 .

t>x

Soit (G,l une suite de compacts de G telle que
UG Il suffit de prouver que pour chaque n

le ferme

gfe(‘l; t¢ G,

1 2
— 4 o HFH(LF) do(F) < fg;@“’ (F) du(F)

est d’intérieur vide. Soient V un ouvert contenu dans ce
fermé et fe V. Pour n assez grand la capacité
_JE
K— n(l —e " )
appartient a V.

D’aprés le théoréme 33 l'ouvert V contient alors une
capacité de la forme ng, ou g est du type décrit dans ce
théoréme. La conclusion résulte alors du fait, aisément vérifié,
que si v est la mesure représentative de g, et t est un
élément de G tel que =(t) soit I'élément neutre de G,
on a F=t¢F pour v presque tout F donc aussi
$(t.F) = ¢(F) pour v presque tout F. c.q.f.d.

La preuve de la proposition suivante est analogue a la
précédente; elle est laissée au lecteur.

Proposition 37. — Supposons G dénombrable a Uinfini
et de la forme décrite dans le théoréme 32. Alors U'ensemble des
capacités de @A, vérifiant la condition

VK, Lex(E), lmf(K ut.L)=f(K)+ f(L) —f(K)}f(L)

est maigre dans @, .

Probléme. — Supposons E métrisable et dénombrable
a linfini. Soit U, une suite de 2#(G) telle que pour tout

m(LUNU,) R
ﬁm(Un) = 0. L’ensemble

compact L de G on ait lim
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des capacités [ de @, vérifiant la condition :
vK, Lex(E),
tim = 1) + (L) — FK U e.L) — fK)f(L)] dm(t) = 0

est-il un résiduel de @,°?

7. Représentation des capacités par des moyennes.

Nous allons montrer que lorsque G est moyennable, les
capacités décrites dans les exemples 29 et 30 constituent le
cas général dans bien des situations.

Prorosition 38. — Soit G un groupe moyennable et (U)),,
une famille de compacts de G, indexée par Uensemble filtrant
croissant 1, telle que

m(LUNU) _ ¢

18 vL e x (G lim
( ) ( ) ) I m(U,)

a) Supposons que G opére continiiment sur un espace
localement compact E , et soit u un point extrémal non nul
du simplexe J, des mesures invariantes de masse < 1.
Alers, pour toute fonction ¢ € €x(E) on a, au sens de L3*(p):

AR B B
(19) tim (52—(U_) f ., et dmis) dm(t)> — u(e)
@) timos _,, 2ls-0) dmis) = (o).

b) Su de plus G est dénombrable a Uinfini, E dénombrable

a Uinfini et métrisable, il existe une moyenne m sur G et
un point x de E tels que:

Vo e 6x(E),  u(e) = m(t— o(t.2)).

On peut imposer & m , ou bien d étre extrémale dans le ssmplexe
des moyennes topologiquement invariantes & droite et d gauche,
(nous dirons bilatéres) ou bien d’étre extrémale dans le sumplexe
des moyennes.
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Démonstration. — Le premier point est un cas trés particulier
du « Théoréme de Von Neumann généralisé » ([1] théoréme 3,
ou [6] corollaire 3-4) Nos hypothéses n’étant pas exactement
les mémes, nous allons donner un argument direct beaucoup
plus simple.

Il résulte du lemme 23 que pour toute moyenne m et toutes
fonctions ¢,9" de %K(E) on a

(21) t**f o(@)9'(t.2) du()) = u(e)u(e’) -

Soit # wun ultrafiltre sur I contenant tous les ensembles
de la forme {i1el; ¢ > j}. Pour he %,(G) posons

mgy(h)

= liqzn m(U;)~* ﬁ,l,u,vEUi h(st=*ou~1) dm(s) dm(t) dm(u) dm(s) .

Il résulte de (18) et d’un calcul direct que c’est une moyenne,
et puisque (21) est valable pour chaque mg on a

lim m(U,)~4

j;,l,u,vEU,- o(z)e'(st™out.z) dm(s) dm(t) dm(u) dm( v) du(x)
w(e)u(e) -

Puisque p est invariante ceci donne, en prenant ¢’ = ¢:

(22)  lim m(U)~*

ﬁ vey, @ @) @(st7.2) dm(s) dm(t) dm(u) dm(v) du(z)
= lim JIm(U) [, ey, @lst™.2) dm(s) dm(t) |" du(z) = (u(e)).

D’autre part, puisque p est invariante on a

23)  [[(m(U)? [} e, @lst=.2) dm(s) dmi1) ] du(x)
= m(U)"* [, v, dmls) dm(t) ( [ o(st71.2) du(z)) = u(e) -

L’égalité (19) se déduit de (22) et (23) par un calcul direct
immeédiat. La preuve de (20) est analogue (en plus simple).

b) Puisque E est métrisable et dénombrable a I'infini,
¢x(E) est séparable pour la norme uniforme. Soit (¢,)
une suite dense de %x(E) pour cette norme.
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Puisque G est dénombrable & I'infini, on peut supposer
que I =N. Il résulte de (19) qu’il existe une suite croissante
(n,) d’entiers telle que

q < p, n = n,

—[|m(U)2 [, cu, @olst.2) dms) dm(t) — u(s,), < 2.
On en déduit que pour tout ¢:

lim m(U,,)- ﬁ,,eun Pq(st7.y) = u(9,)
pP>0 P
pour p presque tout y.

Il existe un point =z de E tel que

(24) Vg, limm(U, ) [l o o, (st7.2) dm(s) dm(2)
p>» P _ y,(q;) )

Soit U un ultrafiltre libre sur N porté par Uensemble
des n,. Pour he %,(G) posons

P

(k) = lim m(U,)~* |,

o rev, Mst™) dm(s) dm(t) .
4
Il résulte de (18) que m est une moyenne bilatére. Ii
résulte de (24) et de la densité de la suite (9,) que

Vo € ¢x(E),  m{t— o(t.7)) = u(e).

Le point z étant fixé la correspondance m-— p définie
par la formule précédente est affine continue, et envoie le
simplexe des moyennes (resp. bilatéres) dans 7, . Il en résulte
que I'image réciproque de p est une face fermée, donc contient
un point extrémal. c.q.f.d.

Traduisons maintenant la proposition 38 dans le langage
des capacités.

Tutorime 39. — Supposons que G moyennable soit dénom-
brable a Uinfint et agisse contintiument sur E, E étant métri-
sable et dénombrable a Uinfini. Alors pour toute capacité fe &
telle que f(E) =1 1l existe une moyenne m sur G et un

fermé F de E tels que
vKe #(E), f(K)=Inf{mL.F-1); Kex(E), K< L}.
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On peut supposer m ou bien extrémale dans le simplexe des
moyennes bilatéres, ou bien extrémale dans le simplexe des
moyennes.

Nous allons préciser considérablement ce résultat lorsque
G agit proprement sur E, en montrant notamment que I’on
peut choisir F indépendant de f.

TatoreME 40 (AP). — Supposons G moyennable et agissant
proprement sur E . Supposons de plus qu’il existe une suite
(X,) de compacts séparables de E tels que

E=UJcex, & X <cX.,.

Il existe alors un fermé F de E tel que pcur toute capacité
fe @, il existe une moyenne m oérifiant

VK e #(E), f(K)=Inf {m(L.F-1); Le #(E), K < L.}.

De plus si [ est extrémale on peut supposer m extrémale
dans le simplexe des moyennes.

Démonstration. — Construisons tout d’abord F. Soit G
un sous-groupe ouvert dénombrable a 'infini de G contenant

les compacts X,.X;'. Soit E’ :UG’.X,,. Puisque

n
X, © X,11, E' est un ouvert dénombrable a l'infini de E,
qui peut se recouvrir par une quantité dénombrable de trans-
latés des X, et est donc séparable. Soit D’ wune partie
dénombrable dense de E.

Ecrivons G comme une réunion disjointe G =l Jti.G’ .
i€l
On vérifie sans peine que la réunion E =l Jti.E’ est aussi
i€l
disjointe. Soit D =J4. D'
i€l

Soit (Y,) une suite de compacts de G’ telle que Y, < Y,

et G =t JY,, . Tout compact de G est contenu dans une

n
réunion finie Uti,Y,.,- Désignons par % 1’ensemble de
=1

ces réunions et par 2 l’ensemble des parties finies de D
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(y compris la partie vide). Prouvons qu’il existe un fermé F
de E possédant la propriété suivante:

« Pour tout Ue# et tout Pe# contenu dans U, 1l
existe un translaté a gauche de F qui rencontre U en P».

Examinons d’abord le cas ou I est fini. On peut alors
supposer G = G’. On énumeére les couples (P,Y,) pour
Pe? et P< Y, et I'on pose F= Ut ,.P ou la suite
tp, est construite par récurrence de sorte que si (P, Y,) est
le k*m couple énuméré, tp ,.Y, ne rencontre ni Y, niaucun
des fermés tp. Y, pour les couples (P’, m) précédemment
énumérés.

Supposons maintenant I infini. Alors 2 X # est de méme
cardinal que I, etl’on procéde par une construction transfinie
analogue a la précédente.

Pour ¢ € ¢%(E), définissons:

5 e “i(#(E) par (H)=supe,
$e€(G)  par ¥ —§(LF).

Soit f une capacité extrémale telle que f(E) =1 et p
sa mesure représentative. Soient ¢, ..., ¢,€ ¥%(E) et €
un réel > 0. Reprenons les notations de la proposition 38.
D’aprés la premiére partie de cette proposition, et puisque

~

w() = f(9) pour ¢ = %%(E) on a:
viel, 3j@) >i, 3HeZ#(E);
k< p—>|m(Uy)™ [op, @ls-H) dm(s) — flo,)| < <.

Soit K un compact de E contenant le support de toutes
les ¢,. Sur le compact L = Uy .K, les applications
x—>s.z(s € Uyy) sont équi-uniformément continues comme
il résulte de 'uniforme continuité sur tout compact de G x E
de I’application (s,z) — s.x . Les fonctions ¢,(k < p) étant
uniformément continues, les fonctions z — ¢,(s.z) sont équi-
uniformément continues sur L pour k < p, seUy.
Il existe donc une partie finie P de D telle que:

vk < p, vse Uy,
sup ¢,(s.x) — sup cpk(s.ac)‘ < e.m(Uyy)?

r€P z€H,
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La propriété fondamentale de F montre qu’il existe
g €G tel que (g.F) nL=P. On a alors, pour k < p,

$u(s-P) = (s.(g.F)) = 34((sg).F) .

Et 'on a donc pour k < p

~

(25) | m(Upo)™ [ep, Bulsg:- F) dmis) — flen)] < 2¢.

Soit # un ultrafiltre sur I contenant tous les ensembles
de la forme {itel; ¢t >j}. Pour he %,(G) définissons

i) = lim m(Uyp) ey, sg) dm(s)

c’est une moyenne et (25) montre que ’on a

~

(26) k< p—If(e) — m()| < 2.

51 lon suppose maintenant que f= 0, on peut encore
choisir m vérifiant (26). Il suffit pour cela de poser Uy, = U;,
puis de choisir g, tel que g.F n (U,.K)= o .

L’application du simplexe des moyennes dans @, défime
par la formule du théoréme 40 est continue comme nous
Pavons montré dans I’exemple 28. Son image est donc un
convexe compact. Il résulte de (26) que cette image contient
tous les points extrémaux de @; donc n’est autre que @A, .
La derniére assertion découle d’un raisonnement déja effectué.

c.q.f.d.

L’existence d’une suite de (X,) de compacts séparables
de E tels que E ———l JG.X,, sert en quelque sorte a assurer

« quil y a assez de place a I'infini par rapport au nombre de
compacts de E ».

Choisissons par exemple G = Z agissant sur E=Z x J
par translation selon la premiére coordonnée (E est muni
de la topologie discréte). Supposons card J > card R.

Soit la capacité donnée par f(K)=1 — 2-rd® pour
Kex(E). Si F est un fermé de E il existe « et B dans
J tels que F N (Z x {«}) et F Nn(Z x {B}) solent de la
forme H X {«}) et Hx {B}(H = Z). Si K= {(0,«), (0, B)}
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et L={0,a)} on a f(K)+#f(L); cependant
K.F1={neZ; 0en+ H}=L.F1.

Il en résulte que pour toute moyenne m sur Z on a
m(K.F-1) = m(L.F-1), et ceci montre que le théoréme 40
n’est pas valable dans ce cas.

Prenons maintenant E = G = {0,1}’ x Z . On peut nor-
maliser m de sorte que m({0, 1}’ x {0}) =1. On a alors
pour toute moyenne m sur G et toute ke ,(G)

m(h) = m vei0117x 10l h(z + y) dm(y) .

L’intégrale étant constante sur chaque ensemble {0,1}’ x {n}
cette formule montre que 'application = de ’ensemble des
moyennes sur E dans celul des moyennes sur Z donnée par
n(m)(h) = m(0(h)), (ou pour he &,(Z), 0(h) désigne 1’élé-
ment de %,(G) égal a h(n) sur {0, 1}/ X {n}), est une injec-
tion. Il y a donc au plus 2%R moyennes sur G. Maisil y a
au moins card J capacités distinctes, par exemple les capa-
cités fx, ou K; = {zre {0,1}’; 2(j) = 0} . Ainsi la représen-
tation du théoréme 40 ne peut s’effectuer si J est grand.

Il existe d’autres cas ou la représentation du théoréme 40
peut s’effectuer. C’est le cas par exemple (avec une preuve
similiaire) s’1l existe une famille (X,),., de compacts de E
vérifiant les condtions

—VaeA, el X, < Xg,

~Uex, ==k,

oEA

et une partie dense B de U X, telle que si G' désigne le
AEA
sous-groupe de G engendré par les compacts X,.X3! on ait

card G/G’ > sup (card A, card B).

ProsrLiMEs. — Pour appliquer le théoréme 19 et affirmer
que [ est extrémale, il faut supposer m extrémale dans le
simplexe des moyennes. Il ne suffit pas de supposer m extré-
male dans le simplexe des moyennes bilatéres. Est-il possible
dans la partie b de la proposition 38 d’imposer & m d’étre
bilatére et extrémale dans le simplexe des moyennes inva-
riantes a gauche?
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A

Est-1l possible dans le théoréeme 40 d’imposer & m d’étre
bilatere?

On pourrait espérer que le théoréeme 40 permette de trancher
la question de savoir si Iensemble des points extrémaux
de @, est dense dans @,. Il n’en est hélas rien puisque dans
le simplexe des moyennes les points extrémaux ne sont pas
denses [15].

Notre prochain résultat est a 'exemple 30 ce que le précé-
dent est a 'exemple 29. Conservons les hypothéses du théo-
reme 40 et soit toujours F le fermé construit dans la preuve
de ce théoréme. Soient

Ty = {He #(G); 1K e x(E), H < K.F},
€r = {he %,(E); supp h < Ty}

et /v le cone des moyennes (au sens de I’exemple 30) sur %y .

Tutorime 41 (AP). — Sous les hypothéses du théoréme 40
Vapplication de My sur @ qui envoie m sur [ définie par

VK e #(E), f(K)=Inf {m(L.F); Lex(E), K = L},

est surjective. De plus st [ est extrémale on peut imposer & m
d’étre extrémale dans M.

Démonstration. — Désignons par # I’ensemble des parties
finies de @x(E). Soient (9.),c,€#, ¢ unréel >0 et
fed@. D’aprés le théoréme 32 P’ensemble des capacités de
la forme «f, est dense dans @ . Il existe donc K e o#(E)
et o« € R+ tels que

1 <k < p=>|f(<?k)—“ﬁ;tsl1p<?kdm(l)‘ < e.
K

Le méme argument d’uniforme continuité que dans la démons-
tration précédente montre qu’il existe une partie finie P de D
telle que

X €.

1 <k< p=>yf<<pk> — o [, sup o, dm(1)
t.P

Soient L la réunion des supports des ¢, et Y un compact
de G contenant I’élément neutre. Soient U = Y(L.P-1)
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et V=YU. 1l existe un élément g de G tel que
gF NV L =P. Pour teV on a donc

t.(g.F)nL=t.PnL.

Posons, pour k < p, ¢,(t) =supeo,. On a:
t-F

];§§>¢kdmﬂ)=gﬁAH53p¢kde)=:j;§g>¢kdm0)
= Josup @ = 87Y(g) [, $(0) dm(t) .
En posant B = aA~'(g) on a donc
k< p==|f(o.) — B [y, 8:(t) dm(t)] < 2¢.
Ainsi, & chaque triplet i = ((¢)ecp, <, Y) de
[=¢ xR+t x #'(G)

(ou A'(G) désigne 'ensemble des compacts de G contenant
I’élément neutre) on associe une forme linéaire positive ¢,
sur %y donnée par

Vhe €x,  Y(h) =B [, h(t) dm()
de sorte que
k < P@]f(‘Pk) — “px(c\i’k)l < 2e.

Soit # wun ultrafiltre sur [ contenant les ensembles de
la forme {tel;1>j}, ou # et X'(G) sont ordonnés
par inclusion, R+ par Pordre inverse de 'ordre usuel et I
par 'ordre produit.

Soit h une fonction de €y . Il existe un compact N de E
tel que N.F-! contienne le support de h. Soit ¢ € ¢x(E)
telle que ¢ > |k, sur N. On a alors |h| < ¢. Puisque
ILm ¢,(¢) = f(e) est finie, et que |[¢;(h)] < ¢;(|A]) la limite
m(h) = lim (k) est finie. Cette formule définit une forme

U

linéaire positive sur %y . Prouvons que c’est une moyenne.
Pour he @ soit h,e €y définie par h(t) = h(st). Soit
N e #(E) tel que le support de h soit contenu dans N.F-1.
On a

k) = B fo, hlst) dm(t) = 8 [ , h(2) dm(1) .
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Il existe une partie J de 1 appartenant a # et telle que
pour i€J, si on pose = ((®)icp > &> Yi), et s1 L,

1

désigne la réunion des supports des o9i, on ait s1eY, et
N < L;,. La construction de ¢; montre qu’ill existe une
partie ﬁnie P, de D telle que

U, = Y(L;.P?), V.= YU, g.-F < Vit.L,=P,.

Soient teV, et x€F tels que t.(g;.x)e N < L,.
Ona g.zet*.N < Vi1.L,, dou

g.xeg . F n V1L <P,.
On a donec N.(g.F)' nV, < L, .P7*. Ainsi

Supph N V,g =« N.F' n Vg
— (N.(g.F) 0 V)g < (L.P)g,

Puisque L,.Pi' < U, <=V, et L.Pi* <sU; =V, on a
supp h N U,g;, =supp h < sU;g;, ce qui montre que
$;(h) = ¢y(h,) et que m est une moyenne en passant a la
limite.

Pour toute ¢ € ¢5(E) on a par construction m($) = f (o) .

Soient K, L, M trois compacts de E tels que K <=
et L <M.

Soit ¢’ € ¢%(E), telleque x, < ¢ < yu. Ona

f(K) = Inf {f(¢); ¢ € ¢x(E), ¢ > xx}
e ¥x(E), 9 > xx} < m(L.F- 1) < nvz(é’)

< L

ce qul prouve que
f(K) = Inf {m(L.F-1) ; Le #(E), L > K}.

La premiére assertion est ainsi établie. Pour établir la
seconde, puisque toute face fermée d’un convexe compact
contient un point extrémal, 1l suffit d’établir que .#; est
bien coiffé, ce qui peut s’établir directement, ou bien résulte
du théoréme 7, de la représentation de .4y établie dans
Pexemple 30, et de D'existence de la suite (X,) de X' (E)

telle que X, < X,,, et E=JaG.X,.
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