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ARITHMETIQUE
D’UNE EXTENSION GALOISIENNE
A GROUPE D’INERTIE CYCLIQUE

par Anne-Marie BERGE (%)

Soit K wun corps de nombres, et soit L wune extension
galoisienne finie de K. Notons G le groupe de Galois de
L/K. D’aprés le théoréme de la base normale, L est un
module libre sur 1’algébre de groupe K[G], avec un généra-
teur. Notons A et B les anneaux entiers de K et L.
D’aprés ce qui précéde, B estun A[G]-module de rang 1, et
nous savons que, pour que B soit localement libresur A[G],
il faut et il suffit que Pextension L/K soit modérément
ramifiée (voir [4]). Lorsque I’extension n’est pas modérément
ramifiée, on introduit I'ensemble © = {» € K[G]/AB < B}.
C’est un ordre de A dans K[G], et B est un ©-module
de rang 1. Dans cet article, nous étudions 'ordre £ et
la structure locale de B comme ©-module (I'ordre O est
évidemment le seul sur lequel B puisse étre localement
libre), pour certains types de groupes G et de corps K,
mais sans hypothéses restrictives sur la ramification. Nous
confrontons souvent nos résultats au théoréme global démontré
par Leopoldt pour les extensions abéliennes du corps Q
des rationnels (voir [3], et aussi [2]): Pordre © est 'algébre
sur Z engendrée par Z[G] et les idempotents

Ly,

ég =
card H,Zx

ou H parcourt les sous-groupes supérieurs de ramification
des idéaux premiers de B. De plus, B est libre sur O.

(1) Laboratoire associé au C.N.R.S. n® 226.



18 ANNE-MARIE BERGE

Nous désignons désormais par K un corps local de caracté-
ristique O et de caractéristique résiduelle p # 0. Nous
supposons K absolument non ramifié (1e. ¢x(p)=1).
Nous considérons une extension galoisienne finie L/K de
groupe de Galois G. Nous notons G, et L, le groupe et
le corps d’inertie. Nous supposons G, cyclique sauf dans le
paragraphe 1 ou sont rassemblés des résultats généraux rela-
tifs a la ramification. Dans le paragraphe 2, nous donnons
une description explicite de l'ordre £ . Notre méthode
consiste 4 se ramener aux ordres associés & B dans les algebres
K[Go] et Ly[G,], grice a un résultat de Jacobinski ([2]).
La comparaison de ces ordres fournit dans le paragraphe 3
des conditions nécessaires (portant sur la ramification) pour
que B soit libre sur © . Nous appliquons ces résultats a la
construction explicite d’une extension de Q (évidemment
non abélienne, et sauvagement ramifiée), dont I’anneau d’entiers
n’est pas localement libre sur son ordre associé £ . Enfin,
nous caractérisons, dans le paragraphe 4, les extensions
cycliques totalement ramifiées de K pour lesquelles B est
libre sur ©, par une condition sur la ramification. Nous
montrons en particulier que, sauf lorsque K =Q,, il existe
des extensions cycliques de K pour lesquelles N n’est pas
libre sur 9.

Les méthodes exposées dans cet article permettent d’obtenir
pour les extensions diédrales des résultats complets qui
feront I'objet d’un article ultérieur.

1. RAMIFICATION
Nous notons G; les sous-groupes de ramification de G.
En particulier, G, est le sous-groupe d’inertie de G . Nous
désignons par L, le corps d’inertie.
1.1 Groupes G, et G,.
Soit m wune uniformisante de L. L’application qui, a

s € Gy, fait correspondre s(m)/= définit par passage au
quotient un isomorphisme 0, (indépendant du choix de )



EXTENSION GALOISIENNE A GROUPE D’ INERTIE CYCLIQUE 19

du groupe quotient G,/G; sur un sous-groupe du groupe des
racines de l'unité contenues dans le corps résiduel de L, .
On en déduit que G, est produit semi-direct du p-groupe
G, et d’un groupe cyclique C d’ordre premier a p ([5]).
On pose, pour toute la suite:

r = card (Gy/G;) = card C,
p* = card (G;),

et on suppose n > 1 (i.e. Pextension L/K sauvagement
ramifiée).

Idempotents e, .

Soit ¥ le groupe multiplicatif des caractéres de degré 1
de C, a valeurs dans L,. D’aprés ce qui précede, c’est un
groupe d’ordre r, engendré par le caractére yx, qui induit
par passage au quotient I'isomorphisme 6,. A chaque
caractére y € ¥ nous associons I'idempotent

1
e, = — s1)s
% r sgc X( )
de l'algéebre L,[C]. Lesidempotents e, , x € ¥, sont deux-a-
deux orthogonaux et de somme 1. Tout xze L s’écrit donc

de fagon unique sous la forme x= 3 e,(x), ol chaque
1€
composante e, (z) est caractérisée par sa valuation:

Prorosition 1. — Soit y € X. Alors, pour tout xelL,
x#0, ona oe,x) > ¢o(x), Uégalité ayant lieu si, et seulement
Si’ X = Xov(x) .

(On note ¢ la valuation du corps L.)

La premiére assertion résulte du fait que les coefficients de
e, sont entiers, la seconde est une conséquence immédiate
de la définition de y, a partir de I''somorphisme 0, .

Opérations du groupe G|G, sur les groupes G¢/G, et X .
Le groupe G, étant produit semi-direct de G; par le
groupe commutatif C, le quotient G/G, opére surle quotient
Gy /G, par automorphismes intérieurs. Par ailleurs, le quotient
G/G, s’interpréte comme le groupe de Galois de I’extension
non ramifiée Lo K, et opére donc sur le groupe ¥ (par
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composition). Plus précisément, le quotient G/G, s’identifie
au groupe de Galois de I’extension résiduelle [j/k, donc
est engendré par la substitution de Frobenius de cette exten-
sion, qui opére sur X par y+——x?, avec:

q = card(k) .

La proposition 1 permet de comparer les actions de G/G,
sur les deux groupes cyliques (d’ordre r) Go/G; et ¥:

CororLLAIRE. — Ces opérations du groupe G[G, sur les
groupes Go/G, et X sont « les mémes » .

Explicitons: soit ge G; il lui correspond un entier a
modulo r tel que gsg™! = s* mod. G; pour tout seG,.
Montrons que 'on a gy = x* pour tout x € X . Soit donc
x €¥, etsoit £ un élément de L non nul et invariant par

G,. On a:

eg,(2) = ge, g7 (7) , avec X = y°.

Comme le second membre a méme valuation que e, (),
on conclut gy = x', par la proposition 1.

Exemples. — Supposons G abélien. L’opération de G/G,
sur Go/G, par automorphismes intérieurs est donc triviale.
D’aprés le corollaire, il en va de méme pour la permutation
x—>x? de ¥. On en déduit que r divise ¢ — 1.

Supposons G diédral. On voit facilement que les opérations
de G/G, sont triviales sauf lorsque G, est le sous-groupe
cyclique d’indice 2 de G. Dans ce cas, la substitution de
Frobenius opére sur Go/G; par: o—>=oc"1. D’aprés le
corollaire précédent, on a donc ! = y? pour tout yeX,
d’ou I'on déduit que r divise ¢+ 1.

1.2. Groupes supérieurs de ramification.

Soit ¢t un nombre inférieur de ramification de I’extension
L/K (c’est-a-dire un entier ¢ > 1 tel que G, # G.,).
On sait que le quotient G,/G,,; est abélien de type (p,p,...,p) .
Désignons par Lg, le corps de ramification correspondant
au groupe G,. L’entier ¢ est 'unique nombre de ramifi-
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fication de V'extension Lg,, [Lg,, et vérifie donc la majora-
tion

t < p—pI (Go: G,) (cf. [1], corollaire a la prop. 4.2).
Dans le cas ot G; est cyclique, les quotients G,/G,,, sont
d’ordre p, de sorte que la suite (G,);,; des sous-groupes
de ramification de G; est entiérement déterminée par les
nombres inférieurs de ramification 0 < t, < &, < -+ < t,;
nous allons voir que cette suite ne dépend que de I’écart entre

. r
t; etsa«valeur maximale » P

p—1°

Prorosition 2. — Supposons G; cyclique d’ordre p".
Alors on a:

1) I <4< TP

p—1 p—1

t, = r sauf peut-étre pour p = 2 auquel cas on peut aussi
avoir t; = 2r.

De plus, st G, est cyclique, on a

2) pour 1=2, ..., n:

__m rp
T p1 <P~1 h)

Démonstration. — 1) Le quotient G¢/G, opére sur G, /G,
par automorphismes intérieurs. Soit g un générateur de
Go/Gy, et soit s—ss* (avec ac€ (Z[/pZ)*) Daction de g
sur le groupe G,/G,.;. Si l'on désigne par m lordre de
a dans (Z/pZ)*, le p.p.cm. de r et t, est mt; : en effet,
on sait que u€ Gyo/G; opére trivialement sur G, /G, si,
et seulement si, u =1 (cf. [5], chap. 1v, § 3). Il en résulte

que r divise (p—1)t; (et donc ¢ > r 1) et que,
p —
lorsque G, est commutatif, r divise t; . D’oul’on déduit 1)

grace a la majoration ¢ < Pr_
2) 11 suffit d’appliquer a la p-extension cyclique L/Lg
les résultats de Fontaine ([1], prop. 4.3), compte tenu de la
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minoration i, > (ou r représente I'indice absolu de

r
p—1
ramification de Lg) .
Remarque. — Supposons p # 2, et G, diédral ou quater-
nionien. Alors G; est le sous-groupe cyclique d’indice 2,
et ’'on déduit de la démonstration de 1) que ¢, est impair

(r =2), la majoration ¢ < conduit & ¢ =1 sauf

peut-étre pour p = 3 auquel cas on peut aussi avoir ¢, =

1.3. Ramification presque-maximale.

Nous associons a tout sous-groupe supérieur de ramification

. 1 T
H de G TI'idempotent ey = rd H Y s de lalgébre

SEH

K[G]. Soit Lg le sous-corps de L fixe par H, By son
1
card 1 ")

est un idéal fractionnaire de Ly qui contient 1. On a donc
exB o By, I'égalité ayantlieu si, et seulement si, ey appartient
a Pordre © associé & B dans I'algébre K[G]. Le résultat
de Leopoldt laisse prévoir que, dans le cas d’une extension
abélienne de Q,, tous les idempotents ey appartiennent

1

a O . Ce résultat n’est pas général :

anneau de valuation. L’ensemble exB =

Ezemple. — Supposons p # 2, etsoit L/K une extension
abélienne totalement ramifiée de degré rp? (avec r premier
a p), dont les sous-groupes supérieurs de ramification sont
les suivants: G; = --- = G, = H de type (p,p) G, = {1}.
[D’apres la théorie du corps de classes local, une telle extension
existe pourvu que K soit différent de Q, et contienne les
racines r-itmes de l'unité.] On a t=r (G commutatif et

t < P 1) Soit 2 la différente de I’extension L/Ly.

L’idéal fractionnaire egB de By a pour valuation, dans Ly:

ou(eaB) = [%—r(ii—H v(g)] — oq (card H),

(ou pour tout réel z le symbole [z] désigne le plus grand
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entier < z). Or, on a ¢(2) = (r + 1)(card H — 1) (cf. [5],
chap. 1v, § 3), d’ou:

onlenB) =[5 (r + 1) — )] — 2.

L’idempotent ey n’appartient donc pas a O [et il suffit
de choisir r assez grand (r > p* — 1) pour que pey n’appar-
tienne pas non plus a 9D]J.

Prorosition 3. — Supposons que tous les idempotents ey
appartwnnent a O (lorsque H décrit les sous-groupes supé-

rieurs de ramification). Soit t un nombre inférieur de ramifi-
cation. Alors on a:

1) (Go:G) —1<t<

(Go: G);

p—i p—il

2) Le quotient G,/Gy, est cyclique d’ordre p sauf peut-étre

lorsque p =2, auquel cas on peut aussi avoir G,[G; de
type (p,p). Dans ce dernier cas, on a Gy = G; = G, .

Démonstration. — Désignons 1c1 par L, le sous-corps de
L fixe par G,, par B, 'anneau de valuation de L,, et
par ¢, la valuation dans L,. L’hypothése de la proposition
3 equlvaut a Try(B) = card(G,)B, pour tout ¢, donc
aussl a:

(1) TrLHl/Lt(BH‘l) < (Gt: Gt+l)Bt pour tout ¢.

Fixons ¢, désignons par 2 la différente de ’extension
L../L,, et posons h = (G;: G,,;) = [L,,: L,]. La condi-
tion (1) s’explicite ainsi:

1
7 vu1(2) = o (h),

soit encore :
%@+DM—M>%W-

En rapprochant cette condition de la majoration

tspiiv‘(p)’
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on obtient immédiatement les conditions 1) et 2) de la propo-
sition 3. [En fait, ces conditions sont également suffisantes.]
Rappelons la définition suivante (cf. [2], § 6):

On dit que la ramification de Uextension L|K est presque-
mazximale si, pour tout sous-groupe H compris entre deux
groupes supérieurs de ramification consécutifs, 'idempotent
ex appartient a Uordre O .

Nous voyons donc que, sauf dans le cas singulier (p =2,
Gy =G, =G;, G;/G; de type (p,p)), l’hypothése de la
proposition 3 équivaut a « la ramification est presque-
maximale » (grice a la condition « K est absolument non
ramifié »). On en déduit, par un résultat de Jacobinski, que
sous I’hypothése de la proposition 3 et en écartant le cas
singulier, le groupe G; est cyclique sauf peut-étre pour
p = 2 auquel cas on peut aussi avoir la situation suivante :
G, cyclique, G, = G; = (5,G;) avec s* € G, (cf. [2], lemme
4). Réciproquement, nous obtenons le résultat suivant (a
partir des propositions 2 et 3):

CoroLLAIRE. — Supposons G, cyclique. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) la ramification est presque-maximale ;

(11) pour tout sous-groupe supérieur de ramification H,
Utdempotent ey appartient @ O

(111) il existe un sous-groupe supérieur de ramification
H # {1} tel que ex appartienne ¢ D;

(1v) ona: —rPLi——tl <1.

Ezemples.

1) Supposons G, cyclique. Alors la ramification est presque-

maximale si, et seulement si, I’'une des deux conditions sui-
vantes est vérifiée :

t

ou ¢

r et r<p-—1
2r (et p=2).

I

2) Supposons G, diédralet p # 2. D’ apres la pr0p0s1t10n
3, la ramification est presque-maximale si, et seulement si,
p—3eth—3
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Cas d’une extension abélienne de Q .

On sait que, dans ce cas, les groupes d’inertie sont cycliques
sauf peut-étre pour p = 2. Par ailleurs les entiers r divi-
sent p — 1 (corollaire a la proposition 1). Nous retrouvons
ainsl que, au moins pour les idéaux premiers ne divisant pas
2, la ramification d’une telle extension est presque-maximale.

2. ORDRES ASSOCIES A B
2.1. Généralités.

Nous associons a I’anneau de valuation B de L les ordres

des algébres K[G], L,[Go], K[G,] suivants:

Oxe; = {* € K[G]/AB = B} (noté © précédemment),
‘SDK[G(,] = {A € K[Go]/KB c B} R
SLo[GcJ] = {7\ € LO[GOJ/AB < B} .

On a entre ces ordres les relations suivantes, qui permettent
de se borner, pour la détermination explicite de g, au
cas d’une extension totalement ramifiée :

(2’1> SK[GO] = 9Lo[Go] N K[Go] )
et, par un théoréeme de Jacobinski ([2]):
(2~2) DK[G] = (“D DK[GOJSi )
ou {s;, ..., &} est un systéeme de représentants de G/G, .

Par ailleurs, soit B, l’anneau de valuation du corps d’inertie
L, . Nous verrons au paragraphe 3 que la structure de B

comme module sur Ok, (de rang f) est liée a la surjectivité
de I'injection naturelle :

(2.3) By ®1Dx69 > Orc,) -

Pour étudier cette injection, 1l est commode de faire opérer
le groupe G/G, sur l’algebre L,[G,] de la facon suivante:
soit 1€ G/Gy, A= 3 aseLy[Gy]. On pose:

SEGy

A= Y 1(a)s.

s€G,
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ProrositioN 4. — L’injection (2.3) est un isomorphisme si, et
seulement si, Uordre Dy, est stable par Uopération « . »

de GJG, .

Pémonstration. — L’appl’ication (2.3) a pour image BoOx,)
qui est stable par 'opération « . ». Sil’application est sur-
jective, Oy, sera donc stable également. Réciproquement,
supposons Oy g, Stable, et soit A € Opg;. Pour montrer
que A € ByOxg,), nous considérons un élément =z € B, tel
que B, = Afz]. Alors, A s’écrit de facon unique sous la
forme :

A=Y avec A e K[Ge],
0<i</1
et il s’agit de prouver que les 1, appartiennent a Dpg,
onc & Oxp,) - Calculons-les: on a, pour tou
d a Ox,) - Calculons-1 , P tout

j=0,1,...,f—1:

N = i+
rn= 3 I,
0<i<f—1

d’ou, en prenant les traces relatives a 'opération « . »:

Tr(@) = ¥ Tryx(@™*)x, .
0<i<f—1
Comme lextension L,/K est non ramifiée, la matrice
(Tryx(2/)),; est inversible. L’ordre Opjs,; contient 2,
donc /A, donc aussi Tr(z/A) (puisqu’il est stable), et donc
les ;.

Désormais, nous supposons le groupe G, cychque. Confor-
mément aux notations générales, nous posons card G, = rp",
r premier & p, n > 1; nous désignons par H;, le sous-
groupe de G, d’ordre p' (0 < it < n), et par C le sous-
groupe de G, d’ordre r. Les sous-groupes supérieurs de
ramification de G se répartissent sur H,, H,_,, ..., H;,
Hy, = {1} . Enfin, nous notons plus simplement e¢; les idem-
potents correspondants :

1 .
6=— XS, 0<i<n.
pseHi

.
Nous convenons de poser e,,;, =0.
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2.2 Cas d’une extension totalement ramifiée.

Nous faisons 1c1 les hypothéses suivantes :

L’extension L/K est totalement ramifiée.
Le groupe G est cyclique.

Algebre K[G].

La décomposition de cette algébre en produit direct d’alge-
bres simples repose sur les propriétés des extensions cycloto-
miques de K suivantes, propriétés pour lesquelles I’hypo-
thése « K est absolument non ramifié » est essentielle :

Lemme 1. (cf. [5], chap. 1v, § 4). — Soit & wune racine
primitive p'-iéme de lunité, avec s > 1. Le corps K(%)
obtenu en adjoignant { a K est une extension totalement
ramifiée de degré (p — 1)p*=t de K. Son anneau de valuation
est A[E]. Lélément & — 1 est une uniformisante de K(E)
et vérifie Uéquation d Eisenstein F(1 4+ X) =0, avec:

F(X) = Xe-»r™ L Xe-20" . 1,
Soit alors yeX, et 1€{0,,...,n}. L’élément
e = el(ei — €41)

de K[G] est un idempotent primitif. Soit, en effet, ¢,
un caractére de degré 1 du groupe cyclique H,, d’ordre
p*~t. L’idempotent e correspond au caractére irréductible
de G dans K produit direct du caractére y de C par le
caractére ¢; = TI'K@)/K(LI)) de H,: en effet, I'irréductibilité
du polynéme cyclotomique dans Pextension K(¢,)/K impli-
que, pour 1 #0, i #n: ¢ = Indj* (1g) — Ind}’}ﬂ( Hisy) 5
(ou 1y désigne le caractére trivial du groupe H). Pour
1=0 et 1:=n, on a des formules analogues.

Puisque tout caractére irréductible de G dans K est
de la forme y¢;, on voit que la famille

E:{ex(ei_eiﬂ), xreX, 0<1t<n}

constitue un systéme d’idempotents centraux primitifs de
K[G]. 1l lui correspond une décomposition de K[G] en
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corps cyclotomiques :

Soit M lordre maximal de K[G] contenant A[G]. Il
contient tous les idempotents e; on a donc une décomposition
M= M,
¢€E
ou la composante e} est 'anneau de valuation du corps
cyclotomique eK[G]. Précisons: pour e =e,(e; — ¢,),
x€X, 0 <t<n, eK[G] est isomorphe au corps K(§,),
ou E; est une racine primitive d’ordre p"~* de 1; d’apres
le lemme 1, eI est 1somorphe & A[£;]. En résultent les

descriptions suivantes :

Prorosition 5. — L’ordre maximal I est Ualgébre sur
A engendrée par A[G] et les idempotents ¢, 1 <1< n.
Et plus précisément :

LemMe 2. — Posons f=s— 1, ou s est un générateur
de H,. Soit ¢ = e,(¢; — €;11) € E. On pose m; = [K(§,): K],

&, étant une racine primitive p*~' iéme de 1. Alors:

1) Les éléments ef/, 0 < j < m;— 1, forment une base

du A-module eI .
2) On a:
pour t=n: ef =0.

(2.4) {pour i1 #n: effi=p(—1+af+ --- +lfm e

ou a;, ..., Ll sontdes éléments de A .

Ordre © assocté a B dans Ualgébre K[G].

D’aprés la proposition 5, £ est contenu dans I’algébre
sur A engendrée par A[G] et les e, D'égalité ayant lieu
si, et seulement si, la ramification est presque-maximale.
Remarquons que, sauf dans ce cas, £ ne contient pas tous
les idempotents primitifs, et n’est donc pas égal & la somme
de ses composantes e . Par contre, les idempotents e,
appartiennent & A[G], et I'on a donc ’

D=0 ¢9.

LEX
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Nous nous proposons de décrire la composante e, pour
un caractére y fixé. Commencons par déterminer ceux des

idempotents ee; qu’elle contient. Soit ie {0,...,n} un
entier fixé. Posons u; = — ¢,(¢,B) (ou ¢, désigne la valuation
1 ,
dans Lg,), et A, = — "<_F QL/L,,) +p —1. Ona:
p i

1 rp .
u==n avec h,-:< —t> F—1),
[p‘ ] p—1 " =1

le nombre ¢, étant égal a r sauf peut-étre pour p =2,
auquel cas on peut aussi avoir ¢ = 2r (cf. proposition 2).
Associons enfin au caractére y et a D'entier i, [’entier
u, € {1,2,...,r} défini par
X = xg"m,
et I'entier rationnel
hi’x —_ hi - piui,-/' .

Lemme 3. — 1) Soit ze€B. Alors on a e
¢(e,e(x)) = — pu;, -

2) Soit zeL. Alors:

si. o(x) > h,, on a eez)eB;

st o(@) =hy, on a olee(z)) =— pu, .

se(r) € B ou

3) On a les équivalences sutvantes :
e, €D <>h, <0<y, >uy.

Démonstration. — 1) Soit z # 0, ze€B. En appliquant
la proposition 1, etles définitions de u; et u;, , on obtient:

vi(e,e(z)) = —w, (mod.r) et g¢lee) > —u >—r.
D’ou 'on tire:
vie,e@) € {—wy , r— Uy, 2 —uy, L.}

2) Soit z#0, zeL. On a:

aleia) = 5 (v + # (5 7o) )|

= [—;T (v(z) — by + p' — 1)] — Uiy -
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On en déduit:

Si o(@) > by, on a: ¢e®) > — uy, .
St ¢(z)=h,, on a: ge®) = — u,. En effet,
vi(e(aB)) = u;,, et il existe donc yeaB tel que

vilely)) = — ui‘/) .
D’apreés I’étude du cas précédent, ona ¢(y) = ¢(z) . L’exten-
sion L/K étant totalement ramifiée, il existe a € A* tel

que z =ay, dou ¢fe(r)) = — u;; . On achéve la démons-
tration de 2) (et donc de 3)), grace a la proposition 1, et a 1).
L’ensemble I des indices 1€ {0,1,...,n} tels que I'idem-

potent e,e; appartlenne a O est donc donné par la formule :
L ={ie{04,...,n}u, > u}.

Nous allons voir que la connaissance des ensembles I,
x € X, détermine celle de © . Introduisons la notation
survante : Pour tout sous-ensemble I de {0,1,...,n}, pour
tout y € X, désignons par A, (I) le sous-A-module de
K[G] qu admet pour base les éléments suivants:

ee;, 1€ pe,e; ieCI;
eeft, 0<i<n, 1<j<m-—1.

( l:I désigne le complémentaire de [ dans {0,1,...,n}, et
les éléments [ et m; sont ceux du lemme 2 .)

TatoriME 1. — Soit yeX. Ona 9 =A(l).

Il en résulte que 'ordre £ est I’algébre sur A engendrée
par A[G], les éléments ¢f(1 < ¢ < n), et les idempotents
e,e; tels que iel, .

Démonstration du théoréme 1. — Pour vérifier 'inclusion
Ay( ;) € ¢,9, il suffit de prouver que les ef gppartiennent

D Soient donc 1€ {1,...,n} et zeB. Puisque seG,,
on a, dans le corps Ly, :

olls — Defa)) > b+ wfede) > b —w > r—u > 0.

Ainsi, ef(z) appartient & B. Montrons maintenant l'inclu-
sion ¢, < Ay (L): Soit ree,©. Cet élément appartient

a M et s’écrit donc sous la forme A =oa + 3 aee, avec
iel
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we ML), 1<, et a e A* (cela résulte de la définition
de A,(IL;) et du lemme 2). Il s’agit de prouver que I = &,
ce que nous déduisons du résultat suivant:

LemmMe 4. — Soit 1 wun ensemble non v¢ide d’entiers

1€ {0,,...,n} tels que ee;¢ O, et soit A=Y ae
i€l

avec a, € A* pour tout vel. Alors il existe zeB tel que

o(Az) =1nf (— p'u;,). En particulier, A\ n’appartient pas

d D- i€l

Démonstration du lemme 4. — Par groupement dans 2
des termes ayant méme valeur de — p'u;., , nous sommes
ramenés au cas ou — p'u;, est constant sur I. Soit a
cette constante. La suite A, est strictement croissante

r .

sur I: en effet, on a h;, =hi—a=—-——i(p‘—1) —a,

. p—
puisque ¢ = r (sinon la ramification serait presque-maxi-
male, et [ serait vide). Notons j le plus grand entier €1,
et soit z €L tel que ¢(x) =h;, . Appliquons le lemme 3:
ona ze B (car e ¢ D), v(elej(x)).z a, et, pour 1 #* ]..
(tel), eefx)eB. Dot lon déduit ¢(A(z)) =a. Ceci
achéve la démonstration du théoreme 1.

‘/'ei ’

2.3. Extension non totalement ramifiée.

Les formules (2.1) et (2.2) rameénent cette étude au cas
précédent. Pour décrire explicitement les ordres Oyq,,
Oxieyg s €t Oxg), Introduisons les notations suivantes :

Soit ye€X, et soit I < {0,1,...,n}. On note encore
A, (I) la sous By-algébre de L,[G,] définie comme dans le
cas totalement ramifié, de sorte que, d’aprés le théoréme 1,
on a:

37_91,0[(;0] = A7_( IA) .

Soit ' un systéme de représentants des orbites de G/G,
dans X . Pour tout xyeI', on pose:

e, = 3 ey = Tr‘/.(e’/.) ,
* € Gal (KGO/K)

(ou, pour tout AeL,[Ge], le symbole Tr,(2) désigne
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T )\) On pose enfin, pour tout x eT':

T € Gal (K(Y)/K)

S, = ‘ I I .

~ T € Gal(K(X)/K) ~

Il est aisé de voir que 7., représente ’ensemble des entiers i
tels que ey € Ox(ay) - -

La connaissance des ensembles 7, détermine celle de
Ok €t Oxar:

Cororraire 1. — Soit yeI'. On a:
EX‘SDK[GD] = TrZ(Al('yZ)) .

Démonstration. — L'inclusion Tr,(A,(7,)) < ,Ox, résulte
immédiatement de l'inclusion 9’/ < I, et du théoréme 1.
Montrons I'inclusion inverse. Soit donc re DK[G] et posons,
pour tout ¢ eX, A, =e. Puisque A est invariant par
Popération « . », on a e = Tr/(x,). Il nous reste
donc a montrer que A, €A ( y) - Soit = e Gal(K(x)/K) .
Puisque A € Oxgy» on a Ay € Agy(L;). Or, puisque 2
est invariant par 'opération « . », on a: 77l.A;, =21, .
D’ou l'on tire:

A et (A (L)) = Ay(L) -

Ceci étant vrai pour tout 7, on voit que A, appartient a
A, (7)), dou le résultat.
Du corollaire 1 on tire immédiatement :

CoroLLAIRE 2. — L’ordre Oy, est U'algébre sur A engen-
dré par A[G], les éléments ef(1 < i < n), et les idempotents
e,e; pour les couples (i, x) tels que 1 e,

CoroLLAIRE 3. — L’ordre Dxig est contenu dans Ualgébre
sur A engendré par A[G] et les idempotents e;, Uégalité
ayant lieu si, et seulement si, la ramification est presque-mazimale.

Remarques. — 1) Lorsque G, est cyclique, I'ordre Oxq;
contient les éléments pe; et ee;, pour tout i (1 désigne le
caractére trivial). L’exemple du paragraphe 1 prouve que
ce résultat n’est pas général.
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2) Lorsque K =Q,, on peut montrer que Jy est égal
a {0} oua {0/,...,n}. Bornons-nous a le vérifier dans
le cas ou G est diédral, G, cyclique, et p % 2. Nous savons
qu’alors r divise p + 1. Deux cas peuvent donc se présen-
ter:

S1 r < p—1, la ramification est presque-maximale. Les
ordres Oxic, Orgeg €t Oxg admettent une description
analogue a celle du théoréme de Leopoldt.

Par contre, si r=p -+ 1, ona u;,=1 pourtout ¢ #0.
Les ensembles I, sont maximaux sauf pour y =y,
(I, = {0,2)4,...}) ety = x5t (I, = {0,1,3,...}) . Donec
7, ={0,1,2,...,n} sauf pour y =y, (et xy = x5') auquel

Etudions enfin la stabilité de Pordre Oy, par 'opération
«.» de G/Gy. Remarquons que I’on a, pour tout = e G/G,,
t.(A, (L)) = Ay (I,) . L'ordre Oyg, est donc stable si, et
seulement si, les ensembles I, sont constants sur chaque
orbite. [Dans l’exemple précédent avec r=p -+ 1, cette
condition n’est pas vérifiée pour y = y,.] On obtient ainsi
le critére suivant:

CoroLrLAIRE 4. — Les conditions sutvantes sont équivalentes :

(1) L’ordre i, est stable par Uopération « . »;

(1) Le groupe G|G, opére trivialement sur X ou bien la
ramification est presque-maximale.

Démonstration. — Compte tenu de I’équivalence
p q

(i) == «I, est constant sur chaque orbite», I'implication
(1) =~ (1) est évidente. Pour montrer la réciproque, nous
utilisons un résultat plus précis:

Lemme 5. — On suppose que le groupe G|G, n’opére pas
trivialement sur ¥ . Soit 1€ {1,2,...,n}. On désigne par
X, Uensemble des caractéres y € X tels que e,e; n’appartienne
pas & Orgey (dou X, = {x € ¥[u,; < w}). Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) X; est stable par G/[Gy;

b) ona u;=0 (te. X;,=2) ou y; 2r—1 (te. X, =%
ou ¥ — {1}).
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Démonstration du lemme 5. — 1l suffit de montrer que a)
entraine b). Supposons donc ¥; stable et u; #0. La
bijection y —u;, de ¥ sur E ={1,...,r} applique ¥,
sur E, = {1,...,u;}. Par ailleurs laction yx— x? du
Frobenius de L,/K se traduit, dans E, par la permutation
g qui, & ueE, associe I'élément g(u) de E congru a
qu modulo r. Remarquons que, puisque G/G, n’opére
pas trivialement sur X, on a g(1) # 1. Par ailleurs, la
stabilité de X; se traduit par g(E;) = E;. Pour montrer
u, >r—1, cest-a-dire r — 1€ E;, 1l nous suffit donc de
prouver que g(r—1)eE,. Posons u=g?*'1). On a
u#1 e u—1+%#u donc u—1 et glu—1) —1 appar-
tiennent & E, dou g(r—1)=gu—1) —1. Puisque
I’ensemble E; contient 1 (u; # 0) et est stable par g,
il contient les éléments u, u — 1, glu — 1), glu—1) — 1,
et gr—1). C.Q.F.D.

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démons-
tration de 'implication (1) =~ (11) du corollaire 4 : La condition
(1) équivaut en effet & « ¥; est stable pourtout ¢ =1,2,...,n».
Or 'expression de u;,; montre que la condition b) du lemme
est, pour ¢ =1, équivalente & u, = 0. Ainsi, la stabilité
de X, par G/G, équivaut a la condition (i) du corollaire 4 .

Remarque. — On sait que la sabilité de Dppq; est liée
a la surjectivité de PI'injection B, ® Oxe) & Orge, - Le
corollaire 1 nous montre que, dans le cas général, I'image

de By ® Ok, est @ ( @ A?(]X)) .
7€l \¢eorby

CoroLLAIRE 5. — On suppose K =0Q,. Alors Uordre
Orgeq est stable par Dopération « . » si, et seulement si, la
ramification est presque-mazimale.

Démonstration. — C’est 1mmédiat.

Nous allons voir que la stabilité de. O;q; est nécessaire
pour que B soit un module libre sur 'ordre g -

3. STRUCTURES DE B SUR L’ORDRE DE kg,

L’anneau B est un module de rang 1 sur Ogg; et de
rang f= [Ly: K] sur ©Ogg,, et la relation (2.2) entre
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ces deux ordres montre que s1 B admet la base {z} sur
Oxie), 1l admet la base {s,(z), s(z),...,5(2)} sur Oxpg,
(olt s4,...,5; est un systéme de représentants de G modulo
G) - Nous allons dans ce paragraphe donner deux types de
conditions nécessaires pour que B soit libre sur Oy, -

3.1. Relation avec la stabilité de O c,-

TutoriME 2. — Supposons que B soit un module libre sur

Oxc,) - Alors Uordre Oy e, est stable par Uopération « . » de
G/G, .

Démonstration. — Montrons d’abord un résultat plus faible,
valable sans hypothése restrictive sur Gy :

Lemme 6. — Sous Uhypothése du théoréme 2, soient y € X
tel que ee, €Oy, e 7€ G[Gy. Alors ee, € Oy, -

Démonstration. — Soit {z,,...,7;} une base de B sur
Oxie,, et soit z € B. L’élément e,e,(x) est entier (puisque
e,e, € Orgc,) » et s’écrit done de fagon unique:

(1) eelz) = ? M),  avee ;€ D, -

Précisons, pour un indice j fixé, la forme de ;: on a
A = e, e, = Tr(ese,n)), ou I'élément e,e,); est de la forme
be/\e,l , avec b;e Lo (on a en effet e, e K[Go] = K(x)
Puisque 'ordre Oy, contient Tr,(b; eken) , 1l contlent en
particulier t.(be.e,), c’est-a-dire t(bj)ee,. Or, si on
choisit x € B tel que ee,(z) n’appartienne pas & pB, il
existe j tel que b;¢ pB, (on déduit en effet de (1)
exe,,( x) = X bee,(z;), avec ee,(z)eB). Dou Pon déduit
€y €y € DL‘,[G“]

Ainsi, sous 'hypothése du théoréme 2, ensemble ¥, défini
par le lemme 5 est stable par G/G,. Si G/G, n’opére pas
trivialement sur ¥, on a donc u,=0 ou wu,>r—1.
[Remarquons que ce résultat est valable sans hypothése sur
Gy, st 'on pose u, = — vy(eaB) pour H = G;.] Pour
achever la démonstration du théoréme 2, il reste a écarter
I’éventualité u, #0,u, > r — 1. Supposons donc u, > r — 1,
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et soit m le plus grand entier compris entre 1 et n tel que
U, <r—1. On a donc X;,=X¥ — {1} pour t:>m+1,
et X, n’est pas stable par G/G, (lemme 5). Il existe donc
x€X tel que ee,€Or6; et m¢r,. Nous allons en
déduire e, € QL [GJ» ¢e qui est absurde pulsque x #1.
Soit donc z € B. L’élément e,e,(z) de B s’écrit sur la base
{Zy,. ..y}
(1) e,en(T) = P A(ay) avec A; € Oxie, -
J

L’unicité de ’écriture (1) prouve que 'on a 2; = ¢,e,A; pour
tout j. Or, on déduit de (1): ee,(z) = ? een(z) . 1

nous suffit donc de prouver que, pour tout A€ Ogg, tel

que A=¢e,\, On a eeAe€ DLO[GJ En utilisant la
définition de A./(J./) et le fait qu’aucun des entlers m,
m-+ 1, ..., n n’appartient a 7, , on montre qu’un tel

A est de la forme A = Tr, (2 pbe/ )—|—foc, avec b, e B,,

=>m

@« € Ox,, [=8—1 (s générateur de G;). Il en résulte:

ee N = (; pbi) €8s » d’ou  eer € Opge, -
izm
Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.
Ce théoréme admet une réciproque dans le cas particulier
suivant :

CoroLratRE. — On suppose K =0Q,. Alors B est un
module libre sur SK[G] st, et seulement si, la ramification est
presque-mazximale.

Démonstration. — Immédiate & partir du corollaire 5 au
théoréme 1, car dans ce cas la stabilité de O, entraine
que l'ordre g, est maximal.

Application.

Nous sommes maintenant en mesure de construire une
extension sauvagement ramifiée de Q dont ’anneau d’entiers.
n’est pas localement libre sur son ordre associé g . Soient
deux nombres premiers p et r tels que p <r et que p
engendre le groupe (Z/rZ)* . L’extension N, = Q(r\/I, V;’)

est galoisienne (non abélienne!) , modérément ramifiée en p.
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L’hypothése « p engendre le groupe (Z/rZ)* » signifie que
le premier p ne se décompose pas dans ’extension N,;/Q .
Soit N, une extension cyclique de Q , de degré p", totale-
ment ramifiée en p, et soit L le corps composé des exten-
stons N; et N, de Q. Comme la ramification en p n’est
pas presque-maximale, 'anneau d’entiers de L n’est pas
localement libre en p . Remarquons que toutes les extensions
intermédiaires L'/Q sauvagement ramifiées possédent la
méme propriété.

Dans le cas général, la stabilité de ©Op g, n’implique pas
une « grande » ramification, et la réciproque du théoréeme 2
n’est pas vraie.

3.2. Relation avec la ramification.

Supposons 1ci que le groupe G/G, opére trivialement
sur X (par exemple G abélien), et soit x €X. Avec les
notations du corollaire 1 au théoréme 1, ona e, =e,, etla
composante e,B est un module de rang (G.: G,) sur anneau

,DK[GO] Etudlons cette structure:

Prorosition 6. — Supposons que e,B soit un module
libre sur e,Oxg, . Alors, on a pug,, > w pour tout 1
compris entre 0 et n—1.

Démonstration. — Soit ¢ un entier fixé (0 << n—1),
et supposons pu;,, < ¥ . On voit facilement, en utilisant
les définitions de u;, etde I,, que cette condition équivaut

\

a:
(tgl,, i+1¢L, et pug, =u,).

Soit alors {z;,73,...,2;} une base de e/B sur e, Oxq,) »
et posons y = e, () , 2 = e,€,1(7;) . D’apreés ce qui precede,
ces éléments de Ly, ne sont pas entiers, et on a donc:

oi(y) = — Uiy s 9,(z) = p(— ui+1,1) ’ d’ou vi(y) = ¢i(2)

(lemme 3). Il existe donc b € By tel que ¢(y — bz) > — ;. ,
c’est-a-dire y — bz e B (lemme 3). La composante sur x,,
dans ’écriture de y — bz sur {z;,2,,...,2;} avec coefficients
dans KJ[G,], appartient donc & Ogg,. Or elle est de la
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forme e e + >Z+1 aee; + A, avec a;€ A et AeDgpg,-
i
D’apres le lemme 4, ceci est en contradiction avec « 1 ¢ I, ».

Or, pour que B soit un module libre sur g, il faut
etil sufﬁt que chaque composante e,B soit llbre sur 6791([00]
Nous obtenons ainsi la condltlon « U,_y < p » nécessaire
pour que B soit libre sur Ogpg,. Cette conditlon signifie,
pour n > 1, que la ramification est « suffisamment » forte,
puisqu’on peut l'expliciter ainsi:

pn—l
pn~1 . 1 ’

— 4 <p

a condition d’attribuer au deuxiéme membre la valeur 4+ o
pour n=1.

Remarque. — Nous Voyons que, pour K # Q, les condi-
tions « r divise ¢ — 1 » (1.e. G/G, opére trivialement sur
X) et P T t, > p sont compatibles; 1l existe donc des

extensions abéliennes (et méme cycliques) de K pourlesquelles
B n’est pas libre sur Ogg, (et donc sur Okg) . Par
contre, lorsque K = Q ,, la condition « G abélien » 1mplique
que la ramification est presque-maximale, et donc que B
est libre sur Ok, -

Nous allons montrer que, lorsque ’extension est totalement
ramifiée, la proposition 6 admet une réciproque.

4. STRUCTURE DE B SUR g DANS LE CAS
D’UNE EXTENSION TOTALEMENT RAMIFIEE

Nos hypothéses sont ici:
1) L’extension L/K est totalement ramifiée.
2) Le groupe G est cyclique.

TatorEME 3. — Soit y € X. Les conditions sutvantes sont
équivalentes :

a) la composante e,B est un module libre sur e,O .
b) puin., > w; pour tout i€ {0,,...,n—1}.
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D’ou l'on déduit:

CoroLLAIRE. — L’anneau B est un module libre sur Uordre
O s1, et seulement si, Uon a:

P _ _r
(1) p_1 t1<p"—1"—1

(Avec la convention usuelle pour n=1.)

Explicitons la condition (1):

rp

sl 1—t1<p(i.e.t1=2r0ut1=retr<p(p—1)),

(1) est toujours vraie

sl p <pT1—tlsp—|—1 (1e. ty=r et p(p—1)<r<p?),

ona: (1)<=n<2

| si P+1<prp1—t1 (Le. fh=r et r>p’, on a

| ) e>n<t.

On remarque en particulier que si la propriété « B est
libre sur © » est vraie pour 'extension L/K, elle est vraie
pour toute extension L'/K intermédiaire.

Exemple. — Soit K=0Q,, avec p # 2, et soit L/K

une extension diédrale a groupe d’inertie cyclique, avec
rp_, _p+1

p—1 7 p—1

est libre sur Oy c;. Nous avons vu au paragraphe 3 qu’il

n’est pas libre sur Ogg, ni sur Oxg -

La fin du paragraphe est consacrée a la démonstration,
par récurrence sur n, de l'implication b)==-a). Pour
n =0, la condition a) est vérifiée puisque la ramification
est modérée. Supposons l'implication b)=~a) vraie au
rang n— 1, et soit L/K une extension de degré rp"
vérifiant, pour le caractére y fixé, la condition b). Nous
supposons de plus ¢ = r (sinon, 'ordre © est maximal,
et la condition a) est vérifiée).

Notons ici L' le sous-corps fixe par le sous-groupe d’ordre
p de G, et soilent B’ son anneau de valuation, G' le

r=p-+1. Ona alors

» de sorte que B
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groupe de Galois de l'extension L'/K, £’ lDordre associé a
B’ dans l'algebre K[G']. Identifions le sous-groupe C
de G avec son image dans G'. L’extension L'/K est de
degré rp' et vérifie la condition b) pour le caractére y .
En effet, soit i€ {0,...,n — 1}, et soit u;, Dlentier associé
a i et y pour I'extension L'/K. On a wujy = uy,, (le
caractére y, associé a L'[K est y2), et u; = u; (le nombre
t; relatif 8 L'/K est égal & r). D’ou:

1 1
PUit1y = PUitey > Upx 2 U; -

D’aprés hypothése de récurrence, il existe 2’ € e,B’ tel que

e,B' = ¢,0'2' . Nous allons construire, a partir de 2’ , une
base {a:} de ¢,B sur ¢9.
I — Etudlons d’abord l'incidence de la condition b) sur les
ensembles [, = {i e {0,.. ,n}/eke e} et
IX—-—{LE{O — 1}/e,ei € O'},

ou e; désigne lldempotent de K[G'] qui correspond au
sous-groupe d’indice p'.

Lemme 7. — Soit j 4+ 1 le premier entier > 1 appartenant
a L (j=0 st 1el;j=n st I, ={0}), et soit 1 >1.
Alors :

1) st 1 <7, ona u,;z=0p) et h, =h,;

2) st 1<7j, alors z——leI'

st 1 >7], alors on a lequwalence ri—1elj<s1€el.

Démonstration. — 11 résulte des définitions de wu;, et
i, (cf. § 2,2), que l'on a puy,., =y, + ar, avec
a; € {0,.. — 1}, et h,+1/—h,,—}—rp(1—a) On a

les lmphcatlons sulvantes :

1+1¢ [ — PUit1,y < PUips = PUipry < 2r=~ (a;=0 ou a;=1).
\(ie L,i+1¢L)=hypy #hy=—>-a=0.

i¢gl,—a #0 (condition b)) .
8 ¢I/, L—I—1¢I —=a=1.

Il en résulte, en particulier, a =a, = --- = = = 1 et
a; > 1, ce qui démontre 1). Remarquons que, remproque-
ment, s1 a; =a, = --- =@q,; =1, alors on a <.

Pour montrer 2), rappelons que

= {1 € {0,...,n — 1}/h;;, < O},
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avec

hiy = h — puiy =r((1 —a;) + (1 — a)p +

+ (1= a)p ) —uy, -
D’ou:

a)si 1<j, ona hi,,=—u,6 <0
b) st i >, posons m= (1 —a;) + -+ +(1 — a_1)p2.

On a alors:
!
i-1, — T — Uy,

et hi,',( = pht{—l,‘/_ +r= (pm + 1)7‘ — PU1y -
D’ou les implications :

iciy > 0==h, >0

m > 1
hiy >0=-m > 0= {ou
m=20
i’—l,‘/. >0 hz{-—l,‘/_ >0
= { ou = { ou
a=1,a=1,...,0_,=1 1< g

ceci achéve la démonstration de 2).

II. — D’aprés le théoréme 1, le A-module e,© admet
pour base les p* éléments suivants:
ee;, 1€l pee;, 1¢1L;
eefi, 0<i<n, 1<j<m—1.

On désigne par # cette base ordonnée suivant ’ordre lexico-
graphique pour les couples (,]). Un élément z de ¢B
est une base de eAB sur €, si et seulement si les éléments
Mz), » € #, forment une base sur ¢,B sur A, donc si, et
seulement si, ces éléments sont linéairement mdependants
modulo pB:
> oA (z) = 0(pB), avec a, €A,
reB

= a; = O(pA) pourtout re Z.
Désignons par £, la suite des éléments de £ correspon-

danta 1 = O. (B = {e,e0e,e0f,. . ..e,00f™'}), et par %, le
complémentaire dans £ .
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1) 1l existe yee, B vérifiant la condition (1):

st J=0: (e — e)f™"(y) ¢ pB
@) st 721 oyy=mn

(o j est ’entier défini1 dans le lemme 7).
L’existence de y résulte, dans le cas j =0, du fait que

— (eg — e;)fm—1 n’appartient pas a ©, et dans le cas

] > 1, des équivalences: 21l <= 1¢L, <= b, >0.

Montrons que pour un tel y, les elements My, 7\ € %, ,

sont linéairement indépendants modulo pB + B’. Nous

allons utiliser les formules 2.4:

ef =0

pour 0 <1 < n: (¢ — e q)f™ = — ple; — e;41) mod. pfO .

Soit une congruence ¥ aA(y) = 0(pB + B’), avec a; € A,
reB,

et supposons qu’il existe un a; == 0 (pA). Par multiplication

par une puissance convenable de f, on en déduit

friy) = 0(pB+B'). S1 =0, ¢ — ¢, appartient & O.
On trouve donc (e; — ¢)f™ 1(y) = 0(pB), ce qui est contraire
au choix de y.

Supposons j > 0. Par application de [, on trouve
fm(y) = 0 (pf(B) + B’), 1l existe donc zeB tel que
y + f(z) e L', donc tel que l'on ait:

o(y + f(z)) = 0(pZ) .
o(f(z) 2 r + 1,
o(y + 1(z)) = oly) = r — pw,; 5= 0(pZ) .

Ainsi, pour tout yee,B vénfiant (1), les éléments A(y),
)€ B,, sont linéairement indépendants modulo pB + B'.
Soit z € e,B vérifiant la condition (1), et soit la congruence
S ar(x) = O(pB). On en déduit (puisque, pour A€ %,,
reR
A(z) appartient a B'):

Y aMz) = 0(pB + B'),
reB,

Or on a:

d’ou:
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d’ou lon tire: ay = O(pA) pour tout re #,, et donc
2 aMz) = 0(pB'). On voit donc que, si les éléments
reB,

AMz), A € #,, sont linéairement indépendants modulo pB’,
alors {z} est une base de ¢,B sur ¢,©O. Désignons par
#' la base de e,©' sur A ordonnée dans D’ordre lexico-
graphique des couples (1,7) . La matrice des éléments A(z),
A€ #, dans la base A\ (2'), 2 € #' de ¢,B" sur A est de
la forme :

Ml(x) 0
s Mya)
| x * M, (z)
ou M;(z) est, pour € {1,...,n}, une matrice carrée d’ordre

m; .
D’aprés ce qui précéde, un élément x de e B vérifiant
(1) est une base de e/B sur e,9 si, et seulement, si chaque

matrice M;(z) est inversible.
2) Soit yee,B vérifiant la condition (1) et posons:

v=y — ely) + ¢a) (lorsque j=n, z=y),

ou lentier | est défini par le lemme 7. Par définition,
j+1el,, etdonc je I (lemme 7). L’élément z appartient
donc a e B. De plus, il est congru & y modulo B', et
vérifie donc la condition (1). Montrons que toutes les matrices
M;(z) sont inversibles.

a) Supposons ¢ > j. On a alors e(x) = ¢;_;(2') . Compte
tenu de l'équivalence iel, <=1 —1€elj (lemme 7), la
matrice M;(z) est la matrlce ‘identité d’ordre m;

b) Supposons i < j, et posons e=ee;, € =ee€_;,
m = my(= m;_;) , et C = By,,, + pBy,. En écrivant ef(x)
sur la base A'(2'),2 € #', on obtient, puisque ¢ appartient

a Q' (lemme 7):

ef () ela—+ bof + -« + kfm2 4 lIf~1)(a') (mod. C)
of*(@) elaf + - + kf*)(@) (mod. C)

f;f.”‘.“l(a:) e (af ™2 + bfm1)(2’) (mod. Q)
— pe(x) e'(af"*)(«') (mod. C)

i m
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(ow a, b, ..., k,l sont des éléments de A). La matrice
M;(z) est donc, modulo p, de la forme:
[ 0 a O 0
0 =* a 0
M'(,L‘) = e e
0 x  *
— a * * *

et il suffit donc de vérifier que 'on a: a=E0(pA), c’est-a-dire
e(r) ¢ C. Or, puisque z vérifie (1), ona

o(@) =hy, =hyy = -+ = h;;, (lemme 7);

rélément e(x) a donc pour valuation, dans Ly, —u,
(lemme 3), et u;y; n’est pas divisible par p (lemme 7). La
matrice M;(z) est donc inversible.

Finalement, nous avons construit une base {z} de e B
sur e,9 . Ceci achéve la démonstration du théoréeme 3.
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