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PRINCIPE DE HARNACK A LA FRONTIERE
ET THEOREME DE FATOU
POUR UN OPERATEUR ELLIPTIQUE
DANS UN DOMAINE LIPSCHITZIEN

par Alano ANCONA

Introduction.

Le premier objet de ce travail est d’étendre aux opérateurs
uniformément elliptiques et a coefficients héldériens le théo-
réeme de R. A. Hunt et R. L. Wheeden [10] [11] sur la
frontiére de Martin ordinaire d’'un domaine lipschitzien. Cette
question a été récemment étudiée par J. Taylor qui a remarqué
qu’'une partie de la méthode de R. A. Hunt et R. L. Wheeden
ne semble pas pouvoir s’étendre au cas des opérateurs ellip-
tiques [15]. L’idée de la méthode proposée ici est d’établir
d’abord une propriété appelée « propriété de Harnack a
la frontiére »: deux fonctions harmoniques strictement
positives sur le domaine et nulles au bord au voisinage
d’un point frontiére ont un rapport compris entre deux
constantes > 0 au voisinage de ce point; cette propriété
intéressante par elle-méme est établie pour les opérateurs
elliptiques du second ordre et a coeflicients héldériens. J. T.

() A la fin de la rédaction de ce travail, M. Brelot nous a communiqué un
manuscrit de J. M. Wu ou est établi, pour les fonctions harmoniques ordinaires
I’analogue du lemme 5.2, on obtient ainsi pour le cas classique une autre démons-
tration du principe de Harnack a la frontiére.

(3) Une partie de ce travail s’est effectuée lors d’une invitation & Montréal
(Mac-Gill) (Grant A-3108).
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Kemper [9] avait eu 'idée d’établir cette propriété pour les
fonctions harmoniques ordinaires, mais sa démonstration était
incompléte. La méthode que nous utilisons repose sur une
ancienne remarque de M. Brelot [1] sur I'action & distance;
on étend le contenu de cette remarque aux opérateurs différen-
tiels, en montrant que pour les faisceaux harmoniques associés
et les faisceaux adjoints 1l n’y a pas d’action a distance entre
deux points frontiére distincts; plus précisément, on étend
a ces faisceaux une estimation de L. Carleson (voir [3], [10],
[11] pour les fonctions harmoniques ordinaires, et [15] pour
un faisceau associé a un opérateur elliptique).

Comme application de la propriété de Harnack a la frontiére,
on obtient le principe de Bouligand et 'identification de la
frontiére euclidienne et de la frontiére de Martin, pour un
domaine lipschitzien borné et une grande classe d’opérateurs
elliptiques; on obtient aussi une extension & ce cadre du
théoréme de Fatou en utilisant cette propriété et le théoréme
abstrait de K. Gowrisankaran [6]; une autre application
découle d’un travail de H. Hueber [8]: une fonction surhar-
monique sur un domaine lipschitzien borné admet une mino-
rante harmonique si elle a cette propriété sur la trace dans le
domaine d’un voisinage ouvert de chaque point frontiére.

Nous concluons ce travail en donnant des contre-exemples
a deux conjectures naturelles: un domaine U peut contenir
un cone de révolution ouvert et non vide sans que la trace sur
I’axe du cone, du filtre des voisinages du sommet ne soit un
filtre convergeant dans le compactifié de Martin de U.
D’autre part, un domaine euclidien peut admettre, relative-
ment & deux opérateurs elliptiques du second ordre et a coeffi-
cients constants, deux frontiéres de Martin non homéomorphes
entre elles.

1. Notations.

On fixe une fois pour toute un entier n > 2, et on consider:
Pespace vectoriel R* muni de sa structure euclidienne

usuelle;onpose |(z,,2,. . .,2,)|= \/i a? pour (zy,...,z,)eR",
1
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et dzy) =|x—y| pour z, yeR*. On utilisera les
ensembles géométriques suivants:

a) Cylindre T(O,A,r):
Soient 0 et A deux points de R" et r un réel strictement

positif. T(O,A,r) désigne la portion du cylindre de révolution
d’axe OA et rayon r délimitée par les hyperplans

(M; MeR", OM.OA = + OA?}

T(0,A,r)= {M; |OM.OA| < OAz, OM: — ( OM.OA )2 < ol
|0A] )

Le disque de « base » du cylindre est noté A(O,A;r)
A(O,A,r) = {M; OM.OA = OAz} N T(O,A,r).

b) Domaine lipschitzien canonique :
Considérons un cylindre T(O,A,r); un domaine lipschitzien
canonique adapté a ce cylindre est un domaine de la forme:

: OM.0A ,
Oy = MET(O,A,I‘), —“(W < f(M)

ou f est une fonction numérique lipschitzienne sur A(O,A,r),
et ou M’ désigne la projection de M sur A(O,A,r). On
impose de plus a la constante de Lipschitz de f d’étre majorée
OA

22, et f(A) = [OA] .

Un domaine Q est dit lipschitzien si on peut recouvrir
2Q par une famille de cylindres ouverts {T(0,A,r)},
T(0,A;,r) N Q étant lipschitzien canonique adapté &
T(Oi)Aiari) .

¢) Domaine conique standard :

par

Soient O e R", % un vecteur unitaire de R® , 010, =[
et p > 0. On note:

®(0,u,0,0) = {(MeR"; OM < ¢2; OM.u < |OM] cos 6}
Z(O,;,p,ﬂ) désigne la partie sphérique de d2®(0,u,p,0)
Z(0,u,0,0) = B(0,,p,9) N (M; d(OM) = p}.
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2. Faisceau harmonique uniforme et estimation de Carleson.

Soit # wun faisceau harmonique de Brelot sur R* [7].
On dira que 5 est uniforme s’1l posséde les trois propriétés
suivantes pour un certain ry > 0:

(U;) Sur toute boule ouverte B(z,2r,) de rayon 2r,, 1l
existe un potentiel > 0.

(Uy) (Propriété de Harnack uniforme.) Il existe une cons-
tante ¢, telle que pour tout « € ]0,1], toute boule ouverte
B(z,,0ry) de rayon ary, et toute fonction u, # -harmonique
> 0 sur B(zp,xr,) on a:

u(r) < cu(y); Vx,yeB(xo , mr_zo>,

(Us) (Propriété de barriére uniforme.) Pour chaque 6€]0,n[
il existe une fonction 75:]0,1[ — R+ décroissante, avec
lim 7(p) =0, telle que
p=0

vOeR*; ueR" avec Ju]l=1, Vae]0,1]:
ug(M) < g (2?); Me CI)(O,-L)L,OU'O,Q) .
[\]

Ici, uy désigne la mesure harmonique de Z(O,Z,aro,e)
dans (D(O,;,ocro,ﬂ) .

Remarque 2.1 — L’existence d’une fonction harmonique > 0
To
2
entrainent que la mesure harmonique de dB(z,r,) dans
B(z,r,) est comprise entre deux constantes > 0, indépen-
dantes de = .

L’estimation de Carleson [3] s’étend naturellement aux
faisceaux uniformes; la forme suivante parait la plus commode
dans les applications :

sur toute boule de rayon 3 et la propriété de Harnack (U,)

TaktorimME 2.2. — Soient # un faisceau uniforme sur
R", T(O,A,r) un cylindre avec r + OA < ry, A’ le milieu de
OA et o; un domaine lipschitzien canonique adapté a ce cylin-
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dre. Il existe une constante ¢ > 0, ne dépendant que de c,,

r . S S .
—— et des fonctions mg donnant lieu a Uestimation suivante :

OA

Pour toute fonction u H#-harmonique sur w;, positive et
tendant vers 0 en chaque point de

20, 1 T(0,A,r) A 3M d(M,04) < %

"4

on a:

Wz) < cw(A))  Vzew, noT <o A 2)

(d(M,0A) désigne la distance de M & la droite OA).

Remarques. — 1) De la, on passe facilement & un énoncé
analogue pour les fonctions s -harmoniques nulles sur
do, N T(O0,A,r) n {M; d(M,0A) e Br,r[} avec B <1, la
constante ¢ dépendra alors de B.

2) On peut aussi supprimer la restriction r + OA < ry,
mais la constante ¢ dépendra alors du diameétre de ;.

Démonstration. — C’est une extension facile d’'une méthode
de L. Carleson (voir [8], ainsi que [10], [11]). On commence
par faire une série de réductions pour se ramener a la démons-
tration de Carleson.

En utilisant les cylindres T P,Ap,—;—;— » ou P parcourt

20, N M; d(M,0A) = -;—g et ol Ap est le point tel que

PAP=O2A, les domaines lipschitziens canoniques

o N T<P,AP, —[’;->

et les inégalités de Harnack uniformes (U,), on se rameéne
d’abord au cas od u est nulle partout sur dw, N T(0,A,r)
et a établir 'estimation sur le segment OA’.

Puis en remplagant T(O,A,r) par le cylindre homothétique

T<O A, 5 > et en considérant le domaine «; N T(O A, 5 >

on se ramene au cas ou u est continue sur wf et nulle sur
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dwy ﬂuT(O,A,r). De plus, quitte a remplacer o, par
o, N T(0,Ainf(OA,r)), on peut supposer r < OA.
Considérons alors les cylindres

T(PA'wr), Pew NnOT(0OAr), «>0.

Pour « assez petit, w; N T(P,A’,ar) est lipschitzien adapté
a T(P,A’ar); on peut méme prendre o« indépendant des

parameétres n... Décomposons w en une somme

r
C, "(—)X,
finie Xu, de fonctions i#-harmoniques sur ;, continues
72) Pica;NoT(0,A,r);
en utilisant encore les inégalités de Harnack uniformes, et
en considérant chacune des fonctions u; on est ramené a

établir Iestimation lorsque u est s#-harmonique positive
sur un domaine Q, continue sur Q, avec

QN T(O,A,T) = Qr,

sur o, avec u;=0 sur bwf——'i‘ P, A«

r .
) Z>’
de plus inférieur & ry (c’est ce cas qui est envisagé par Carle-
son) (*).

Il faut effectuer une derniére réduction: on peut approcher
uniformément u par des combinaisons linéaires a coeflicients
positifs de mesures harmoniques dans Q d’ensembles boré-
liens B < da0, N T(O,A, %)
cylindre A(O,A,r), suivant un B’ compris entre I'intérieur
et 'adhérence d’un cube (n — 1)-dimensionnel. I suffit donc
d’établir le théoréme lorsque u est la mesure harmonique,
notée ug, d’un tel B; en utilisant encore les inégalités de
Harnack on voit qu’on peut aussi supposer que la projection
B’ est centrée en A .

Suivant la méthode de Carleson, on établit 'inégalité par

récurrence sur p > 0, lorsque le cube a un c6té de longueur
r

_ 2 .
l, =270

(*) D’aprés 2.1, si u < cu(A’) sur QN bT(O,A',—;), on a u < cul(A))

et u nulle sur 9Q — T(O,A le diamétre de Q étant

se projettant sur le « fond » du

r
sur Q2T <O,A', _2—> avec une nouvelle constante c.
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A) Cas p=0: voyons d’abord que ug(A’) > ¢, ¢ étant
r

0A’

Panalogue du lemme 1 de Hunt et Wheeden [10]).
Introduisons pour cela un domaine conique standard

une constante qui ne dépend que de ¢, (c’est

(D(O,;,p,ﬁ) avec n paralléle a AO, 6 suffisamment petit
pour que le cone {M; OM.n > [OM] .cos (6)} soit extérieur

; OA _r 1.
a o <par exemple, tel que tg 6 < gr—) et p ~Zﬁ,

considérons dans ® la mesure harmonique ¢; de la portion

de 2® contenue dans le cone {M; OM.n = OM cos 0};
D’aprés la remarque 2.1 ¢, est majorée par une constante
uniforme sur o, N ® . Il s’ensuit qu'on a ¢; < cu, dans
louvert o, N ® pour une certaine constante c.

D’autre part, si ¢, est la mesure harmonique dans @ de
la partie de ?2® portée par la sphére d3B(O,p), on a
1 + vo > ¢, avec une nouvelle constante ¢ > 0. Comme

9, = ¢ — ¢, , onvoit en utilisant (U;) que ¢, estsupérieur &
!

c . . .

—— dans un voisinage uniforme B(O,xp) N ® de O dans @,

2
avec « € ]0,1].

11 suffit alors d’utiliser le principe de Harnack uniforme pour
obtenir la minoration cherchée :

uB(AI) =2 cC.

On compléte la démonstration de I’estimation de Carleson
dans le cas p =0 en remarquant que d’aprés la remarque
2.1, up est uniformément majoré dans Q.

B) Supposons alors le résultat établi, avec une constante

2r
4\/n

: ’ \ Ag ! l
considérons le cas ol ce coté est de longueur [,,, = —2&

¢,, lorsque B a un coté de longueur [, =27 , et

P

En appliquant I’hypothése de récurrence a

of = T(O,A’, %) o,
on aura:
uB(.’lJ) < CpuB(A.”)
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pour z € Q NdT( O,A", » A" désignant le milieu de OA’.

4
Soit P un point de bmfan<O A, 2 , et solent

> r > .
<I><P,n, % 0> (6 et n choisis comme ci-dessus) un domaine

conique standard de sommet P, et uy la mesure harmonique
dans @ de la partie sphérique de ® . En utilisant (U;) et
2.1, on voit qu’avec une constante uniforme ¢ > 0:

ug(z) < c,.c.up(A"). g <M>, pour ze® N Q.

En utilisant encore (U,;) et avec une nouvelle constante
uniforme c¢:

up(r) < c,.c.up(A").ng <éﬂ%’£)>, zed® N Q,

ce qui montre qu’il existe une constante « € ]0,1] telle que:

ug(r) < cup(A’)

pour tout xebT<O A, 2) et tel que d(w, Ccof) < ar.

« est de plus indépendant de ¢, .
D’aprés les inégalités de Harnack (U,), il existe une
constance ¢ indépendante de ¢, telle que:

up(x) < cup(A’),
pour

webT(OA’ 2> et d(w, Cw;)?ocr.

On voit que si ¢, est choisi supérieur a ¢, on pourra
prendre une constante c,,; égale a c¢,. De sorte que si on
pose ¢; = sup (¢o,c) , la constante ¢; convient pour tous les
p=0

C) Considérons alors le cas général d’'un B se projettant
sur un B’ compris entre I'intérieur et ’adhérence d’un cube
n — 1 dimensionnel de centre A et de coté I < l; il
existe un p > 1 tel que: B,,; < B < B,, avec B, (resp.
B,,1) se projettant sur A(O,A,r) suivant un cube de cdté

2r) 2r
9-p (2r) ( 92-(p+1) >
4 \/71, resp: 4 \/I‘l
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D’aprés ce qui a déja été démontré, on a:
up(®) < ciu(A)

pour ze Q — T <O,Ao,r- %%>, A, désignant le point de OA

tel que OA) = OA’—l—; les inégalités de Harnack montrent

alors que: L

u(x) < ¢.cu(A’)
pour zeQ — T O,A’,—% » ¢ désignant une nouvelle

constante, et ceci achéve la démonstration du théoréme.

3. Rappels sur les opérateurs uniformément elliptiques.

Pour «€]0,A[, 2 >1, et M>0, £(2a,M) désigne la
classe des opérateurs uniformément elliptiques L, définis
sur R", de la forme:

L(u)(z) = ¥ ay@) 242 4 5 by@) 240 4 (2).u(z)

i dx0x; n o,

vérifiant d’une part, la condition d’ellipticité uniforme :

2
vz e R", £eR*, “ E;\" < Zay(x)EE; < ME|?

et, d’autre part la condition de continuité holdérienne :
E_ laij(x) - ai](x’)l + X |b(x) — bi(z')] + |e(z) — (')
LJ [

< M|z — 2'|*
et
M.

N

Zhix) < M,  [c(=)l

On sait associer & un tel opérateur un faisceau harmonique
de Brelot s#.; de fagon précise #, est le faisceau des
fonctions numériques de classe C2? vérifiant L(u) =0 (voir
[7] et [2]).

Nous rappelons d’abord les résultats connus sur les opéra-
teurs elliptiques qui jouent un réle essentiel dans la suite.
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a) Principe de Harnack uniforme.

Les deux théorémes suivants sont dus a Serrin [16]; le
premier dit exactement que pour L e Z(:\a,M) le faisceau
#y vérifie la condition de Harnack uniforme (U,); le
deuxiéme énoncé est extrait de la démonstration de Serrin
du premier théoréme.

Tutorime 3.1. — A tout triplet (A\a,M), on peut associer
un nombre ry > 0, et une constante ¢ > 0 tels que pour
tout L e Z(\a,M) les boules de rayon 2r, sont de Green pour
L, et que pour toute boule B(xy,r) de rayon r < ry, toute
fonction u L-harmonique positive sur cette boule on a:

Vy,zeB <x,,, %) u(y) < cu(z).

Serrin suppose que le coefficient de L d’ordre zéro est
négatif, mais on se rameéne facilement a son énoncé, en consi-
dérant au voisinage de chaque point z, de R" le faisceau

. u
des quotients — sur une boule de centre 1z, et de rayon
Yo
assez petit, la fonction ¢, étant prise de la forme

oo(@) = 1 — Az — a?.

Notons d’ailleurs que ’énoncé de Serrin est en fait plus général
que celul donné ici.

La démonstration de Serrin, dans I’hypothese ou le coefficient
c(z) de L est négatif, consiste a se ramener a la boule unité
B(0,1) et a encadrer toute fonction L-harmonique u sur
B(0,1) continue sur B(0,1), a l'aide de deux noyaux K,
et K_:

e B(0,1)
uly) < [, Kily2)u(a) do(a)

N <§

j;B K_(y,x)u(z) do()

— 1—lyl?
Ki - fi <<2Aij(xi _ yi)(xj _ yj)),,/2>’ Yy e B(O,i) x € bB(O,i)

A,(x) désigne la matrice des cofacteurs de la matrice
{ay(w)} f. et f_ sont des fonctions de R+ dans R+ qui ne
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dépendent que du triplet (A,x,M), sont croissantes, nulles
a lorigine, et pourvues d’une dérivée strictement positive en
zéro; de la, on déduit le théoréme suivant:

TréorkME 3.2. — Pour tout triplet (\o,M) et tout nombre
B € 10,4 , il existe une constante ¢ > G, et un nombre ry > 0
indépendant de B ayant la propriété suivante : St L e £ (A a,M),
et st u et ¢ sont deux fonctions L-harmoniques positives sur
une boule B(zy,r) de rayon r < ry, continues sur B(z,,r),
et nulles a la frontiére sur le voisinage B(zy,fr) N 3B(z,,r) de
z9 € 0B(zo,r), on a:
u(x) <o o(x)
u(Zo) v(Zo)

lorsque x parcourt le segment [z, , 7] (*).

Remarques. — 1) Cet énoncé est pour le cas d’une boule le
principe de Harnack a la frontiére qu’on étendra plus loin
aux domaines lipschitziens.

2) Les travaux de De La Vallée Poussin [7] conduisent a
un principe analogue pour les fonctions harmoniques ordinaires
dans un domaine a courbure bornée (voir le lemme 5.1 de
Martin dans [12]).

Du théoréme 3.2 nous retiendrons le corollaire suivant qui
servira dans la suite:

Cororratre 3.3. — Considérons un domaine cylindrique
T(O,A,r) avec r+ OA < ry, ry assez petit, et un opérateur
Le £(na,M). Il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant

r
quede A ,a, M, oA’ o telle que :

Pour tout couple (u,v) de fonctions L-harmoniques > 0

sur T(0,A,r) continues sur T(O,A,r) et nulles sur

2T(0,A,r) N {M; |OM.OA| < OA?}

on a
u(@) _  vl) . OV OF —
+(0) < “ o) vz e T(O,A,r) n {M; OM.OA =0} .

(*) Si L1 <0 on peut prendre ry=1 dans cet énoncé.
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On se raméne comme plus haut au cas des opérateurs L
vérifiant L1 < 0. De plus, par des homothéties et des rota-
tions, on voit qu'on peut supposer que 0 est 'origine de
R*, que r=1 et que A est placé sur le dernier axe de
coordonnées: A = (0,0,...,— 1), { > 0. Enfin, avec une
affinité, on se raméne au cas ou l=r=1.

Soit g une fonction paire, indéfiniment dérivable, vérifiant

glz) = (T—ixm sur l'intervalle [—— %. + %], comprise

sur R entre 1 et

R . Posons: V3

» et ayant toutes ses dérivées bornées sur

q)("'vl7w27 e 7xn) = (g(xn)xl ’ g(xn)x2 ’ L ] g(mn)xn—l ’ xn) .

¢ est un C*-difféomorphisme de R" sur lui-méme qu
transforme la boule unité ouverte en un domaine « tel que:

T(0,A',r) < @ = T(0,A,r)

A’ désignant le milieu de OA . En composant u et ¢ avec
@ on obtient deux fonctions harmoniques par rapport & un
opérateur uniformément elliptique L(9) sur la boule unité,

et nulles a la frontiére sur dB N z; |z,| < —;—% De plus

L(p) est dans une classe Z(N, o/ M), M, «' et M ne
dépendant que de A, « , M. On obtient alors le résultat en
appliquant le théoréme 3.2 & ce couple et aux rayons OP, P

parcourant 3B N {z;x, = 0}, pour B = 5

b) Estimation de Schauder.

L’estimation suivante suffira ici; on utilise les notations
habituelles pour les normes héoldériennes.

TutoriME 3.4 (voir [2], [14]). — Fizons un triplet (A a,M),
unréel r >0 et Be]0,1[; il existe alors une constante ¢ > 0
telle que pour tout opérateur L € £ (\a,M) et toute fonction u
de classe C** sur une boule B(z,r), on a:

lul2eP» < ¢ {|Lu2*" + sup|ul}.

B(x,r)
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¢) Une estimation sur la fonction de Green.

Soit s, la surface n — 1-dimensionnelle de la sphére
unité de R". Soit L wun opérateur elliptique de la classe
Z(ha,M).A(y) désigneralavaleurau point y du déterminant
de la matrice {a;} des coefficients du second ordre de L,
et {A;} la matrice des cofacteurs de {a;}.

On dit [14] qu’une fonction Hy positive de deux variables
(x,y) est une solution fondamentale pour L sur Q si pour
chaque ye Q, la fonction z-— Hy(z,y) vérifie les deux
conditions suivantes :

a) x — Hy(z,y) est (2 et L-harmonique sur Q — {y}

b) Quand =z tend vers y, Hy(z,y) est équivalent a la
quantité
! Y )
i T, — Yi)\&; —
(n— 2)s, VA L& W@ T Wl ]

pour n > 3, et pour n =2, a

1 -3
m Log (ZAij(y><xi - yi)(xj - 3/1» )

On a alors le théoréme suivant en utilisant les méthodes

de [14]:

TuatorimE 3.5. — Soit Le L(A\a,M); il existe un ry > 0
et une constante ¢ > 1 ne dépendant que de X, « et M,
tels que sur chaque boule B(z,,r,), 1l existe une solution fonda-

mentale H; pour L, qui vérifie:
St n>3,

1 1 n—2 1 n—2
Vo, y € B(z,,r,) ?(Hx — y”> < Hy(zy) < ¢ (M)

et st n=2,

1
Vz ,y € B(z,r,) ~ Log (Jlz — y[)™* < Hy(ay)
< ¢ Log ((lz — yl)* .

Raisonnons dans le seul cas n > 3; on forme le noyau Ny :
1 _n=2

{ZA @)z — yi)(z; — y))} 2

(n — 2).s,.VA(y) ! ! !

10

Ni(zy) =
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et le noyau Kj:

22N, >N
Ku(e,y) = Zay(a) S (ay) + Sb(o) T

0L i

(xay) + c<x)NIA(w,y) .

Comme N, est en tant que fonction de x solution sur
R" — {y} de I’équation a coeflicients constants obtenue en
fixant ceux de L en leur valeur en y, et en ne conservant
que les termes du 2" ordre, on a:

C

Ky(zy) < ——°
U PR

¢ ne dépendant que de « et M. On en déduit un nombre
ro tel que pour toute boule B(z,r,) de rayon r, on a

1
f Kulay)dy < -
B

On obtient alors ([14], p. 63) le noyau H; sur une telle
boule en posant:

Hy, = Y Np..(Kpr.
p=0

Les produits de composition apparaissant dans cette
formule sont pris au sens des noyaux sur la boule B(x,r,) .
Notons que de plus, si ¢ est hildérienne de classe « sur la
boule fermée B(z,,r,) la fonction H,(¢) donnée par

Hu(e)(@) = [, Hi(@y)e(y) du

est de classe C** sur la boule et vérifie LHy(¢) = — ¢ (1).

Fixons toujours L, B(zyr,) et H, en convenant que
H;(z,2) = 4+ . Pour chaque y € B(zy,r,), x — Hy(z,y) est
une fonction L-surharmonique non harmonique, et d’apres
un résultat de Gildbarg et Serrin [5] toute fonction w positive
sur B(z,ry), L-harmonique sur B(z,ry) — {y} est, a une
fonction L-harmonique prés, proportionnelle a cette fonction
au voisinage de y .

Cela suffit pour voir que pour chaque r < ry, il existe
sur chaque boule B(z,,r) un L-potentiel > 0, et une
fonction L-harmonique > 0; 1 y a de plus unicité des
potentiels & support ponctuel dans une telle boule. Pour tout
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domaine « contenu dans une boule B(z,r), on défimit la
fonction de Green G{(z,y) par les conditions:

\

1°oVyew, v+— GP(x,y) est un L-potentiel a support
iy}

20Vye o, z+—> GP(x,y) est équivalent a Ny(z,y) quand
x tend vers y.

Remarquons que d’aprés les inégalités de Harnack uni-
formes de Serrin la L-mesure harmonique de la frontiére dw
d’un domaine de diameétre assez petit reste comprise dans
le domaine entre deux constantes strictement positives sur
o ; ces constantes ne dépendant que de A, «, M. On en
déduit la proposition suivante:

Prorosition 3.6. — Il existe un nombre r, > 0, r, < ry,
et une constante ¢ > 0 tels que pour chaque boule B = B(z,r,)
on a:

% Gh(z,y) < Ni(ay) < cGi(zy) Vo,ye B<x’2%>'

On peut chotsir un unique couple (c,ry) pour tous les opé-
rateurs L e Z(\a,M).

Remarque. — (C’est cette estimation qui permet de voir
que le faisceau #, vérifie 'axiome D de Brelot et que le
L-effilement équivaut au A-effilement et a l'effilement pour
le faisceau adjoint [7].

d) La barriére uniforme de Miller.

Nous rappelons une construction de K. Miller [13].

Tutoritme 3.7. — Etant donnés A, «, M et un domaine

. > . . .
conique standard ®(0,n,p,0), il existe pour o assez petit
une fonction u strictement positive et de classe C* sur

(D(O,Z,p,ﬂ) , tendant vers zéro au point O, et telle que, pour
tout Le Z(\EM), ona L(u) <0.

K. Miller suppose en fait le coefficient c¢(xz) du terme
d’ordre zéro de L négatif, et alors n’impose aucune majoration
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sur p. On déduit facilement le théoréme 3.7 des résultats de
Miller de la fagon suivante: d’apres [13], il existe une u de

> . . .
classe C?* sur ®(0,n,1,0), strictement positive, et telle que

hm w(z) =0, avec:
X>0

1

L(u)(x) < — d(—O.’B—)

z e ®(0,n,1,0)

pour tout L e £(A\a,M) a coefficitent ¢(z) < 0.
I1 est alors clair que pour p assez petit I'inégalité cherchée

a lieu sur @(O,;,p,ﬁ) , pour tout Le £(3a,M).

4. Caractére uniforme des faisceaux associés.
On va maintenant établir le théoréeme suivant :

Tutorkme 4.1. — Sotent (Aa,M) wun triplet de nombres
>0, et L wun opérateur elliptique de la classe £ (\a,M) .
Le faisceau harmonique 3#; et le faisceau harmonique adjoint
HY sont uniformes sur R". De plus dans les propriétés
(Uy), (Up) et (Us) pour #y et pour H#i, on peut trouver
un ry >0, un ¢ >0 et des fonctions =ny ne dépendant
que de A, « et M.

La définition du faisceau harmonique adjoint dans une
axiomatique de Brelot est due & R. M. Hervé [7]. Le faisceau
de 'énoncé est celul qui est défini localement par les fonctions
de Green Gf (o Greenien). Lorsque L a des coeflicients
de classe C**, le faisceau adjoint est le faisceau associé a
Iopérateur elliptique ajoint L* [7].

L’assertion du théoréme, pour le faisceau #; se déduit
facilement du théoréme de Serrin, de celui de Miller et de la
remarque classique suivante:

Soit T une homothétie T(zx) = pxr sur R" de rapport
p compris strictement entre 0 et 1. On définit par trans-
port un faisceau T, en posant

HE(U) = {0,9,T1 € #(T-1(U))};

le faisceau T est associé a un opérateur L, e £(ra,M)
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défimi par Ly(9) = L(9eT1)yT. On définit de méme un
faisceau (#1)" et on a: (H#7)" = (#])* = #1,.

Montrons alors que #7 est uniforme. Prenons r, comme
dans le théoréme 3.6 et son corollaire, et posons ry = —%; s1
B(z,r,) = B est une boule de rayon ry, y— Gi(z,y) estun
potentiel adjoint sur cette boule, de sorte que #f vérifie
bien (U,).

Pour (U;), on remarque qu’en utilisant des homothéties on
est ramené a vérifier cette propriété pour « = 1. Soit u
une fonction L-harmonique adjointe sur B(z,r,) = B; on
peut la représenter comme Gi® potentiel, dans la boule
B (xo,2 —r?%>, d’une mesure u positive sur 3B <xo,2 %—>,
parce que Sy a la propriété d’unicité des potentiels & support
ponctuel [7]:

uy) = [ Gilay) du(e) vy < B (w2 §>

(Uy) se déduit alors de la conséquence immédiate suivante
de la proposition 3.6:

vz € dB <x0,2 —g’—>, Y1, Y2 €B <x,2 —%’—) GR(z,yy) < ¢GE(z,y,)

avec une constante ¢ ne dépendant que de A, «, M.

Pour vérifier (Uj;) il suffit d’examiner le seul cas d’un
domaine conique standard fixe (I)(O,;,rm,ﬂ)(ﬂ E]O, —;—t—]>,
désignons par A le point de ce domaine tel que OA = — % n,
et posons

=0 <O,Z,r{,, %) avec ro = % To -

Commengons par montrer, en raisonnant par I’absurde, que:

lim G?'(A,y) =0

y>0

uniformément par rapport & 'opérateur L, lorsque celui-ci
parcourt la classe #(:,a,M).
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Sinon, 1l existerait une suite L, et une suite y,(k > 1)
avec:

Lye 20a,M), y,e® ,limy, =0 et GR(Ay) >e>0.

Considérons la suite de fonctions z— GR(z,y,): la
majoration de chaque terme de cette suite par c¢.Ny(z,y,) et
Iestimation de Schauder montrent qu’on peut extraire de
cette suite une sous-suite convergente, ainsi que les deux
premiéres dérivées des termes de cette sous-suite, uniformé-
ment sur tout compact de @’ . Soit u la limite de cette
sous-suite.

Remarquons que la suite de fonctions considérée est uni-
formément bornée au voisinage de chaque point de d®’
distinct de Oj; lestimation de Carleson 2.2, et la propriété
de barriére uniforme (U;) pour les faisceaux s#;, montrent
que les éléments de la suite tendent uniformément vers zéro
en tout point de 2®’ distinct de O . Il s’ensuit que u tend
vers zéro a la frontiére de @’ sauf peut-étre en O.

Comme les opérateurs L, varient dans Z(:Aa,M), une
nouvelle extraction montre que u est L-harmonique pour
un L e £()\«,M) et les relations 3.6 entrainent:

vz eB(O,r,),  ula) < ¢G¥x,0),

avec B = B(0,ry), et ¢ une constante > 0.

Un raisonnement classique permet alors de voir que u = O:
en effet, si on prolonge u par zéro sur R" — @' u est
L-harmonique sur @', et L-sous-harmonique sur R"— {O}.
Gp(.,0) — 2%1— est L-surharmonique sur B(O,r,) — {O} et tend
vers I'infin1 en O; cette fonction est donc L-surharmonique
> 0 sur B(O,ry) tout entier et majore GP(.,0) sur B — @' .

Or, [(D’ n’est pas effilé, par rapport au faisceau adjoint, au
point O, puisque, d’aprés [7] leffilement adjoint équi-
vaut a Veflilement par rapport au laplacien; cela entraine que

GP(.,0) est identique & sa réduite dans B sur [:CD’ par
rapport au faisceau ;. On a donc:

Gi(z,0) — 42 > Ga(z,0)
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pour z € ®’; par suite u =0, ce qui contredit u(A) > ¢,
et achéve de prouver que hm G?'(A,y) =0 uniformément

par rapport a lopérateur Le £ (ho,M) .
Revenons alors au domaine @ <O_r)z 5 ); avec les

inégalités de Harnack uniformes pour #, et les encadrements
uniformes de 3.6, on vérifie facilement que:

GP'(Ayy) > ¢ sur <O n, 2 > (¢ = constante > 0)
et par suite
GP'(Ay) > cus(y) vy e @(O,n,r0)

uy désignant la mesure harmonique pour #; de X dans
D .
D’aprés ce qui vient d’étre démontré, uy tend uniformé-
ment vers zéro, quand L parcoure £(:\«,M), au point O.
Ce qui achéve de prouver (U,;) pour le faisceau adjoint
HY .

CoroLLAIRE 4.2. — Pour Le Z(Na,M), #, et H;
vérifient les estimations de Carleson 2.2 avec des constantes ne
dépendant que de X, o et M.

L’extension de l’estimation de Carleson pour le faisceau
direct est due a J. Taylor [15].

Dans la suite on désignera par r(:\,x,M) un nombre > 0
tel que lorsque L parcourt Z(M\ea,M), #1 et #7 vérifient
(Uy), (Uy) et (Us) avec le nombre r, =r(xa,M). On
%, r, étant le nombre
défini par 3.7 majorant le rayon des domaines coniques
standards dans lesquels on construit une barriére uniforme
pour la classe Z(Aa,M). Enfin, r(z,«,M) est pris assez
petit pour que sur la boule B(O,2r,) il existe une fonction
w de classe C?, strictement positive et vérifiant Lo > 0,
pour tout L e £(2,a,M) (on peut prendre w de la forme
ol + <) -

prendra de plus ce nombre inférieur a
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5. L’inégalité de Harnack a la frontiére.

Dans cette partie on établit un principe de Harnack a la
frontiére; dans le cas du Laplacien, ce principe avait été
congu par J. Kemper dans [9]. On en déduira le principe de
Bouligand ce qui, dans le cas du Laplacien, donne une nouvelle
démonstration du théoréme de Hunt et Wheeden.

Tutorime 5.1. — Soient (M\,«,M) un triplet de nombres
réels > 0, et L un opérateur de la classe £ (N, a,M). Consi-
dérons un domaine cylindrigue (TO,A,r) avec

r+ OA < _% rOua,M)

et un domaine lipschitzien standard o; adapté a T(O,A,r);
soit enfin A’ le milieu de OA .

Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de (\o,M)
et O—_rA telle que pour tout couple (u,») de fonctions L-harmo-
niques positives sur oy, nulles sur

20, N gw—g— < d(z,0A) < r% A T(0,A,r)

on a:

u(w) _ o ola) , }
i < Gk VxebT(OA 2>n .

Remarquons d’abord, qu’en utilisant les domaines

T (P A, 2) oi Peow,n gzv,d(x,OA) - %% A T(0,A,7)

et PAp =5 m’ et les inégalités de Harnack uniformes, on

est ramené & ne considérer que le cas ou u et ¢ sont nulles
sur dw,; N T(0,A,r), et continues sur w;.
On établit ensuite le lemme suivant en supposant les

coefficients de L de classe C* bien que cette hypothese ne
soit pas indispensable.
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Lemme 5.2. — Supposons Uopérateur L a coefficients C,
et désignons par p (resp. v) la L-mesure harmonique de
o NAT(0,A,r) (resp. A(O,A,r)) dans o,. Il existe une

constante C > 0 ne dépendant que de (\,x,M) et telle que :

r
OA
w(@) < Cv(@) VoeT <O,A’,2 —3’-> Ao

Rappelons que A(O,A,r) estle« fond » du cylindre T(O,A,r) .

Démonstration du lemme. — On désignera par A” le milieu
de AA’.

Remarquons qu’en utilisant des homothéties on se raméne
facilement a supposer r et OA fixes; on peut donc supposer
le cylindre T(O,A,r) fixe. La démonstration va consister,
en généralisant la remarque déja mentionnée de Brelot [1],
a majorer p(z) par GPs(z,A’) au voisinage de O, puis a
utiliser le principe de Harnack jusqu’au bord du corollaire 3.3;
on pose ® = w;. »

a) Commencons par rappeler une formule sur la mesure
harmonique; soit B la boule B(O,r(2,«,M)). On sait que la
L-mesure harmonique py d’un point z€w dans o estla
balayée au sens adjoint de la mesure de Dirac 3§, sur B — o
(voir [7]). Au sens des distributions L(GP(.,y)) = — 3, et
L*(GE(z,.)) = — 3,; la premiére de ces formules se déduit
de la formule (1) de 3 ci-dessus, et la deuxiéme de ce que la
fonction de Green de L* s’obtient par transposition de G} .

On voit alors que si on convient de prolonger G{(z,.) par
zéro sur B— o on a:

o2 = L*(Gi(z,.)) + 3, sur B.
Soit h une fonction C® positive, 4 support compact

contenu dans B — T ( 0,A",3 ), avec h=1 surl’ensemble

‘)
%x;d(x,bT(O,A,r}) < —g—g; on a, pour z€T <O,A’,—23—r>.

d’aprés la formule précédente :

p2(h) = [ Ge(zy)L(k)(y) dy -
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b) D’aprés les estimations de Carleson pour les fonctions
L*-harmqniques [sur o —T (O,A’, %)] y — GP(z,y) , on a

avec unq constante c¢: ‘
o2(h) < . Ge(x,A") [ |L(R)(y)| dy .

Comme B, T(O,A,r) et h sont maintenus fixes, on a
avec une nouvelle constante c¢:

w(@) < cCe(@A"), weT <O,A’, -23—’>
¢) Il reste maintenant & obtenir une majoration de G{(z,A")

par v(z); pour cela on remarque que d’aprés 3.3 appliqué au
cylindre T(A’,A",r), on a avec une constante c:

Ge(PA"Y) _ (o v(P)

Gi’(A/,All) V(Al)’ Pe T(O,A,I‘) N {P,A. P.OA = O} A

Or v(A') est minoré par une constante > 0 et GP(A’,A")
majoré par une autre constante; on a donc

Ge(P,A") < ov(P) PeT(0,Ar) N {P;AP.0OA = 0}
et d’aprés le principe du maximum :
Ge(PA") < o(P) Pew nT(OA,r)
et le lemme découle des points b) et ¢) de la démonstration.

Démonstration du théoréme. — Supposons d’abord L a
coefficients C* et solent u et ¢ deux fonctions L-harmo-
niques positives sur ; continues sur «;, nulles sur
dw, N T(0,A,r); d’aprés les estimations de Carleson:

u(2) < cu(A')u(s)
et )
o(x) > co(A")v(x)

r

pour zeT (O,A', o

>, @ et v désignant respectivement la
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r

mesure harmonique dans T <O,A”,3 Z) N o de

>T <0,A”,3 %) ne, et A <O,A”,3 %)

Appliquant le lemme précédent au domaine

o, AT <O,A”,3 L) :

4 .
u@) _ v 9@ i ;T
H <o xeT(O,A, 2) Ao
(on utilise aussi les 1négalités de Harnack). .
La constante ¢” ne dépend que de (A,x,M) et OA" Ce qui

prouve le théoréme lorsque 'opérateur L est a coefficients
C=; pour obtenir le cas général il suffit d’établir le lemme
suivant, et d’approcher I'opérateur L par les opérateurs a
coefficients C~ .

Lemme 5.3. — Soit pk la L-mesure harmonique de x dans
Y et'soit ge Cdw). Le poir.zt x  élant firé dans oy, la
quantité uL(g) est une fonction continue de L lorsqu’on
munit £ (N\a,M) de la topologie de la convergence des coeffi-
cients en norme héldérienne d’ordre o« sur R*.

D’aprés les estimations de Schauder x— pk(g) reste
borné dans C>*(K) pour tout compact K < «;, L e £(2\a,M).
Montrons que cette fonction est uniformément continue sur
o;, quand L varie dans 2(»a,M):

D’apres la construction de Milleril existe pourtout P surla
frontiere de ; une fonction up € C(w,) strictement positive

sur oy — {P}, nulle en P, et L-surharmonique dans o/,
par rapport a tous les opérateurs L e #(xa,M). De plus,
il existe deux fonctions ¢ et w continues sur o, de classe
C* sur o; et comprises entre deux constantes positives, ¢
étant L-surharmonique et & L-sousharmonique pour tout
Le 2(3a,M).

Etablissons alors Puniforme continuité des z— pk(g).
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Soit %, € dw;; pour tout ¢ > 0, on a:

w(x)
w(Z,)

— U, (7) < pi(g)

< (g(xo) + ) 22 4 by ()

9(Z,)

(8(@0) — ¢)

dés que a et b sont assez grands pour que la double inégalité
ait lieu sur dw;.

Les encadrements sont uniformes en L e Z(Aa,M), g et
¢ étant fixés, et prouvent P'uniforme continuité voulue au
point x, € dw;.

Si maintenant (L,),,; est une suite d’opérateurs de
Z(ha,M) convergeant vers L, les fonctions x— pki(g)

parcourent une partie relativement compacte de C(w) et
C3(K) pour tout compact K de «,. Toute valeur d’adhérence
de cette suite est donc solution du probléme de Dirichlet
relativement & L, avec g pour donnée frontiére; cette
solution étant unique, on a bien

hm pki(g) = wi(g) pour TE .

i> o

Remarque — Pour un domaine de classe C2, on a méme
un principe de Harnack jusqu’au bord pour des (,ouples (u,»)
de fonctions harmoniques par rapport a deux opérateurs
distincts; cela ne s’étend pas aux domaines lipschitziens : pour
L, et L e £(7a,M) les fonctions L,-harmoniques positives
qui s’annulent au bord au voisinage d’un point frontiére P,
ne sont pas en général du méme ordre au voisinage de P que
les fonctions L,-harmoniques analogues; cela se produit déja
pour un triangle, des opérateurs L; et L, homogeénes a
coeflicients constants, et P 1'un des sommets du triangle.

6. Applications des résultats précédents.

TuéoriME 6.1 (Principe de Bouligand). — Soit L wun
opérateur de la classe L (\a,M), et soit Q un domaine
lipschitzien borné et greenien pour L. Pour chaque point P
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de Q il existe une fonction L-harmonique > 0 sur Q, tendant
vers zéro en tout point frontiére de Q distinct de P . Cette
fonction est unique, a la multiplication par un scalaire > 0
prés. Enfin lorsque P parcourt dQ, on obtient ainsi toutes
les fonctions L-harmoniques minimales sur Q .

Remarques. — 1) 1l suffit évidemment que L soit défini
sur Q.

2) S1 Q est lipschitzien seulement au voisinage du point
frontiere P, 1l y aura existence et unicité & une constante
multiplicative pres, d’une fonction L-harmonique > 0 sur
Q tendant vers zéro en tout point frontiére régulier de Q

distinct de P, et bornée au voisinage de tout point irrégulier
de 2Q.

Démonstration.

A) Fixons un cylindre T(P,A,r) tel que T(P,A,r) N Q
soit un domaine lipschitzien canonique et tel que r < r(A,a,M).
Soient A, le point tel que PA,=t.PA (¢t > 0) et Gf la
fonction de Green de Q associée a L; posons enfin:

_ Gy(=,Q)

VQ(x) - GI(A,Q)

tr . .
Pour Qe T P,A,,2,7 , les estimations de Carleson, et

I'inégalité de Harnack montrent que:

0ol@) < cvo(A)  w¢ T(P,Autr), 0 < ¢ < -;—
D’ou
vo(z) < G, sur [:T(P,A,,tr).

C, dépendde t,r,a et M. On voit alors que pour chaque
point P; de 2Q distinct de P, on pourra pour Q assez
voisin de P, majorer les fonctions ¢, par une homothétique
de la mesure harmonique de dB(P;,p) N Q dans B(P,p) N Q,

p étant fixé égal a d(P,,P) par exemple.

2

Ceci prouve que les fonctions ¢, tendent uniformément
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vers zéro en tout P’ € dQ , P’ # P, pour Q assez voisin de
P; toute valeur d’adhérence de V, lorsque Q tend vers P,
est une fonction L-harmonique > 0 nulle en tout P’ €2Q,
P #P.

B) Montrons l'unicité: soient h; et h, deux fonctions
L-harmoniques > 0 nulles sur 2Q — {P}. D’aprés le
principe de Harnack a la frontiére on a:

R < hy(z) <e hy(z)
¢ h(A) hy(A)) hi(A))

pour z € Q NOdT(P,A, tr) et d’apres le principe du maximum
la double inégalité se prolonge a Q — T(P,A,tr); on en
déduit immédiatement que sur cet ensemble:

1 @) _ k(@) _ o ()
¢ h(A) " he(A) hy(A)

Comme t est arbitraire, cette double inégalité a lieu dans
Q tout entier, et cela suffit d’aprés le lemme élémentaire
6.2 plus bas pour dirc que h; et h, sont proportionnelles.

C) 1l est alors clair que les fonctions ainsi associées & un
point frontiére sont minimales. Pour voir qu’inversement
toute minimale est associée & un point frontiére, il suffit de
remarquer que d’aprés Martin [12] toute minimale (*) peut
s’obtenir comme limite d’une suite {¢q};; d’aprés la partie
A) de la démonstration une telle fonction est associée & P,
si P est adhérent a la suite Q.

LemMmE 6.2. — Sott € un céne convexe d’un espace vectoriel
réel E et | une forme linéaire sur E, strictement positive
sur € — {0} . On suppose que ¥ ne contient aucune droite
affine et qu’il existe une constante ¢ > 1 telle que :

f g

Vf,ge(g WQC@

au sens de Uordre défint par € . Alors, ou bien ¢ = {0} ou
bien % est réduit @ une demi-droite.

(*) normalisée en A.
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Prenons f et g telle que I[(f)=1(g) =1; pour

-4

1+«

<c?! ona f+4alff —g) e ¥; on voit alors que si

1
c—1
hi=F+%(f—8sfo=F+2%(f—8) . f,=1F+ pr(f—8)-

sont des éléments de €% . Il en va de méme pour les
g, = & + ph(g — f); ¢ contient donc I'espace affine engendré
par f et g etondoitavoir f= g; ce qui prouve le lemme.

La théorie de Martin [12] permet de compléter le théoréme
6.1 de la maniére suivante:

A =

TutorkME 6.3. — A étant un point fixé de Q, et K,
désignant la fonction L-harmonique minimale (*) associée au
point frontiére P, la quantité Kyp(z) est une fonction continue
de PedQ, et une fonction L-harmonique de ze Q. De
plus a chaque fonction L-harmonique > 0 sur Q on peut

assocter une mesure de Radon positive m sur dQ telle que:

7) = f Kp(z) dm(z) .

La mesure m est unique.

Soit {P,} une suite de points-frontiére convergeant vers
PedQ. Comme dans la partie A) de la démonstration du
théoréme précédent, on voit que les fonctions {Kp } conver-
gent uniformément vers zéro en tout point frontiere Q,
distinct de P . On en déduit que toute valeur d’adhérence
de {Kp,} est une fonction L-harmonique > 0 associée a
P et normalisée en A . L’unicité d’une telle fonction montre
alors que hm Ky, () = Kp(z) (x € Q). Le reste du théoréme

découle 1mmed1atement de la théorie de Martin [12].

Remarques. — 1) Evidemment, la correspondance u— m
est une homéomorphie linéaire du céne Hjf des fonctions
L-harmoniques positives, muni de la topologie de la conver-
gence compacte sur Q, sur le cone des mesures de Radon
positives sur 3Q muni de la topologie vague. En particulier,
les cones Hi sont deux a deux isomorphes quand L décrit
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Z(7\a,M) . On verra plus loin que cette propriété n’est pas
toujours vérifiée dans un domaine euclidien borné.

2) Les méthodes précédentes peuvent s’étendre a des
domaines non lipschitziens; par exemple, un domaine de
révolution du type suivant:

Q- 3@1,...,%); ;; < f<x,.>§

ou f est une fonction lipschitzienne sur R, nulle sur
R — [0,1], strictement positive sur ]0,1[ . Q peut présenter
une pointe en Py = (0,...,0) ou en P; = (0,...,0,1).

J
2
tout couple (u,v) de fonctions harmoniques positives sur Q ,
nulles sur [0Q — {Py}] N {z,z, < 2t}, on a:

Il suffira de remarquer que pour tout ¢e€ ]0 —1—[ et pour

Vee{z;z, =1t} N Q.

Ces 1négalités se déduisent du théoréeme 5.1, appliqué a Q
au voisinage des points de 2Q N {z; z, =t} . On aura de
méme des inégalités analogues sur les tranches d2Q N {z; z,=t}
voisines de P, .

3) Reprenant la méthode de Carleson, et les développements
précédents, on peut aussi étendre les théorémes 6.1 et 6.3 a
d’autres domaines tels que : le complémentaire dans R® d’un
demi-plan, ou encore le domaine Q= {z; z, < \/lxll} 11
semble toutefois difficile d’exhiber une classe de domaines
de définition assez simple, contenant les domaines lipschitziens
et a laquelle on puisse étendre ces théorémes.

On donne maintenant ’extension aux opérateurs elliptiques
du théoréme de Fatou sur les limites non-tangentielles du
rapport de deux fonctions harmoniques positives; la méthode
est essentiellement celle de [10, 117]; i1l faut néanmoins modi-
fier 'argument de Hunt et Wheeden qui utilise I'invariance
par homothétie du Laplacien; on utilise pour cela le principe
de Harnack a la frontiére. Nous renvoyons a [6] pour la
définition de l'effilement d’une partie de Q relativement a
une fonction minimale donnée; le théoréme 6.1 permet dans
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le cas d’un domaine lipschitzien Q de définir I'effilement
minimal en un point frontiére d’une partie de Q.

Le théoréme de Fatou sous la forme ou il a été étendu par
Gowrisankaran a la théorie axiomatique de Brelot [6] se
traduit dans la situation considérée ici de la maniére suivante :

TutoriME 6.4. — Soient u une fonction L-surharmonique
positive sur Q, ¢ une fonction L-harmonique positive sur Q
de mesure associée u; désignons par N la mesure associée
a la plus grande minorante harmonique de w . Pour p. presque-

tout P edQ, le quotient —— a une limite fine en P . De plus,
p

u(x)

lim fine o(2) est une version de la densité de Lebesgue- Nikodym
z>P (44

de N par rappert a u .

Pour obtenir un énoncé ou la limite fine est remplacée par
la limite non-tangentielle, montrons la proposition suivante
(on suppose & nouveau que Q est lipschitzien borné):

Prorosition 6.5. — Sotent u et ¢ deux fonctions L-harmo-

. . u ..
niqgues > 0 sur Q. St — admet une limite fineen Pe Q,

v
u . .. . . .
—  admet ausst une limite non-tangentielle en P égale a la
v
limite fine.

Montrons d’abord le lemme suivant:

LemME 6.6. — Considérons une couronne
Y (zy,r,r’) = {z;r < d(z,2;) < '}
avec r <71 < r(ha,M). Il existe une constante ¢ > 0 ne
'

dépendant que de (\a,M) et rT telle que la L-mesure harmo-

nique u de 3B(z,r) dans ¥(z,r,r') scit minorée par ¢ sur

la sphére dB (xl, r4r )

2

On peut se ramener par des translations et des homothéties
a =0 et r =r(aM); la mesure harmonique de
dW (zy,r,r') est comprise entre deux constantes > 0, et la
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mesure harmonique de 3B(z,,r') dans ¥ tend uniformément
vers zéro en tout Q € d9B(xz,,r) (d’apreés 3.7). D’ou u(z) > %
sur B(z,p) avec p fixe r < p < r', et le lemme découle
alors de la propriété de Harnack uniforme.

Démonstration de 6.5. — On raisonne par I’absurde comme
dans [11]; s1 Dassertion de la proposition est en défaut, on
trouve un ¢ > 0 et une suite {M,},., de points de Q
vérifiant :

. M0 .
hrg:nfLP"M—k)>O, I;LTM"ZP’

u(Mk) _1
o(M,)

252

[ désignant la limite fine de % en P.

En utilisant les inégalités de Harnack et Schauder, on voit
que la derniére de ces relations va s’étendre a des boules de
centre M, et de rayon proportionnel a r, = d(M,,P) sous la
forme :

u(@) _ 1‘ > e, Vz € B(M,,cr,) (c assez petit) .

v(@)

Pour aboutir & une contradiction, il suffit de prouver que

A= U B(M,,cr,) n’est pas effilé en P.
k=1
Considérons les cylindres T(P,A,,t,.r), tels que
M, e dT(P,A, t,r) .

D’apres le lemme précédent, la réduite de 1 sur B(M,,cr,)
dans Q est minorée par une constante > 0 au point A, ;
on en déduit que si h désigne la mimmale associée a P,

B, = B(M,,cr,) et t, = %, ona:

Ri(Ay) > ¢h(Ay) > "h(Ay) -
En utilisant le principe de Harnack jusqu’au bord :

Ri(z) |, hia)
RB(A) ~ ©hAY)

z e dT(PAyrt) N Q.
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Soit avec une nouvelle constante c:
Rp«(x) > ch(z) ze Q — T(P,A,,rt)

et a fortiori:
Ri(z) > ch(x) Ve Q.

La réduite Rj n’est donc pas un L-potentiel ce qui achéve
de prouver que A n’est pas effilé en P.

CororraIre 6.7. — Soient u et ¢ deux fonctions L-harmo-
niques > 0 sur Q de mesures associées N et p . Le quotient
— admet une limite non-tangentielle w-presque partout, et cette
v
limite est une densité de N par rapport & . .

Remarque. — Supposons que Q ait son adhérence contenue
dans un domaine de Green pour L, et désignons par uj
la mesure harmonique de z dans Q. Pour PedQ et
(Bi)ks1 une suite d’ensembles boréliens de mesures harmo-
niques > 0 telle que hm (sup d(P,y)) =0, le quotient
wz(By)
wi(By)
wy est absolument continue par rapport a p% . Un raisonne-
ment élémentaire montre alors que P — Kp(x) est une
densité de pL par rapport a upk. D’ou:

VFeCRQ)  ui(f) = [Ku(@)f(P)duk(a) .

On voit ainsi que si une fonction L-harmonique dans Q
est comprise entre deux constantes > (0 sa mesure associée
est équivalente a pj; B. Dahlberg [4] a montré que dans le
cas classique A = L la mesure up% est équivalente a la
mesure de Haussdorf (rn — 1)-dimensionnelle sur 2Q.

Voici une dermiére application du principe de Harnack
a la frontiére: elle découle immédiatement d’un travail de
H. Hueber [8] qui 'a établie en théorie classique pour un
domaine a courbure bornée, et mis en évidence le lien entre
le principe de Harnack a la frontiére et un critére d’existence
d’une minorante harmonique:

tend vers Kp(z) quand "k tend vers Pinfini; de plus
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Tutorime 6.8. — Supposons que les coefficients de L
sotent assez réguliers pour que Uadjoint L* existe et appartienne
a une classe £ (ha,M) et soit Q un domaine lipschitzien et
greenten pour L. Une fonction s L-surharmonique sur Q
admet une L-minorante harmonique si chaque point z e dQ
posséde un voisinage ouvert U dans R" tel que s posséde
une mincrante harmonique dans U N Q.

En effet d’apres [8] cette propriété est établie si on montre
que, pour P €2Q, et T(P,A,r) cylindre tel que Q N T(P,A,r)
est lipschitzien adapté & T(P,A,;r), on a:

« Pour tout L-potentiel p sur Q n T(P,A;r), il existe
un L-potentiel p’ sur Q tel que p — p’ est harmonique
T <P,A’, %) )

Iei A’ désigne le milieu de OA .

Soit A” le milieu de 0A’ et soit U= Q n T(P,A,r).
La propriété se vérifie immédiatement & partir de la représen-
tation intégrale des potentiels et de ce que, d’aprés le principe
de Harnack a la frontiére appliqué au faisceau #7:

GE(A",y) Gi(A"y) ;T
GR(A"A") < “GI(AmA) YN T<P’A’ 2>'

7. Deux contre-exemples.

Dans cette partie nous construisons une classe de domaines
euchdiens dont nous déterminons explicitement la frontiére
de Martin (pour d’autres exemples voir [12] et [1 bis]); cette
construction permet de répondre négativement a deux ques-
tions naturelles :

1) Soit Q un domaine euclidien contenant I'intérieur d’un
cone de révolution de sommet S; est-1l vrai que la trace sur
Iaxe du cone du filtre des voisinages de S est un filtre conver-
geant dans le compactifié de Martin ordinaire de Q? Cette
question est due & G. Choquet.

2) Peut-on affirmer que pour tout domaine euclidien borné
les compactifiés de Martin de Q relativement 4 deux opéra-
teurs elliptiques d’une classe #(),a,M) sont naturellement
homéomorphes par prolongement de I'identité?
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On va voir que la réponse a cette deuxiéme question peut
étre négative méme pour un couple d’opérateurs elliptiques
homogeénes et a coefficients constants.

A) Construction d’une famille de domaines plans.

Fixons deux nombres o« et B > 0, avec « + 28 < 2=
et considérons le domaine :

Qozzzec; z=1t, 0 <t<?2, |0]<%+ﬁ€

. 1 o
—Jte!?; 0<t< = 0=+ ¢
’ 2 2 %
On forme Q a partir de Q,, en percant des trous sur la

p 0 P 1
2

partie de 2Q, portée par les segments [O,Ee'2] et

1 -2 e . . .
[O, o€ ' 2] ; plus précisément soit {M,} une suite de points
% . . . ~-i<
M, = te'2 et soit {M,} une suite de points M, = tie 2

avec :

1
4t, ., < t, < A

1
=

t,, n>1
t <

On pose alors

- )

Q=Q, U (U(%tei%;%t" <t< 2t,,§

V) %te_i%; %t,’, <, t < 2t,’,§>>

On a alors les deux théorémes suivants qui seront établis
plus loin (parties B et C); on désigne par A le point
d’affixe 1.

TeEOREME 7.1. — St « > B etsiles t, , b, 8,0ty ey by, tpe..
sont successivement chotsis assez petits, il existe sur Q une et
une seule fonction harmonique ordinaire, positive, associée a O
et normalisée en A . La frontiére de Martin de Q s’identifie a
la frontiére ramifiée de Q.
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TatorEME 7.2. — St B > a et st les t;, t;, ...y by, th...
sont successivement pris assez petits, il existe evactement deux
fonctions harmoniques minimales associées ¢ O et normalisées
en A; La suite {M,} converge vers une de ces minimales

h, et la suite M, vers Uautre h' et on a: lm h(M;)=0,

n>w

Iim '(M,) =0. Toute fonction harmonique > 0 associée & O

n>w

est combinaison linéaire de h et h'.
De plus, dans la frontiére de Martin de Q, ni h ni K
r’admettent de voisinage connexe.

CoroLLAIRE 7.3. — Les cas o« > B et B > a conduisent a
des frontiéres de Martin non homéomorphes entre elles.

On peut alors répondre négativement aux deux questions :

1) pour la premiére question, considérons ’exemple fourni
par le théoréme 2 et désignons par P, le point d’affixe ¢,
et par P, celun d’affixe t,. Les inégalités de Harnack
montrent que :

GQ<P:1"’I") < GQ(M::’:E)

GQ(PL,A) * Ga(M;,A)

On voit que toute valeur d’adhérence de P, dansle compac-
tifié de Martin de Q est associée & une harmonique dominée
par ch; dou lim P, =+h et de méme lim P, =h'.

n>x% n>x
Q avec ac=-%, et 3:2-573;
(en particulier « + 28 = =). Considérons une transformation
linéaire: T: T(zy) = (Az,y); pour A > 0 assez petit, T
transforme Q en un domaine Q' qui coincide au voisinage
de O avec un domaine de la famille correspondant a des
angles « et B tels que a« > B: en choisissant convenable-
ment les ¢, etles t,, Q' va vérifier les assertions du théoréme
1 et Q celles du théoréme 2; par changement de variables,
on voit ques les frontiéres de Martin de Q pour I'opérateur
1 @2
Ry
morphes.

2) Prenons le domaine

D2
+ — et pour le Laplacien ne sont pas homéo-
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B) Démonstration du théoréme 1.

Commengons par le lemme simple suivant;

Lemme 7.4. — Considérons un domaine
D(v,p) = {te";0 <t <p,0 <a<y}

avec 0 < y <2n et o > 0; désignons par p, la mesure
harmonique d’un point x de @(vy,p). p, admet une densité
[ par rapport a la mesure de longueur o sur d3®(y,p) telle que

f(z) = 0(|z|7_1> quand z e d3®(vy,p) tend vers zéro.

3
A Taide d’une transformation conforme z—zY, on se

raméne au domaine CI)(n,pY) , pour lequel on sait (par exemple,
en utilisant la formule de Poisson pour le demi-plan) que
f(z) = O(1) au voisinage de zéro.

Lemme 7.5. — Soit w, la restrictionde la mesure harmonique
de x dans Q — B(0O,t,) a dB(0,t,) etsoit « > 0; posons
corf

Q, = th e 2. Si a>8, il ex?ste un nombre wy(e,t, ;) et
un nombre my(et,_;) tels que st

by t
rd < 7)1<87tn—1) et /" < nz(e’tr:—l),
tn—l tn—-l
alors on a:
Q. S Sfa -
Démonstration. — a) dB(0,t,) se décompose en deux arcs

de cercles C, et C, situés respectivement au-dessus et

au-dessous de la demi-droite Arg'(z) = —EZ—M; il suffit

d’établir 'assertion du lemme pour chacune des restrictions
de p, a C, et C,.

D’autre part, le principe de Harnack a la frontiére montre
qu’avec une constante ¢ > 0:

1 owlf) o valG) o alf) ; A3
¢ ()  ua(G) wa,(f) 2

tn’
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pour fe €+(C,) et |x|=%e‘°,—-—%<0<%+ﬂ. Ces

mégalités s’étendenta Q — B <0,3 -':2L>

Cela prouve qu’il suffit, en ce qui concerne la restriction
de p, a C,, d’étabhir py (C,) < eps(C,) pour t,_; et ¢,
assez petits. Un raisonnement analogue montre que la majora-
tion relative a la restriction de p, a C, se réduit a établir
o, (Ca) < euus(C;) dans les conditions du lemme.

: — if . tn—l i i
b) Soit U—gte, 0<t< 2,—}—2 <6<2+B,

— t —
posons S=T n §|z| =~ﬂ2—_12 et 3 =1B(0,2t,) naU. v
désignant la mesure harmonique de z relativement a U,
on a l'inégalité :

#u(Ca) < €1(vg,(8) + bm, (Ca)ve,(S)) ;5
on obtient cette inégalité en observant que vJ(3) est minoré
par une constante > 0, sur B(O,,) Nn U, et que d’aprés
le principe de Harnack et ’estimation de Carleson p,(C,) est
majoré sur S par cpy, (C,).

t,_; étant fixé, on a avec une nouvelle constante ¢; :

. (Ca) < € {vg,(3) + Cira(G)VE,(5)} -

U est fixe, de sorte qu'en choisissant Q, = t,_, assez
petit :

€.¢;.v8,(S) < <.

2

Il faut maintenant majorer vg(8), t,_; étant fixé; pour

cela introduisons le domaine V = {te"; 6] < %, 0 <t <2}
et posons & =22V N B(0,,). Alors

a(C) > VI(8').

Mais t,’,_1 étant fixe, le lemme 4 permet de comparer
vi(8') et vg _,(8) quant ¢, tend vers zéro; si t, est pris
assez petit devant tr_q1:

n

€

5 ) > %5 (0),
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ce qui achéve de prouver la majoration g (C,) < ep4(C,)
dans les conditions de 1’énoncé.

¢) Traitons alors I'inégalité uo (C;) < epa(C,). De méme
que précédemment :

tou(Gn) < e{pa,(Ga) 3, (3) 4 pw, (C1) - vG,(5))}

en mnotant que p,(C,) est majoré par c.p, (C,) sur

1

iz t_ .
gte 2t < 2t,,g . Pour t" ! assez petit on a comme en a) :

n—1
c.um,_(Co).v8(S) < ¢ ua(CIVE(S) < % wa(CL) .

Comme  p,(C, est majoré ar  c¢.py (G, sur
1 J p n—yg
g-it;_leie;——%—ﬂ <0< —={( on voit que

2
a,(Gr) < cpwy () < . ua(Gr)s

(on utilise le principe de Harnack, ¢,_; étant maintenant
fixé); v§,(8) devient aussi petit qu’'on veut quand ¢, tend
vers zéro, d’ou I'inégalité cherchée pour &, < ny(e,tn_,) .

Remarque. — on a évidemment un résultat analogue pour

la restriction & B(O,t,_,) de la mesure harmonique u, de z

dans Q — B(O,t,,) quand on compare ses valeurs en
a+

Q.= t,,_le—‘ 2 eten A.

Démonstration du théoréme 1. — Choisissons les rapports
thy . .
2=l " assez petits pour avoir pour chaque n > 1:
tn—l tn—l
o, S E.lha, Mol S E,MA avec lime, =0

n>»

(Noter que p et p’' dépendent en fait de n).
Si h est harmonique positive sur Q , associée a O, on
que p ) )
aura :

M _ g i M) _ o

lim =20 =

wee B(A) e h(A)
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Soient h, et h, deux fonctions harmoniques > 0 sur Q
associées & O et normalisées en A . Le principe de Harnack
a la frontiére montre qu'on a avec une constante ¢ > 0:

1 Iy(a) < hy() <ec by (z)

¢ (M)~ k(M) k(M)

zeC,.

D’ou avec I'inégalité de Carleson sur C, et le principe du
maximum

1) i) < ) (e g ) @)

lorsque z parcourt Q — B(0O,t,). En écrivant cette inégalité
pour z=A on voit que le rapport hy(M,)/hy(M,) reste

!

minoré par 1_< hy(Q,); revenant a (1) et inversant les
¢ c

roles de h, et hy:

1

— hl < h2 < c2h1 sur Q .
c

Il n’y a donc qu'une seule %~ > 0 harmonique sur Q
associée & O mnormalisée en A . Le reste du théoréme se
démontre sans difficultés en adaptant les raisonnements de 6.1.

C) Démonstration du théoréme 2.

Nous supposons désormais que o« < B. On a maintenant
le lemme suivant, analogue au lemme 5:

LemwMme 7.6. — Avec les notations du lemme 5, pour tout = > 0,
il existe des nombres my(e, t,_;) et my(e,p) tels que st P e R+
OP < ny(eytiy) et st t, < M3(e,0P) ona: pp(C,) < epa(C,) .

Démonstration. — On introduit les domaines suivants:

y 1 .,
Uzgte”; O<t<§t,,_1, —%-<6<—|——%€

et
Vzgtew; 0<t<?2, %<6<%+Bg-
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Al =e¢ 2 , d=2Un B(072tn> ’

5 =V nB<O,%t,l>, F=oUn aB(O,t"‘;)-

On a alors avec une constante absolue ¢ > 0 et une cons-
tante ¢ > 0 qui dépend de ¢,_; les relations suivantes :

ue(C,) < ¢ {v8(3) + wm;_(C,)vE(F)}
we(C) < ¢ {vi(3) + ¢ ua(C)ve(F)} .

Prenant OP/t,_;, assez petit cc'vi(F) < ¢/2.
D’autre part, ps(C,) = cpa(C,) = evX.(3) .
En utilisant le lemme 4, P étant maintenant fixé, on voit
comme dans le lemme 5, que pour ¢, assez petit
€

cvp(3) < ?VX<8/) .

Posons maintenant

n—1

Q, = Q, U[U;tei%,—gﬂ <t< 2tp€]
n—1
U s 4 < o< |

=1

La frontiére de Martin de Q, s’identifie avec sa frontiére
ramifiée; en particulier 1l existe trois minimales associées
a O, et normalisées en A; désignons par Kj, Kj et Kj

ces minimales qui sont distinguées par les conditions

lim Ki(te®) =0, lLim Kjte?) =0, lim Kje?) = 0.
3e<5 3109% 362—%

2
t>0 t>0 t>0

On considére aussi le domaine

- TR
Q,l:Q,,USte“z; J<t<2tnf,
( 2 )
et on note K7, Ki et K& les trois minimales analogues aux
K; associées a O.
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Lemme 7.7. — Fizons t,, t;,...t,_y, t,_y; lorsque t, tend

vers zéro la minimale K} tend pour la topologie de la convergence
compacte vers Ki.

Démonstration. — D’apres le lemme précédent, on a, pour
chaque %k > 0, un point z, sur le demi-axe réel positif
tel que

—11;, et pour ¢, assez petit, Ki(z,) < — Ki(A) = —.

x, <

Toute fonction f adhérente a la suite {K!} vérifiera donc:
f(A)=1, lm f(z,) =0, et, d’aprés le principe de Harnack
a la frontiére, lim [f(z)] =0 quand z tend vers un point
frontiere de Q, distinct de O, ou quand z tend vers O

[ 4 o
en restant dans le secteur — B — — < Argl(z) < — -

2 2
Mais les estimations de Carleson montrent qu’avec une
constante ¢ > 0:f(z) < cf(x,) pour x =z, et |Arg!(z) < %,.

En appliquant le prmclpe du maximum a la fonction f dans
le domaine compris entre deux arcs de cercles
\ o
\oi Jal =y, |Argla)] < =

2

on obtient lim f(z) =0, quand z tend vers O dans le

secteur |Arg(z)| < %-
D’ou f= K} (principe de Bouligand pour la frontiére

ramifiée) et le lemme est établi.

Remarque. — On majore aisément K2 dans le domaine
tn—l . ﬁ_
2 2
thétique de la mesure harmonique dans ce domaine de l'arc
t,_1 o o Ly . o~
?—"7)—1 e, — 5 <06 < o —+ Bg; on en déduit que Kj tend,
lorsque t, tend vers zéro, vers Kj.
De méme, pour t,, ... t, fixés et ¢, tendant vers 0, Ki+!
tend vers K7, et Kit! vers Kz.

te¥; 0 <t < <0 < % + B par un homo-
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Faisons encore la remarque suivante:

Lemme 7.8. — Fuxons ¢, t;, ... t,_;; pour = > 0 donné,

il existe m > 0, tel que pour t,_, < v, ona K{M,,) < ¢.
I1 suffit de remarquer que Kj(z) est d’apres les inégalités

de Harnack uniformément majoré sur D’'arc de cercle
1 .

= z;2=—-1t,_,€9, —L—B <8< 2{ On peut donc
2 2 2

majorer K] par une fonction proportionnelle & la mesure

harmonique de cet arc dans le triangle curviligne

o

1
7 tn—l y T 2

B<6<%€.

gz; z=red, 0 <r<

Démonstration du théoréme 2. — Les lemmes 7 et 8 montrent
qu’en choisissant les ¢, t; successivement assez petits on aura

KIM) <~ KoM < % pour n < p.

n

a) Désignons par h (resp. k') unevaleurd’adhérence pour
la topologie de la convergence compacte de la suite {KI}
(resp. de la suite {K%}). On a:

, -1 , 1
(M, < — h(M,) < -
RS
Posons comme dans le lemme 2, Q,=1¢t,_,e 2 et

_atB

Q.=te 2 et soient C,, C, les deux arcs de cercles
composant 3B(0,t,) N Q.

Remarquons d’abord, que d’aprés les inégalités de Harnack
a la frontiére, les fonctions K? et K! tendent uniformément
vers zéro en tout point frontiére de Q distinct de O; & et
k' sont donc associées & O .

D’autre part, on a nécessairement lim inf A'(Q,) > 0: sinon,

n>o

on déduirait du principe du maximum dans les domaines
Q —B(O,t,) que k" =0; de méme, lm inf A(Q,) > 0.
Remarquons enfin, qu'ona Iim 2(Q,) =0 et lhm A'(Q,)=0:

n>»

il suffit pour la premiére de ces relations d’appliquerle principe
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du maximum dans le domaine

Q n [B(O,:2) nB(O,é—t;_l> n 3:0; Argl(a) < — %
et de majorer h a la frontiére de ce domaine a l'aide des
estimations de Carleson par c¢(h(M,) + A(M,_,)) .

b) Soient u,v,w trois fonctions harmoniques positives sur
Q, normalisées en A, et associées & O; appliquant les

inégalités de Harnack a la frontiére aux points d’intersection
de 3B(0,t,) et 2Q, on a:

u(z) _  v(z)

w(M,) = “o(M,)

vz € C, et

, x2€C,.
D’ou on déduit, d’apres le principe du maximum :
1 ()
1)+ ul) < uM) s

+ u(Q)

w(z)
w(Q.)

Désignons par k wune fonction harmonique positive sur
Q associée & O et normalisée en A; écrivons la relation (1)
au point z = A ©pour le triplet (u,0,w)= (hk,h’). On
obtient :

. we([BOL) na.

¢ kM) K(Q)

LB B(Q)

De ce qu1 a été établi plus haut sur le comportement de

. A Ly 1 .. h(M,)
R(Q,) et A(Q,), on déduit que — < lim inf kL)’ On
démontre de la méme facon en considérant le triplet
H(QL
*Q)

Reprenons alors l'inégalité (1) pour le triplet (k,A,h),
et faisons tendre n vers l'infini; on obtient:

(2) % k(z) < ch(z) + ch'(x) Vze Q.

(u,v,w) = (h',hk) que —1— < lim inf

¢) Montrons que h et k' sont minimales distinctes; si
k est asociée & O et vérifie lim £(Q,) =0 et k(A)=1,
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le passage a4 la limite dans les inégalités (1) pour le triplet

(k,h,h') donne:

(2) % k(z) < ch(z) VzeQ
k(Qs)
h(Q)
on montre de méme que A’ est minimale. (On peut utiliser
le lemme 6.2.).

Si h et h' étaient identiques, le principe du maximum

puisqu’ict lim = 0, ce qui prouve que h estminimale;

dans Q — B(O,t,) et un passage a la limite donneraient
h=0, ce qu est absurde.

d) Le cone des fonctions harmoniques positives sur Q
et associées & O est réticulé: le lemme de décomposition de
Riesz appliqué a I'inégalité (2), et la minimalité de A et A’
montrent que ce cone est le cone engendré par h et h'.

e) Montrons que M, converge dans le compactifié de
Martin Q de Q; on désigne par G(z,y) la fonction de
Green de Q.

Soit R, le point d’affixe %t,lei?; posons k,(x) =%§%.
k, est surharmonique positive sur Q, harmonique sur

Q — {R,}, et tend vers zéro en tout point frontiére de Q;
on a, exactement comme plus haut:

L @) < wvy) 2Bl

c kn(M,,)

k' (x)
K (Q)

D’ou on tire en faisant = A et en passant a la limite:

lin::oup% <o. 3)

2| = t,.

D’autre part, les inégalités de Harnack usuelles au voisinage

de la sphére de centre M, et de rayon t,, etle principe du

2
5
maximum montrent que: (avec une constante c¢

)
h’zgz), zeQ -—B<M,,,%tn>.

!

k(z) < 'k,(M,)
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D’ou avec la relation (3):

lim sup k,(z) < cc’h(z) Vze Q.
n>x
De la minimalité de h et de cette relation, on tire aussitot
que la suite {R,} converge vers h dans le compactifié de
Martin de € ; une nouvelle utilisation des inégalités de
Harnack montre qu’il en va de méme pour la suite {M,}.
De méme, la suite {M,} converge vers h'.

f) Les minimales associées a des points d’un segment S
maximum dans d3Q porté par !z; argi(z) = + —;— forment

une partie compacte et ouverte de la frontiere de Martin
de Q; d’autre part, on vérifie facilement que dans

. 1 - & . e e ae,
Q lim( = te 2 )= h: il suffit d’utiliser encore les inégalités

2
de Harnack pour se ramener a la convergence de {M,} vers
h . Ceci prouve que h n’a pas de voisinage connexe dans

2Q et k' a évidemment la méme propriété.
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