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SUR UN PROBLEME DE I GLICKSBERG :
LES IDEAUX FERMES DE TYPE FINI DE M(G)

par B. HOST et F. PARREAU

1. Introduction.

1.1. G désigne un groupe abélien localement compact, I' son dual,
M = M(G) l’algébre de convolution des mesures de Radon bornées sur
G, et L' = L'(G) est identifié a I'idéal de M formé des mesures
absolument continues par rapport a la mesure de Haar m de G. Les
autres notations d’analyse harmonique sont celles de [6].

Le but de cet article est de caractériser les mesures u de M telles
que u * L! soit fermé. Il est clair que, si u est une mesure inversible
dans M, ou idempotente, I'idéal u * L' est fermé ; plus généra-
lement, c’est le cas si u est la convoluée d’une mesure idempotente et
d’une mesure inversible. I. Glicksberg a conjecturé la réciproque dans
[4] et I’a démontrée pour quelques cas particuliers ; nous nous propo-
sons de la démontrer dans le cas général (théoréme 1).

Nous utilisons I’étude de I. Glicksberg [4], essentiellement ses
théorémes 1.4 et 1.6, et corollaire 1.5, résumés dans la proposition
suivante.

PROPOSITION 1. — Soit u une mesure de M. u x L' est fermé si
et seulement si u » M est fermé ; alors

a) il existe un réel € >0 tel que |p(y)| = € pour tout v €T
tel que fa(y) #0;

b) u x L! est l'idéal des fonctions de L' dont la transformée de
Fourier s’annule sur 3=!(0) ;
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c) u*M est lidéal des mesures de M dont la transformée de
Fourier-Stieltjes s’annule sur p~'(0).

COROLLAIRE. — Si um* L' est fermé, et s’il existe une mesure
idempotente n telle que p~'(0) = 7~'(0), u est la convoluée de
n et d’'une mesure inversible.

En effet, d’aprés la proposition 1, n appartienta p *M ; soit
PEM telque uxv =mn, etsoit A =pu+(8—mn). X\ estinversible :

As(nxv+ (6 —n)) =38,
et u=mn=xN\.

Les paragraphes suivants sont consacrés a la démonstration du
théoréme :

THEOREME 1. — Soit p une mesure de M. Si p* L' est fermé,
ou si u* M est fermé, u est la convoluée d’une mesure idempotente
et d’une mesure inversible.

D’aprés le corollaire de la proposition 1, il nous suffira de montrer
que si u* L' est fermé il existe une mesure idempotente n telle que
2=1(0) =771(0) .

1.2. Nous groupons, au §2, les définitions et résultats utilisés sur le
spectre A de I’algébre de Banach M .

— Pour la partie technique (§3), on a surtout besoin des résultats
de G. Brown sur les produits de Riesz et les caractéres généralisés [1].

— La seconde partie de la démonstration (84) utilise la méthode
des points critiques de J.L. Taylor [7] ; mais nous travaillons ici dans
Padhérence T' de I' dans A, et nous devons montrer que les points
critiques de T sont des points critiques de A au sens de J.L. Taylor ;
son résultat essentiel se démontre d’ailleurs beaucoup plus simplement
et rapidement dans ce cas. Nous reprenons au §2 des résultats de
C. Dunkl et D. Ramirez [2] [3], et nous incluons une démonstration du
théoréme des idempotents de Cohen (il devient trés simple aprés I’étude
de I'adhérence de I' dans L™(n), pour une mesure idempotente 7).

Ce travail n’est pas indispensable si G = T, et nous indiquons
(§4) comment obtenir alors une démonstration plus directe du théo-
réme 1.
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Enfin, la derniére partie (§5) est la généralisation du théoréme 1
aux idéaux 2 (#; *L') ou Y (4 +M) fermés, avec le
1<i<m 1<ism
résultat que fout idéal fermé de type fini de M est de la forme n+M
pour une mesure idempotente n de M.

2. L’adhérence des caractéres forts dans le spectre de M(G) .

2.1. Nous utiliserons les notations de [1] pour le spectre A de
Palgébre de Banach M. @& désigne la transformée de Gelfand de
LeEM.

Pour p € M, Ia restriction d’un caractére x € A a L!(u), iden-
tifié a un sous-espace de M, définit un élément X, de L™(w). A(u)
désigne I’ensemble de ces restrictions.

Dans A, le conjugué et le module d’un caractére X, et le produit
de deux caractéres x et ¢, sont définis de facon que, pour tout
LEM,

X)) =% > Xl =Ix, 0, et (x0), =X, 9, -

On définit une opération de A sur M de facon que, pour x,¢ € A et
HLYEM,

Xp = XM, X(w=*v) = xp*xv
(e)"(x) = (xw) "(¥) = i(eX) -

Un caractére ¢ € A est positif si pour toute mesure v = 0, P(yp)
est positif ; alors, pour toute mesure u € M, ¢, est positif. L’ensemble
A, des caractéres positifs est ordonné de fagon que ¢ < Y si et
seulement si, pour v = 0, #(p) < ?(Y), ou, pour u €M, TS l/l“.

Un élément ¥ de I' définit un caractére de M par la transfor-
mation de Fourier-Stieltjes : fi(y) = fydu, pour u € M. On appelle
ces caractéres les caractéres forts. En particulier 1 € T' est identifié
a I'élément 1 de A, tel que, pour tout u €M, l‘l =1 et
al) = fdu .

Les caractéres forts sont de module 1. Inversement, si x € A est

de module 1, x n’est pas identiquement nul sur L!, donc est un
caractére fort.
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2.2. Pour I’étude des topologies sur A, on pourra se reporter a [71,
chapitre 5 (J.L. Taylor y présente A comme le dual S d’un semi-
groupe S).

La topologie faible de A est la topologie de Gelfand ; elle corres-
pond sur chaque A(u) ala topologie faible o(L™(u), L' ().

Pour cette topologie, A est compact ; A, , et pour p €A,
I’ensemble des caractéres de module < ¢ sont fermés ; la conjugaison
est continue, mais la multiplication est seulement séparément continue
et x —> |x| n’est pas continue.

PropoSITION 2. — Si X, = X et |X,|— ¢ faiblement, on a
IXI<¢.

En effet, soit u=>0 et f€ L) tel que fx, = Ix,| et
1< 1

£0xD = (W () = lim (fu)" (X)) < lim 2(I1x, 1) = i(p) .

Sauf mention explicite du contraire, la topolgie considérée sur A
sera toujours la topologie faible.

La topologie forte sur A est définie par I'opération de A sur
M : x, tend fortement vers X si, pour toute mesure u, |Ix u — xull
tend vers 0. Pour cette topologie, la multiplication et les applications
X —> X, X — |x| sont continues.

PROPOSITION 3. — Si X, tend vers X faiblement, X, tend forte-
ment vers X dés que l'une des hypothéses suivantes est vérifiée :

a) Xl 2 X |
b) X, = X .

En particulier les topologies fortes et faibles coincident sur les parties
de A formées de caractéres ayant le méme module.

PROPOSITION 4. — Toute partie fortement fermée non vide de A,
admet un élément minimal.

Ces résultats sont démontrés par J.L. Taylor [7]. Il définit les points
critiques qui sont les éléments minimaux des parties fortement ouvertes
et fermées de A., et montre que ce sont les idempotents s, cons-
truits ci-dessous. Nous n’utiliserons pas ce résultat, mais nous ferons
une construction analogue dans P'adhérence faible de I' dans A.
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2.3. Pour une topologie 7 de groupe localement compact sur G plus
fine que la topologie initiale, on note G_ le groupe G muni de cette
topologie, et M(G,) la sous-algébre de M formée des mesures
réguliéres pour cette topologie. Toute mesure de M admet une
décomposition

H=u tv

ou u_ appartient 3 M(G,) et v_ est étrangére a M(G,), c’est-a-
dire que |v,|(K) =0 pour tout compact K de la topologie 7 ;
ces mesures forment un idéal, et le projecteur u —> u_ est un homo-
morphisme de M.

On définit un caractére h,. de A par
) =, (1) =fdu, 5 hp=up, -

h_ est un caractére idempotent.

T

Si ¢ appartient au dual ', de G,, l'application u ~— f_(¥)
est un caractére de M, qui est de module h_ . Les caractéres de
module A, forment un groupe d’élément unité A, isomorphe a
', (de méme que les caractéres de module 1 forment un groupe iden-
tifié & I'). Sur ce groupe les topologies forte et faible, ainsi que la
topologie du dual de G_, coincident.

[ &)

2.4. Notations. — L’adhérence faible i"—_ de F_ dans A est un semi-
groupe stable par conjugaison. On note I', = I‘_ NA,;si xer,lx|
n’est pas en général dans I', mais |x|>? = xx €T, .

Si 4 est un idempotent de r, , les caractéres de T' de module 4
forment un groupe d’élément unité h, qu’on note T',. Sur T, les
topologies forte et faible coincident (proposition 3).

Par a?lalogie avec les points critiques de J.L. Taylor, on définit :

DEFINITION. — Soit h € F+ un idempotent ; on dit que h est
critique dans ' si h n’est pas limite de caractéres de T', strictement
inférieursa h .

Dans cette définition, les convergences forte et faible sont équi-
valentes. Il suffit (et d’ailleurs il faut) que lidempotent h soit un
€lément minimal d’une partie fortement ouverte et fermée de T, .
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THEOREME 2. — Les idempotents critiques dans T sont les carac-
téres h, associés aux topologies T de groupe localement compact sur
G plus fines que la topologie initiale.

a) Soit A un idempotent critique dans T et pel, ; si
Y, ¢ avec ¢, €T et lo,| < lgl = h, la convergence est forte
(proposition 3) et on a aussi

|‘Pal2 - l"plz = h9 l‘pa|2 \<' h: l‘pa |2 e I-"!- ;

donc |p,| = h pour a assez grand, c’est-a-dire ¢, €T,

I, est donc ouvert dans I’ensemble compact des caractéres de T
de module inférieur ou égal a h ; '), est un groupe localement
compact.

C. Dunkl et D. Ramirez [2], [3], ont caractérisé les groupes loca-
lement compacts dans f, avec le résultat donné par le théoréme (le
groupe I', est alors isomorphe a un groupe I',). Nous en donnons
une démonstration plus directe.

b) Soit G, le groupe dual de TI,. L’homomorphisme
j:y—hy de T' dans T, est continu, d’image dense car.

hT =hD = {x€T ;hx=x} = {(XET ;Ix|<h}.

Donc I’adjoint j* : G, —> G de j est une injection continue.

Soit d’autre part 8, la mesure de Dirac en g€ G ; pour
XE A, xb, est de la forme A§, ; en intégrant on trouve
A= Sg (x) ¥ 0 puisque 53 est inversible. Pour x, ¢ € A, il vient

XY8, = 6,(x¥) 8, = 8,(x) 6,(¥) 8, #0 .
Y — Sg(cp) définit donc un caractére g continu sur I', — en parti-
culier Sg(h) =1—-etpour y&€l'
<ZLi0) > = b,(hy) = 8,(h) 8,(v) = 8,(7) = <g, v>,

soit g = j*(g), ce qui montre que j* est surjectif.

j* est donc une bijection continue de G, sur G ; on identifie

G, au groupe G muni de sa topologie 7 plus fine que la topologie
initiale de G.

c) Pour montrer h = h, ; il suffit de montrer que, pour
L EM, hu € M(G,) etque,pour v € M(G,), hv =v.



SUR UN PROBLEME DE I. GLICKSBERG 149

Soit puE€M ; comme h|u| = |hu| et que toute mesure abso-
lument continue par rapport a une mesure de M(G,) est dans M(G, ),
on peut se restreindre au cas o u est positive. Alors la restriction de
i a I'), est définie positive et continue ; c’est donc, d’aprés le théo-
réme de Bochner, la transformée de Fourier-Stieltjes d’une mesure
v € M(G,)). Enidentifiant G, a G,, onaplongé¢ M(G,) dans M de
facon que, pour ¥y €T, A

o(y) = ((7)) = R(hy) = (hw)" (7)
Alors hu = v € M(G,).

Inversement, soit v € M(G,) et vy, — h; hY,— h, donc v,
converge ver 'unité dans la topologie induite sur I' par j, qui est la
topologie sur I' duale de la topologie 7 sur G ;pour cette topologie
p est continue, et pour tout y €T’

p(hy) = lim 2(y,y) = 2(y) .

Donc v = hv, ce qui achéve de démontrer que h = h,_ .

d) Il reste & montrer que, pour toute topologie 7 de groupe loca-
lement compact sur G plus fine que la topologie initiale, I'idempotent
h_ est un idempotent critique dans T'.

Soit §2 I’ensemble des caractéres de F+ supérieurs ou égaux a
h,; Q est ferméet 1 € Q, donc £ admet un élément minimal 4 ;
il est clairque h2 < h et h*> € Q, donc h est idempotent.

Soit p une mesure de probabilité dans L!'(G,) ; si X € T etsi
a(x) # 0, la restriction de x & M(G,), non nulle sur L!(G,), estun
caractére fort de M(G,), et |x|=h,. § est donc aussi I’ensemble

des caractéres ¢ de I', tels que f(p) # 0 ;c’est un ouvertde I, ,
et h est critique.

Soient alors j: I'—1T,, j,: T — T et k:T, —T, les
homomorphismes définis par j(y) = hvy, j,(y) = h,vyet k() =h,¢;
ils sont continus et j, = koj ;les adjoints de j et j_ sont les iden-
tités continues G, —> G et G,— G ;l’adjoint k* de k est donc
'identité de G, dans G, et est continu ; pour montrer k. = h, il
suffit d’aprés ce qui précéde de montrer que k* est un isomorphisme .
k est injectif et d’image dense (adjoint de I’identité) et il reste a vérifier
que I'image réciproque par Kk d’un compact K de I', est un compact
de T', ;soit K'le compactde '

K' = {xef;ix|<h et h XEK}:
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k~'(K) estinclusdans K' et,si x €K', [h, x| = h, donc |x|=>h_ ;
on a alors h, <|x*|<h, et, d’aprés la définition de #» comme
élément minimalde £, |x|*> = h ; x estdoncdans T, , K' = k=1 (K).
k' (K) est compact, ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.

Cette derniére partie de la démonstration (d) montre que pour
toute topologie 7 de groupe localement compact sur G plus
fine que la topologie initiale et pour toute mesure pu € M, on a

&, (T) C a(D).

2.5. Dans la suite de ce paragraphe, nous étudions, pour une mesure
n idempotente — plus généralement pour une mesure dont la trans-
formée de Fourier-Stieltjes a ses valeurs enticres, le semi-groupe F(n)
des restrictions & L'(n) des caractéres de I', qui est aussi I’'adhérence
pour la topologie o(L”(n),L!'(n)) du groupe I'(n) des caractéres
forts dans L™(n) .

PROPOSITION 5. — Soit m une mesure telle que (') C Z
a) La topologie forte est discréte dans F(n),

b) Tout ¢ € F(n) a son module idempotent,

) T, () = {¢ ET(n) ; ¢ > O} est fini.

a) On a encore A(T) C Z, etsi ¢,y € ['(n) avec ¢ # ¥, o0
est différente de Y n ;il existe doncun ¥ €T tel que

[em)"(¥) — (W) (M = laley) —a@I=1,
donc llon — Ynll = 1.

b) Soit ¢ € —I:(n) . il suffit de montrer que [p?| est idempotent ;
on peut donc _supposer ¢ = 0. Alors la suite (¢") converge fortement
dans I'(n), donc est stationnaire ; or si ¢" = ¢"*! pour un n, il est
clair que ¢ est idempotent.

c) Qn suppose que ¢, converge vers ¢ faiblement, avec
‘pa ) ‘p € F+ (7?) s

llen — ppanll = J (¢ —wp,) dinl = Inl"(p) —Inl" (pp,) — 0
loen—wpanll = [ (0, —w0,) dInl = 0l (g,) —Inl" (pp,) — 0

donc [lgn — ¢,nll— 0, la topologie faible (compacte) coincide avec
la topologie forte (discréte) sur I'y (1), quiest donc fini.
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Le dernier argument montre plus généralement que pour un

idempotent ¢ de A les convergences forte et faible vers ¢ dans A,
sont équivalentes.

_ T'(m) est dense dans le groupe des caractéres de module 1 de
I'(n), et celui-ci est discret car la topologie forte y coincide avec la

topologie faible ; dans F(n), tout caractére de module 1 est donc un
caractére fort.

Soit H le groupe-support de 7; H'! = (yE€T ;yn =n} est le
noyau de la projection I'—> I'(n) ; H' est ouvert, donc H est
compact.

On dira que n est une mesure élémentaire si 1 est le seul élément
positif non nul de T'(n). L’ensemble des ¢ € f‘_(n) tels que f(p) # 0,
qui est compact, est alors contenu dans le groupe discret I'(n) des
caractéres de module 1 ;il est donc fini.

Dans ce cas, f est nul sauf sur une réunion finie de classes 'yjH",
sur chacune desquelles # a une valeur constante n; € Z. On trouve
donc, si my désigne la mesure de Haar de H,

\
n= 2.. n; v my .
1<j<k

Dans le cas général #(I") C Z, pour tout ¢ € F+ (n), on définit
une partie élémentaire de M associée a o,

e =(,0 @=v)n=(s— Sup ¥)n.

€, estune combinaison a coefficients entiers de mesures Y7, donc év,
a ses valeurs gptiéres. €, est bien une mesure élémentaireL car tout
élément 6 €', (e,) est larestriction d’un élément 6, de T'y (n) (si
Yo— 0 dans ﬁ(ew), et si 6, est un point adhérent de (v,) dans
I'(n), 6, = 10,1*> aaussi 8 pour restriction dans I'(e,)) ; et
" —si 6,=>¢, on a 6,y =4y pour tout Y <y, donc

906«’ = €,, et 0 =1,

—sinon O p <y et O,(p —0,p) =0, donc b,¢, = 0, et
6 =0.

De plus, n est la somme de ses parties €, pour ¢ EF+ .

Cette décomposition de n en une somme finie de mesures élé-

mentaires de la forme Zn;y;my est celle du théoréme des idem-
potents de Cohen.
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3. Les lemmes techniques .

3.1. Pour la démonstration du théoréme 1, dans ce paragraphe et le
suivant, on considére une mesure u de M telle que u * L' soit
fermé. D’aprés la proposition 1, toute mesure dont la transformée de
Fourier-Stieltjes s’annule sur a~! (0) est dans u* M et il existe un
réel € > 0 telque a(y)| =€ si g(y) #0.

Notation. — Pour deux nombres complexes s,t, on écrira
s~ 1t si s et t sont tous les deux nuls, ou tous les deux non nuls.

Etant donné que O est isolé dans (0) U ("), pour toute mesure
idempotente 7 I’ensemble {x €T ; &(x) ~ 71(x)} est un ouvert et
fermé de I'. Il suffit de trouver une mesure idempotente 1 telle que

cet ensemble soit I entier (d’aprés la remarque a la fin de 1.1).

Dans la démonstration du lemme qui suit, on utilise des produits
de Riesz, avec les définitions et les résultats de G. Brown [1] ; nous
rappelons simplement les propriétés qui interviennent ici.

Soit L un groupe abélien compact, m; sa mesure de Haar ; une
suite (v,),>, d’éléments # 1 de L est dite dissociée si, pour toute
suite €,,..., €, d’entiers de valeur absolue < 2,

My =1

1<k<n
si et seulement si v, = 1 pour 1 <k <n.
1

Pour 0<r<5, si la suite (y,) est dissociée, le produit

I; a+nr, try,).m
n21

converge vaguement dans M(L) vers une mesure de probabilité p
appelée produit de Riesz. Les <, sont appelés les lettres et les

produits finis I ¢k avec e, | <1, sont appelés les mots du
1Sksn

produit de Riesz ; la longueur d’un mot est le nombre d’exposants non
nuls qui y figurent.

Pour vy € i, [)('7) est non nulsi et seulement si y est un mot,
avecalors, si y# 1, 0<p(y) <2r.
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Pour tout caractére ¢ de M(L) adhérent a la suite (v,),
d’aprés (1), ¢, est une constante non nulle. Alors, pour le caractére
h=lpl° = lin}) lpl€ (pour la définition de ces caractéres, on pourra se

pat

reporter a [1]), on a h, = 1. Par contre, comme 7, tend vers I’infini
dans L, ona y¢m, =0, hm; =0, et ho =0 pour toute mesure o
absolument continue par rapport & m, .

Si L est un sous-groupe compact de G, on dira que la suite (7y,)
dans T' est dissociée sur L si sa projection dans L = I'/L' est
dissociée. On a alors les mémes propriétés pour le produit de Riesz
construit sur L, un caractére ¢ adhérent a la suite (y,) dans F, et
I'idempotent 7 = |p|° de A.

3.2. LeMME 1. — Soit xef ;si p(Ix*|v) # 0 pour tout yET, on
a p(x)#0.

a) On suppose a(x) = 0.

On construit par récurrence une suite (v,),», dans T’ de fagon
que, pour tout n = 1 et pour tout p <n,

aCy,) =0,
BV, #0 et ply,v,m)#0, O

pour tout 7y appartenant a I’ensemble

A .__S 1 €k . <
P ask<p Ve s el <3

Soit en effet y,—> x (v, € ') ; on suppose construits pour
n < gq des termes 7, satisfaisant les conditions (I) et tels que, pour
tout n <gq ettout y € A,,

By, XY #0 et f(y,xy)#0 .

Pour « assez grand, O étant isolé dans (O)U &(I"), ona pour n < gq et
YEA,,

Bv) =0, (YY) #0 et Aa(v,v,7) #0.

De plus v,x et vy,X convergent vers |x?|, et, a(Ix*|y) étant non
nul pour tout <, on a aussi pour « assez grand, pour tout y € A,

BOXxY) #0 et f(y,xy)#0.

On peut donc choisir Y, Pparmi les 1v,, satisfaisant les conditions (I)
et la condition supplémentaire ci-dessus.
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Dans la suite, on extrait des sous-suites de (y,) — les conditions
(I) restent vérifiées — sans changer la notation.

_b) On suppose que v, converge faiblement dans T’(u) vers
fE€T(w), et que, pour toute suite (p,) telle que n <p,,, Yon
converge vers |f?| dans I'(u).

C’est possible si le compact f‘(u) est métrisable, quitte a prendre
une sous-suite : si 7, tend vers f,7,f tend vers |f?] et Va7, tend
vers v, f pour n fixé.

Dans le cas général, soit I’ Ie sous-groupe fermé de I' engendré
parles v,,G' sondualet p' laprojectionde u dans M(G")

L!'(u") ‘est un quotient de L'(u) ; L™(u") s’identifie 4 un sous-
espace faiblement fermé de L<(u), et I''(u') au semi-groupe fermé
de T'(u) engendré parles v,. Or I' est séparable, I'" ést total dans
L!'(u") "qui est donc séparable, et la boule unité de L (u') ‘est faible-
ment métrisable. Les v, sont donc contenus dans un sous-semi-groupe
compact métrisable de I'(u), et on peut extraire des sous-suites
convergentes comme précédemment.

¢) On définit un sous-groupe fermé de G, L, par

L' = {y€T ;v (0) = 21 (0)}.

L* est un sous-groupe ouvert de I' car O est isolé dans (0) U 1 (I'), et
it est uniformément continue ;donc L est compact.

Quitte a prendre une nouvelle sous-suite, on pourra supposer,
1/ Si 72 tend vers I'infini modulo L', y2 ¢ A, L' ;
2/ Sinon, que 7,2, est constant modulo L*.

Soit alors, pour n = 1, 0, = Yons1 Yon -

La suite (0,) est dissociée sur L. Soit en effet

0= I 6%
1<k<n

avec |€,| <2 pour | <k<n et 0" #1 modulo L*.
— Si le,|=2, %7 N 6" estdans A,,,, et I’hypothése
1<k<n
faite dans le cas 1 montre que 6 n’est pas dans L' ; dans le cas 2,

les 6, ont tous leurs carrés dans L' et on n’a pas & considérer
le, i = 2.
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— Si le,| =1, etsi 6 était dans L', on aurait, d’aprés la défi-
nition de ce groupe f(y) ~ t(y0) pour tout y€T'. Or i(y,) =0,

o ( * e A
7 <K< (Yarrr Yax) 2n

donc
2y, 0) = B((Vapar Yan)™ 7, I Yok +1 Yau)*)# 0.

d) On peut donc construire sur L le produit de Riesz

— - -n g
P, —pI;l(l + 2" 6,, + 2 0,,). my .

L’ensemble des zéros de @ dans I', et celui de p,, sont des
réunions de classes modulo L'. On va montrer qu’il n’existe qu’un
nombre fini de ces classes sur lesquelles & est nulle mais (v,p,)"
non nulle.

En effet, si (v,0,)" (Y) = #,(v,7) ¥ 0,7,y est modulo L'
un mot de p, qui s’écrit

,<P<,, (Va1 Vo)™ avec lgl<1, le,|=1.
Si n<2p,
o=, l<ll;I<p ('72k+1 72k)ek € Azp s
et ay) ~ i (('72p+1 Y2p )ep a) #0.

Donc, si (y) =0 et (v,0,)" (¥) #0, 7.7 est dans la classe
d’un mot de p, de longueur < n/2 ;le nombre de ces classes est au
plus 3"2 et pour chaque v, saufsi v,y € L', |(7,0,) (V)| < 2'™".

On définit donc une mesure o, € L'(L), de norme < 2, par

0 = Z(Yw Pu) (MY .My,
la somme étant prise pour ’ensemble des 7y € L= ['/L' tels que &
s’anu.... sur la classe modulo L* définie par 7.
Soit enfin
w’l = 7’l p'l - an *
@, (v) estnul sur 271(0) ;donc w, estdans p * M, et il existe pour
tout n une mesure A, telleque w, = u* X\, .
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De plus, les mesures w, ayant toutes leur norme < 3, on peut,
d’aprés le théoréme de I’application ouverte de Banach, choisir les A,
de norme uniformément bornée par une constante A .

e) Soit ¢ un caractére adhérent a la suite (8,) dans I:, et
h = ,p|° € A.Onsait (3.1)

hp, =p, et ho, =0 ;
donc hw, = 7, p, eten particulier
Wy (17,) = (Fnpn) () = 1.
D’autre part A est un idempotent = |p|, et Yy = |f?| d’aprés
b) ;donc h,f=f,et
lim g(hy,) = [h,fdu = [fdu=0.

Or, pour tout n et pour tout caractére ¢ € A |

lw, (V) = [2() Na (W) < AlR(W)I,

donc
lim w, (hy,) =0.

On obtient donc un contradiction.

3.3. CoROLLAIRE. — Soient H un sous-groupe compact de G, et
X un caractére appartenant @ H', l'adhérence dans A de l'ortho-
gonal H* de H .

— Si, pour tout v € H*, a(Ix|®?v) # 0, alors ja(x) # 0.
— Si, pour tout v € H*, a(1x|*y) = 0, alors jp(x) = 0.

Soit my; la mesure de Haar de H. xmy =my etsi a(Ix|*y)=0

pour tout v € HY, my * [x|> 1 = |x|?(my *u) = 0. Alors
x(my *+p) =0, et (my*xp) (x) =my() AKX =a(x) =0.

D’autre part, I’algébre M(G/H), quotient de M, s’identifie a la
sous-algébre my *M de M, l'image d’une mesure v de M étant
identifiée 4 my * v. my *u+M est fermé, car la convolution par
my est un projecteur de pux*M ; si p' est image de u dans
M(G/H) , ' * M(G/H) est donc fermé.

La projection de M sur M(G/H) induit une inclusion du spectre
de M(G/H) dans A, H! étant 'image du groupe (G/H)" des carac-
teres forts de M(G/H) ; x € H! est Iimage par cette inclusion d’un
caractére x' € (G/H)" .
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Alors, si 2(|x|®>y) # 0 pour tout vy € H*, u’' et x' satisfont
les hypothéses du lemme 1 sur G/H, et a(x) = 2'(x") # 0.

LEMME 2. — Soient x € T et n une mesure idempotente de M
tels que, pour tout v € T, p(IxI>v) ~ n(Ix1*y). Alors a(x) ~ n(x) .

D’aprés I’étude de I'(n) en 2.5, la projection de x dans I_‘(n) est
de module idempotent, et la projection de x dans T'(|x|*n) est de
module 1, donc appartient au groupe discret I'(|x|? ) ; ’orthogonal
H* du groupe-support H de |x|®’n est le noyau de la projection
' — ['(Ix|*n), etilexisteun vy, €' tel que

XEvy H et 200 = (X121 (v5) ~ i(IxI? 7o) .

a(x)? Yo 7) est toujours nul ou toujours non nul pour 7y E_Hl, et on
peut appliquer le corollaire précédent & p, = you et X, = Yo X € H:

BOO = Bo(Xe) ~ o (Ixe 12) = BUIXI1Pye) ~ 71(X) -

4. Démonstration du théoréme 1.

4.1. Cas particulier G = T .

Soit u,; la partie discréte de u . O est encore isolé dans
(0).U g (), quiest contenu dans (0) U a(I") d’aprés 2.4.

{y €T ;yaz' (0) = g7 (0)} est donc la trace sur ' = Z d’un
sous-groupe ouvert du compactifié de Bohrde Z, et son orthogonal H
est un sous-groupe finide T. ﬂ;' (0) est une réunion finie de classes
yH.

Si a7 '(0)=%"1(0) pour une mesure idempotente n, le
théoréme est démontré (1.1) ; sinon, 2~!(0) ne coincide pas avec
f7' (0) 4 un ensemble fini prés, et il existe un v, €' tel que
I’ensemble

E = {y EvoH" ; &(v) * @g(7vy)}  soit infini.

On peut supposer vy, = 1, quitte a remplacer 4 par Y u.
E est de densité nulle, car il existe € > 0 tel que
iu(y) —ig(y)| =€ pour YEE ;
on peut donc construire une suite (y,) dans E telle que, pour tout
n et pour tout p > n, E° contienne un intervalle de centre 7,,7,,
dont la longueur tend vers l’infini avec n ; on peut supposer de plus
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que v, converge faiblement dans L™(u) vers f € L™(u), et que pour
toute suite (p,) telle que n <p,, ¥,7,, convergevers |f 2.

Alors, pour tout caractére x adhérent ala suite (v, ), X € H' et
B(x) = lim a(y,) * ,(1),
p(xP*y) = lim 2(3,7,, ) ~ 4(1) pourtout y € H" .

On obtient donc une contradiction en appliquant le corollaire
dulemme 1.

4.2. DEFINITION. — On appelle A ['ensemble des caractéres ¢ € F+
pour lesquels il existe une mesure idempotente n telle que, pour
tout y€T
a(ey) ~ 2(ey)
On note alors 7 0 la mesure idempotente on, caractérisée par

71,1 (0) = (or)" ' (0) .

De plus ¢n, =n,, et a(px) ~ A,(x) pour tout x € . En
particulier, si ¢,¥ € A, n,(¥v) ~ d(eyr) ~ 7y (py) pour tout
vy €T, donc

yn, = ¢n, .

LEMME 3. — Soit h un idempotent critique dans T ; on suppose
que tout caractére ¢ € I'y strictement inférieur a h appartienta A.
Alors h € A.

Soit A, = {p €T+ ;¢ <h}. Onsuppose A, CA.

a) Pour une mesure idempotente n, l'ensemble des ¢ € A, tels
que n, = n est ouvert dans A, .

En effet, si cette propriété était fausse, il existerait ¢ € A, , avec
n,=n, (p,) dans A, et (v,) dans I' tels que
Vo9 et w7, F v,).

Pour o« assez grand, ¢,m =¢n=n (proposition 5), donc
f1(7,) = f1(v,7,) ; on peut supposer ¢,v, —> x €T', de sorte que

BO) F 200 -
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D’aprés la proposition 2, ona |x| < lim |g,v,| =9, donc |x]* < ¢
Ix|* est dans A,, et la projection de ¢ dans F'(n,,2) est égaleal,
car elle est supérieure ou égale a celle de |x|*> (et x> N2 = M, p2),
donc

n,x‘z = ‘P77|x‘2 = |X|2 n;
2Ux1?y) ~a(xI>y) pourtout y €T.

Alors a(x) ~ 7(x) d’aprés le lemme 2, ce qui est contradictoire.

b) A, est compact, puisque % est critique, et il n’existe donc
qu’un nombre fini de mesures n, distinctes.

Pour ¢, Yy €A, on a vu n[/n‘p =Ny, c’est-a-dire que n, et
Ny ont la méme partie dans oM N YM. On va construire une mesure
idempotente n telle que, pour tout ¢ € Ay, n, = ¢7.

Soit, pour ¥ € A,, €, la partie élémentaire

= 1 — 6 .
e‘p onw;&nw (1/’ ) "7.1,

Avec les notations de 2.5, c’est la partie élémentaire de n, associée
a I’élément 1 de Ty (ny). Maissi p €A, et yn, =n,, €, est
aussi la partie élémentaire de n, associée a Y, avec alors PpEy = €y ;
_ Par contre, si n, # yn, =¢n,, la projection de ¢ dans
', (ny) eststrictement inférieure a 1, et pe, =0.

Pour ¢ € A,, toutes les parties élémentaires de n, sont de la
forme €, pour un ¥ € A, ;on aen tout un nombre fini de mesures

€, distinctes ; soient €,,..., €, ces mesures et n' = z € ; pour
1<j<n
tout p €A, ,

= % §= % eg=en
pEj=€j 1§/€<n

n' est une mesure dont la transformée de Fourier-Stieltjes a ses valeurs
entiéres ; on peut la remplacer par la mesure idempotente n telle que
771(0) = #'~1(0), donc #(x) ~ #'(X) pourtout x €T, et

B(py) ~ 0, (v) ~ 2'(py) ~ ley)
pour tout ¢ € A, ettout yET.
¢) Soit @ = {x €Al ;u(x * 2x)} ;
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C’est un ensemble compact ouvert dans hr.
Si x € AT et ixi <h, |x|* appartienta A, ;donc
BCxPy) ~ a0x*y)
pour tout ¥ € I', et d’aprés le lemme 2 a(x) ~ 7(x).
Donc ® estinclusdans I'y, = {x €T ; |x| = h} .

D’aprés le théoréme 2, si G, est le groupe dual de I',, M(G,)
se plonge dans M de facon que la transformée de Fourier-Stieltjes (sur
I')) d’une mesure v € M(G,) coincide avec la restriction de » a
r,ca.

Soit alors €, la mesure élémentaire dans L' (G,) telle que pour
tout y €T,

0 sivygod,
(M= 1 sivy€E® et Ay)=0,
—1 siyed et Hy)=1.
n, = N + €, est une mesure idempotente telle que, pour tout vy € T,
p(hy) ~ ny (hy)
Donc h appartienta A.

4.3. a) A est fortement ouvert et fermé dans f+ .

Soit (yp,) une suite généralisée dans I-"J, convergeant fortement
vers ¢ € F+ ; pour un réel € >0, on a pour o assez grand
llo,u — pull <€, doncpourtout ¥ €', | f(p,y) — i(py)l < €. Ceci
implique que pour « assez grand

2(o,y) ~ (oY) pourtout Yy €T .

— Si p € A, on a aussi YN, = ¥N, =M, pour o assez grand,
et a(p,y) ~ ﬁw(y) pour tout ¥ € I', donc ¢, € A.

. . _ R . .

- Si ¢, €A, n‘pa(O) = (p M) 71 (0) est stationnaire, Npy €St
une mesure idempotente fixe n pour « assez grand, avec ¢,n =17
donc ¢n =1, et, pour tout ¥ €T, alpy) ~ a(p,y) ~ 2(y) ; donc
wEA .

b) Si A n’est pas F+ tout entier, il existe un élément minimal ¢
dans ’ensemble fortement fermé I'x \A. Si ¢ est un idempotent, il
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est critique dans T puisque A est aussi fortement fermé : d’aprés le
lemme 3, ¢ € A, ce qui est absurde.

Si ¢ n’est pas un idempotent, ¢? < ¢, donc ¢* € A, et il existe
une mesure idempotente 7 telle que pour tout y €T
mp*y) ~ (Y .
On peut appliquer le lemme 2, pour €T, a x = ga, x> = ¢ ;
on trouve encore f[(pa) ~ N)(pa) pour tout ¢ € I', et donc ¢ € A.

A est donc F+ tout entier, en particulier 1 € A, et il existe une
mesure idempotente 7 telle que

=10 = 271(0),

ce qui, d’aprés 1.1, achéve la démonstration du théoréme 1.

5. Généralisation a une suite finie de mesures.

5.1. On obtient pour les idéaux 2 (m;* L") ou 2 (u; * M)

1<ism 1SisSm
fermés une caractérisation analogue a celle des idéaux fermés définis par
une mesure.

PrOPOSITION 6. — Soient p,, ..., H,, EM, p= > [TRENTAN
1<ism
I= Y W*LY e JT= Y @s*M).
1<ism 1<i€<m

1 est fermé si et seulement si J est fermé ; alors

a) il existe un réel € > 0 tel que f(y) = € pourtout vy €T tel
que p(y) #0 ;

b) 1 est l'idéal des fonctions de L' dont la transformée de
Fourier s’annule sur p='(0) ;

c) J est l'idéal des mesures de M dont la transformée de Fourier-
Stieltjes s’annule sur g~ (0).

Ces propriétés ne sont pas intégralement énoncées par I.
Glicksberg [4], mais la démonstration ne présente aucune difficulté
supplémentaire par rapport au cas d’une seule mesure.



162 B. HOST et F. PARREAU

at0) = <rl f;7'(0) est ’ensemble des y €T tels que
1Sism

f(y) = 0 pour tout f€ 1. I. Glicksberg [4, § 4, p. 424] remarque que
si I est fermé, il existe un € > 0 tel que Zf,(y)l = € en dehors de
cet ensemble.

En particulier, 2#71(0) est ouvert si I est fermé, et I contient
alors toutes les fonctions de L! dont la transformée de Fourier
s’annule sur ! (0).

Dans ce cas,si vEM et d(y) =0 sur 271 (0), v=1' estinclus
dans I, et, d’aprés le théoréme 1.6 de [4], v E Z(y;*M) ; J contient
toutes les mesures dont la transformée de Fourier-Stieltjes s’annule sur
171(0), et il est alors fermé.

Inversement, si J est fermé, il existe (d’aprés le théoréme de
Banach) une constante A telle que, pour » € J, il existe des mesures
Vi,..., YV, Vérifiant

v=Zpxv, et Suplyll<Alpl.
Ceci est vrai en particulier si v est une fonction f=Zf,*pyu; de L
Soit alors (k,) une approximation de I'unité de norme 1 dans
L'.f,, ..., f,, appartenanta L',
f=2u *f;=Zw*v; ,
frky =Zuxfixk, =Zu*v;xk, ;
pour « assez grand,on a,pour 1 <is<m, |f; —fixk,Jl <Ifl, et
g =i —fi*xky) tv,xk, €L,
gl <A+ DIfI,
f=2ux*g; .
L’application (f,,...,f,,) — Zu; *f; est donc ouverte sur son

image, ce qui montre que 1 est fermé.

5.2. THEOREME 3. — Soient f,,....;,, EM ;si 1= 2 (g+L")

1€<iSm
est fermé, ou si J = 2 (4; * M) est fermé, il existe une mesure
1ISism

idempotente n de M telleque 1=n*L' et J=n*M.
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On considére toujours u = T, * ﬁ; Il est clair, d’aprés la propo-
sition 6 (b et c), qu’il suffit de trouver une mesure idempotente 7 telle
que 27" (0) = 27'(0).

Il existe un réel € > 0 tel que |a(y)| = € si a(y) # 0, et toute
la démonstration ne dépend que de cette propriété et du lemme 1 :
il suffit de vérifier que le lemme 1 reste vrai pour cette mesure .

On considére la suite (v, ), le caractére idempotent 2 de A, et
les mesures w, construits dans la démonstration du lemme 1.

Soit v = X|u;| ; on peut supposer que <y, converge faiblement
dans F(V) vers f € F(v), et que, pour toute suite (p,) telle que
n<p, ,'7"7,," converge vers |f|> (de méme qu'en b de la démons-
tration du lemme 1).

Alors h, = |fi* et h,y, — h,f=f dans A(») ; donc, pour
1<i<m

lim g, (hy,) = ffdy, = lim g(yv,) = 0.

&)n est nul sur 27! (0), donc w, € J, et les mesures w, ayant toutes
leur norme < 3, il doit exister des mesures N ,(1<is<m, n=1) de
norme uniformément bornée par une constante A, telles que pour
tout n

w, = Z My * )\i,n'
1I<ism

Alors

16,y N <A 2 iy (hy,)l— 0.
1SiSsm

On retrouve la contradiction obtenue a la fin de la démons-
tration du lemme 1, car les mesures w, sont construites pour vérifier
w,(hy,) = 1.
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