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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
28, 2 (1978), 201-220.

ÉQUATIONS DEVOLUTION NON LINÉAIRES :
SOLUTIONS BORNÉES ET PÉRIODIQUES

par Alain HARAUX

Dans toute la suite, H désigne un espace de Hilbert réel.
Si u , ^ sont deux vecteurs de H , on notera (u,ç^) le produit
scalaire de u et de v 5 et | u| la norme du vecteur u . On
considère un opérateur maximal monotone A de H , et
/'eL^([0,+ oo[,H). Alors l'équation

(1)
f(t\ e^ft) + Au(t) pour ( > 0

dt
u{0) = Uo

a pour tout UQ e D(A) une solution faible unique, et si A
est un sous-différentiel, on sait (cf. [3]) que la solution est
forte lorsque fe L^([0, + oo[,H).

• Au § I, on établit quelques propriétés de bornitude de la
solution de (1), en particulier dans le cas où A est un sous-
différentiel.

• Au § II, on s'intéresse à l'existence de solutions périodiques
de période T pour (1), lorsque f est elle-même T-périodique.
On étudie la structure de l'ensemble des solutions périodiques
dans le cas où A = 09 .

• Au § III, dans le cas A == ôcp , f étant T-périodique et
F1\f{t)\2 dt < + °° ? ^^ l'hypothèse d'existence d'une solu-

tion T-périodique pour (1), on étudie le comportement à
l'infini d'une solution quelconque de (1).



202 A. HARAUX

I. PROPRIÉTÉS DE BORNITUDE DES SOLUTIONS DE (1)

1. Cas de croissance sous-linéaire.

D'abord une proposition très simple de caractère général.

PROPOSITION 1. — Si

(2) ^\fW\dO ^ C t+C ' ,

alors lim sup -•—v-'- ^ C < + 00 •
(->-+- 00 t

(Exemples : f e L°°, f périodique).

Preuve. — Si T] e AÇ , on a pour tout ( ^ 0 5

|u(î)-Ç| -|u(0)-Ç| < J; \f(Q) - 7)| dQ.

Bien sûr, aucun résultat de ce type n'est possible pour f
quelconque, comme le montre l'exemple H == R , A = 0 ,
f(t) = t . Remarquons que si (1) a une solution telle que

——)- —>- 0 lorsque t —^ + °° ? toutes les valeurs d'adhérence
i.. - - . . 1 r1 -. . -i r 1

faible de la fonction — ( f{Q) dQ pour ( —^ + oo sont dans
___ ^ J o
R(A). Plus généralement,

lim sup dist ( i - F f(Q) dQ, R(A)^ ^ lim sup -l'A .
<——>.-+-QO \ t JQ ) t——^+00 t

00

R(A). Plus généralement,

lim sup dist ( i - F f(0) dQ, R(A)^ ^ lim sup -l'A .
<——>.-+-QO \ t JQ ) t——^+00 t

Lorsque A est un sous-différentiel, on a un résultat plus
précis :

THÉORÈME 1. — A = ôy , on suppose

(3) /;1/W^ ^ C(+C'

(4) -1- F f{0) dQ -— y lorsque t —— + oo .
t JQ

Alors uu ———^ {y — R(A))°, si on note K° l'élément de
{/

norme minimale (Kun connexe fermé K c H .
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LEMME 1. — Soit u e C([0,+ oo[,H), absolument continue
sur tout compact, et g e L^c([0,+ oo[,H) telles que

f«/o
ds ^ C^t + Cgds

l r1 i
~t\ g( s) ds ———^ 0 .

(->-+-00- Jo
1 r1

Alors -^ j (g(s),u(s)) ds -^^ 0 .

Preuve. — Par l'inégalité de Cauchy-Schwartz,

|M(t)| ^ a(+ p .

Posons h(t) == P g(s) ds . Alors

J;(g(5),u(.))^=J;(/i'(.),u(.))^
=(/l((),M(())-^(^),U'(^))^.

'I

Bien sûr, — {h{t),u{t)) —^ 0 lorsque ( —- + °° • D'autre parti/

IJ; {h(s),u'(s)) ds < (C,t + C^l2 (/; |^)|2 ds)1'2.

Or puisque ^) 0 pour s

J_ r',,
<3

+ œ ,
1 /ït^X'^s^ds- 0.

Ceci achève la démonstration du lemme.

Déduction du théorème. — Par intégration de l'inégalité

Vz e D(A), (f{t) - du — Az,u{t) - z\ ^ 0 , on obtient\ dt )

^\u[t) -z\2 ^ ^-|u(0) - z\2 + F (/^) - y,u(s)) ̂

+ f^ {y - Kz,u(s)) ds + l^ (/"(s) - Az,z) ds

^ €3 + C^ + ̂  (f(s) - y,u{s}) ds + \y - Az| ^( |u(^)| (fc

On peut supposer Mo e D(A) et <p ^ 0 . Dans ce cas :

r ^ds ^ 2(\>(uo)+ r\fwds\Jo a-s\ \ Jy )
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Posant alors g(s) = f{s) — y , L = lim sup l v ; i > le lemme 1
fournit: ^4-00 t

VzeD(A) , -J-L^ ^ \y-A.z\ ̂  L .

Donc lim sup -I-^L ^ dist (î/,R(A)) == |(î/ - R(A))°|.
(-^.+00 t

De plus si ^ = ——nl -^ w , ^ étant une suite de nombres
^n

tendant vers + oo avec n , on peut écrire

"^—•" + l r •Au(e ) r fe =^Ç"fW M,
^n ^n J 0 ^n J Q

d'où faisant n —?- + oo : w e î/ — R(A) .

Donc w = {y — R(A))°, et ^ -- (y — R(A))°.
î'

Enfin puisque lim sup J—uj- ^ |(y — R(A))°| 5 la conver-
f^.+QO ^

gence est forte et ceci achève la démonstration.

Remarque 1. — Plus généralement, si on remplace (4) par
1 F1

— ( (f(8) ~ î/(5)) ^s —^ 0 , y mesurable sur [0,4- °o[ ?
1 » /o 17/^M ___

alors lim sup -!—L-1- ^ lim sup dist (î/(^),R(A)).
t—> -4- oo t ( •> -+-QO

Par exemple si /*(() e R(A) , V( ^ 0 , on obtient

T Wl nlim sup J—--LL- = 0 .
(—> -+- 00 v

Mais, il est faux en général que

lim sup {uw- = lim sup dist/A- F f(6) de , R(A)V
f-^-i-oo ^ (—^+00 \ t JQ y

On peut même trouver f analytique bornée :

[ 0 , + o o [ - — R = H et (3 : R — ^ R

1 C^maximal monotone, avec — \ f(Q) dQ e Int (R(P)) pour
\1i(f\\ t ^0

t ^ t^ et lim sup ̂ -^L > Q .
t—^. +00 ^
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Exemple. — (3(u) = 5gn(u),

f{t) = p sin fLog (1 + t) +^"1 A < p < \/ï.

ALlors r^ï /t Ae) rfe == ~ksm (Log (1 + ())? et donc

i /<>t
— j f{Q) dQ < 1 pour ( assez grand. De plus, V( ^ 0 ,i t/o
h ^ 0:

/^t+h / TT \
u(t + /») - u(() > - A + 1 p sin ( Log (1 + 6) + u ) dQ.

Jt \ 4 /

Définissons („ et A, par Log (1 + („) = 2nîl + n ,
LZi

Log(l + („ + ^) = 2»n +^+^,

c'est-à-dire („ = e2nn+n/i2 _ /[ ^ ^ ̂  ^n/s _ j^)^ _(_ ^j

Alors u{t, + AJ — u{Q ^ /^YP-V3 — 1^ et comme
\ 1 )

^-^n/a-l > 0 , limsup lu^ > Q .
"n t -> + oo t

Remarque 1. — a) Même si y e Int (R(A)), on ne peut
espérer sous les hypothèses du théorème 1 ni la bornitude
de u , ni même aucune majoration en îP. En effet toujours
avec H == R , p = sgn , prenons f(t) = 2 sin (t"), 0 < a < 1 ,

Alors limf1 F f(Q) dQ\ = 0 , et F \fW dQ ^ 4(.
T^- - - '-^V v ^o / Jo

"/•(e) rfe) = o, et f"
'o / Jo

3nv/«\ ,//, _ , nw
Mais

<(2n^+Ï)l/a)-u((2re^+t)l/a)
^^+3p)l/a

^ f (2 sin t2 — 1) dt ^ c^n1^-1,
v f n \l/a

(2nn+-^)

pour M assez grand, avec c(a) > 0 .
V} Si A n'est pas un sous-différentiel, le résultat du théo-

rème 1 peut tomber en défaut même si R(A) = H , comme
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le montre l'exemple

H = R2, A(x,y) = (y,- x), f(t) = (- sin tft}

( car u{t) = a cos ^ + p sin ( 4- t cos n .
\ ^ /

2. Cas de bornitude uniforme.

Des résultats de bornitude uniforme sont bien connus dans
le cas coercif. Le cas des sous-différentiels est élucidé par le

THÉORÈME 2. — On suppose A = ô ( p , y e Int (R(A)), et
snp I f, {fW - y) dQ < + 0) , sup ( p-1 |/W dQ\ < + oo .
^0 ll/u ^ (^0 VJ( /

Alors les solutions de (1) sont bornées uniformément sur [0,+ oo f
et si UQ e D(<p), 9(u(()) ^( feorne également.

Pour la démonstration nous aurons besoin du

LEMME 2. — Soit V e C([0,+ oo[,R+) une fonction absolu-
ment continue sur tout compact, telle qu'il existe Ç ^ 0 , avec

f^ W dQ ^ C, V^ 0 ,
et

(5) ^+x(v(t)) ^ ̂  P'P'^r [0,+ oo [.

On suppose que X est croissante ^ 0 . On a :

V( ^ 0 , V(() ^ a + C ,

si a désigne un réel tel que a ^ V(0) et X(a) ^ C .

Preuve. — Remarquons d'abord que si t ^ s ^ ^ + 1 ,

V(t + 1) - V(^) ^ f^ î:(6) rf6 ^ f;^ î:(6) ^6 ^ C .

Donc V(î + 1) ^ C + inf V(^).
.?€[(,f+l]

Or si inf \{s) ^ a , comme X(a) ^ C il vient
se[t,t+i]

V(( + 1) ^ V(().
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Dans tous les cas :

V(^+l) ^ sup{V((),a+C}.

Posons U(t) = sup {V((), a + C}, Vf e [0 , + oo[ .
Alors U(( + 1) ^ U((), donc finalement

W e [0 , + oo[ , V(() ^ sup U(6) ^ sup {V(0) + C ,a + C}.
9e [0,1]

Comme par hypothèse a ^ V(0), la démonstration est
achevée.

Avant de démontrer le théorème 2, remarquons que notre
lemme 2 s'applique immédiatement au cas simple d'un opéra-
teur coercif.

COROLLAIRE 1. — Soit A : H — ^ H un opérateur tel que
( A 'T* 'y)
——?——>- + 00 quand \x\ —>- + °° • Si on a:

x\

vo o, J^I/WI^ ^ c,
les solutions de (1) sont uniformément bornées sur [0 , + oo[
par une constante ne dépendant que de C et de \ UQ\ .

En effet, on se ramène immédiatement au cas où la solution
est forte et 0 e A(0).

Posant alors
-r p \j\.3C^3C] ^. . lut , , pour u > 0

\^U) = ' \x\^u \U\

0 pour u = 0

et prenant V(() == |u(()|, il est facile de voir que (4) est vérifié
avec W= \f(t)\.

COROLLAIRE 2 (Amério-Prouse). — Soit V un espace de
Banach, muni de la norme || ||, et notons || ||^ la norme dans
V'espace dual V.

On suppose : V ç H ç V, H étant un espace de Hilbert.
Soit A : V —>- V borné hémi-continu et monotone tel que

(<A^>v y, > alMP, a > 0 , l < p < o 0
ÎI|A^|], ^C|M|^-1.
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Alors, si sup ( f^11 f{^ dr) < + oo , la solution u(t) de
T î ^ . ' ^ ' ï - n 1 7 / ^ /

f équation l^0

ueLL([0,+oo[;V), ^+A"(t)=^)
u(0) = 0

vérifie
( | u(()| < M , Vf > 0
/P^ll"^)^^ < M', V t ^ 0.
\ t/ î

Preuve. — En vertu de l'inégalité

^(|up)+oc||ur ^ ll / 'HJIull

qui implique

^-(|u(t + 1)|2 - |u(t)|2) + aj^1 ||u(T)8^T

< (^ll^)!!''^)1^^1!!^^)!!:'^)^

il suffit de montrer que u(t) est borné.
Or il existe une constante C telle que V(a,fc) e R+ X R4',

ab ^a a p+cy'.M
Posant V(() == \/\. + |u(()|2, il vient :

dV< II/'IIJI»!! -«11^"
d( vT+Tul2

a llull" ||ulp< ni/'np' -i- a ii"-ir „ ii"-ir^w.+ytvmïpiï-'Trni
s; ̂ 'î' -i-v/îfî^ < cl/'l;' - pv'-' +c'-

avec P > 0 et C' < + °o (car l'injection V —^ H est
continue).

/7V
Donc ^r+PV^-1 ^ C I I / ' I I ^ + C ' , il suffit d'appliquer le

lemme avec X(u) = pu^-1, ?:(() = C\\f(t)\\^ + C7.
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Démonstration du théorème. — On se ramène sans difficulté
au cas où y = 0 , Infn ? = 9(0) == 0 .

Il existe alors r > 0 , M < + °° ^l8 q^ Vu e H ,
r|u| ^ ç(u) + M . Soit g{t) = Çf^dQ. Supposant

^o (= D(<P),
posons

V(() = |u(() - g(()|2 + 29(u(()), W e [0 , + o)[ .

Alors :

dV o/,r/.\ ^ ^ ^ l O / ^\ /^ ^u ^\\
^ = ̂ ^ -^' d t ) + ̂ ^) - g( )'^ ~ f { ) )

= 2(^),^)+2(-g(t)^) - 2^2 + 2mg«))

+2(u(t),^-^))

< 1/W + 1^)12 + 2|/-(()| |g(()| + îl.u^^-f^' dt
Pour presque tout t ^ 0 ,

V(0)-9("(Q) > (/'(()-^' -M( t))•

Donc

r|u(t)| - M < cp(u(t)) < (u((),/-(() -du} p.p. .
\ "'l /

De l'inégalité

V/V(t) = (|u(() - g(t)|2 + 2y(u(()))1/2

< 1^)1 +\g(t)\ + l+?(u ( ( ) ) ,
on tire donc

p^V(t)+2(u(()^-^))
^ ai /

^ C(p) + P|u(t)l + (2 - 9)(u{t}^-f{t)\
\ aî /

Cette dernière expression est bornée indépendamment de (
dès que

^ — < r , ou O ^ p ^ ^^ , , v^ ' r ' 1 _1 „2 — p 1 + r
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Posant po = .——— > 0 , il vient finalement

^ + po \/W) ^ \fW + Cil/wi + c,, p.p.
On conclut en appliquant le lemme 2 avec \(x) == po \/x qui
croît vers + oo lorsque x —>- 4- °o .

II. ÉQUATIONS PÉRIODIQUES

1. Existence de solutions périodiques.

Supposons maintenant f périodique de période T , c'est-
à-dire f{t + T) = f(t) p.p. sur [0 , + oo [ . On considère
la question de l'existence de solutions périodiques de période T
pour (1). En raison de l'unicité de la solution du problème
d'évolution avec donnée initiale, une solution u de (1) sera
T-périodique si et seulement si u(0) == u(T).

Intégrant (1) entre 0 et T , on trouve alors :

1 r f { t ) d t = 1 F A.u{t)dteR{A~),
1 ^o A ^o

condition nécessaire d'existence de solutions T-périodiques.
Lorsque A est coercif, il est surjectif et la condition précé-

dente est vide. Il est bien connu que dans ce cas (cf. [2]) le
problème périodique a effectivement des solutions. On peut
retrouver ce résultat comme conséquence du corollaire l,mais
nous nous limitons ici à énoncer le résultat analogue pour les
sous-différentiels.

THÉORÈME 3. — A = ôcp , fe L^OyT;!!). Alors si

-^j" / - ( t ) ^6 ln t (R(A) ) ,

il existe UQ e D(A) tel que le problème (1) ait une solution
^-périodique sur [0 , + °° [ •
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1 /^T

Démonstration. — Soit y = _ ^ /'(() ̂  , A(() == /*(() — y .
1 «^o

W e [ 0 , + o)[,|j;^(e)de ^ T[ î / | + j7 | /•(<)! ̂  . Déplus:

f^l/W^ ^ f^-^) Fl/W^.
^( \ 1 / c/o

Soit 6 la contraction qui à U o e D ( A ) , associe u(T), valeur
en T de la solution de (1). D'après le théorème 2, 6"Uo est
borné, Vuo e D(A).

D'après un théorème classique ([3]), 6 possède un point fixe.

2. Étude du cas-limite où

— F fW dt e Frontière (R(A)) .l JQ

Nous nous bornerons au résultat le plus simple dans cette
direction.

1 F^THÉORÈME 4. — 5i œ ==-7p ^ /'(() ̂  est un point extrêmal
de R(A), le système °

^)e^(()+Au(^)

u(0) = u(T)
a :équivaut en fait à :

du
dt

== f(t) — œ ^ u(() e A-^œ).

duEn effet, posons ^ == R(A), et g(t) = f(t) -—.rf(S'il existe t e [0 , T[ et 8 > 0 tels que
1 /^+8
yj g(e)de=o/ ^ œ ,

on obtient
<ù=^fT fw dQ=^-fT gwdQ

' o A ^ o

=^^+(1-^)—.^ g(e)r f9 .1 \ 1 / 1 — "^[O^lVEt^+s.]
Par suite <o ne peut être point extrêmal de ^ .
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Donc sous l'hypothèse d'extrémalité de co , on obtient :
1 /»(+S

W e [ 0 , T [ , V8 > 0 , y j g ( 9 ) r f 6 = œ .

Par suite g(() == co en tout point de Lebesgue de g , d'où

il résulte —=f(t} —œ, p.p. sur [0,T] .
dt

II s'ensuit que u{t) e A^co) p.p. sur [0,T] , donc partout
par continuité de u et fermeture de A"1^).

Exemple, — (p{u) = \u\ (cf. [6]).
R(A) == B(0,l), donc tout point de la frontière est extrêmal.

1 F^Si -— ( fit} dt == 1 , u(t) se déplace nécessairement sur une
1 J o

droite passant par 0 , et f(t) reste sur la même droite.
Posons f{t) = v.(t)w , avec \w\ = 1 .
Quitte à changer w en — w , on peut supposer

1 /^T— \ m dt = w .^J f(t) d t = w .

Posant alors a == 1 -}- Y 5 on trouve comme solutions les
fonctions de la forme

1 o'0

^- (P+^ïW^e)^
avec

(3 ^ - inf ( Pï (6) r fe) .
ro.Ti v^0 /[O,TI

Remarque, — Pour l'existence de solution périodique, il
^ /^T ^ . . . ___

ne suffit pas que -_ ( f{t) dt soit un point intérieur de R(A),1 J o
comme on le voit en choisissant A linéaire continu avec
R(A) ^R(A) .

3. Étude de l'ensemble des solutions périodiques.

Le résultat suivant joue un rôle important dans la suite.

THÉORÈME 5. — 0 < T < 4 ~ 0 0 ? soï/t Ui et u^ deux

solutions fortes du problème dévolution f{t) e — (t\ 4- Au(^),
A =--09. dt
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Alors

(i) |(u,-u,)(T)| ^ |(u,-ui)(0)|
(n) |(u2 — Ui)(T)| = |(u2 — Ui)(0)| =^ Ug — Ui == cte .

Démonstration. — Rappelons d'abord (cf. [2]) que si u

est une solution forte de l'équation /*(() e — + Au(t), (p(u(())
M't

est dérivable presque partout sur [0,T], et

^-(y(u(t)))=^,^ VÇeA(u(t)).

Comme —y3^ /*(() — Aui(() p.p. sur [0,T], on a
dt

-i-(|(u,-Ui)(T)|2-|(u,-u,)(0)|2)

C^ ( du^ dUi\ 7, , n== 1 ( Ma — Mi, —^ — —1 ) dt < 0 ,
Jo \ dt dt ^

ce qui prouve i). Si de plus, [(ug — Ui)(T)| == \(u^ — Ui)(0)|,

nécessairement ( ——2 — — — » K2(^) — ^(^ ) = 0 » P-P- sur

[0,T]. \dt dt ]
Pour presque tout ( e [0,T], posons A(()W := Au — /'((),

V u e D ( A ) .
Si X, e D(A(()) = D(A), ^ e A(^ , on a

c+^^-^o
= {^ - u,(î)) + (/^2, î: - u^t)\ + (^, u^t) - u,{t)\

== (^-u,{t)) + (-^, u,(()-u,(()')+('-^2, u,-(t)^.

Comnie A(() est trimonotone, cette quantité est ^ 0 .
Mais alors la maximalité de A^) donne :

-^.A<,,»,«).
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Donc, p.p. sur [0,T], f(t) — —e A^(^), et par suite
at

!,(.(",(.)) -(TO-t.'D-^-t^)-

,, , dui2
d ou ——

^
r̂iui rfug^

», dt dt , d(
p.p. sur [0,T] .

Finalement

^(u,-u,) c?Ui 2 _ ^ /du^ 4U2\ -L ^u2

dt \dt 7 dt ) dt
= 0 , p.p.

COROLLAIRE 3. — Pour f donnée dans L^C^T;]-!), les
solutions de

(1.
UGW^^H), f(t)e^+Au(t)

u(0) = u(T)

forment un ensemble du type y(() 4" Kf 5 ou Y e5^ un6 fonction
déterminée de W^^O^H) telle que y(0) == y(T) = 0 , ^
K^ un ensemble connexe fermé contenu dans H (cest I9 ensemble
des points fixes de la contraction 6 définie p. 11^.

Quelques précisions sur l'ensemble K^ .

LEMME 3. — 5i u{t) et u(t) + w sont deux solutions de (lp),

V( e [0,T], y(u(() + w} - <p(u(()) = f ^— F /•(^) dt)
\ l Jo /

_L r
T Jo

du
dt

et pour presque tout t ceci vaut aussi ( f ( t ) — - j - ' w } -
\ dt )

Démonstration. — Pour presque tout t 6 [0,T],

d_
dt [y(u(t) + w) - <f>(u{t))]

(/ . / .x d , , . , \ d , , . , A //*/,\ <^^ du\ /.= m - ̂  w + ̂ ), ̂  (u(i) + ̂  - ̂ (Q - ̂  ̂  = o.
Donc ?(u(^) + w) — <P(U( ()) =:: ^ ? constante indépendante
de ^ .
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Pour presque tout ( , 9(1^) + w} — <?(u(t)) > (f{t) — du, w\
\ dt j

Echangeant u(t) et u{t) + w , il vient en fait

À = 9(u(() + w} - 9W) = (f(t) - ̂  A

et prenant la moyenne de 0 à T :

x = i r (/•(<)^) ̂  = (^i r /•(() dt\
1 Jo \ i JQ /

PROPOSITION 2. — Si u(() et u{t) + w 507zt ^uo; solutions
de (lp), Za (race de 9 5ur ^ segment [u{t),u{t) + w] e5( linéaire
pour tout t G [0,T].

Démonstration. — Par convexité de Kj- on peut changer w
en Qw , 0 ^ 6 ^ 1 dans le résultat du lemme 3.

Examinons maintenant quelques cas d'unicité.

PROPOSITION 3. — Si 9 est strictement connexe, Ky contient
au plus un point.

PROPOSITION 4. — On suppose 9 positivement homogène
de degré 1 . Si tout segment du graphe de 9 est contenu dans
une demi-droite issue de 0 , il existe au plus une solution de (1 )
dès que

-^^(^^(H-^}).

Démonstration. — Soit u(() et u{t) + w deux solutions de
(lp), w ^ 0 . Comme [u(t),u(() + ^] est pour tout ( la
projection sur H d'un segment contenu dans le graphe de 9 ,
nécessairement

u(t) = \{t}w , V^ e [0,T].

Puisque de plus X(()(X(() + 1) ^ 0 , V( e [0,T], on a ou bien
X(() ^ 0 , ou bien \{t) ^ — 1 , et par raison de connexité
l'une de ces deux inégalités est vérifiée pour tout t e [0,T].

Quitte à échanger u{t) et u{t) + w , on peut supposer
x(() ^ 0.

Alors, ^(u{t) + ^) £/•(<) - A[(1+X(^] =/•(() - Ô9H .
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Prenant la moyenne de 0 à T :

^ r / ^ A E ô ç ^ Œ ô ^ H - ^ } ) ,
puisque ô(p(w) est un convexe fermé de H .

Ce résultat s'applique en particulier aux semi-normes dont
la boule unité est strictement convexe.

Exemple. — (f(x) = \x\. Il existe une solution de (1 ) et une
1 /^T

seule si — ^ f(t) dt < 1 .A J o
Le cas H === R est particulièrement simple.

PROPOSITION 5. — Pour H = R , l'équation (lp) possède
deux solutions u(t) et u(t) -\- w si et seulement si le graphe
de A présente au moins un palier horizontal d'altitude

y=-rpi r7^Tf m
^ 0

dt

de largeur supérieure ou égale à \w\ + ^(g), <u(g) désignant
l'oscillation sur [0,T] de la fonction

8 W = f , ( f { Q ) - y ) d Q .

Dans ce cas, u{t) = Uç + P (/'(6) — y) dQ .

Démonstration. — Le lemme 3 donne ici que pour presque

tout ( e [0,T], y = ̂  F f{t) dt = f{t) - ̂  G Au{t) .

D'où, d'une part u{t) = UQ + P (/'(6) — i/), d'autre part
y £ A(uo + ow + g(<)), V( e [0,T], Va, 0 ^ a ^ 1 .

La réciproque de cette propriété est triviale.

III. « FORCING PÉRIODIQUE »

On suppose toujours f T-périodique. 9 et f étant
donnés, tels que K .̂ ̂  0 , comment déterminer les éléments
de Kj? K^ étant l'ensemble des points fixes de la contrac-
tion 6 , on peut conjecturer que lorsque UQ e D(A), 6^0
« converge » vers un élément de Kr pour n —>- 4- oo .
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Lorsque dim H < + °° 5 l81 situation est particulièrement
simple, comme le montre le théorème suivant :

THÉORÈME 6. — 5i dim H < + °° ? ^ K^ =7^ 0 , pour
tout UQ e D(A), ^UQ converge vers un élément de Ky lorsque
n —>- + oo . De plus, la suite de fonctions u(nT + t) converge
uniformément sur [0 , + oo [ .

LEMME 4. — Soit (X,d) un espace métrique et 6 = X —>- X
une contraction possédant un point fixe tel que

d(œ',û)) == d((o',ù)) —^ 6œ' == œ'.

5oit ^o 6 X . 5i la suite x^ = 6^0 a une sous-suite conver-
gente, elle converge tout entière vers un point fixe de 6 .

Preuve.— Soit l = lim rf(r^,œ). Il existe une sous-suite
n—> + oo

x^ et œ' e X tels que x^ —^- œ' dans X . Alors :ilp A np

^ +1 ̂  Qxnp —^ 6(0' =^ d(9^',^) = l = d(œ',o>).

Par suite 6<x/ == œ' et il est alors trivial que x———^^'7 -1 n n — ^ - i - o o " - *

Déduction du théorème 6. — On prend :

X == H, d(x,y) = \x— y\ .

Comme les bornés de H sont relativement compacts, il
suffit de voir que |6co' — œ| = |œ' — (o||=^[6(x)' === co'. Puis-
que co est point fixe de 6 , il existe u solution T-périodique
de (1) telle que u(0) == œ . Soit u' la solution de (1) telle que
^'(0) = œ'. D'après le théorème 5, u' — u = cte , d'où
Où/ = o/.

Pour étudier des situations plus générales, le lemme suivant
est essentiel.

LEMME 5. — 9 : ]— oo , 4~ °°] —^ H convexe s.c.i. propre.
On considère les couples [u,f] e C(0,T;H) X L^O.T-.H) tels
que u soit solution (forte) de

^+ôç(u(t))9/-(() sur [0,T].
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Alors l'application [u,f}-^[ ^{u^)),^'} est bornée de

L"(0,T;H) x L2(0,T;H)——L°°(c,T;H) x L2(e,T;H)

pour tout s > 0 fixé.

Démonstration. — II suffit d'examiner le cas Minn (y) = 0 .
Alors, si Ç e y-^O), on a (cf. [2])Œ '1 du2 \1/2 r'1 \i/2„ A) ^iw*)

+ÀJ>)l'"+Àl"(o)-çl•
De plus si Ç e D(y), on a

<p(Ç) - y(u(t)) > ('/•(<) - ̂ , î; - u(t)V Vf 6 [0,T],
\ at j

d'où
/•»T

J ç(u(t)) ̂  < Ty(Ç) +^- |u(0) - !:|2

+(MI"+m)J;T|/•(()|<fo.

Mais en ver

/'J £

tu de ^y(

^(u(u(Q)

u(t)) +

^ < C

du
dt

<"
2 /

= (fW

nL°(£,T;H)?

rfl<
?^

du
dt

-)•
L^e

On en conclut facilement que

k^lL^^H) ^ CiN/*|L.(0,T;H),
du
dt L^s^îHV

THÉORÈME 7. — 5i pour tout M < + °° 5 les ensembles
[\x\ ^ M^(x) ^ M} sont compacts dans H , on a la même
conclusion que pour dim H < + oo (cf. th. 6).

Démonstration. — Si K/. =^ 0 , d'après le lemme 5 <p(u(^))
est uniformément borné sur [s , + oo[ , Vuo £ D(A). Il
suffit alors d'utiliser le lemme 4 avec X = H .
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COROLLAIRE 4. — Sous Vhypothèse du théorème 7, les seules
solutions bornées sur R de Inéquation

; -^+A.u{t) 3 /*(() (A =09, fTApériodique)
ctt

sont les solutions périodiques.

Démonstration. — La suite u(7zT), n ^ 0 , étant bornée,
il existe une solution périodique. Donc si ^ e D(A),

e-^-^-^eK,.

La suite u(— nT) étant aussi bornée, et <p(u(()) étant
borné sur R , il existe Up —>- + °° telle que

u '- ̂ ) ̂ t ^ •
Nécessairement, Ç e D(A), et alors

K - 9"^1 = lô"^^- ^T) - e^|
^ |u(-n,T)-Ç|^^^0.

Par suite UQ e K^-, et la preuve est achevée.

Remarque. — Si on ne suppose pas que (I + ô<p)~1 est
compact, on peut démontrer que u(nT) converge faiblement
vers la donnée initiale correspondant à une solution périodique.
Mais cette étude est beaucoup plus délicate (cf. Baillon-
Haraux, [2]).
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