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EQUATIONS D’EVOLUTION NON LINEAIRES:
SOLUTIONS BORNEES ET PERIODIQUES

par Alain HARAUX

Dans toute la suite, H désigne un espace de Hilbert réel.
Si u,¢ sont deux vecteurs de H, on notera (u,¢) le produit
scalaire de u et de ¢, et |u| la norme du vecteur w. On
considére un opérateur maximal monotone A de H, et
fe LL([0,+ [,H). Alors I’équation

loe

\ £ ej—:"(t) + Au(t) pour ¢ >0

u(0) = u,
a pour tout u, € D(A) une solution faible unique, et si A
est un sous-différentiel, on sait (cf. [3]) que la solution est

forte lorsque fe 12 ([0, + oo[,H).

loc

(1)

e Au § I, on établit quelques propriétés de bornitude de la
solution de (1), en particulier dans le cas ou A est un sous-
différentiel.

o Au§II, on s’intéresse & I’existence de solutions périodiques
de période T pour (1), lorsque f est elle-méme T-périodique.
On étudie la structure de ’ensemble des solutions périodiques
dans le cas ou A = d¢ .

e Au § IIl, dans le cas A =29, f étant T-périodique et
ﬁT [f®)|2dt < + o, sous ’hypothése d’existence d’une solu-
tion T-périodique pour (1), on étudie le comportement a
Pinfim1 d’une solution quelconque de (1).
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I. PROPRIETES DE BORNITUDE DES SOLUTIONS DE (1)

1. Cas de croissance sous-linéaire.

D’abord une proposition trés simple de caractére général.

Prorosition 1. — St
2) [1fo) o < e+,

alors lim sup-@ <C< + .
t—> + oo
(Exemples : fe L>, f périodique).
Preuge. — S1 m € A&, on a pour tout ¢t > 0,

|u(t) — & — [u(0) — &l < ['If(0) — =l do.

Bien sir, aucun résultat de ce type n’est possible pour f
quelconque, comme le montre 'exemple H=R, A =0,
f(t) =t. Remarquons que si (1) a une solution telle que

u(t)
t

faible de la fonction %f f(6)d® pour t— 4 o sont dans
0

—> 0 lorsque ¢t — + o, toutes les valeurs d’adhérence

R(A). Plus généralement,

lim sup dist <% f £(6) do, ff@)) < lim sup J“E—”'

t— + t— +

Lorsque A est un sous-différentiel, on a un résultat plus
précis :

TukoriME 1. — A =29, on suppose

(3) [ do < Ct+ €

(4) %f’f(e) 40—y lorsque t— 1 oo.
0

Alors E(zt—)—_):» (y — R(A))°, st on note Ko [Pélément de

t

norme minimale d’un conveze fermé K < H.
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Lemme 1. — Soit u e C([0,4+ oo[,H), absolument continue
sur tout compact, et ge LL([0,+ oco[,H) telles que

0 E?' ds < Cyt + C,

1 t
Tf., g(s) ds —— 0.
1 t
Alors -iz—fo(g(s),u(s)) ds———0.

Preuve. — Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,
u(O] < at+ 8.
Posons h(t) = j;t g(s) ds . Alors
o (gls),u(s)) ds = [ (R(s),u(s)) ds
= (h(t);u(t) — [ (h(s)u'(s)) ds .

Bien siir, 1 (h(t),u(t)) — 0 lorsque t — -+ oo . D’autrepart

t2
| [ ((s),u(s)) ds| < (Cat + Co) ([ [R(s)|? ds )™
Or puisque @--»0 pour s— + o,

(RS
—t?folh(s)l ds——0.

Ceci achéve la démonstration du lemme.

Déduction du théoréme. — Par intégration de I'inégalité
vz e D(A), <f(t) — Z—:‘ — Az,u(t) — z> > 0, on obtient
1
1) = 2l < G0 — =+ [ () — yute) ds
—}—j; y——Azu)ds—l—lf — Az;) dsl

< Co + Cat + [ (F(s) — you <s>>ds+|y—Az|f| )| ds

On peut supposer u, € D(A) et ¢ > 0. Dans ce cas:

[ as < <<p<uo>+ [irer ds>-
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Posant alors g(s) = f(s) — y, L = lim sup -—-/- LU » le lemme 1
fourmit : f> e t
vz e D(A), —21—L2<]y~Az|%L.

Done Tim sup 490 < dist (y, R(A)) =|(y — REA)).

t—> + o

. u(t . .
De plus s1 w, = i") — w, t, étant une suite de nombres

n

tendant vers -+ oo avec n, on peut écrire
) — U 1 f Au(6) do = f £(6)
d’ou faisant n—> + o : w ey — R(A)
Done w = (y — R(A))°, et 2 (y — R(A))o.

Enfin puisque lim supJ%QL < |[(y — R(A))°] , la conver-

t—> + oo

gence est forte et ceci achéve la démonstration.

Remarque 1. — Plus généralement, s1 on remplace (4) par
ﬁf y(s)) ds— 0, y mesurable sur [0,+ oof,
alors lim sup (t)l < lim sup dist (y(t), R(A)).
t—> + oo t> 4o
Par exemple s1 f(t) e R(A), vt > 0, on obtient
lim sup I_u(zt)_l =0
t—> + o

Mais, il est fauz en général que

Iim sup

im su [—“(tilzltifjgp dist <_1.f0'f(e) de,ﬁ(‘A‘))

On peut méme trouver [ analytique bornée :
[O,—I— OO[——>R=H et g: R—R
¢
maximal monotone, avec 1 f(0) d6 € Int (R(B)) pour

t >t et limsup%>0.

t—> + o
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Ezemple. — B(u) = sgn(u),

f(t)———psin[Log(l—l—t)—{—H], \—/_2§<p<\/2—.

Alors  —_ fo 0 de:\—%sin (Log (1 4+ 1)), et donc

— | f(8) del <1 pour ¢ assez grand. De plus, Vvt> 0,

=
A\
(o=

t+h
u(t + B) — u(t) > -h+f+ psin<L0g(1+0)+—lz—> do.
t
Définissons t, et h, par Log (1 +t,) = 2nIl _f_%,
Log (1 +t, + k) = 2 + 2 4 1L
g n n) — 12 3 ’

cest-a-dire ¢, = e2"lI+1nz 4 = p = (ellB — 1)(1 4 ¢).

Alors u(t, + h,) — u(t,) > hn<%/§ — > et comme

R >0, limsup'—m>0.
n t— + o

Remarque 2. — a) Méme si y e Int (R(A)), on ne peut
espérer sous les hypothéses du théoréme 1 mi la bornitude
de u, ni méme aucune majoration en ¢!. En effet toujours
avec H= R ,B = sgn, prenons f(t) = 2sin (¢*),0 < « < 1,

t t
Alors m(%f £(6) d0>=0, ot f 1F(0)2 d0 < 4t .
t—
Mais ° ¢ o

u<<2nﬂ + 3ZT£>“°‘> _ u((ZnH n %)”“)

(21|I‘l—i~s—4-n>llal
> (2sint* — 1) dt > c(a)nt¥-1,

I
2, —_
(nII+ 4)

pour n assez grand, avec c(a) > 0.

b) Si A n’est pas un sous-différentiel, le résultat du théo-
réme 1 peut tomber en défaut méme s1 R(A) = H, comme
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le montre I’exemple

H = R?, A(x7y> = (y’_ .'17), f(t) = (_ sin t,O)

<car u(t) =occost~}—[3sint—{--;—cos t>-

2. Cas de bornitude uniforme.

Des résultats de bornitude uniforme sont bien connus dans
le cas coercif. Le cas des sous-différentiels est élucidé par le

TutorEME 2. — On suppose A =0d¢, y e Int (R(A)), et
sup%ﬁ)’ (f(8) — y) dﬁ, < 4+ o, sup (j:”'l |£(6)]2 dﬁ) < 4+ .
t>0 t=20 N
Alors les solutions de (1) sont bornées uniformément sur [0,+ oo

et st uy € D(9), @(u(t)) est borné également.
Pour la démonstration nous aurons besoin du

Lemme 2. — Soit Ve C([0,4+ «o[,R*) une fonction absolu-

ment continue sur tout compact, telle qu’il existe ¢ > 0, avec

[e@yde <c, wese,

et
av
(5) — T MV(@) < t), pp.sur [0, + oof,

On suppose que A est croissante > 0. On a:
vt > 0, V(i) € o« + C,

si o désigne un réel tel que « > V(0) et r(x) > C.

Preuve. — Remarquons d’abord que si ¢ < s <t -+ 1,

V(e 4+ 1) — V(s) < [g0)do < [Tg®)de < C.
Donc V(¢ +1) < C+ 1f V(s).
selt,t+1]
Or si  inf V(s) > «, comme A(x) > C il vient

seft,t+1]
V(4 1) < V().
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Dans tous les cas:
V(t+1) < sup {V(¢),« + C}.
{YJ() «+ C},vte [0, 4+ oof.

), donc finalement

Posons U(t) = sup
Alors U(t + 1) <

(t
vte [0, + o[, V() < sup U(0) < sup {V(0) + C,« + C}.
6 €lo,1]

Comme par hypothése o« > V(0), la démonstration est
achevée.

Avant de démontrer le théoréme 2, remarquons que notre
lemme 2 s’applique immédiatement au cas simple d’un opéra-
teur coercif.

Cororraire 1. — Soit A: H— H un opérateur tel que

(Az,x)
| ]

—> + o quand |z|— + ©. St on a:
ve> 0, [If0)de <C,

les solutions de (1) sont uniformément bornées sur [0, + oo
par une constante ne dépendant que de C et de |u,| .
En effet, on se raméne immédiatement au cas ou la solution

est forte et 0 € A(0).
Posant alors

Az,x)

Inf (A%

)\(u) = |m]I;u |u[
0 pour u =20

pour u > 0

et prenant ) = |u(t)], 1l est facile de voir que (4) est vérifié

Vit
avec {(t) = |f(1)]-

CoroLrLaiRE 2 (Amério-Prouse). — Soit V wun espace de
Banach, muni de la norme | |, et notons || |, la norme dans
Pespace dual V'.

On suppose: Ve He V', H étant un espace de Hilbert.
Sott A: V— V' borné hémi-continu et monotone tel que

(A0, 00y v > alo]?, o >0, 1 <p< o
IAel, < Clof7.
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Alors, st sup (ﬁm I F=)l dr) < + ©, la solution wu(t) de

Véquation '>°

du
e L0t colsv), |+ AHO =10

u(0) =0
périfie
lu(®)) <M, vi>0
[T u)rds < M, ez 0.
Preuge. — En vertu de I'inégalité
1d, .,
5 S 1ul®) + alul? < IfI, lul

qui 1mplique
t+1
5 (e -+ 01 = fu(wlt) + o [ Ju(e)e ds

0

< ([ Hule de) ([ IFEN de )

il suffit de montrer que u(t) est borné.
Or 1l existe une constante C telle que V(a,b) € R* X R+,

ab < °i;—"+ Ch.

Posant V(1) = V1 + |u(f)]®, il vient:
av. Iflul — «jul®
a S VI
B P [ LA |
U N 7y i AV e
< Cllf"f —i—“_u———"_p__ < C[]f"i' — BVP L ([,
21+ [ul?

avec B >0 et C < + o (car I'injection V—H est
continue).

20+ BV < CIfIY + €, il suffit dappliquer le

lemme avec A(u) = Burt, {(t) = C|f(®)|2 + C".

Donec
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Démonstration du théoréme. — On se ramene sans difficulté
aucasou y =20, Infy ¢ = ¢(0) =0.

Il existe alors r > 0, M < 4+ o tels que VYueH,
rlul < ¢(u) + M. Soit gt f f(0) do . Supposant

uOED( )7

poson’s’
V(t) = lu(t) — g(O* + 20(u(t)), Vie[0, 4 of.
- Alors :

< PO+ La(ol® -+ 21f @ 1£(0] + 2(ut), 3 = )

Pour presque tout ¢t > 0,

?(0) — o(u(d) > (f()) — 2, — u()).

Done

Au(o) = M < g(u)) < (w010~ 5) ..
De I'inégalité
VV(t) = (

= (|
< |u

(t) — g(o)l* + (u(t)))"2
t) + g + 1 + o(u(t),

on tire donc

VY0 + 2 (), G — 110)
Cle) + el + (2 — o) (), G = £10):

Cette derniére expression est bornée indépendamment de ¢

des que

2
P <r, ou 0<p<1_;r-
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Posant p, = > 0, il vient finalement

2r
1+r
Y VY Sy C
?cl—t_l_ Po @) < If®r + CGlf@)) + Cy pep.

On conclut en appliquant le lemme 2 avec A(%) = po \/z qui
croit vers + oo lorsque z— + .

II. EQUATIONS PERIODIQUES

1. Existence de solutions périodiques.

Supposons maintenant f périodique de période T, c’est-
a-dire f(t+ T) =f(t) p.p. sur [0, 4+ ©o[. On considére
la question de I’existence de solutions périodiques de période T
pour (1). En raison de I'unicité de la solution du probléeme
d’évolution avec donnée initiale, une solution u de (1)sera
T-périodique si et seulement s1 u(0) = u(T).

Intégrant (1) entre 0 et T, on trouve alors:

g [ foa= [ AuyaeRE),

condition nécessaire d’existence de solutions T-périodiques.

Lorsque A est coercif, 1l est surjectif et la condition précé-
dente est vide. Il est bien connu que dans ce cas (cf. [2]) le
probléme périodique a effectivement des solutions. On peut
retrouver ce résultat comme conséquence du corollaire 1, mais
nous nous limitons ici & énoncer le résultat analogue pour les
sous-différentiels.

TutoriME 3. — A =09, fe L2(0,T;H). Alors st
1 T
Tf f(t) dt € Int (R(A)),

il ewiste u, € D(A) tel que le probléme (1) ait une solution
T-périodique sur [0, + oof.
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T
Démonstration. — Soit y =% f f(&)dt, h(t) =f(t) — y.
vie [0, + of )do| < Tyl + ["If()] dt. Deplus:

ft'“ 8)2 d6 < < )f I£(8)] d6 .

Soit 6 la contraction qui & u, € D(A), associe u(T), valeur
en T de la solution de (1). D’aprés le théoréeme 2, 0"u, est
borné, Vu, € D(A).

D’aprés un théoréme classique ([3]), © posséde un point fize.

2. Etude du cas-limite ou

% A/;T f(t) dt € Frontiére (T{_(_K)) .

Nous nous bornerons au résultat le plus simple dans cette
direction.

TutorEME 4. — St @ =T f t) dt est un pointextrémal

de R(A), le systéme

du

0 €2 () + Augy
u(0) = u(T)
équivaut en fait a :
du_ ry — o ult) e A—l(w).
dt

En effet, posons ¢ = R(A), et g(t) = f(t) — dt
S’il existe te [0, T[ et & > 0 tels que

148
5 f dd = o' # o,
on obtient

1T 1
—_ 0
mTfo Tﬁgd
3

1
=2 +<1——T—>T_8 g(6) do.

[0, TINIt, t+3.]
Par suite @ ne peut étre point extrémal de % .
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Donc sous ’hypothése d’extrémalité de « , on obtient

1 [ted
vie[0,T[, Vs >0, ?f g(0)dd = w .

Par suite g(t) = © en tout point de Lebesgue de g, d’ou
il résulte

7 f(t) — o, p.p. sur [0,T].
I1 s’ensuit que u(t) € A~*(w) p.p. sur [0,T], donc partout
par continuité de u et fermeture de A~!(w)
Ezemple. — ¢(u) = |u| (cf. [6]).
R(A) = B(0,1), donc tout point de la frontiére est extrémal

-T—f f(¢) dt! =1, u(t) se déplace nécessairement sur une
0
droite passant par 0, et f(¢)

S1

reste sur la méme droite.
Posons f(t) = a(t)w , avec|w| = 1.
Quitte & changer w en — w, on peut supposer

%jff(t)dt:w.

Posant alors « =1 4 v,

on trouve comme solutions les
fonctions de la forme
u(t) = (8 + [, ¥(6) de)w
avec
— 1nf
[0,T] f Y
Remarque.

— Pour Dexistence de solution périodique, il

T b
ne suffit pas que %f f(t) dt soit un point intérieur de R(A),
0

comme on le voit en choisissant A linéaire continu avec

R(A) # R(A).

3. Etude de ’ensemble des solutions périodiques

Le résultat suivant joue un réle important dans la suite
TutoriME D

. — 0<T< + o0, soit u, et u,

solutions fortes du probléme d’évolution f(t)
i&. == b(p .

deux

e‘é—;‘(t) T Au(d),
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Alors

1) (4 — w)(T)|
i) [(ua — w)(T)

Démonstration. — Rappelons d’abord (cf. [2]) que s1 u

< i(uz — 1)(0)]

(s — u)(0)] == up — u; = cte..

est une solution forte de ’équation f(t) eZ—?—f— Au(t), o(u(t)

est dérivable presque partout sur [0,T], et

g @) = (B 5) vEe Aw).

Comme %e f(t) — Ay, (t) p.p. sur [0,T], ona

L e — )T — (2 — )OO

T du, dul>
= u U, ————=)dt <0,
fo <2 Ydt dt

ce qui prouve i). Si de plus, |(u — uy)(T) = |(uy — w)(0),

nécessairement <d_u§ — dul uy(t) — uy(t )) =0, p.p. sur
[0,T]. dt  dt’

Pour presque tout te [0,T], posons A,u= Au — f(t),
vu e D(A).

<z + %, ())
= (0 — () + (Gt € — i) + <W’ ) = )

= (5 tw(0) + (= Gt (0 —a(0)) +(— Gt v (07),
0

Comme A(f) est trimonotone, cette quantité est >
Mais alors la maximalité de A, donne:

— e Agm).
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Done, p.p. sur [0,T], f(t) — % € Auj(t), et par suite

3 (olm) = (70 =G G ) = (10 =G G )

d’ou ‘%2 = (%L;—l, %%) = % p.p. sur [0,T].
Finalement
d, B |duP o du du, dus|*
‘dt(u2 w) =g 2< dt’ dt) T =0 pp

Cororraire 3. — Pour f donnée dans L2*(0,T;H), les

solutions de

) % we W2(0,T;H), £(1) e‘;l_;" + Au()

u(0) = u(T)

forment un ensemble du type y(t) + K;, ot y est une fonction
déterminée de W2(0,T;H) telle que +(0) = y(T) =0, et
K; un ensemble convexe fermé contenu dans H (c’est ’ensemble
des points fizes de la contraction 0 définie p. 11).

Quelques précisions sur 'ensemble K, .

LemmEe 3. — Sv u(t) et u(t) + w sont deux solutions de (1,),

vie [0,T], o(u(t) + ») — o(u( < ff )

. . du
et pour presque tout t cect vaut aussi <f(t) ")

Démonstration. — Pour presque tout ¢ € [0,T],

D o(ul) + w) — (u(s)]

— <f(t> —%(u(t) + W),%t(u(t) + W)) — <f(t> _ gtz, Z_tu> _0.

Donc  ¢(u(t) + w) — ¢(u(t)) =1, constante indépendante
de t.
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Pour presque tout ¢, o(u(t) + w) — ¢(u(t)) > <f(t) — ==, w>
Echangeant u(t) et u(t) 4+ w, il vient en fait

= o{ul) + w) — e(ult) = (F() ~ 5 w),

et prenant la moyenne de 0 a T:

2 = %f: (F(),w) dt — (W’%f: £(0) dt>-

Prorosition 2. — Si u(t) et u(t) + w sont deux solutions
de (1,), la trace de ¢ sur le segment [u(t),u(t) + w] est linéaire
pour tout te [0,T].

Démonstration. — Par convexité de K; on peut changer w
en 0w, 0 < 6 < 1 dans le résultat du lemme 3.
Examinons maintenant quelques cas d’unicité.

Prorosition 3. — Si ¢ est strictement conyvexe, K, contient
au plus un point.

ProrositioNn 4. — On suppose ¢ positivement homogéne
de degré 1. Su tout segment du graphe de ¢ est contenu dans
une demi-droite issue de O, il existe au plus une solution de (1,)
dés que

7 [ 10 deevetH — (0).

Démonstration. — Soit u(t) et u(t) + w deux solutions de
(1,), w # 0. Comme [u(t),u(t) + w] est pour tout ¢ la
projection sur H d’un segment contenu dans le graphe de ¢
nécessairement

u(t) = At)w, vt e [0,T].

Puisque de plus A(t)(A(t) + 1) > 0, vte [0,T], on a ou bien
A(t) > 0, ou bien A(t) < — 1, et par raison de connexité
I'une de ces deux inégalités est vérifiée pour tout te [0,T].

Quitte a échanger u(t) et u(t) + &, on peut supposer
At) = 0.

Alors, & (u(t) + w) € fl1) — ATL+2(0)w] = f(1) — d0(w).
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Prenant la moyenne de 0 a T:

%f: £(2) dt € do(w) = do(H — {0}),

puisque d¢(w) est un convexe fermé de H.
Ce résultat s’applique en particulier aux semi-normes dont
la boule unité est strictement convexe.

E:z:emple — ¢(x) = |z|. 1l existe une solution de (1,) et une

ff dt\<1

Le cas H R est particulierement simple.

seule si

Prorosition 5. — Pour H = R, Péquation (1,) posséde
deux solutions u(t) et u(t) + w si et seulement si le graphe
de A présente au moins un palier horizontal d’altitude

———%‘-f:f(t)dt

de largeur supérieure ou égale & |w| + o(g), w(g) désignant
Poscillation sur [0,T] de la fonction

gt) = ﬁ,‘ (F(6) — y) do .
Dans ce cas, = u, + f —y)db.
Démonstratwn. — Le lemme 3 donne ici que pour presque
tout te[0,T],y — -;% foT £(8) dt = f(1) — Z—;‘e Ault) .
D’ot, d’une part u(t) = u, + ﬁt (f(6) — y), d’autre part
y € Ay, + aw + g(t), vte [0,T], Va, 0 < « < 1.

La réciproque de cette propriété est triviale.

III. « FORCING PERIODIQUE »

On suppose toujours [ T-périodique. ¢ et [ étant
donnés, tels que K, # @, comment déterminer les éléments
de K;,? K, étant 'ensemble des points fixes de la contrac-
tion 6, on peut conjecturer que lorsque u, € D(A), 6y,
« converge » vers un élément de K; pour n— + .
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Lorsque dim H < + oo, la situation est particulierement
simple, comme le montre le théoréme suivant:

TatoriME 6. — St dimH < + o, et K;# @, pour
tout uy € D(A), 6"uy converge vers un élément de K, lorsque
n— + © . De plus, la suite de fonctions u(nT 4 t) congerge

uniformément sur [0, + oof .
Lemme 4. — Soit (X,d) un espace métrique et § = X — X
une contraction possédant un point fize tel que

’

d(o',0) = dlo',0) = 0o’ = o’.

Soit zy € X. St la suite z, = 0"z, a une sous-suite conver-
gente, elle converge tout entiére vers un point fize de 6 .

Preuve. — Soit | = lim d(z,,»). Il existe une sous-suite
n-—> -+ o
z,, et o' €X tels que z,,— o' dans X. Alors:
Tppyy = 97, — 00" —> dfo',0) =1 = d(o,o).

Par suite 80’ = o', et il est alors trivial que z—— ",
Déduction du théoréme 6. — On prend :
X=H, dzy) =|z—yl.

Comme les bornés de H sont relativement compacts, il
suffit de voir que |00’ — 0| =|o’ — o||=-|0u’ = o’. Puis-
que o est point fixe de 0, il existe u solution T-périodique
de (1) telle que u(0) = @ . Soit u’ la solution de (1) telle que
w'(0) = »’. D’aprés le théoreme 5, uw' — u = cte, d’ou
o' = o’.

Pour étudier des situations plus générales, le lemme suivant
est essentiel.

LEMME 5. — ¢: ]— 0, 4+ o] — H conveze s.c.i. propre.

On considére les couples [u,f] e G(0,T;H) x L2(0,T;H) tels
que u soit solution (forte) de

Z_t” tog(u(®) 3 f(t) sur  [0,TI.
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Alors Papplication [u,f] — [cp(u(t)),%] est bornée de
L=(0,T;H) x L?(0,T;H) — L*(¢,T;H) X L2(¢,T;H)

pour tout ¢ > 0 fixé.

Démonstration. — 1l suffit d’examiner le cas Ming (¢) = 0.

Alors, si € € 971(0), on a (cf. [2])

< f " |dup dt>1/2 < fo BIOL dt)m

1 ¢ 1
+ ﬁ;fo £ de + = u0) — 8.

dt

De plus si € € D(¢), ona

o0) = olult) > (£ = Gt — (). vee[O.T]

d’ou

fT o(u(t) dt < To(T) 45 [u(0) — |2
+(Iu|m+|cl)ﬁf|f(t)| dt.

g (f(t)ﬁj—:‘),

du >
Lie,T;H)

dt
L¥e,T; H))

TutorimME 7. — St pour tout M < + oo, les ensembles
{lz] < M,e(z) < M} sont compacts dans H, on a la méme
conclusion que pour dim H < + oo (cf. th. 6).

du

Mais en vertu de 4 o (u(t)) + T

di
f’l‘

On en conclut facilement que

d
at @(u(u(’:))‘ dt < C<If|L*(e,T;H),

du

[o(u)lL=e,m.m < Gy (IfIL’(O,T;H)y di

Démonstration. — S1 K, # @, d’aprés le lemme 5 o¢(u(t))

est uniformément borné sur [e¢, 4 o, Vu, e D(A). 1l
suffit alors d’utiliser le lemme 4 avec X = H.
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CoroLLAIRE 4. — Sous Uhypothése du théoréme 7, les seules
solutions bornées sur R de 'équation

j—:‘ FAu®) 3 f()) (A=ode, f T-périodique)

sont les solutions périodiques.

Démonstration. — La suite u(nT), n > 0, étant bornée,
il existe une solution périodique. Donc si £ € D(A),

e"E-'n—>+oo C € Kf‘
La suite u(— nT) étant aussi bornée, et ¢(u(t)) étant
borné sur R, 1l existe n,— 4+ o telle que
u(_ in) m: E .

Nécessairement, & € D(A), et alors

|ty — 0%E| = |0%(u(— n,T) — 0%
< Ju(— n,T) — & =2 0

P—> + x

Par suite u, € K;, etla preuve est achevée.

Remarque. — Si on ne suppose pas que (I 4 d¢)"1 est
compact, on peut démontrer que u(rT) converge faiblement
vers la donnée 1nitiale correspondant a une solution périodique.
Mais cette étude est beaucoup plus délicate (cf. Baillon-
Haraux, [2]).
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