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SUR LES FEUILLETAGES INDUITS
PAR L’ACTION DE GROUPES
DE LIE NILPOTENTS

par Gilles CHATELET

Soit G un groupe de Lie et ¢ son algébre de Lie.

Soit V une variété C* et ®: G X V=V une opération
de classe C?* d’un groupe de Lie G. On suppose que @ est
de rang maximum et que dim V = dim G + 1. Les orbites
de G constituent alors un feuilletage #(®) de classe (2
de V et de codimension 1. Les feuilles de #(®) sont des
immersions injectives de G/I' ou I est un sous-groupe
discret de G.

Rappelons que, si V est compacte connexe et orientable
et s1 G =R" V est fibrée sur S; ([3], [12]). Les fibres sont
des tores & n dimensions si ® admet au moins une orbite
compacte. Nous nous proposons d’étudier ici le cas ou G
est nilpotent et simplement connexe (*). Les feuilles de #(®)
sont alors a croissance polynomiale (cf. terminologie de
Plante [9]). Il n’existe donc pas d’ensemble minimal excep-
tionnel et, si @ est sans orbites compactes, £ (®) est sans
holonomie. Appliquant le théoréme de Tischler ([14]) sur les
formes fermées, on déduit que V est fibrée sur S; (la fibre
étant inconnue a priori). Dans le cas de I’existence d’orbite
compacte, les résultats de Plante ([9]) et Moussu-Pelletier ([7])
précisent les contraintes sur ’homotopie de V.

Nous nous proposons, dans une premiére partie, de mettre
en évidence un idéal de ¥, de codimension un, qui décrit

(*) L’hypothése de simple connexité ne diminue pas la généralité du probléeme
puisque une action de groupe de Lie induit une action sur le groupe revétement
universel.
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162 G. CHATELET

complétement, au voisinage d’une feuille compacte isolée
d’un coté (*), les champs induits par ® sur V. La seconde
partie généralise les théorémes de [12] et [3] pour un type
classique de groupes de Lie nilpotents: les groupes de Hei-
senberg.

Dans toute la suite, V est compacte, connexe et orientable.
V est de classe C* et @ est de classe C2. G est nilpotent,
de dimension n — 1 et simplement connexe. Si % est
Palgeébre des champs invariants a droite sur G, et si W

est dans ¢, ®(W) désigne le champ défini sur V par la
relation :

(®(W)), = %:0 O (exp (W .3).

R est le groupe des germes de difféomorphismes de classe C?
de Rt et conservant lorigine.

L’objet de la premiére partie est la démonstration du
théoréme suivant :

TutoriME 1. — Si M est une feuille compacte isolée d’un
cété, alors:

A) Sv zy e M, la représentation d holonomie
7‘0 = TC1<M7 .170) - R
a une image abélienne libre isomorphe & Z¢
(1 < s < dim H'(M, Q)).

Le germe de feuilletage au voisinage de M est presque sans
holonomie [8], du cété ou M est isolée.

M est fibrée sur le tore T° a4 s dimensions.

B) Il existe dans % wun idéal %y de codimension s tel que

1) 9/%w est abélienne.

1) St Gy est le sous-groupe connexe de G dont %y est
Palgébre de Lie, Gy contient tous les noyaux des représentations

d’holonomie associées aux points de M (n,(M, x) étant identifié
au stabilisateur T, de x). Les orbites de Gy (comme sous-

(*) Une feuille compacte est isolée d’un c6té si il existe un arc de normale (difféo-
morphe & ]0,1[) d'un pointde M et ne rencontrant aucune autre feuille compacte
que M
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groupe de G) sur M sont les fibres du fibré annoncé plus
haut.

C) Il existe un couple (wwm, fu) tel que

1) wy est une forme biinvariante sur G. L’hyperplan oy (0)
est un idéal #Fy de % conlenant %y. oy est simplement
calculable & partir de la représentation d’holonomie.

1) fu est une fonction continue définie sur un voisinage Uy
de M et a valeurs dans R+.f1(0) =M et [ est Cr dans
Uu — M. St u est dans 9 et tel que <oy, uy > 0, fu est
une fonction de Liapounoy pour @®(u). En particulier M est
un attracteur (*) pour les orbites de ®(u) dans Uy et les
surfaces de niveau de fu sont transverses a ®(u).

11) Le cobordisme entre M et une surface de niveau de fu
est Cl-trigal.

1v) St L est une orbite de ®, non compacte, dont I’adhérence
contient M et st Jy est le sous-groupe connexe de G dont fy
est Ualgébre, les stabilisateurs des points de L sont des sous-
groupes discrets de Jy.

Remarque. — Le théoréme 1 associe a chaque feuille
compacte isolée d’un cOté, un couple (%y, wy) qui décrit
complétement #(®) au voisinage de M. Nous verrons a la
fin de la premiére partie que la classe de conjugaison des
feuilletages induits sur les surfaces de niveau de fiy par
F(®) est immédiatement donnée par owy. D’autre part,
une des grandes difficultés du cas non abélien est le caractere
mobile des stabilisateurs. Le paragraphe C iv) localise a prior:
ceux-cl.

Les théorémes de cobordisme prouvés dans la deuxieme
partie nécessitent des hypothéses techniques supplémentaires
sur ® ousur G.

Soit M une feuille isolée d’un c6té de £ (@), nous dirons
que M satisfait la condition C; si codim %y =1 (%y est
naturellement I'idéal associé aux noyaux d’holonomie dans
Iénoncé du théoréeme 1). Nous dirons que M satisfait la

(*) Si X est défini sur V et ¢ le flot induit et si vy est dans V, DI'ensemble
to

asymptotique positif o*(z) est défini par ot(z) = ' ' U ¢(t, X). Dans ce cas
si # est dans Uy, ot(z) < M. t2to
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condition C,, s1, Gy désignant toujours le sous-groupe de
B 11) du théoréme 1, Porbite (Wy), de Gy au point z de M
se plonge dans M en induisant un monomorphisme du groupe
H;((Wwm). Q) dans Hy(M, Q). (Nous verrons que si G = R"
cette condition est automatiquement satisfaite.)

Rappelons que les groupes de Heisenberg sont les groupes
de Lie nilpotents simplement connexes, de dimension 2k + 1
dont Palgébre de Lie admet des générateurs {(X));<ich
(Y)i<j<w I} satisfaisant les relations

(X, Y] =81 1<i<k
1<j<k
Les autres commutateurs sont nuls.

Le théoréme 2 s’énonce alors comme suit

TatortEME 2. — On suppose que (V, G, @) satisfont les
conditions du début de Uintreduction. On suppose de plus que
Dune des hypothéses suivantes sur ® et G est satisfaite.

H,) St M est une orbite tsolée d’un cété de F(®), M satisfait
la condition C; ou la condition C,.

H,) G est 'un des groupes de Heisenberg définis ci-dessus.

Alors, deux cas sont possibles

a) St dV # @, V est difféomorphe a GJT' X [0, 1] ou T
est un sous-groupe uniforme convenable de G.

b) St dV =@, V est fibré sur S;, les fibres étant des
« nilpariétés » (1.e. quotient de G par un sous-groupe uniforme
conyenable ).

0. Notations et rappels utilisés dans les deux parties.

NO1

% est l'algebre de Lie des champs invariants a droite
sur G. Nous conviendrons toujours que @(g, z)= g.z.
I', est le stabilisateur de ® aupoint z de V. L’actionde G
sur une orbite L(z) issue de 2 est équivariante a l'action
a gauche de G sur G/I', donnée par (g, gI',) > g'gl..
Cette action de G est en fait induite par les champs définis
sur G/I', et issus des champs invariants a droite par passage
au quotient. 51 @, est application G — L, définie par
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®,(g) = g.z, ®, induit une application &,: G/T, — L,
rendant commutatif le diagramme ci-dessous

/G £

J ~

G N(
¢\‘L

X X

S1 V est munie de la topologie des feuilles, @, est un revé-

tement et ®, un difféomorphisme.
Gardant les notations de I'introduction, si W est un élé-

ment de ¥ et W le champ induit sur G/T',, on peut écrire,
sur L,

d W = o(W).

®, étant un revétement, @, induit une application biuni-
voque de =, (L(z), ) sur I', que nous conviendrons d’appeler
dans toute la suite « relevement des lacets dans L, via @, ».
Cette derniére associe & un élément de =;(L(z), ) un élément
dans T', = G défim comme l’extrémité du relévement au
point e d’unlacet représentant I’élément choisi dans =, (L,, z).

Il existe sur G une métrique invariante a droite § qui
passe donc au quotient dans G/T', (pour z dans V). Un
argument classique de partition de 'unité, montre alors que,
sur V, 1ly a une métrique telle que la métrique induite sur les
feuilles par & est telle que @, soit une isométrie et ®, une
1sométrie locale.

Nous désignerons par N un champ unitaire normal aux
feuilles de #(®).

NO2.

Résultats classiques sur les groupes de Lie nilpotents sim-
plement connexes de dimension n — 1 ([10], pp. 31, 32, 33).

a) L’exponentielle est un difféomorphisme de %(~ R"1)
sur

b) Les sous-groupes uniformes de G ont n— 1 géné-
rateurs.

¢) S1 G et G’ sont deux groupes de Lie nilpotents simple-
ment connexes, et, si I' est un sous-groupe uniforme de G,
tout homomorphisme A de I' dans G’ s’étend de fagon
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unique en un homomorphisme A de G dans G'. Si A(T)
est un sous-groupe uniforme, A est une submersion et un
épimorphisme de groupes.

PARTIE 1

Preuve de la partie A du théoréme 1.

R désigne toujours le groupe des germes de difféomor-
phismes de classe (? au moins et conservant 'origine. Un
élément o de R est dit pseudo-hyperbolique si 1l existe un
représentant § de cet élément tel que 0 soit un point fixe
1solé de 5. M étant isolée d’un c6té, il y a un arc de normale
de longueur ¢ et issu de z, qui ne rencontre aucune feuille
compacte autre que M. Si 2y : = (M, 2) > R est la repré-
sentation d’holonomie en z,, I'image de =;(M, z,) dans R
est un sous-groupe noté R,. L’isolement de M implique que 0
est le seul point fixe commun a tous les représentants de R,
sur [0, ¢[. R, est un sous-groupe nilpotent de R (admettant
n -— 1 générateurs) et son centre C, n’est pas trivial.

Lemme LI-A;. — Sv f est dans Cy — {1} (1 est le germe
de Uidentité), f est pseudo-hyperbolique.

Nous raisonnons par I’absurde. Soit donc f un élément de
Co — {1} qui n’est pas pseudo-hyperbolique. Il existe un
représentant f de f, défini sur un voisinage U de 0 dans
R+. R, est engendré par n — 1 éléments dont les repré-

sentants f;, ..., f._, sont définis sur un voisinage V de 0
dans R+*. Soit U =U n V. 1l existe ¢ tel que

[0’ EO[C Ula fly R fn—l
n’ayant aucun point fixe en commun sur [0, g[. St f n’est
pas pseudo-hyperbolique, 1l existe un point zj (resp. zj)
tel que 0 < 25 < g (resp. 0 < 75 < &),

A

f(@7) = ay (vesp. f(a5) = @) et [(y) #y

dés que y est dans 'intervalle Jag, a3].
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Montrons que aj est un point fixe commun a f et a tous
les éléments f(1 <t < n—1), contredisant ainsi ’hypo-
theése d’isolement de M sur I'arc [0, g[.

Soit donc j tel que fj(xo_) # z;. En prenant éventuelle-
ment l'inverse de f, on peut supposer que i) - 2 si
n—> 4 oo, ¥ étant tel que 0 < a2, <25 et f,(z) = 2.
Pour & > 0, suffisamment petit, fj est un difféomorphisme

contractant sur [z;, ;7 + 8], commutant avec f. De plus,
x; est un point fixe de [, car on peut écrire:

f(a) = lim f f3(a5) = f3 fla5) = fil(2) = @

Utilisant alors le théoréme de N. Koppel ([6]), f est pseudo-
hyperbolique sur [x,, 3, + 5[ et f(a7) = ;. Ceci implique
z; = ,, et a5 estunpoint fixe commun a f eta fj. L’hypo-
these du début était absurde, et on doit donc supposer que gy
est un point fixe commun & tous les générateurs de R, et
tel que 0 < 25 < g. M n’est plus la seule feuille compacte
que coupe l'arc de normale. [ doit donc étre pseudo-
hyperbolique.

f est pseudo-hyperbolique et commute avec tous les élé-
ments de R,. Réappliquant N. Koppel, on voit que tous les
éléments de R, sont pseudo-hyperboliques excepté le germe
de l'identité. Utilisant alors les résultats de Moussu-
Roussarie ([8]), R, est un sous-groupe de R isomorphe a Z¢
et 11 y a une application surjective de H;(M, Z) sur R,.
Le germe de feuilletage défim1 par #(®) au voisinage de M
est « presque sans holonomie ».

Il existe alors une réduction canonique (1) des éléments de
Ro. Dans un article non publié, G. Joubert et R. Moussu ont
prouvé le théoréme qui suit précisant ainsi la classe de différen-
tiabilité de la conjugaison qui permet la réduction (dans [1],
nous utilisons le théoréme de Denjoy, obtenant ainsi une
conjugaison CO. Joubert et Moussu utilisent le lemme 1 de
[5] et obtiennent la conjugaison comme primitive d’une
fonction continue).

TutortME II-A,. — Soit R’ un sous-groupe abélien de R.
St un élément au moins de R’ est le germe d’une contrac-
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tion (*) f de classe r > 2, il existe un homéomorphisme h;
de R+ dont la restriction ¢ [0, + o[ est un C-difféomorphisme
tel que pour tout élément g de R’, h;o go hj' est le germe
d’une application linéaire de R+.

Cororraire CI-A;. — Soit {f}; i, une base de R, admet-
tant des representatwns {f h<ics qui sont des contractions.
Alors il existe un homeomorphzsme h, défini sur un voisinage
de 0 dans R* et un systéme de nombres (g, ..., a,4, 1) tels

que,
(f o h)(@) = h(e~*a)
(fs o h)(z) = h(e'a)

Les nombres (x;);<;<; sont positifs et le systéme (o,
®,_ 1, 1) est de rang s sur Q.

Montrons que M est fibré sur T-.

S1 %A: m(M, x5) > Ry est la représentation d’holonomie
en z, etsi I', estidentifié & =;(M, z,) via ®,, A, apparait
comme un homomorphisme : T, — R, = R(R, ~ Z°).
Soit R, un groupe de Lie (isomorphe & R*) connexe admet-
tant R, comme sous-groupe uniforme. Utilisant le théoréme
d’extension, on déduit I'existence d’un épimorphisme régulier
Ay: G—> R, tel que Ao/l" =2, Comme »(T,) =Ry,
la fibration Ker A, - G — R, passe au quotient. La situation
est alors décrite par le diagramme ci-dessous

Ker A, i G

Ker Ao/Kef Ao G/rxo = R /Ro

\/

(™) le pour x petit et positif non nul f( z) < z. Si f est pseudo-hyperbolique,
f ou f‘l est donc une contraction.
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M apparait ainsi comme fibré de base T* et dont les fibres
sont des nil-variétés (difféomorphes & Ker Ay/Ker ).

L’épimorphisme A, permet de construire des formes inva-
riantes a droite et a gauche sur G qui se révéleront impor-
tantes dans la suite. {f;};<;<, désignant toujours une base
de germes contractants de R, et identifiant R, et son algtbre
de Lie comme groupes additifs par l’exponentielle, les élé-
ments {f;}; ., apparaissent alors comme des champs inva-
riants & droite et & gauche dont les formes duales {dz/}
vérifient les relations,

<dwj7 fz> = 8{
Posant alors ' = Ag(dz’), on obtient s formes invariantes
et fermées sur G. L’espace tangent aux fibres g Ker Aq

1<is

est donné par m o;1(0).

Preuve de la partie B.

Définissons I’algebre de Lie ¢y comme la sous-algebre
de ¢ induite par Ker Ay. A priori, Ker A, dépend du point
xo choisi sur M. S1 @z, = y.x, est un autre point de M,
I, =T, vy etle diagramme ci-dessous (o ¢, est 'auto-
morphisme yp+——>ypy™ et ¢ un isomorphisme) est
commutatif :

-~ 95
Mo 0 R,= Z
vv‘ l‘f
A R, =2°

M, | =

Rappelons que A; est I'unique extension G — R, de .
Si $: Ry — R; est extension de ¢, § o Ago @7 est une
extension de ;. On déduit A; = § o Ay o 37 et

Ker A; = Ker A,.

Il est donc licite de poser Ker Ay = Gy. Gy est le plus petit
sous-groupe fermé connexe de G contenant les noyaux des
représentations d’holonomie des points de M.
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Remarque. — GGy est isomorphe & R®. Gy, comme sous-
groupe de G agit sur M. Ses orbites ne sont autres que les

. Koo O3 .
fibres de la fibration M ——= T, L’espace M/Gy des orbites
est un tore & s dimensions. Au point z, le stabilisateur de
Paction de Gy est I', N Gy = Kera, (ou 2, est la repré-

sentation d’holonomie au point z de M).

Preuve de la partie C.

La démonstration est longue et nécessite plusieurs étapes.

Etape 1 :

La construction d’un modele standard auquel est conjugué
Z(®) au voisinage de M.

Nous gardons les notations du paragraphe précédent. Soit
p, I’élément de ¢ défini par expe¢, =d; (I'exponentielle
est bijective) ou d; est un élément de T, tel que

Ao(di) = fz

Soient aussi  {dj};<j<n—s—1 un systéme de générateurs de
Ker 2. Notons W; I’élément de ¢ défini par la relation
exp W, = d;.

Remarquons que les champs ®(V,) et ®(W;) définis sur V
admettent des orbites fermées en 1z, et que les lacets corres-

pondants & celles de ®(V;) dans =;(M, z,) s’envoient par
Ay o @71 sur les lacets canoniques de mw(T%, 0), ceux-ci
étant d’ailleurs les orbites des champs invariants {f;}.

Les ®(W,) constituent sur M une distribution intégrable

dH-1
dont les variétés intégrales sont les fibres de M o005 T¢ (ou
encore les orbites de Gy sur M). Retournant aux formes o
définies & la fin de ’étape A, on peut écrire :

(*, V) = 3 1<i<s

(¥, w;> =10 1<7j<sn—s—1
V; (resp W;) induit un champ V, (resp Wj) dans G/T',. Les
formes dx* induisent des formes d6* sur T*. Si

ot = Rx(d6"),
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on peut écrire :

b, Vy =8¢ 1
1
1

N ININ
~L N~

NN N

S
- $
(o, W;> =0 n—s—1
Nous avons répertorié ces notations dans le diagramme
ci-dessous :

(W) (W, Vi, wh) (f,. dxk)
- i Ao ~
G, = Ker A, G - R,
i’ i o
i ;\o 3
Ker Ao/Ker A, G/ Ty, Ro/R,
(W, (Vo W, w) (f, do%)

Soit maintenant la forme

k=s _
Q=dt+ (1 — t)<2 ocip*(mk)>
k=1
p estla projection G/I‘ X [0,1] - G/T',, et les nombres «;
sont ceux associés 4 la réduction canonique du corollalre
CI-A;.

Cette forme est intégrable dans G/T', X [0, 1] et induit
un modele standard de feuilletage auquel sera con]ugue
F(®) au voisinage de M.

F(Q) est transverse aux segments gI', X [0, 1]. C’est
un fibré de type classique ([4]).

Les s champs
Y, = — at(1 — 1) :t+<vi,0) (1<i<s,a=1)
sont tangents & £ (Q) et vérifient,

dt, Y = — oit(1 —2).
La fonction (gI',, t)——1t est de Liapounov pour tous ces

vecteurs et G/I', X {0} est un attracteur pour les orbites
de Y. Sur les sous-variétés G[I', X {t}(0 < ¢t < 1),
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Z(Q) induit un feuilletage conjugué au feuilletage défini

k=s
N
par la forme Y «w* sur G/T,.
k=1

Etape 2 :

La conjugaison de #(Q) et de #(®) au voisinage de M.

Il suffit de vérifier que I'’holonomie o au point e de
G/T, X {0} est conjuguée a I’holonomie A, de ZF()
au point z,. Ce sera le cas s1 on établit que o est conjuguée
a la réduction standard (e %z, ..., e=%z, elz) de CI-A,.
Calculons Log o(d;)'(0). Pour évaluer cette quantité, il suffit
de calculer la période de la forme dérivée de Lie de Q sur la

classe d’homologie associée a d; puisque ({Q, bit >y =1,
cf. [11]). L'image du lacet correspondant & d; dans
nl(G/F-’L’o’ E)

s’envoie par A, sur 'orbite fermée de f; dans Ro/R, (cf.
remarque Etape 1 de C). Il vient alors:

k=s _
Log o(d)(0) = — [ L2 o= — f p* <2 akm">
[d:] [di] k:klzs
_ 2 ak dek _ ai
[fi] k=1

Les holonomies o et 2, sont bien CO-conjuguées et méme
Cl-conjuguées lorsqu’on exclut I'origine. L’holonomie carac-
térisant le germe de #(®) d’un coté de M, la proposition
suivante est immeédiate ([4]).

Prorosition PI-C;. — Soit U, le voisinage tubulaire de M
défini comme Uensemble des x de V dont la distance a M
est inférieure & ¢, € étant choist de telle sorte que les relépements
d’holonomie soient définis. Alors il existe un votsinage U < U,
de M et un homéomorphisme H: U - H(U) = G/T', X [0, 1]
tel que:

a) H coincide sur la normale issue de x, avec la conjugaison
de 2 et o.

b) Sur M, H coincide avec ®;! et en particulier, sur M,
H conjugue ®(u) et u (ou u estun élément quelconque de %).
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¢) H envote les feuilles de F(®) N U sur les feuilles de
F(Q) nU. H est (2 lelong des feuilles. H est C° dans U
et Gt dans U — M. La différentielle de H est définie pour
les champs ®(u) (w dans ¥) tangents aux feuilles de F(®).

d) H envote les arcs de normales issus des points x de M
sur les segments issus des points (gL, 0) (ou gT', = ®7)(z)).
H est donc « équivariant » pour la projection w de voisinage
tubulaire et pour la projection

p: G/, x [0,1] - G/T,..

Définissons les « relevés locaux » d’éléments de 4. Notons @
le champ défim dans U, et satisfaisant aux deux conditions
suivantes :

a) 4, est tangent & la feuille L, issue de z (ou =z est
un point de U,).

b) m,i, = ®(u)z, (et en particulier @, = ®(u), st =z
est dans M. La propriété d) de ’homéomorphisme H, jointe
a la relation H=®;' sur M permet d’écrire immédia-
tement :

H(V) = Yi=— ol — ) 2 + (5, 0)
H, (W) = (W,, 0)

En particulier ¢. H est une fonction de Liapounov (C!
dans U — M) pour ¢; car,

<dt7 H*al> - <dt, Y1> == — ait(l — t>

Si z est dans U, I'ensemble asymptotique w*(z) des orbites
de ¢, est inclus dans M.

Montrons que ce phénoméne est plus général. Ceci introduit
I’étape 3. :

Etape 3 : Définition de wy.

k=s

Soit wy = Y, o,* la forme biinvariante définie dans G.
k=1 !
©32(0) est I'image réciproque par A, de I’hyperplan
0= 2 odo*

A k=1

de R,.
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Montrons que, si u est dans % et tel que <oy, u) > 0,
les orbites de ®(u) et @& admettent la fonction ¢ o« H comme
fonction de Liapounov sur un certain voisinage de M.

. i=s Jj=n—s—1 —_—

Soit u= 3 wV,+ Z u; W/

i=1

i=s
Qom, Uy = 3 o
i=1

En chaque point de U, le systéme des §; et des ; forme
une base de I’espace tangent a la feuille en ce point. Il existe
des fonctions u; et u; telles que:

Jj=n—s—1

() = 2 wlit 3 W,
Les fonctions p; et u; coincident avec u; et u; sur M
(puisque, sur M, V, = @(V)), Wj = O(W))).

A T’étape précédente, nous obtenons les relations :

MY, =Yi=—w(l -0
H*Wj = (Wj, 0)
H,®(u) = (@, 0) sur M

+ (V,, 0)

On déduit alors
dt, H*Vi> = —ait(1 — )
Kdt, HW> = 0

et dans G/I', X {0}:

H,0(u) = 'z WV, 0)+ "z‘ " (W, 0)

Notant H(z) = (gT',, t), on peut écrire dans H(U):

i=s

(A, @), 0 = 3 (10 H)gr,, oY

ll
J=n—s—1

+ Z (i) o H)gr,,, o(W,, 0)

Si d(z, M) tend vers 0, ¢ tend vers 0. Utilisant alors les






