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INTRODUCTION

Nous étudions dans cet article les propriétés topologiques
et de dualité des espaces de fonctions holomorphes f dans
des domaines localement convexes, satisfaisant à des condi-
tions de croissance « à puissance p-ème sommable »

S 1 l|rfY(0)||?,e < °o,
n==0 n '

où les II^AO))!^ sont les normes des dérivées polynomiales
rfY(O) de f pour des types d'holomorphie divers au sens de
[29], [30] et [10], par rapport à des (semi-) normes r dans
le domaine de f: ces domaines sont des limites projectives
d'espaces de Banach E^, ou des limites inductives de leurs
duals E^., avec des normes satisfaisant à des conditions de
croissance convenables. Dans le cas des domaines de dimen-
sion finie la classification des fonctions entières f par des

oo ^
conditions de croissance du type ^ p" — \fwW\p < oo équi-

71=0 n •

vaut à leur classification par rapport à des conditions de
1 1

croissance du type \f(z)\ ^ c exp pjzp', où — + ~y = 1 :

si la première condition est satisfaite pour chaque p > 0
alors la seconde est aussi satisfaite, et vice-versa. Cette der-
nière classification a été employée dans [26] pour l'étude
des équations différentielles d'ordre infini. En dimension
infinie il faut employer la première classification, car il faut
imposer des conditions de croissance aux normes des dérivées
par rapport à des types d'holomorphie divers, dans l'étude
de la dualité. (Les p" pour des domaines localement convexes
sont « absorbés » par les normes des polynômes, donc ils ne
sont pas donnés explicitement.) Dans un autre article nous
employons cette classification des fonctions entières pour
étudier les opérateurs différentiels d'ordre infini dans des
espaces localement convexes [19].

L'article est divisé en deux sections. Dans la section 1
nous introduisons les espaces P^E7) des polynômes n-homo-
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gènes dans le dual d'une limite projective E d'espaces de Banach
E,., pour des types d'holomorphie Ô ayant un type dual 6' : Pa^E')
est considéré comme une limite projective des espaces de
Banach P^E;). L'espace P^E) est défini comme une
limite inductive des espaces de Banach PQ^E^) et on montre
que PQ^E) est isomorphe au dual de PQ^E') (proposition
1.4.1). Nous introduisons aussi les espaces Pe^E) de poly-
nômes M-homogènes dans E, pour des types d'holomorphie
ayant un type dual 6'. Cet espace est considéré comme
une limite inductive des espaces de Banach PQ^E,). L'espace
Pe'^E7) est pour sa part défini comme une limite projective
des espaces PQ^E;), et on montre que PO'^E') est isomorphe
au dual de PQ^E) (proposition 1.5.1). Quand E est un espace
de Fréchet-Schwartz alors on montre que PQ^E') et PQ^E')
en sont aussi, et que PQ^E) ainsi que P^E) sont des
espaces de Silva. On montre d'ailleurs que les types compact
et courant au sens de [10] se confondent dans ce cas (pro-
position 1.6.1 (a)). Si E est un espace de Fréchet nucléaire
on montre que PQ^E') et P^E') en sont aussi, et que
Pe^E) ainsi que P^E) sont des espaces ultrabornologiques
nucléaires. Dans ce cas on montre aussi que les types nucléaire
et courant se confondent, donc « tous » les types d'holomorphie
se confondent aussi (proposition 1.6.1 (&)).

Dans la section 2 nous introduisons les espaces F^(E^), des
fonctions f dans l'espace de Banach dual E;. telles que

oo A -

5 _ . U^/'Wll^é < °° P011!* les normes [| ||^Q des espaces

PÔ^^) correspondants. On montre que la transformation
de Fourier-Borel est une isométrie du dual de F^(E;) sur
l'espace F^(E^), de fonctions dans E^, défini de la même
façon. On a le même résultat pour les espaces Fg'(E^) et
son dual de Fourier-Borel F^(E^) (propositions 2.1.3 et
2.1.6). Nous définissons F^E7) comme une limite projective
des espaces F^E;), et F^(E) comme une limite inductive
des espaces F^(E^), et on montre que F^'(E) est le dual
de Fourier-Borel de F^E7) (proposition 2.4.1). On a le
même résultat pour Fg'(E) et son dual de Fourier-Borel
^'(Ë7) (proposition 2.5.1). L'identité des topologies à travers
la transformation de Fourier-Borel est obtenue pour certains
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types (Tholomorphie. On obtient la « régularité » des bornées
de Fg'(E), donc on peut conclure que son dual est un espace
de Fréchet quand E est de Fréchet, quand 6 est le type
dual d'un type d'holomorphie. Cela se vérifie même quand 6
est le type nucléaire, au moins si les E,, sont hilbertiens.
(C'est le type nucléaire qui est le plus convenable dans l'étude
des équations de convolution.) Quand E est un espace de
Fréchet-Schwartz on peut obtenir des conditions de croissance
des normes et de compacité des applications canoniques
irs : E, —> E^ dans la décomposition projective de E pour
assurer que F^(E') et Fg^E') sont des espaces de Fréchet-
Schwartz et que Fg'(E) et F^(E) sont des espaces de
Silva. On a d'ailleurs dans ce cas l'égalité topologique des
types compact et courant dans E', et des types nucléaire
et intégral dans E (proposition 2.6.1 (a)). Si E est un
espace de Fréchet nucléaire on peut obtenir des conditions
de croissance des normes nucléaires des applications canoni-
ques ^ pour assurer que F^E'), F^E7), Fg'(E) et
FQ,(E) sont des espaces nucléaires. Dans ce cas on obtient
d'ailleurs l'identité topologique des espaces correspondants
par rapport à tous les types d'holomorphie considérés (pro-
position 2.6.1 (&)).

Nous finissons cette introduction en donnant les relations
entre ces espaces de fonctions et d'autres espaces étudiés
récemment. En faisant p = 1 et 6 le type nucléaire on
retrouve les espaces H^E') des fonctions « de type nucléaire
borné » dans un dual de Fréchet de [27] [28]. On retrouve
les résultats dans [9] quand p = 1 et E est nucléaire.
Si E est un espace de Banach par rapport à une norme
11 [ I , on peut le représenter comme une limite projective des
espaces de Banach E^, où E^ est l'espace vectoriel E
muni de la norme x —> || rx\\, r > 0, et on retrouve les espaces
Hefc(E') dans des domaines de Banach de [1, 2], [6, 7],
[22] [23] [24] et [31] [32], quand p = l. (De manière plus
générale, on place de cette façon l'étude des fonctions définies
dans des espaces de Banach dans le cadre des domaines de
Fréchet et leurs duals.) Quand p == 2 et 9 est le type
de Hilbert-Schmidt (les E^ étant supposés hilbertiens) on
retrouve les « espaces de Fock holomorphes » de [14] [15]
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(où rinjectivité des i^s avait été supposée, alors qu'elle
n'est pas nécessaire). Si E est un espace hilbertien par
rapport à un produit scalaire (|), alors on peut le repré-
senter comme une limite projective des espaces hilbertiens
Ey., où Ey. est l'espace vectoriel E muni du produit scalaire
{x, y) !—>• (rx\ry), r > 0. On retrouve ainsi les «espaces de
Fischer-Fock » de [4], [5], [13] [16], [35] [36].

On peut considérer aussi les espaces F^E', F) et F§'(E, F')
des fonctions entre des espaces E et F, limites pro-
jectives d'espaces normes, et leurs duals, dans lesquels on
peut étudier des équations différentielles et de convolution à
valeurs vectorielles ([3], [17] quand p = 1 pour des espaces
de Banach), mais nous laissons leur étude pour une autre
occasion.

1. POLYNOMES DANS DES ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES

1.0. Rappels sur les limites proj écrives.

Notre cadre d'étude est celui des limites projectives

E = lim (E,, i,)
r

d'un système projectif (Ey,, irs)r^s d'espaces de Banach E^,
où les irs : E,, -> E^ sont les applications linéaires canoniques
du système projectif et les ^ : E -> E^ sont les projections
canoniques de E. On a donc les relations ij. = ij.s ° is pour
r ^ s et, pour chaque famille ^x) dans le produit II JE,.
telles que i^/x = Tx pour r ^ 5, il y a un x e E et un seul^
tel que i^x = r^ pour chaque r. On supposera aussi que
i\.E est dense dans E^ pour chaque r, et que pour chaque
0 < a < 1 et chaque indice r il y a un indice s > r tel
que 11^11 ^ a. Si la topologie de E est déterminée déjà
par une famille dénombrable (où même totalement ordonnée)
de projections, alors E sera un espace de Fréchet. De la den-
sité des images des ij. on déduit l'injectivité des applications
transposées ^5, donc les duals E^. peuvent être considérés
comme des sous-espaces vectoriels des E^, s ^ r. Un espace



156 THOMAS A. W. DWYER III

localement convexe séparé complet E quelconque peut être
considéré comme une telle limite projective, où les Ey. sont
les complétés des espaces quotients de E par rapport aux semi-
normes continues de E. On aura besoin de conditions de
croissance du type ||i^[| ^ a'—' pour a > 1 et r < s
(quand le système projectif est supposé ordonné par des
indices réels), et de même pour les normes nucléaires )|^.JN-
On peut toujours obtenir des normes équivalentes dans les
E^, pour lesquelles ces inégalités sont satisfaites : en effet,
si on suppose que pour chaque r il y a un s > r tel que
II i'J[ N < oo alors pour les nouvelles normes

11 »^ = ̂ IIU -̂̂ II 1 1 .
(dans E, H ||,) et |j || : : = al ̂ || ̂ l L (dans E, || L),
on montre sans difficulté que la nouvelle norme nucléaire
de irs est H ^ H N ^ a^. On a de même pour les normes
II \\^= al U^-^ll l l r et II ||:= al ij ̂ -^ qui nous don-
nent la nouvelle norme H^JI 7 ^ OLr~s pour i^.

Nous n'utilisons pas les limites « surjectives » de [il]
[12], car leurs duals ne sont pas bien connus, et nous vou-
lons employer les propriétés limites de factorisation unique
(cf. ci-dessus).

1.1. Polynômes dans E^ et E .̂

Soit PQ^E^.) l'espace de Banach des polynômes n-homo-
gènes Ep-> C du type d'holomorphie Ô au sens de [10]
et [29] [30], mais défini par rapport à la dualité de E^. avec
Ep, pas avec Eîl. (Ainsi le type compact Pc^E^.) vient
du symétrisé de E^ (x)g - • • ®g E^ et le type nucléaire
PN^EÎ.) du symétrisé de E^ ®^ • • • ®^; E^.) On supposera
que Ô a un type dual Ô' au sens de [11]. L'espace P/^EÎ.)
engendré par les polynômes x^ : x' \——^^x^x'y: = x'^xY
pour x e E^ et x' G E^ est donc dense dans PQ^E;.), P^E;!)
est continûment plongé dans PQ^E^.), et la formule

J^{x) : == T(^) pour T e PQ^E;)'

donne une isométrie J^ : PQ^E^ -> PQ.("E,.). Par conséquence,
P^Ei.) et P^Er) sont en dualité par rapport à une forme
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bilinéaire <, >, telle que |<P,, P,>,| < ||PJ,J|P,||, ̂  où
||PJ,,e est la norme de P, e P^E;) et \\P'n\\^. celle de
Pn e PQ^E^), et cette forme est caractérisée par

<^, P,>, = P,^).

On supposera aussi que ||PJ, ^ ||PJ,,Q pour P, e P^E;)
et [|u.p||,^ ^ ||u|| |H| pour u^ e E,. Soit i^ : == P^ o ̂ .
On supposera que Pj—^ i^P^ donne une application
linéaire continue ^ : PQ("E;) — PQ^E;:), avec la norme
11^11 ^ ll^ll7 1- En définissant aussi ^P, : == Pn o ^ on
a par transposition une application linéaire continue

r^: PôW-^P^E,)
avec la norme [l^ij ^ HirJI".

On peut aussi définir PQ^E,.) directement pour un type
d'holomorphie 6 dans E^ ayant un type dual O' dans
E^, donc P/i^r) (engendré par les x^ : x \—^ <^, x ' y }
sera dense dans P6(ftE^), et PN^E,) (engendré par le symé-
tnsé de E^. ®^ • • • 0^E^.) sera continûment plongé dans
Pô^Ey.). Il est donc possible de définir Pisométrie

j;p^E,y -> PQ^E;)
par J^T(^) : == T(^"). Les mêmes inégalités pour ff et
r5^ données ci-dessus restent vraies.

Nous nous rappelons que le type d'holomorphie dual du
type nucléaire N dans E;. (resp. N dans E^) est le type
courant dans E^ (resp. E^) (de tous les polynômes homo-
gènes continus pour la norme du sup. sur la boule unitaire);
que le type dual du type compact C dans E'r (resp. C dans
E^) est le type intégral 1 dans E^ (resp. 1 dans E^) (des
polynômes donnés par des mesures de Radon de la boule
unitaire dans le domaine dual); et que le type dual du type
de Hilbert-Schmidt H dans E^ (resp. H dans E^) est
le type de Hilbert-Schmidt H dans E^ (resp. H dans E^),
dans le sens de [22] J23] J29] [30], [10] et [13]. (Si les
E^ sont des espaces hilbertiens alors le type intégral (I) est
le même que le type nucléaire (N) [38, prop. 49,6 et théorème
48.5] : le type nucléaire dans E^ sera donc un type dual,
le dual du type compact C.)
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Toutes les hypothèses sur les types Ô dans les E^. et 6
dans les E^ décrites ci-dessus sont satisfaites par les types
nucléaire et compact (et de Hilbert-Schmidt dans le cas
hilbertien).

Pour Ô et 6 satisfaisant aux conditions ci-dessus on a
11^1 • • • ^llr.è ^ Kll • • • ll̂ nll OÙ X, G E, et

K.-.^llr.e ^ Kll ... K»

où x\ e E^. Pour les types duals on a :

PROPOSITION 1.1.1. —

||^... x^ ^ ̂ -1 11^11 ... K||n \
pour x[ e E^ et

j[
11^1 • • • ^nllr.ô' ^ ^ —— 11^1 . . . 1|^n \

pour Xi e E^.

Démonstration. — 3^{x[ . . . x'n) e PQ^E^ est donnée par
P 1—> L(a;i, . . ., x'n) pour chaque P G Pé("E;.), où L est la
forme n-linéaire symétrique associée à P, comme on peut
vérifier immédiatement. Comme

K . . . ^llr.é' ^ = SUp {J71^! . . . ^)P : ||P||,.Q ^ 1}
et

|J71(^...^)P| -|L(^...^)|

< iiLiirii^iii... Ki ^ ^-^mw ... 11^11
< ^^l|P|lr,èll^lll • • • 11^11

A

(où L est la forme associée à P, donc ||L||^ ^ ^—^P^
par [29, § 3, p. 7]) on conclut qu'en effet n •

K ... l̂lr.6' ^ r l n l \ \ x [ \ \ ... K||.
fv •

On a la même démonstration pour x^ . . ., x^ dans E et
e'. 1

Remarque. — Si 6 == N (resp. 6 = N) le type dual 9'
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1(resp. O') est le type courant, et le facteur n" —, ci-dessus
n !

peut être remplacé par 1, de même pour les types compact,
intégral et de Hilbert-Schmidt.

1.2. Polynômes dans E\

Soit P^E') l'espace des fonctions P : E' —> C telles que
i^P : == P o ̂  e P^E^l) pour chaque r, avec la topologie
la moins fine (nécessairement localement convexe) qui rend
continues les applications ^ '' P 1—^ ^P de Pn^E') dans
les PQ^E;.). Alors (P^E7), i;)^ est limite projective du
système projectif (P^E'r)^ irns)r<s'' en effet, l'application
9 : P^E7) -> {(T), : T e P^E;) ^et i:SSP= T ^ pour r ^ s}
donnée par P i—^ (i^P)r est un isomorphisme linéaire tel que
P e PQ^E') si et seulement si i;P : = T = II^p(P) pour
toutes les projections II,. :(''?),. i—^ ^P. Soit aussi P^E7)
l'espace vectoriel engendré par les polynômes

x" : x ' i—^ ^ x ^ x ' y ^

où x E E et x ' e E7. Alors on a :

PROPOSITION 1.2.1. — ^P/^E7) {donc I^PQ^E')) est dense
dans PQ^E;).

Démonstration. — Pour T e PQ^E;.) et p > 0 soit

Np : == fQ e P^E;) : rQ-T||,^ p}.
m

Par densité de Pf^E'r) dans PQ^E;.) il y a un ^ r^?? r^ e E,,
i==i

dans Np. Par densité de ijE dans E^ il y a des suites (Uy)^
où u^ e E telles que i\.u^ ->r^ quand j—> co. Par con-
tinuité de la multiplication des polynômes de la forme u^ . . . u^,
donc de P^E;) X • • • X PQ^E;)-> P^E;), on a

(^)n^r^
m m m

donc 1̂  ,̂ u^j —> ^ ''u?, quand / —> oo, Alors ^ ^ u?/? un

i==i ^ i==i 1=1
élément de ^^("E^.), est dans Np pour / suffisamment
grand. |
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COROLLAIRE 1. — Les transposés ^ sont injectifs et

PéC'E'y = \ww.
Démonstration. — L'injectivité des (^ vient de la densité

de ^PQ^E') dans PQ^E^.). Évidemment on a l'inclusion = = > .
Dans l'autre direction soit T e PQ^E')' : il y a un r et un
K, > 0 tels que |T(P)| ^ K,|[i;P||^ pour chaque

P e P^E7),

caries Pi—^||^P||r.o donnent la topologie de P^E7). On
peut définir un ^ e P^E;/ par ^(T) : = lim^ T(P(,)) où
PO.) e PQ^E') et iy^ —> ̂  quand / -> co pour chaque
T e PQ^E^.), toujours possible par densité de ^P^E') dans
P^îL'r). On vérifie sans difficulté que ^T^P) est indépendant
du choix de (P^., que HT|| ^ K, et que ^T == T. |

Remarque. — Si E est réflexif et ij. injectif (possible
s'il y a des normes continues sur E) on obtient la densité
de ^pE^ dans E'. Dans ce cas i^ sera injective et

P^—ICTI ^0
sera une norme continue sur P^E7). Le complété de PQ^E')
pour cette norme sera PQ^E^.), donc PQ^E') sera un espace
« dénombrablement norme » au sens de Gelfand si tous les ij.
sont injectifs [21]. En général on n'a que des semi-normes
Pi—^II^PH^Q mais la topologie limite projective sera déter-
minée par ces semi-normes. P^E7) est contenu dans l'espace
P^E7) des polynômes homogènes continus dans E'. Si le
système projectif est dénombrable alors les bornés de E' sont
des images des bornés des E^., et dans ce cas le plongement de
Pn^E') dans P(f tE /) est continu pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur les bornés de E'.

COROLLAIRE 2. — Py^E') est dense dans P^E').

Démonstration. — Soit P e P^E'), avec T : == i^P, et
soit N un voisinage de P: comme les P(—^[|^P[|r,Q sont
des semi-normes continues, on a p > 0 tel que

{QeP^E 7 ) : B^Q-^PII^ ^ p} cr N
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(en supposant par simplicité un système saturé de semi-
normes). De la proposition 1.2.1 il y a un Py6P..("E') tel
que ||i;P/-I;PI|^Q < p, donc i';P/eN. |

1.3. Polynômes dans E.

Soit PeC'E) l'espace des fonctions P' : E -» C admettant
une représentation de la forme P' = '•i/P' : == r?' o i où
''P' e Pe("Er), pour un r au moins, avec la topologie locale-
ment convexe la plus fine qui rend continues les applications
\ : T' »—— ^-P' des Pe("E,) dans P^E). Alors

(Pe("E), "i^
est limite inductive localement convexe du système inductif
(Pe("E,.), ''^)r<,: en effet, si on écrit ('•P', r) ~ (•'P', s) quand
il y a un u et un "P, tels que T' = "'i^P' et s?' = ^i "P'
alors l'espace quotient u^C-P', r) : '•P' e Pe(''E,)}/ ~, avec la
structure linéaire et topologique usuelle [20, § 23, sec. 3,
p. 116], est limite inductive des Pe(''E,.) par rapport aux
applications n; : T'i—- ('•P', r)~ (classe d'équivalence de
('•P', r) pour ~ ) [20, loc, cit.]. On a l'isomorphisme

y' : U, {(-P', r)}/r^Pe("E)

donné par y'^P', r)~) : == '•i/P', tel que y'-^P') = n;'-P'
si et seulement si P' = '•i/P'. On n'a pas en général la densité
dans P@.("E) des polynômes de type fini, c'est-à-dire, de
l'espace P^E) engendré par les polynômes

r " 1 : -ri——^/v,x'y,X " 1 : x\—^^x,x'y
où a; 6 E et a;' e E'. Mais comme 6 est supposé tel que
P/"E,) est dense dans PeC'E) on a :

PROPOSITION 1.3.1. — P/C'E) est dense dans Pe("E).

Démonstration. — Soit P' e Pe^E), donc il y a un r et
un T' 6 PeC-E,) tels que P' = ••i/P'. Soit N un voisinage
de P' : comme "i, est continu, C-i'J-^ est un voisinage
de '•P' dans Pe("E,) et par densité de P/"E,) il y a un
.P;eP/"E,) dans ('•iJ^N, donc '•i/P; 6 N. Mais un tel
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m

"P; a la forme ^ ^n où ^ e E;, c'est-à-dire,

^P/- ÎC^W, où ^eE',
1=1

et alors ^/P;. e Py^E) n N. |

Remarque. — Comme les i^E sont denses dans les E^
on a immédiatement Finjectivité des ri^ dans PQ^E) et
dans PQ^E). On a aussi que PQ^E) et PQ(ftE) sont conti-
nûment plongés dans l'espace P^E) de tous les polynômes
n-homogènes continus dans E, avec la topologie de la conver-
gence uniforme sur les bornés de E : en effet, les applications
Pe('E,) -> P^E,) -> P^E) sont évidemment continues. On a
le même résultat pour Ô'.

1.4. Dualité entre PQ^E') et P^E).

PROPOSITION 1.4.1. — I I y a un isomorphisme linéaire J
et un seul, de PQ^E)' sur PQ^E), tel que ^ o J^1 == J-i o \
pour chaque r, donné par JT(^) = T(a;ft) pour chaque

TePeW.

J est borné sur les parties fortement bornées de PQ^E')'
si E est métrisable, et Visomorphisme est topologique pour la
topologie dual forte si Q est aussi un type réflexif, J-1 étant
toujours continu.

PROPOSITION lAl'. — PQ^E') et Pè^E) sont en dualité
par rapport à une forme bilinéaire <, > et une seule, satisfai-
sant à <^x\ P^> == P'^x) pour chaque P'n e PQ^E) et x e E.
Si P, = ̂ P, où T, e Pe^E,) et -P = ^P où P e P^E')
alors on a <P,, P,> = <T,, T^>,

Démonstration. — Comme PQ^E) est limite inductive des
PQ^E^) par rapport aux r^ on obtient, à partir des appli-
cations ^ o J71 des PQ^E,) dans P^E'y avec la topologie
dual forte, une application linéaire continue et une seule,
J-1 : PÔ'("E) -^ P^E'y, satisfaisant à ^ o J^i = J-i o \
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pour chaque r. Comme les ^ J71 et ri^ sont injectives
(corollaire 1 de la proposition 1.2.1 et la remarque suivant la
proposition 1.3.1), on conclut l'injectivité de J~1 : en effet,
si J-^ =0 et P1 = ̂ P' alors

(^ o J^TP7) == J-^ = 0,

donc P' .== 0. La surjectivité de J~1 vient de la surjectivité
des J71 ainsi que de la décomposition

Pè(»E'y == WpW
(corollaire 1 de la proposition 1.2.1) : en fait, chaque T == ̂ T
où T e PèCE;)' est l'image de ^J/T par J-1. De plus,
J~1 est l'inverse de J donnée par JT(^) : == T^") pour chaque
T e P^E7)7 et x e E, car si P7 = W où T7 e Pé'CE,)
alors J^^P)^) == J^P7^)") ==: ^'/P'^) = P7^) par défi-
nition des Jr. Si la topologie de E est donnée par un système
dénombrable d'indices alors P^E') sera de Fréchet, donc les
bornés de son dual fort seront des images par les ^ des
bornés dans les PQ^E^.)' correspondants. Il en suit que J
est borné sur les bornés de PQ^E')' (dual fort), car le même est
vrai par continuité pour les J^. Si PQ^E') est réflexif
alors son dual fort sera bornologique, dont on déduit que J
(ainsi que J~1) est continu. Enfin, la forme < , > est donnée
par <P,,P.>: ^(J-^PJ.I

Remarques. — Si les Er ont la forme L^X, ^)? où (X, [L^)
est un espace de mesure, et les P^ G P^Ei.) ont la forme
Pn(^) = / - • • / P^l, . . ., QX'W . . . X^Q d^) . . . d^{Q

où ^ p, e L^X", pt, ® ... ® ^) et ||PJ|,.^ = W^ (pn
choisi symétrique), alors les PQ^E^.), donc aussi PQ^E'),
seront réflexifs. Si les Ey. sont hilbertiens et 6 est le type
de Hilbert-Schmidt on a aussi la réflexivité. On verra plus
bas que PQ^E') peut être réflexif même si les PQ^E^.) n'en
sont pas (c'est quand E est un espace de Fréchet-Schwartz).
Sans la réflexivité on ne sait pas quand P^E7) est distingué,
donc quand J est continu. De la continuité de J~1 on obtient
néanmoins le suivant :

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 1.4.1. — Si la topologie
de E est donnée par une famille dénombrable (Kindices alors les
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bornés de PQ^E) sont des images par les r^ des bornés dans
les PQ^E,), donc PQ'CE) est séparé et son dual fort est un
espace de Fréchet.

Démonstration. — Soit S un borné de PQ^E) : alors
J-^S est borné dans le dual fort de PQ^E') par continuité
de J-1. Comme P^E7) satisfait ici au premier axiome de
dénombrabilité (limite projective dénombrable) alors les bornés
de son dual fort sont des images par les ^ des bornés dans les
Pé^y. Alors il y a un r et une partie bornée S^ de
Pé^E^y tels que J^S = ^S;, donc S = ^(J,S;) (car
J ° ̂  = \ ° Jn comme peut être vérifié sans difficulté).
Par continuité de J, : P^E;)' --> PQ^E,) on sait que J,S;
est borné dans PQ'^E;.), c'est-à-dire, S est l'image par \
d'un borné. De l'injectivité des r^ (remarque suivant la
proposition 1.3.1) on a donc, par [20, § 23, n° 5, p. 123] que
PO'^E) est séparé, et par [34, Ch 4 :, § 4, prop. 15] on conclut
que son dual fort est la limite projective des PQ^E,.)' par
les applications ^i), étant donc un espace de Fréchet. |

Remarque. — En particulier, si les Er sont des espaces
hilbertiens alors PN^E) est le dual par J de Pc^E7) (car
les types nucléaire et intégral dans les E^ se confondent,
donc les bornés de PN^E) sont « réguliers » (c'est-à-dire,
sont les images des bornés des PN^E,.), donc PN^E) est
séparé et son dual fort est un espace de Fréchet. On verra
ci-dessous (proposition 1.6.1 (a)) que le même énoncé est vrai
si les Er sont des espaces de Banach avec la propriété d'appro-
ximation et les i^s sont compactes : dans ce cas le dual de
PN^E) sera un espace de Fréchet-Schwartz (en supposant
la dénombrabilité des indices).

1.5. Dualité entre PQ^E) et Pe^E').

PROPOSITION 1.5.1. — I I y a un isomorphisme linéaire J '
et un seul, de Pe^E)' sur PQ^E'), tel que J; o \\) = i; o J7

pour chaque r, donné par J'T^) = T^") pour chaque
TePe^Ey.

L'isomorphisme est topologique pour la topologie de Pe^E)7
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si E est métrisable et Q est un type dual, J' étant toujours
continu.

On peut écrire d'autre façon :

PROPOSITION 1.5.1'. — Pe.^E') et PQ^E) sont en dualité
par rapport à une forme bilinéaire ( , ) et une seule, telle que
(P^ x^} = P,(a/) pour chaque P, e Pe-CE') et x' e E'. Si
P'n^Wn où ^ePe^E,) et ^^P, où P.ePô^E')
alors <P,, P,) = C-P,, -Pn),

Démonstration. — De la caractérisation de PQ^E') comme
limite projective des PQ^E^.) par rapport aux i^ on obtient,
à partir des applications J'r o t(ri^ de P9(nE)/ dans les
PQ^E^.), une application linéaire continue et une seule,
J ' : Pe^Ey -> PÔ'CE'), satisfaisant à J; o ^^J == i; o J' pour
chaque r. De plus, J7 est injective : en effet, soit T G PeÇ^)'
tel que 3^=0: alors ^^(T) = ^(T) = 0, donc
^^(T) == 0 par l'injectivité de J^., pour chaque r : mais
chaque P' e Pe^E) est de la forme P = ̂ /P7 où

T7 e Pô('lE,)

pour un r au moins, donc

T(PQ = T^/P7) = ((^)(T)(^P/) = 0,

c'est-à-dire, T == 0. De la surjectivité des J'r et de la carac-
térisation de PQ^E) comme limite inductive des PQ^E,.)
par rapport aux r^ on conclut aussi la surjectivité de J' :
en effet, pour P e PQ^E') soit T : == J'r-^nP, et soit
T e PQ^EV obtenu des ''T par la décomposition

PÔ^E) = V;WE,)

(bien définie par les relations de transitivité ri^ = sin, ° ^in) '-
alors J'T(^) : == T^^") : == P(^) pour chaque r, r^ e E;
et rc' == ^/a/, donc J'T == P. Si le système projectif est
dénombrable alors Pe^E7) sera de Fréchet. Si de plus tous
les bornés de Pe^E) sont de la forme ^Sy. où Sr est un
borné du PQ^E,.) correspondant (c'est-à-dire, si PQ^E) est
régulier au sens de [20]), alors PQ^E)' avec la topologie
duale forte sera de Fréchet (cf. le corollaire de la proposition
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1.4.1), donc J7"1 (ainsi que 3 ' ) sera continu par le théorème
d'homomorphisme de Banach (PQ^E) sera régulier si 6 est
le type dual d'un type d'holomorphie 6 : cf. le corollaire
mentionné ci-dessus). La forme < , > est donc donnée par
<P,, P»> : == J'-^P^P'n}. |

Remarques. — L'injectivité de J' est aussi une conséquence
de la densité de P/^E) dans PQ^E) (proposition 1.3.1) :
en effet, P/^E) est engendré par les x^ où xf e E1, et
J ' T == 0 entraîne T(^71) == 0 pour chaque x ' . On peut
aussi obtenir la densité de P/("E) de Finjectivité de J7 :
en effet, soit T e Pe^E7)7 : si ^{xfn) = 0 pour chaque
x' e E/ alors J'T == 0, donc T == 0, donc la proposition
1.3.1 est un corollaire de la proposition 1.5.1 et du théorème
de Hahn-Banach.

En général on ne sait pas quand le dual fort de PQ("E)
est de Fréchet, donc quand J'"1 est continu, sauf pour les
types duals (e.g., les types de Hilbert-Schmidt et nucléaire
quand les Ey. sont hilbertiens, et le type nucléaire quand E
est de Fréchet-Schwartz (par la proposition 1.6.1 (a)
ci-dessous)).

1.6. Polynômes dans des espaces
de Fréchet-Schwartz et de Silva.

Dans la suite, la notation L ,̂ Le et L^ indiquera les espaces
d'opérateurs linéaires de rang fini, compacts et nucléaires
respectivement. En particulier Lc(E^; E^) sera considéré
comme l'adhérence de Ly(E,; E,.) dans L(E,; E^), ce qui
donne exactement les opérateurs compacts au sens strict si on
suppose que les espaces en question ont la propriété d'appro-
ximation.

PROPOSITION 1.6.1. — Si la topologie de E est donnée par
un système dénombrable d^indices alors PQ^E^) et PQ^E')
sont des espaces de Fréchet, et P^E) ainsi que PQ^E) sont
des espaces ultrabornologiques. Sous ces conditions on a aussi :

(a) Si pour chaque r il y a un s > r tel que i^s est compact
alors PQ^E') et P^^E7) sont des espaces de Fréchet-Schwartz,
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et PQ^E) ainsi que PQ^E) sont des espaces de Silva. De plus,
PC^E') = P^E1) et PN^E) = Pi^E) topologiquement.

(&) Si pour chaque r il y a un s > r tel que i^s est nucléaire
alors PQ^E'), Pe'^E'), PQ^E) et PQ^E) sont des espaces
nucléaires. De plus, PN^E') = P(nE /) et P^E) == P^E)
topologiquement.

Remarque. — Les hypothèses sur les ij.s sont satisfaites
dans (a) si E est un espace de Fréchet-Schwartz avec la
propriété d'approximation, et dans (&) si E est un espace de
Fréchet nucléaire. On peut même avoir pour E un espace
nucléaire dont le dual fort est aussi nucléaire (sans avoir la
condition de dénombrabilité du système projectif), et dans ce
cas les espaces de polynômes seront nucléaires, mais pas de
Fréchet ou DF (cf. [9] et les remarques suivant l'énoncé
de la proposition 2.6.1 ci-dessous).

On aura besoin du lemme suivant.

LEMME 1.6.1. — (a) 5i i^s est compact alors i^ et r5^ le
sont aussi, avec i^'P e Pc^E'r) pour chaque s? e P^E's) et
^P e Pc^E,) pour chaque ^ e P^E,).

(6) Si i^s est nucléaire alors i^ et r^ le sont aussi,
I 1avec | |^HN ^ ^-.IMS et FI'JN ^ ^ —, ||iJS. De plus,n ! . n \

^PeP^E;) avec IÎ PI|,̂  ^ n71 -y ||iJSrPL pour chaque

^P e P^E;) et ^i/P' e P^'E,) avec
\

||r5;rp/|| ^ yi^ 11 7 ll"!!7'?7!!
Il ^ r L.N ^ ^ ——j H ^11 N|| ^ ||r

pour chaque T' e P(rlE^.

Démonstration. — On a d'abord : (i) Si i^s est de rang fin
alors i^ et rs^ le sont aussi : en effet si ij.s a la représenta-
tion i^s = S ^î ® r^ (somme finie) où ^ e E^ et r^ 6 E^

alors i^ = ^ <, 'PO)). ® 'PCO. où (0 : = ̂  • • •. ^).
d)

^0' . _ 5 , / ^ / rp . _ r/, r,,
^(0 • —— u^ • • • ^l^ ^(0 • —— ^ • • • ^in

et < , >, est la forme bilinéaire de la dualité entre PQ^E^)
et PQ^E^). (Pour construire cette représentation on prend
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un s? e Pe^E^) : par sa représentation par sa forme muiti-
linéaire symétrique associée à travers de la formule de pola-
risation [29, § 3, p. 7] et à l'aide de la formule

CP, W, = -P(^),
on obtient

i^P^) = -P(S. <^,, ^> ̂ )
= s.--^ <^/^> • • • <V^> CP/< . . . ̂ \n

pour chaque Tx1 e E;., c'est-à-dire,

^P=S^CP,^VP^.
De la même façon on montre que r^ == 2^) <rP(l), >r ® ^P^),
où < , >r est la forme bilinéaire de la dualité entre PQ^E^.)
Pe^E,).

(ii) Si i^s est de rang fini alors i^P e P/^E^) pour cha-
que ^P e P(nE;) et ^P1 e P/"E,) pour chaque ^ e P(nE,) :
en effet, comme dans (i) ci-dessus on a

^-P = S^ CP,-P^YP^
pour les mêmes conventions, mais avec < , >, étant mainte-
nant la forme bilinéaire de la dualité entre P("E^) et PN^E^).
De même on a ^'/P'=== S^ <rP^, T),^) pour la forme
bilinéaire < , \ de la dualité entre PN^E;;) et P("E,).

Par hypothèse sur les types d'holomorphie Ô et 6 on
sait que les applications 1^1—^ i^ et ^i—^r^, de L(E,;
E,) dans L(Pô(nE^; P^E;)) et L{P^) ; PQ^E,)) respec-
tivement, sont continues, avec des normes |[i^|| ^ H^r J I " e^
ll^nll ^ ll^ll'1- On a aussi:

(iii) Pour chaque 'P e P^E;) et T e P^E,) donnés, les
applications ^ i—^ i;^P et i,, (—^ ̂ '/P', de L(E,; E,)
dans P^E^.) et P(^E,) respectivement, sont continues :
en effet, on a

|;r^p/r/y,/\( _ \s~pftj r^f\\ <• HspH j| ; jlnl|r/y./||
[^ i { ^ ) \ — \ ^\ 1rs x )\ ^ 1 1 ^IIJI^II II x II

pour chaque rxf G ^'E7 par définition du type courant, donc
sup {sup {I^PC^)! : |M| < 1} : 1^11 < 1} ^ II-PIL < oo.
On montre de même la continuité de ly., (—^^'/P'.

Soit donc i^s compact : par la densité des L^ dans les Le
on conclut de la continuité de i^s i—^ i^ et de i^s i—^ ^n,
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ainsi que par (i) ci-dessus, que i^ et rs^ sont compactes.
De plus, par la densité des Iy dans les Le et de Py^Ei.)
dans Pc^E^.) ainsi que de P/^E,) dans Pc^E,.), on conclut
à l'aide de (ii) et (iii) ci-dessus que i^'P e Pc^E;.) et

-i/P' e PcW,

finissant la preuve de la partie (a) du lemme.
Soit maintenant i^ un opérateur nucléaire : alors il y a

des représentations i^s = S^ ® rv^ où ^ e E^ et r^ e Er,
telles que S^^ll ll^.l < oo, la norme nucléaire ||^.JN de
iys étant l'infimum des sommes de ces séries. Avec la nota-
tion dans (i) ci-dessus on a

i < , 'P^XI = r<... Kikô' ^ nn L IKII • • • r<niv •
par la proposition 1.1.1, et ll'Pcollr.è =" U^JI • • • M P^
hypothèse sur le type 6, donc

S(ol< ,'P^>J rPdkè ^ nn-^ { ÎMMI}" < oo

pour toutes ces représentations. Alors ^ a des représentations
ff == S(o < ^P^X ®'PO) telles que

^i < , -P^>,| rp(oL,ô < oo,
i .

donc il est nucléaire, et | |^HN ^ ^ n — . l l ^ r J I S P^ définition
Tt •

des normes nucléaires. On montre de même que r^ est
1nucléaire avec II^JN ^ ^ n — t l l ^ r J I S r - De plus, pour unH !

^P e P("E^) quelconque et pour i^s = S^ 0 r^ avec

SJI^fl ||̂ || < oo,

la forme n-linéaire symétrique L : Ei. X • • • X E^. —> C asso-
ciée au polynôme i^P a, comme dans (ii) ci-dessus, la repré-
sentation L == 2,^..,^P,V^ .^ . . ̂ \ <^, > . . . <^, >
(maintenant une série infinie mais convergente dans chaque
point), telle que

s,... J CP, -< ... -<>,| il < ,̂, »| ... [[ <^, >[|
^ n'p|i,{s,ru;n 1 1 ^ , 1 1 } - < oo,
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donc L est nucléaire dans le sens de [22, 23]. Comme on a ces
égalités pour toutes les représentations convergentes de ij.s
au sens ci-dessus, alors la norme nucléaire ||L||rN de L dans
E; X • • • X E; satisfait à ||L||,̂  ^ I I 'PU J ̂ 11^ donc

IÎ TIÎ  < ̂  ||L||̂  ^ n^ IMSrPL

[23, § 2, proposition 6, p. 14]. On montre de la même façon
que rs^ est nucléaire et que

i
U rs' rt)/II ^ ^n — || * || n || r"D/1|

^ 1 L,N ^ n ——, II U N|| y ||r
Tv •

pour chaque r'Pf e P^Ey.). Nous avons alors complété la
preuve de la partie (&) du lemme. |

Démonstration de la proposition 1.6.1. — (a) Par le lemme
1.6.1 (a), ff et rs^ sont compacts. Alors PQ^E') et Pe^E)
sont des espaces de Fréchet-Schwartz et PQ("E) ainsi que
PQ^E) sont des espaces de Silva. On a Pc^E') c: P^E')
par définition. Si P e P(nE /) alors pour chaque r il y a un s
tel que i^P) e P^E;) par le lemme, donc i^P e PN^E;)
(car ff o ^ = ̂ ), c'est-à-dire, P e P^E7). On a donc
Pç^E7) = P(nE /). L'égalité des topologies vient de que la
topologie de la convergence uniforme dans les bornés de E'
est la topologie projective donnée par les projections

i^. PCE^-^P^E;)

(dans le cas métrisable). C'est-à-dire, l'application identité
id : PG^E') —>- P(nE') est un isomorphisme topologique. De
plus, comme PN^E) est ici un espace de Silva, donc réÛexif,
l'application canonique / de PN^E) dans son bidual est
aussi un isomorphisme topologique. Alors on a PN^E) = Pi^E)
topologiquement : en effet, on a les isomorphismes

p^(nE) -^ P^E)" ̂ r)^ P^E'y -^ Pc(raE/)' —— Pi^E).

(&) Par le lemme 1.2.1 (&), on sait que les i^ et r5^ sont
nucléaires, donc PQ^E') et PQ^E') sont des espaces de
Fréchet nucléaires. PQ'^E) est donc nucléaire comme dual
(par J) d'un espace de Fréchet nucléaire. P^E) est aussi
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nucléaire paï* réflexivité (car les ^i sont compactes s'ils sont
nucléaires), car son bidual est isomorphe (par ^J') à un espace
nucléaire. On sait que PN^E') <= P^E') continûment, par
continuité des injections P^E^) —>• P^E^.). Dans l'autre
direction, soit P e P^E^) quelconque : par le lemme 1.6.1 (fc),
pour chaque r il y a un s > r tel que i;P = i'^(^P) e PN^E^.)

et ||^P||,,N ^ n - 1 h'J&CTIr, donc ^ applique P^E')
*e> •

continûment dans PN^E^.) pour chaque r, c'est-à-dire,
P^E7) == P^E7) topologiquement. On a toujours que
PN^E) c P(nE) continûment. De plus, chaque P7 e P^E)
est de la forme P' = ̂ P ou ^ e P^E,.) pour un r au
moins, et par le lemme il y a un s > r tel que P' = ̂ (^i/P')
et ^/P' e PN^E,), donc P' e PN^E). Comme on a d'ail-

\
leurs ir'i/P'L.N ^ ^— |]U V'P' II r les applicationsM •

r^ = -^ o ̂  : P("E,) -^ P^E,) -> P^-E)
sont continues, donc P^E) === PNÇ^) topologiquement. |

Remarque. — Par hypothèse sur les types d'holomorphie 6
et 6(|| | |^N ^ II |lr,6 ^ II l l r sur E^ et le même pour N et 6
sur Ey.) on a :

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses de la proposition 1.6.1 (&)
on a P^E7) == P^E7) et Pe^E) = P(^E) topologiquement.

2. FONCTIONS ENTIÈRES DANS DES ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES

2.1. Fonctions entières dans E .̂ et E/..

Pour p > 1 soit Fç^E^) l'espace des séries de la forme

f= Ï -^Pn o11 Pn^PéW) telles que
n=0 7^ •

OT.,é,p==Si ^IIP'.II^Î'' < ̂
( n=0 •(' • )
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équipé avec la norme |[| |[|̂ p ainsi définie. Pour

^+^1p p '
l'espace F^:(E,) des séries f = ̂  1 P, où P, e Pé.("E,)

n=0 n •
est défini de la même façon, et sa norme est représentée
aussi par ||| l||r,Q',p'. Nous verrons maintenant la relation
entre ces espaces et les espaces îîy,(E'r) et H^(E,) des
fonctions entières « de type Ô-borné » c'est-à-dire, des fonctions

^.J^1'" telles que ^JIPJI^O pour H^E;) et
la même condition satisfaite par les ||Pn||p,Q' dans le cas
de HQ-(,(E,.). Il est bien connu que ces fonctions sont entières
et bornées dans les bornés de E'r (resp. E,.) [1] [2], [6] [71.
Avec la notation d^Çx') (resp. d"f(x)) pour les dérivées
de Fréchet dans x' e E; (resp. x e E,), et d"f{x') (resp.
d^f'^x)) pour les polynômes homogènes associés, on a
rfY(O) = P, (resp. dY'(O) = P,;) pour f (resp. f) comme
ci-dessus. On sait que HQ(,(E^) et HQ,(,(E,.) sont des espaces
de Fréchet par rapport aux familles de normes

f^-i pn-Lll<^/•(o)L,ô
71=0 '"' •

et f^— 1 P^llriTWII,,^ p > 0, respectivement ([23,
n==o n •

§ 5, Prop. 2, p. 43] pour le type nucléaire; la démonstration
est la même pour les autres types).

PROPOSITION 2.1.1. — Fi(E^) et F|^(E,) sont des espaces
de Banach, continûment plongés dans H^(E^) et HQ^(E^)
respectivement.

Démonstration. — On n'en fera que pour le type Ô dans
E^ : si (/^ est une suite de Cauchy dans F^(E^.), où

oo ^
fk == 5 „ ( pkn

n==o •v '

avec P^ e PQ^E;), alors chaque suite (P^ est de Cauchy
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dans PQ^E;.), car on a

(*) HIA-^l lkè.p^ ^
pour s > 0 quelconque, donc ||P,, — PJ,,Q ^ n !1/^, pour
k et l suffisamment grands. Chaque (P/J^ converge alors
vers un P, dans P^E;). En définissant

oo A

f9' -5-P-^ n»n==o lv •

on montre, par démonstration identique à celle pour les

espaces IP, que ^ -^ l|PJ?.é < °°. c'est-à-dire, /^F^E;.).
71=0 72' •

De plus, en passant à la limite quand k —> oo dans (*)
ci-dessus on obtient \\\f — fi\\\r,Q,p ^ e pour ; suffisam-
ment grand, c'est-à-dire, (fi)i converge en norme vers /*.
Enfin, le plongement continu de F^(E^) dans H^(E^) vient
des inégalités

i P" -L ll̂ /'(0)l|.,é < lll/'lll.e,? exp ( i, pP-)
n=0 • v t \P /

pour chaque p > 0, obtenues par application de l'inégalité
de Hôlder. La démonstration pour F^(E^) est identique. |

Remarques. — Les espaces « pondérés » F^ ,o(E^.) des fonc-

tions f satisfaisant à ^ P" — 11 ̂ (0)11?. 9 < oo, associés à
n==o n '

chaque p > 0, sont nécessaires dans l'étude des opérateurs
différentiels dans les espaces de Banach E^., parce que
F^(E;)(p ^ 1) n'est pas difîérentiellement stable [16, § 4,
pour le cas p = 2]. Mais sous les conditions |[iJ| < 1,
donc H |]^e < [[ ||^ Q, leurs limites projectives par rapport
aux r (en donnant des fonctions dans E') sont les mêmes
que ceux qu'on obtient avec p = 1 : en effet, pour r et s
suffisamment éloignés on a || \\^ ^ p"]] ||̂  ^ || \\^ pour
les normes dans les P^E^) et P^E;.). Ainsi on ne perd
rien en faisant p == 1 pour les fonctions dans E' (ou E
par dualité).

En dimension finie, l'étude des équations différentielles et
de la dualité de Fourier-Borel est faite plus souvent par la
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classification des espaces de fonctions entières f par des
conditions de croissance de la forme \f{z)\ ^ C exp (pj-s]^) ,
ce qui équivaut à la classification par rapport aux conditions

1de croissance du type ^ p" — j/^O)^ pour p variable:
n==0 n' '

on passe d'une forme à l'autre à l'aide des inégalités de Cau-
chy ([39, Ch. 9] pour p = 2, et [26]. En dimension infinie
l'intervention des types d'holomorphie rend inutiles les classi-
fications des fonctions par des conditions de croissance où
les dérivées n'interviennent pas, faute des inégalités de Cauchy
pour les types d'holomorphie autres que le type courant
(cf. [37] et [6] [7] pour un autre exemple de (( reclassification »
des conditions de croissance en passant de dimension finie à
dimension infinie).

Soit PQ(E^) l'espace vectoriel des polynômes de type Ô,
m

c'est-à-dire, de la forme 5 P,, P, e PQ^E;), et PQ.(E,) défini
n==0

de la même façon. On a

PROPOSITION 2.1.2. — Le développement de chaque

/•eFé(E;) {resp. f e Fy'(E,))

en série de polynômes est unique et converge en norme vers f
(resp. ïf), donc PQ(E^.) (resp. P^(Er)) est dense dans
F|(E;) {resp. F^E,)).

Démonstration. — L'unicité vient de [29, § 4, prop. 2,
p. 15]. De plus, on a

m /l p <x> /! A

f- S-^AO) . = S -IIWXé
n=0 lv • r,Q,p /c=m4-l •'- •

( / m \ A \ A
car d^f- ^ —dnf{0)){0)=df{0) pour k > m + 1 et est

\ n=on • /
0 pour k ^ m), qui tend vers 0 quand m—> oo, par
définition de ll l / ' l l l r^p- O31 a 1e même P01111 e/ dans E,. |.

La transformation de Fourier-Borel B,. dans F^E^)7 est
définie de la façon usuelle [25, 23] : B,T{x) : = T(^), où
e^^x1) : = exp <rr, ;2/>, pour chaque

T e F^E;.)7 et x e E,, x' e E;.
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PROPOSITION 2.1.3. — La transformation de Fourier-Borel
B^ est une isométrie de F^(E^)' sur F^(E^).

PROPOSITION 2.1.37. — FJ(E^) et F|̂ (E,) sont en dualité
par rapport à une forme bilinéaire « , >\ satisfaisant à

l«Af»rl ^ lll/llkéjllfllkè^

pour chaque fe F^(E^) et f e F^(E^), donnée par

«A f»r - i ± W(0), rfT(0)>,
71=0 n '

C'est la seule forme bilinéaire telle que «(oa;, fWr = f'{x) pour
chaque x e Ey..

Pour montrer qu'en effet B/T e F^(E^) pour chaque
T G F^E^-y on a besoin du lemme suivant.

LEMME 2.1.1. — Soit TeFj(E;.y, T, : = la restriction de
T à PQ^E;) et P,: = J/T e P^E,). Afor^ pour c/ia^e
e > 0 et n e N il y a des polynômes P^g e P^^E^) 50^5-
faisant aux conditions suivantes :

(l) lIPnJr.Ô ^ 1

(") T,(P,.,)=|T,(P,,,)|

(iu) IIP.U ÎT^P,,)! ^ ||P.||?:è, - s|[P^1

Démonstration. — Par le théorème de Hahn-Banach il y a
des P^eP^E;.)^ avec ||P;|| = 1 (norme bi-dual) et

P^TJ-IITJ =\\Pn\\^

(la dernière égalité par définition de J\. : cf. Sec. 1), donc par
le théorème d'Alaoglu il y a des P^ g e PÔ^FO satisfaisant à
l|P.Jr,ô ^ 1 (donc (i)) et [ ||P,||,;è, - T,(P,,,)| ^ s. Alors
I I P n U n . è ' " 2 ^ |Tn(P^g)[, dont on obtient (iii) après la mul-
tiplication par ||P ,̂'Q1. Pour obtenir (ii) on peut re-définir
les P^ç en les multipliant par un e1^ convenablement
choisi, ce que ne change pas ||P,J,.Q ou |T,(P^)| |
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Démonstration de la proposition 2.1.3. -- On a B/T e F^(E^)
et IPrTIllr.Q',?' ^ 1|T|| (norme dual de T) pour chaque
T e F^E;)7 : en effet, pour N e N fixe soit

N A
P-, . __ Y - IIPm^T1?^ N . E . — ^ ——. ||fn||r,Q'^n,£-

n=0 n •

Comme (^ - l)p = //, de (i) dans le lemme on a

ll|P î,6,P ^ S-^IIPnll^.
71=0 n •

De (ii) and (ni) dans le lemme on obtient aussi

W,.) > i^dIPnll^———^IIPnU^1).
n=0 n •

La substitution des inégalités pour |||PN.E||jr,é>p et

|T(PI,,,)|(==T(PK..))

obtenues ci-dessus dans |T(P^)| ^ 1|T|| |||PN,.|||.,é,p donne

S ̂  (ITO'è- - ^lIPnlI^'e1) < IITU fâ ± l|Pnll?:6-y.
ra-0 • \n=0 n • /

En passant à la limite quand e -> 0 et ensuite quand N -> oo
on a

i^iTO'é'< iiTii(i^iip,ii?:9,)7
"=0 " • \n=o "- '• /

En divisant par (J, 1 ||Pn||?;Q.y, comme 1 - i- = A- on
\»=o n ' / P P'

obtient |||B,T|||̂ -,̂  < ||TI|, car B,T = S 1 P; si
n=o n !

P' — T T1 " — "r1»-

Pour chaque g ' e F^'(E,) soit

T.>(/>)= = i^^YW^yw^
71=0 ••' •
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où /"6Fe(E;): alors f\—^T'g{f) donne une T,. 6 F^E;)'
telle que ||T;|| < lllg'lllr.é-.p': en effet, pour chaque / on a

1^)1 < i(^)7 tl^(0)ll.é (^ l̂l̂ Wll.o.

donc |T,,(/-)| < |||/-|||,,éJ||g'||l,é-.p-, c'est-à-dire,

W < |||g'|||,,é ,̂

par application de l'inégalité de Hôlder. Pour finir, on note
que B/Ty. = g ' , et des inégalités entre ||Ty.|l et

ll|B,.T,,|||,é^

ci-dessus on conclut que |||B,T||̂ ,̂ == ||T||, c'est-à-dire,
B^ est une isométrie.

La forme « , », est donnée par «/•, f», : = T(n
où f == B,T. |

Remarque. — De la décomposition de Hg^E^) comme
limite projective des F^p(E^) par rapport aux poids p > 0
(voir la remarque suivant la proposition 2.1.1) on montre
aussi que la transformation de Fourier-Borel est un isomor-
phisme linéaire de HQ(,(E;.)' sur l'espace Expo,(E,.) des fonc-
tions entières f « de type 6'-exponentiel » dans E,., c'est-

î_
à-dire, telles que limsupJ|rfY'(0)H Q", < oo : pour T 6 Hg^E;)',
donc |T(/-)| < K||/"||,,̂ p, où ||y"L,e,i,p est la norme

2 P"1,!!^)!!^
n==0 ' v •

de f dans un F^(E'), et pour P^ la transformée JJ\
de la restriction de T à P^E;.) on a en effet

^ .1
lim sup^ ||P^|| ̂ , ^ lim sup^ (^K) n == p < oo,

c'est-à-dire, B/T = ̂  i P, e Exp Q<E,). Chaque
71=0 n •

g' e Exp Q,(E,)
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est parfois la transformée d'une Tg, e H^E^)' définie
comme dans la démonstration de la proposition 2.1.3, donc
By. est surjective. L'injectivité de By. ici vient de la densité
dans H^(E^) du sous-espace engendré par les e^, x e E^
([23, §5, prop. 3, p. 45] pour Ô == N : la démonstration est
la même).

On peut aussi définir Fg'(E,.), H^(Er) et Expe (E^) pour
un type d'holomorphie approprié 6 dans Ey. (voir Sec. 1)
de la même façon que par les types 6 dans E^.. On a alors :

PROPOSITION 2.1.4. — Fg'(E^) et Fg'(E^) sont des espaces
de Banach, continûment plongés dans H^(Ey.) et HQ^(E^)
respectivement.

PROPOSITION 2.1.5. — Les développements en série de poly-
nômes sont uniques et convergent en norme dans F^(Ey.) et
F^(E;), donc Pe(E,) est dense dans Fg'(E,) et PQ'(E;) dans
Fg<E^).

Nous définissons la transformation de Fourier-Borel B^
par B;T(^) : == T(^') pour chaque T e Fg'(E,y et x ' e E^.
Comme dans le cas de B^ on a :

PROPOSITION 2.1.6. — La transformation de Fourier-Borel
B;. est une isométrie de Fg'(E,,y sur F^(E^).

PROPOSITION 2.1.6. — Uexpression dans la proposition
2.1.3' donne une forme bilinéaire « , »^ sur Fg'(E^) X Fg^E^)
telle que ]«/', f»,] ^ l l l / ' l l l r . ô ' . p l l l f l l l r . e . p ' , caractérisée par
«/*, e^Wr = f(^') pour chaque x' e E^..

Dans l'étude des fonctions sur E' et E il sera nécessaire
de passer des espaces de fonctions dans E^ (resp. E^) à
ceux dans E'r (resp. E,) pour r < 5. On introduit alors
les applications i^ et ^i données par i^f: = f o ̂  pour
f définie dans E^ et ^if : = f o i^ pour f donnée dans
Ep. On obtient évidemment des applications linéaires conti-
nues i-: Fg(E:) -> Fè(E;) et ^i: Fg;(E,)-> FÔ;(E,) telles
que I I^H ^ 1 et H ^ H ^ 1. On a le même résultat pour
les types 6 dans les E^ et 6' dans les E^.
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2.2. Fonctions entières dans E'.

Soit F^E') l'espace des fonctions f: E' -> C telles que
^: =/* ° ^r e F^(E^) pour chaque r, avec la topologie
la moins fine (nécessairement localement convexe) qui rend
continues les applications f : f——^ i-f de F^(E') dans
^é(^)- (^(E7), ^)r est limite projective du système projec-
tif (F^(E^), ^)^,: on le montre de la même façon que dans
le cas de (P^E7), ̂  et (P^E;), ^),^ (Sec. 1.2). Soit

jj^
P/E7) l'espace des polynômes de la forme ^ Pn où

P. e py-E7),
et P^E7) celui de tels polynômes, mais avec P^ e P^^').
On a :

PROPOSITION 2.2.1. - iT/E7) {donc iT^E'), ^nc ^Fg(E'))
e.9< de72^ rfan^ F^(E^).

Démonstration. — Soit N un voisinage de 7'e F!(E^).
Par densité de PQ(E;) dans F^E;) (proposition 2.1.2),

m

il y a un T = ^ '•?„ où T, e Pg(»E;) dans N. Par densité
71=0

de ^P/"E') dans Pe("E;) pour chaque n ^ m (proposi-
tion 1.2.1), il y a des suites (P^ où P .̂ e ^PyE') telles
que P^->'•?„ dans Pô("E;), donc dans F^E;) aussi (par
continuité des injections PeC-E;:) -> F^(E;)), quand / -> oo,

W

pour chaque n < w. Alors ^ P,y -^ 'P dans FQ(E;) quand
m i=:l

/-»co, donc S P ^ e N pour /' suffisamment grand.
m ra=o

Comme ^ P^ e i'"P/E') nous sommes finis. |
n=o -

COROLLAIRE 1. — Les transposés tir sont injectifs et

Fe^E^'^U/^E;)'.

COROLLAIRE 2. - P/E') (donc P^E')) est dense dans
F^EQ.
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Leurs démonstrations sont comme les démonstrations des
corollaires 1 et 2 de la proposition 1.2.1, avec remplacement
de PeCE;) par Fg(E;) et de P^E') par P/E^.

Remarques. — Si E est réflexif et ^ injectif (c'est-à-dire,
s'il y a des normes continues sur E) alors ^ sera injectif
et f\——^ 111^/1 |r, 6. p sera une nornle continue sur F^E7).
Le complété de F^E') pour cette norme sera F|)(E^.), donc
F^E') sera un espace « dénombrablement norme » ou sens
de Gelfand [GV] dans le cas des indices dénombrables, si
tous les ij. sont injectifs. Dans le cas général on n'a que
des semi-normes f\—^ |||^Y|||r,6,p5 mais la topologie limite
projective sera néanmoins caractérisée par ces semi-normes.

Toutes les / 'eF^E') sont des fonctions dont les restric-
tions à chaque ^E^ c E' sont des fonctions entières de
type borné (bornées sur les parties bornées des ^EÎ.). Si
la topologie de E est donnée par une famille dénombrable
d'indices alors les parties bornées de son dual fort E7 sont
les images des bornées dans les E^., donc les /*£ F^E') sont
bornées sur les bornés de E7. Ces f ne sont pas nécessaire-
ment continues sur E7 : même si E est distingué, auquel
cas son dual fort est la limite inductive localement convexe
des ^pE^., on ne peut pas obtenir la continuité sur E/ à
partir de la continuité sur chaque ^E^., sauf pour les poly-
nômes f = P e P^E7) (où on peut obtenir la continuité des
parties homogènes de P). Néanmoins, quand E est de
Fréchet-Schwartz alors E7 est un espace de Silva, donc
toutes les f e ¥ ^ T L ' ) seront continues. Le sous-espace des
fonctions continues (donc entières) est en tout cas dense dans
F^E'), pour contenir P^E7).

On peut aussi définir l'espace HQ^E') des fonctions
f: E7 -> C telles que ^f: = f o ^ e H^(E^) pour chaque r,
avec la topologie la moins fine qui rend continues les appli-
cations ^ : f\——^^f. Alors (HQ^E^, i^ sera limite pro-
jective du système (H^(E^), i^r^s (où 1e8 H^(E^) ont des
topologies de Fréchet et les i^ sont comme pour les F^(E^)).
F^(E7) est donc continûment plongé dans HQ^E'). On peut
aussi définir l'espace Exp ^(E') des fonctions f: E'-> C
telles que r/1: = ̂ fe Exp^ (E;.) pour chaque r. Si les
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F^(E;) et Fj|(E7) sont définis comme les F^E;) et F^(E')
avec p = 1, on a :

PROPOSITION 2.2.2. — Si pour chaque r il y a un s > r
tel que ||̂ J < 1 alors (HQ^E'), ^)p est limite projectile du
système £ espace normes (FQ(E^.), i^r^sy c^est-à-dire,

F^E7) = H^E7).

Démonstration. — (Cf. les remarques suivant la proposi-
tion 2.1.1) ça vient des inégalités || ||r,o ^ p"]] | |r,Q ^ II L,è

ïpour r, s et p > 0 tels que ||t\.J ^ —• |

2.3. Fonctions entières dans E.

Soit maintenant Fg'(E) l'espace des fonctions f : E -> G
admettant une représentation de la forme f = " ^ f ' : = rff o i^
où V £ F^'(Er), pour un r au moins, avec la topologie
localement convexe la plus fine qui rend continues les appli-
cations ^"fi—^Vf des Fg'(E,) dans F^(E). Alors
(Fg'(E), ''i}^ est limite inductive localement convexe du sys-
tème inductif (F^(E^, ^)r^ '• la démonstration est la même
que dans le cas de (PQ^E),^^ et (PO^E,), r^),^ (Sec. 1.3).
Soit PôÇE) l'espace vectoriel des polynômes de type 6

771

dans E, c'est-à-dire, de la forme 5 Pn où P'n e Pe^E),
7Ï=0

P^(E) l'espace des polynômes de type fini, c'est-à-dire, de
77Ï

la forme S Pn où P, e P/"E). On a :
71=0

PROPOSITION 2.3.1. — P/E) {donc Pe(E)) est dense dans
Fg'(E).

Démonstration. — On raisonne à partir de la densité des
Pf(Er) dans les Fg^E^) (ce qui est vrai par densité des
P^E,.) dans les PQ^E,.), continûment plongés dans Fg'(Er)),
de la même façon que pour la démonstration de la densité
de P/'E) dans PQ^E) (proposition 1.3.1). |

9
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Remarques. — On n'a pas nécessairement la densité de
P/(E) dans F^(E), mais comme la série de Taylor d'un
f G F^(E) de la forme f = ̂ f où ^ e F^(E,) est l'image
par ri de la série de Taylor de r ' f / , donc converge vers /l/,
on a toujours la densité de PQ'(E) dans F^ E).

Toutes les f dans F^(E) (ou dans F^(E)) sont des fonc-
tions entières bornées sur les bornés de E, car si S <= E
est borné alors ijS est borné dans E^ pour chaque r, et
f = ̂ f pour une 'f dans F^'(E,) (ou dans F^(E)),
où rf/ est entière et bornée sur les i^S. On peut aussi définir
HÔ^(E) comme l'espace des fonctions f : E —^ C admettant
une représentation de la forme f = ' ' ^ f où ^ e HQ^E,.),
avec la topologie localement convexe la plus fine qui rend
continues les applications ''i. Alors (HQ(,(E), ''i)^ est la limite
inductive localement convexe du système (H^(E^), ^^r^s- On
définit ExpQ (E) comme l'espace des fonctions f : E —> C
ayant une représentation f = rirff où rf' G Expo (E^).

PROPOSITION 2.3.2. — Si pour chaque r il y a un s > r
tel que [|^J < 1 alors (HÔ(,(E), r^)^ est limite inductive locale-
ment connexe du système d9 espaces normes (F^(Ey.), rsi)r^sJ
c'est-à-dire F^(E) == HQ^E).

(Cf. la proposition 2.2.2.)

2.4. Dualité entre F^(E') et F^(E).

PROPOSITION 2.4.1. — I I y a un isomorphisme linéaire B
et un seul, de F^E7)' sur F^(E), tel que ^ o B^1 = B-1 o r^
poi^r chaque r, donné par BT(rc) == T((oa;) pour chaque

T e F^E7)'.

B e5< borné sur les parties fortement bornées de F^E7/ si E
^t métrisable^ et l9 isomorphisme est topologique pour la topologie
dual forte si Q est un type réflexif, B~1 étant toujours continu.

PROPOSITION 2.4.1'. — F^E') et F^(E) sont en dualité
par rapport à une forme bilinéaire <<( , )>) et une seule, telle que
«y, e^yy == f'{x} pour chaque f e F^'(E) et x e E, donnée
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par

«f, f» = S -1 <^/'(0), dT(0)>.
/i=0 /l <

5, f =rirfl où -feF^E,) ^ Y-^ où fe F^E')
alors on a «/•, f» = «r/, T»,

Remarque. — Dans l'énoncé ci-dessus, dnf{0) est l'élément
unique de PQ^E') donné par le système « projectif » {dnrf{0))r
des dérivées d'ordre n à l'origine des ' ' f : = ^T*, qui est bien
défini car P^E7) est limite projective des Pç^E^.) par
rapport aux i^. Si f est continue sur E\ donc entière,
d^ÇO) sera la dérivée polynomiale d'ordre n de f à l'origine
(cf. la remarque suivant la proposition 2.2.1).

Démonstration des propositions 2.4.1 et 2.4.1/. — Elle est
identique à la démonstration des propositions 1.4.1 et lA.l7,
avec remplacement des espaces de polynômes homogènes par
les espaces de fonctions correspondants et de Jy. par la trans-
formation de Fourier-Borel B^. (proposition 2.1.3 et 2.1.3/) :
l'injectivité vient de l'injectivité des ^r, B^1 et ^ (corollaire 1
de la proposition 2.2.1 et la remarque suivante); la surjectivité
vient de la surjectivité des B,r1 ainsi que de la décomposition
F^E'y = i^F^E;)7 (corollaire 1 de la proposition 2.2.1); la
forme « , » est donnée par «/', f» : = T(f), où BT = f. |

Remarques. — Si les PQ^E^.) sont réflexifs pour chaque n
(donc en particulier E est réflexif) alors FQ(E^.) en sera
aussi, car on peut identifier le dual de F^(Er) avec Fo(E^)
à travers de la transformation de Fourier-Borel B^.. Cela
se vérifie en particulier si E^ = L^X, ^j.) pour un espace
de mesure (X, piy.) et si les P^ e P^E'r) sont de la forme

Pn(^) = f l ' " fn p^ ® ' ' • ® xl ̂  où p- e ̂ (^ ̂
et x ' e ^'(X, (Ji^) (cf. les remarques suivant la démonstra-
tion des propositions 1.4.1 et l^.l^. On a réflexivité aussi
pour le type Hilbert-Schmidt et p = 2 [13] [14] [15] [16].
Dans le cas Ô général on ne sait pas si F^E') est distingué,
c'est-à-dire, si son dual fort est bornologique, donc si B est
continue. Mais on verra plus bas que F^E') est réflexif,
donc distingué, quand E est de Fréchet-Schwartz (Sec. 2.6),
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donc dans ce cas B sera un isomorphisme topologique.
De la continuité de B~1 on tire néanmoins :

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 2.4.1. — Si la topologie de
E est donnée par un système dénombrable d'indices alors les
bornés de FQ,(E) sont des images par les ^ des bornés dans
les F^(E^), donc F^(E) est séparé et son dual fort est un
espace de Fréchet.

Démonstration. — On montre, de la même façon que dans la
démonstration du corollaire de la proposition 1.4.1, que les
bornés de F^(E) ont la forme ^'(B^), où B, est la trans-
formation de Fourier-Borel dans F^E^)' et les S^ sont des
parties bornées dans les F^E;./, pour des indices r appro-
priés. De cette « régularité » des bornés de F^(E) et de
Finjectivité des ^ (remarque suivant la proposition 2.3.1) on
conclut, de la même façon que pour PQ,("E), que F^(E) est
séparé et que son dual fort est la limite projective (par rapport
aux ^i), des F^(E,y, donc est un espace de Fréchet. |

-Remarque. — Si les Ey. sont hilbertiens on conclut que
FS'(E) est séparé et son dual fort est de Fréchet (car

Ff(E) = F&'(E) = B(F^E7)
dans ce cas. On verra ci-dessous (proposition 2.6.1 (a)) qu'on
a le même quand les E^ sont des espaces de Banach avec la
propriété d'approximation et les ^ sont compacts.

Dans le cas p = 1 la transformation de Fourier-Borel B^
est un isomorphisme linéaire de H^(E^y sur Expo, (E^)
[6, 7], [22, 23], [30]. On a donc un isomorphisme linéaire
B de H^(E7 sur Exp^ (E) ([8, 27, 28] pour le cas
6 = N et la proposition 2.2.2 pour le cas général.)

2.5. Dualité entre Fg'(E) et Fg,(E').

PROPOSITION 2.5.1. — I I y a un isomorphisme linéaire B,
et un seul, de F^E)' sur Fg^E^, tel que B; o ^i) = ^ o B'
pour chaque r, donné par B'T^) = T(^') pour chaque
TeFg ' (Ey.
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U isomorpîdsme est topologique pour la topologie forte de
Fg'(E)7 si E est métrisable et Q est un type dual, B' étant
toujours continu.

On peut dire aussi :

PROPOSITION 2.5.17. — Fg^E7) et Fg'(E) sont en dualité
par rapport à une forme bilinéaire « , )> et une seule, telle que
«A ea;r» = f^) P0^ chaque fe Fg^E7) et x' e E', donnée
par la formule dans la proposition 2.4.1/. Si f/ == rirf' où
^eF^E,) et ^=1^ où fe Fg^EQ alors

«/, f» - «Y, r»..
Démonstration. — Elle est identique à celle des pro-

positions 1.5.1 et l.ô.l', avec remplacement des espaces de
polynômes par les espaces de fonctions correspondants, des
J^ par les B; (propositions 2.1.6 et 2.1.6') et de J' par B\
La forme «, » est donnée par «/; f» = T(f) où
f=Bfrî |.

Remarques. — En général on ne sait pas quand le dual fort
de FH(E) est de Fréchet, donc quand B7"1 est continu,
outre que pour les types duals (cf. remarques suivant la pro-
position 1.5.1). Pour p ' == oo et un type dual 6 == W on
peut définir dans chaque Expe (Ey.) la topologie obtenue de
l'espace DF H^E^./ par l'isomorphisme B,. et ensuite
équiper Exp @(E) avec la topologie limite inductive locale-
ment convexe. Son dual sera donc un espace de Fréchet et
la transformation de Fourier-Borel B' sera un isomorphisme
topologique de Exp e(Ey sur HQ^E') (e. g. de Expi^E)7

sur H^E') quand les E^ sont hilbertiens).

2.6. Fonctions entières dans des espaces
de Fréchet-Schwartz et de Silva.

Nous employons les conventions de la section 1.6.

PROPOSITION 2.6.1. — Si la topologie de E est donnée par
une famille dénombrable d'indicés alors F^E') et F^E')
sont des espaces de Fréchet^ F^(E) et F^(É) des espaces
ultrabornolo giques. Sous ces conditions on a aussi.
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(a) Si pour chaque r il y a un s > r tel que i^s est compact
et \\ij.s\\ < 1 alors F^E') et F^(E7) sont des espaces de
Fréchet-Schwartz, Fg'(E) et F^(E) des espaces de Silw.
De plus F^(E') = F^E7) et F§'(E) = Ff(E) topologique-
ment.

(&) Si pour chaque r il y a un s > r tel que i^s est nucléaire

et \\i^ < ± ^lors F|(E7), F^E7), Fg'(E) et F^(E) sonte
des espaces nucléaires. De plus, F^E7) = FP(E /) et

F§'(E) = F^'(E)
topologiquement.

Remarques. — Le cas p == 1 et 6 = = = N a été déjà étudié
dans [9], et le cas p = 2 avec 6 = H dans [14]. Les hypo-
thèses sur les ij.s dans (a) sont satisfaites si E est un espace
de Fréchet-Schwartz, et dans (6) si E est nucléaire, les E^
étant les espaces de Banach déterminés par une famille de
semi-normes de E convenablement choisie. On peut même
supposer que E et E' sont des espaces nucléaires (sans la
condition de dénombrabilité du système projectif) et dans ce
cas les espaces de fonctions entières sur E' et E seront
encore des espaces nucléaires, mais pas de Fréchet ou DF
(cf. [8] pour le cas p = 1). Mais c'est le cas de Fréchet et
DF dont on a besoin dans l'étude des équations de convolu-
tion [8] [19]. Si E et E7 ne sont pas des espaces de
Schwartz ou nucléaires alors les espaces de fonctions entières
sur E' et E n'en seront pas : en effet, les applications
^ i—^ <rc, > et x' \—^ < , a/> de E dans F^E') ou
Fg^E7), et de E' dans Fg'(E) ou F^(E) sont des « mor-
phismes stricts », car \\\Çx^ >|||r,è,p = IMI et

IIMIke.p— IMI-
On a besoin du lemme suivant :

LEMME 2.6.1. — (a) Si i^s est compact et ||i^ll < 1 cilors
_j_

i^ et ^i sont aussi compacts avec H ^ H ^ {1 — II^JP} p

et ||-i|| ^ {l-ll^n"^. De plus, i-^feF^) pour
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chaque ^e F"(E;) et "l'-f e Fg'(E,) pour chaque '•/•' e FP'(E,).
1

(o) 5i ir, es( nucléaire avec HI,.JN < — aforo i" e( "i
e

le sont aussi, avec ||̂ ''î||l, ^ 2C,.,(1 — elli'jN)-1 et

nh < 2c,(i-ciiuN)-1

où C^ > 1 ne dépend que de ||̂ J|i,. De pZus, i'1'"/̂  Î (E;:)
awc [ll̂ /lll,,̂  ^ C^lliyiH,^ pour cAaçue ^e F/'(E;) e<
"iT e FS'(E,) apec ||W|||,,i,,p- < Wf'\\\rp' pour chaque
Y'eF^E,).

Dans la démonstration, on aura besoin des opérateurs
% : Fg(E:) -> F^E;), donnés par

W-- ^"S ldl"•f{0),
t.—n ^ i/C==0 J

et des ^,: F^(E;)-^ P^E;), donnés par ^f: = ̂  ^/•(Q).

Nous définissons rs^) : Fg'(E,) -> Fg'(E,) ainsi que
r^ : Fg'(E,) -> FeOE-)

de la même façon que % et ^ respectivement. On note
aussi que les restrictions de i^ aux PQ^E^) sont les opérateurs
iî, et celles de ^i aux PeÇ^E^) sont les opérateurs rs^
dans le lemme 1.6.1.

Démonstration. — On montre d'abord : (i) Si i^ est de
rang fini alors i% et r^ le sont aussi : en effet, de (i) dans
la preuve du lemme 1.6.1 on déduit que les ç et ^ sont
aussi de rang fini. Alors i^ == S/T^. ® T^. (somme finie)
où -T,, e PQ^E;)' et T,, e PQ^E;), donc on obtient

% = S S/'T,, o ̂ ,) ® T,,.
fc=0

De même on a %) = ^ S,̂ . o ''Tr,) ® ^P^. quand
/C=0

-^ = S/Tiy ® -P^

(somme finie) où Ty e PeC'E,)' et ^P,, e Po('CE,).
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(ii) Les applications ^—^% et i,,—^ %) de L(E,; E,)
dans L(F^(E;); FJ(E;)) et L(Fg'(E,); Fg-(E,)) respectivement
sont continues: en effet, si |[iJ[ < 1 alors

m%/iré,p < i 1 11^11^11^^(0)11^ < nmiif,e,,
/c=o It •

pour chaque ' f e F§(E^), donc

sup {sup {|||%/'||ke,p: r/1|ké,p ^ 1}: \\U ^ 1} ^ 1 < oo.

On montre la continuité de ^ i—^ r5^ de la même façon.
(iii) Si i,, est compact alors % et %) le sont aussi:

en effet, par densité de Ly dans Le c'est une conséquence
de (i) et (ii) ci-dessus.

(iv) Si |[i,J < 1 alors % -̂  ̂  quand n — oo dans
L(Fô(E:); Fô(E;)) et %)-> "1 quand ^ -> oo dans

L(Fg'(E,); F^(E,)):

en effet, pour chaque YE Fg(E^) on a

lll(^-%)YIII?.ô,p ^ S ^IIU^I^YWll^
/C=7l4-l "* •

^ r/in^p i n^ii^,
/c==n+l

donc ||^—%|| ^ S n^l l^-^O quand n -> oo si ll^^ < 1.
A:==n-+-l

On obtient {^i^ — ̂  —^ 0 de la même façon.
De plus, on a

00irw,é,p^ iiimè îî "
-limiKé.pff0-!!^"''}-1

_j_
pour chaque s/1, donc ||̂ || ^ {1 — h'J?} p , et on obtient

_j_
11^11 ^ {l-| | ij^} ^ de la même façon.

Soit donc i^s compact et || ij| < 1 : de (iii) ci-dessus on
conclut que les i[^ et ^i^ sont aussi compacts, donc de
(iv) on conclut que i^ et ^i le sont aussi, comme limites
de suites d'opérateurs compacts. De plus, par le lemme 1.6.1 (a)
on sait que ^/•(O) = ̂ ^(O) e Pc^E;) pour chaque n,
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donc ^YeF^(E;), pour chaque ^eF^E;). On a de même
que d^fÇO) e Pc^E,) pour chaque n, donc ^f e F£YE,),
pour chaque ^ e F^E,.). Nous avons alors fini la démons-
tration de la partie (a) du lemme. Pour (&) on montre d'abord :

(v) Si les i^ et rs^ sont nucléaires alors les % et r'^)
n

le sont aussi, avec ||%UN ^ S I I ^ U N et
k=o

•S, [| <• V II ̂ 7 II
^HN ^ 2l II Ml N •

k==0

en effet, si i^ est nucléaire alors il y a des représentations
iÏ = 2/T^ ® ̂  où T^ E Pe^E;)' et V^ e Pe^E;), telles
que S/H'T^II ll 'P/cjllr.è < ^ I I ^ H N étant l'infimum des
sommes de ces séries. On a

^/ i ^ H 1^11 n^^y(O) ^ < rT,J ( _ y ]H711kè,p>^T n s^r v/*l < llsT H ^iksff(}\ <" II^T H /1 ^ 0 ^ / c ^ / j ^ II -i-^ll T . a j(\3) ^ il î .[| (K • s,ô V'l • s.fl V7*- • /

donc la norme de 'T^ o ̂  dans F^E^)' est

ll^o^ll ^ (' l^pf 11^,11,
\k \)

-i-
et on a aussi ||rPJ||..ô,p ^ ^ ! p f ll'P^llr.ô. don^

S S.ll^o ̂ n rP^e^ i 11^11 11^,11,e
/c=o y=o

pour toutes ces représentations, donc i[^ est nucléaire et
n

IK^UN ^ 5 I I ^ U N - A partir des représentations
fc==0

-i, = 2/Tiy ® -P^.

où ^ e PQ^E,)' et -P,, Ê Pe^E,) avec

2,||̂ || rP^e < ^

on montre de la même façon que ^i^ est nucléaire avec
n

11̂ )1̂  ^ S l l r ' l / c l lN . Pour faire n -> oo on note:
/c=o 1

(vi) Si i^ est nucléaire avec [ I ^ H N < — alors il y a un
G
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Crs > 1 tel que

^iiu^ ^ c,s-j-(i+.n,j^r
pour chaque k e N : en effet, de la formule de Stirling on
déduit

j_

lim, (^ - ||U&y = |̂| UN < 4 (1 + ^II^JN),
\ /l

 • / -"

donc /c^ |[iJ^ ^ j-j- (1 + e||ij^r pour des k suffi-

samment grands. On a aussi :
1

(vit) Si i,, est nucléaire et UI'JN < — alors (%^ et
ê

(^(n))^ sont des suites de Cauchy, donc convergentes, dans
U(F^(E;); Fô(E;)) et U(Fg'(E,); F^E,)) respectivement:
en effet, pour chaque représentation 2/T^. ® T^ de chaque
^ satisfaisant à S^I^.H FP^II^Q < oo et pour m > n,

m

on a i% - % = ^ S^Ty o ̂ ,) ® T^ satisfaisant à

5 ^||Tyo^[||||TJ|;^< ^ S[]<TJ ||TJ1^ donc
/c==n+l /c=n+l

'r^ •rî |l ^ V
^/n) —— ^(n)l|N ^ 2l

fc=n+l

Du lemme 1.6.1 (&) on obtient I I ^ H N ^ ^ 1 ||^||& i our

chaque /c, donc avec l'inégalité dans (vi) ci-dessus on
conclut que

i II^HN < c, s S 1 (i + eiiuJ'1 = c,,—2— < oo,
*=o k=o ( ^ ) 1 — e||lrellN

m

donc ^ I I ^ H N - ^ O quand m -> oo et n-?• oo. On montre
k=n+l m

de la même façon que |l"i(̂  — %)UN < S ir̂ lli» et que
s n^iiN < a,,—2— < oo.

*=o 1 — e l l ^ l l n
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1Soit alors irs nucléaire avec H ^ J N < —: de (iv) ci-dessusa
on sait que % -> i" dans L(F^(E:); F^E;)), car

-[
11 ij < MN < —— < 1.

e

Comme la suite (%), converge dans L^F^E;); Fg(E;))
et le plongement LN c L est continu on conclut que la
limite de (%)n par rapport à la norme nucléaire est i^y
c'est-à-dire, i^ est nucléaire. De plus, en passant à la limite

n ^Q

dans les inégalités | |%HN < S I I ^ H N ^ 4———^-n- de (v)
/c==o i — ^ I I ^ U N

2Cet (vit) ci-dessus on obtient H ^ H N ^ -i———rs „ ' On a de
v / l——e||l,J|N

2C
même que ^i est nucléaire et que F^HN ^ .—^—^~j\~'
De plus, du lemme 1.6.1 (fc) on déduit i ~~ e l l^ l lN

^^y(0) == ^/•(O) e PN^E;)

avec II^YWII^N ^ ^-1. 1^(0)11. pour chaque n, donc
I V >

à l'aide de l'inégalité dans (vi) ci-dessus on obtient

nr/TN,, < i^/^uusYli^wiif
n=0 lv • \'1' • /

^ ̂  i J-, S1 (i + ̂ iiNr ii^ywe
n==0 n 1 ( z 5

< r^3!!!5/'!!!^^^ ^^111 /llkp
ipour chaque ^eF^E^.), car — (1 + e[\irsh) ^ l- siz

ll̂ llN < ±.

On obtient de même que "f e F§'(Er) avec

pour chaque r/'7 e F^Er). La partie (&) du lemme a donc été
obtenue aussi. |
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Démonstration de la proposition 2.6.1. — ( a ) Si les i^ sont
compacts alors F^E7) et F^E7) sont des espaces de Fréchet-
Schwartz par compacité des i^, et F^'(E) ainsi que FQ'(E)
sont des espaces de Silva par compacité des ^i (lemme 2.6.1
(a)). On a évidemment F^E7) c: F^E'), et l'inclusion
contraire est vraie aussi par le lemme 2.6.1 (a). (L'égalité
des topologies vient de leur définition même.) De plus, soit
id: F^(E') -> F^E7) rapplication identité, qui est donc
un isomorphisme topologique, et / l'injection canonique de
F§(E) dans son bidual, qui est aussi un isomorphisme par
réflexivitéde F§'(E) (cf. ci-dessus). On a donc F&'(E) = Ff(E)
topologiquement par l'isomorphisme B o ^id o T^"1 o j (cf.
la preuve de la proposition 1.6.1 (a)).

(b) Si les i^ sont nucléaires alors F^E') et F^E') sont
des espaces de Fréchet nucléaires par nucléairité des i^.
F^(E) est un espace DF nucléaire comme dual (par B)
d'un espace de Fréchet nucléaire. F^ (E) est aussi nucléaire
par réflexivité (les ^i sont nécessairement compactes), car
son bidual est isomorphe (par W) à un espace nucléaire.
De plus, F^E^ c F^E7) continûment car || |, ^ H ||,,N,
et l'inclusion continue contraire vient des inégalités entre
II I^YI I I r .N ,? et IIIYIH^ dans le lemme 2.6.1 (6), donc

F^E7) = F^E')

topologiquement (cf. la démonstration de la proposition
1.6.1 (&)) . On a aussi F§(E) <= F^E) continûment car
II l l r ^ II l l r , N 5 et l'inclusion continue contraire vient des
inégalités pour les III^TIII^N,? ' dans le lemme, donc

F§'(E) == F^'(E)

topologiquement (cf. la proposition 1.6.1 (&)) . |
Pour les mêmes raisons que dans le cas du corollaire de la

proposition 1.6.1 on a :

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses de la proposition 2.6.1 (&)
on a F^E') = F^E7) et Fg'(E) = F^'(E) topologiquement.
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