ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

ROBERT MOUSSU

Sur ’existence d’intégrales premieres pour
un germe de forme de Pfaff

Annales de institut Fourier, tome 26, n°2 (1976), p. 171-220
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1976_ 26 2 _171_0>

© Annales de I’'institut Fourier, 1976, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1976__26_2_171_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble

26, 2 (1976), 171-220.

SUR L’EXISTENCE
D’INTEGRALES PREMIERES
POUR UN GERME DE FORME DE PFAFF

par Robert MOUSSU

TABLE DES MATIERES

0. Introduction (Historique-Enoncés des résultats-Notations) ....... 171

I. Lethéoréme de divisionde G.De Rham........................ 177

II. Fonctions COMPOSEES . .......couuuuuiniineeeeennnnnneeeennnnn. 187

III. Existence d’intégrales premiéres formelles ..................... 195

IV. Existence d’intégrales premiéres analytiques.................... 202

V. Existence d’intégrales premiéresC® ................ ..., 213
Introduction.

Dans cette introduction o désigne le germe en zéro d’une
forme de Pfaff de classe C* ou analytique (resp. holomorphe)
sur un voisinage de O dans R" (resp. dans C"), n > 3,
qui s’annule en O. On dit que ® est un germe compléte-
ment intégrable si le germe en zéro de 3-forme o A do est
nul. Une intégrale premiére faible f de o est un germe en
zéro de fonction numérique de méme classe que o tel que:

o Adf=0.

Nous dirons que [ est une tntégrale premiére de w, si de plus,
il existe un germe g en zéro de fonction numérique de méme
classe que o tel que:

o = gdf et g(0) = 0.
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S1 o posséde une intégrale premiére, le germe de 2-forme
dw se décompose en (dg/g) N o et dw(0)=0. L’étude
des germes ® complétement intégrables, tels que dw(0) # 0,
se rameéne a l’étude des germes en 0 e R?* (resp. 0e€e C?)
des champs de vecteurs ([4] et [7]). S1 (2, @, ..., x,) sont
les coordonnées d’un point z de R" ou C", nous écrivons:

. da. . ,
Le rang de la matrice (b C (0)) est indépendant des coordon-
T

i)
nées choisies. Dans le dernier chapitre de sa thése [7], G. Reeb
montre que si ce rang est supérieur ou égal a 3, cette matrice
est symétrique. Nous appelons hessian de o, la forme qua-
dratique ¢, qui lui correspond.

TutoriME pE REeB. — Un germe o complétement inté-
grable, dont le hessian est de rang maximum posséde :

— une intégrale premiére st o est analytique ou holo-
morphe.

— une intégrale premiére faible si « est C* et g, positive.

Plus généralement, son raisonnement permet de montrer
que o, de classe C*, posséde une intégrale premiére faible
si ¢, est de rang maximum et d’indice différent de 2 et
n — 2. Cette hypothése supplémentaire est nécessaire dans
le cas C* comme le montre ’exemple suivant: soit o le
germe en 0 € R* défini par

l(a} + 23 — a3)

wledxl+x2dwz—x3dx3+ 2+ 2
Ty T Ty

(2 dxy — 2 dy)

ou l:(R,0)— (R,0) est un germe C= tel que [(t) =0 si
t <0 et lt) >0 st t>0. Le feuilletage C*, de R® — {0},
défini par o /R® — {0} a une holonomie non nulle. Ses feuilles
ne sont pas les surfaces de niveau d’une fonction numérique.
Les résultats de Reeb et I’exemple précédent nous ameénent
a proposer la conjecture suivante que nous démontrerons
partiellement dans cet article.
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Conjecture (*). — Soit ® un germe complétement intégra-
ble, analytique ou holomorphe. Alors ® posséde une inté-
grale premiére dés que 0 est un zéro algébriquement isolé
de  (définition 1 — 0). Dans le cas C®, on peut formuler
la méme conjecture avec I’hypothése supplémentaire: le
feuilletage de R" — {0} défini par o/R* — {0} est sans
holonomie.

R. Thom a proposé (dans son séminaire de I'[LH.E.S.)
des démonstrations de cette conjecture dans les cas holo-
morphes et analytiques. Il me semble que son raisonnement
(géométrique) permet seulement de montrer I'existence
d’intégrale premiére faible de classe C*, dans le cas analy-
tique. Par des arguments qui s’appuient fortement sur le
théoréme de division de De Rham [1] (qui est I'objet du
chapitre I) nous montrerons dans le chapitre III que la conjec-
ture est vraie formellement.

TutoritmE (d’existence d’intégrales premiéres formelles). —
Soit o un germe de forme de Pfaff, complétement intégrable,
analytique ou holomorphe (resp. de classe C*) dont O est un
zéro algébriquement isolé. Alors « posséde une intégrale pre-
miére formelle : c’est-a-dire, il existe des séries formelles f et

g avec g(0) # O telles que w = gdf (resp. J o = gdf).

Le jet d’ordre 1 de , noté J'o, est donc la différentielle
du polynéme homogéne de degré 2, g(0) J2f. La forme
quadratique ¢, qu’il représente ne depend que de ©. Nous
Iappelons hessian de «, nous notons r(w) son rang et i(w)
son indice (que nous pouvons toujours supposer supérieur

©)/2). En utilisant un théoréme de fonctions composées
(chapitre 1I) et le théoréme formel, nous démontrerons une
version a parameétres du théoréme de Reeb et nous en dédui-
rons les résultats suivants:

TrtoriME (d’existence d’intégrales premiéres analytiques ou
holomorphes). — Soit @ un germeen 0 € R" (resp.en 0 € C")
complétement intégrable, analytique (resp. holomorphe), dont O
est un zéro algébriquement isolé. Si le hessian ¢q, de o est

(*) B. Malgrange a récemment démontré cette conjecture dans le cas holomorphe
(Frobenius avec singularités. 1. codimension un).

13
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de rang r > 2, o posséde une intégrale premiére f qui peut
s’écrire

f(x) = E sixlg _l_ h($r+1, Lty oo oy .27")
i=1

ol h est un germe analytique en 0 € R*" (resp. holomorphe
en 0eCv) et ¢,=1 pour 1 <1< i(w), = —1 pour
(o) <t <r (resp g=1).

Tuatoritme (d’existence d’intégrales premiéres dans le cas
C*). — Soit @ un germe en 0 e R", complétement intégrable,
de classe C=, dont O est un zéro algébriquement isolé. Alors,
o posséde une intégrale premiére [ lorsque (**):

1) rlo) =i(w) =n et alors f(x) =a3+ ... + a2

2 n >4 ro)=n, () =n—1 et adors
flo) =at+ - +aty—ab
3)n>4 rlo)=iw)=n—1 et aors
fx) = a4 .-« + 22, + h(=,).

Pour n =3, les points 2 et 3 sont encore vrais si le feuil-
letage de R® — {0} défini par «/R® — {0} est sans holo-
nomie.

Je veux terminer cette introduction en remerciant J. Mar-
tinet qui, par quelques remarques astucieuses, m’a beaucoup
aidé, ainsi que les auditeurs du cours que j’ai fait sur ce sujet
a Porto.

Notations. — Le vocabulaire (usuel) sur les germes d’appli-
cations est celul de [8] et dans toute la suite nous notons:

— A (n) (resp. AR(n)) l'ensemble des germes en 0 e R"
des p-formes différentielles, de classe C* (resp. analytiques)
sur un voisinage de O dans R™

— A%(n) Tensemble des germes en 0 e C* de p-formes
différentielles holomorphes.

(**) J’ai montré récemment que ce résultat est encore vrai si: 4) r(w) = n et si
le feuilletage de R® — {0} défini par & a une holonomie nulle, ce sera le cas si
i) #n—2.
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— Aj(n) l'ensemble des jets d’ordre infini des éléments
de A?(n). Pour X = oo, A, F, H, A%(n) est un module
libre sur l’anneau local A%(n) dont I'idéal maximal
sera noté .#x(n) (généralement on note A°(n)= &(n),
A% (n) = 06(n)). L’idéal engendré dans A%(rn) par des élé-
ments a,, Gy, ..., a, est noté [a;, as, ...,a,]. Le théoréme
de Borel permet d’identifier AY(rn) & I’anneau des séries
formelles & n indéterminées, a coeflicients réels. Dans la
suite, A%(n) désignera, quelquefois aussi, ’anneau des séries
formelles & n indéterminées sur C.

Si @y, 23, ..., x, sont les coordonnées d’un point z € R*

n

ou C" un élément o € A§(n) s’écrit:

o« = 3 By, AT, A da, o A da,

Ry N ip
i4<ig<"'<lp

les a,; ., ¢étant des éléments de l'anneau A%(n). En

particulier, un germe « de 1-forme s’écrit:

o =Y adz, a;, € AY(n).

i=1

L’idéal engendré par a,, a,, ...,a, dans A%(n) est noté
I(w).

DerinitioNn 1. — Nous dirons que 0 est un zéro algébri-
quement isolé de o st AY(n)[I(w) est un espace vectoriel
de dimension finte sur R lorsque X = oo, A, F, sur G
lorsque X = H.

Soient sy, s,, ..., s, les coordonnées d’un point s de R? ou
C?. Nous noterons A%(n, g) le sous-module de A%(n + g)
formé par les p-formes « = a qui s’écrivent

a(z) =a(z,s) = ¥ @, (@ s)dy, Adz, A ... dx,

12
iy <ieee-<ip P

ou les a,, , sont des éléments de 'anneau A%(n + q).

L Winenlp .
Nous dirons que «, est une p-forme sur R" (ou C") &
paramétre s. La dérivée extérieure de o, en temps qu’élé-

ment de A%(n, q), sera écrite do«. En particulier si

fe Ak(n + q)
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est considéré comme un élément de A%(n, q¢) on écrit:

n

df(z,s) = 2 :—f (z, s) dz,.
i=1 i
Plan. — Les chapitres I et II sont consacrés & des préli-

minaires : le théoréeme de De Rham de division des formes
et un théoréme de fonctions composés. Les résultats que nous
y établirons sont déja plus ou moins connus. Dans les cha-
pitres III, IV et V nous démontrerons les théorémes d’exis-
tence d’intégrales premiéres respectivement formelles, ana-
lytiques et C=.



CHAPITRE PREMIER

LE THEOREME DE DIVISION DE G. DE RHAM

Une 1-forme différentielle » sans zéro sur une variété M-
posséde la propriété de division; c’est-a-dire, si « est une
p-forme différentielle sur M*(1 < p < n—1) telle que
o ANa=0, 1 existe une (p— 1)-forme B telle que
« = o A B. Nous allons montrer que ce résultat reste vrai
pour les 1-formes différentielles dont les zéros sont algébri-
quement 1solés. Plus précisément, nous démontrerons un
théoréme de division local () dans les cas C=, analytique,
holomorphe et nous en déduirons le théoréme de division
global dans le cas C~.

1. Enoncés des résultats.

(pour les notations voir 'introduction).

DeériniTion 1. — Un élément o de Ak(n) posséde la
propriété de division (dans Ax(n)) si quel que soit « € A(n)
tel que :

o Aa=20 et 1<p<n—1

il existe B € AR (n) tel que « = o A B.

TatoriME (Locar) 1. — Soit © un élément de Ak(n).
St 0 est un zéro algébriquement isolé de o et X = oo, A,
F, H, alors © posséde la propriété de division. Réciproque-
ment, st o posséde la propriété de disision et X = A, F, H,
alors 0 est un zéro algébriquement isolé de o.

(!) Ce théoréme est bien connu, en géométrie analytique (par exemple: Saito,
calcul algébrique de la monodromie. Astérisque 7 et 8).
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Cette réciproque n’est pas vraie dans le cas C* comme
le montre I’exemple suivant: la 1-forme différentielle sur R?
1
o =e “dzx, + x, dx,

est de classe C* et 0 n’est pas un zéro algébriquement
1solé de . Cependant elle posséde la propriété de division.
En effet, si:

« = fi(zy, ;) day + fo(zy, ;) dz, et o A a =0

ou f; et f, sont des fonctions C= sur R2, il est clair que:

_1
e z}fz(xl’ 0) = 0

On en déduit I’existence d’une fonction g, C sur R? telle
que

fo(@1, B3) = 2, 8(@1, ;) €t a = g(xy, Ty)o.

CoroLrLAaIRE 1. — Soit o un élément de Ak(n,q), avec
X=AHF, '
o(2) = o(z,s) = 3 alz, s) dz,
(z,s) e R* X R? i;lll cr X ¢!
tel que 0 € R" ou C" soit un zéro algébriquement de
wo(z) = o(z, 0)
considéré comme élément de AL(n). Alors su
a, No,=0 avec a,€Ak(n,q), 1 <p<n—1,
il existe B, € AP (n, q) tel que o, = o, A B,.
CoroLLAIRE 2. — Sotent o un élément de Al (n) dont 0
est un zéro algébriquement isolé. Alors si
a, Now=0 avec a,€A’(n,q, 1<p<n—1
il existe B, € APY(n, q) tel que «, = o A B,.

'Soit M* une variété C= et, soit A?(M) le module sur
C*(M) = A°(M) des p-formes différentielles de classe C*
sur M. Nous dirons que o € A}(M) posséde la propriété
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de division si quelle que soit « € A?(M) telle que
o ANa=20 et 1<p<sn—-1

il existe une (p — 1)-forme B € AP~}(M) telleque « = o A B.
Si a est un point de M, on note AP(M, a) l’ensemble des
germes en a des éléments de AP(M). Un zéro a de
o € AY(M) est dit algébriquement 1solé si la dimension
sur R de A°M, a)/l(w,) est finie, o, A}(M, a) dési-
gnant le germe de © en a.

CoroLLAIRE 3. — Une 1-forme différentielle C* sur une
variété M", dont les zéros sont algébriquement isolés posséde
la propriété de division.

Avant d’aborder la démonstration de ces résultats, rappe-
lons le théoréme de Rham-Northcott (voir [1], et [6] page 374).

2. Le théoréme de De Rham-Northcott.

Soient A un anneau commutatif, unitaire et AP(A")
le module sur A des p-formes extérieures sur A". Nous
écrirons encore

dz, A dx, A -0 Adz, oavee < iy < - <,

les éléments de la base canonique de AP(A"). En particulier
une 1-forme o e AY(A") s’écrira

o =Y adz avec a, €A pour i<t <n
i=1
Nous dirons que o posséde la propriété de division si la
condition o A« =0, a € AP(A"), 1 < p < n— 1 1implique
Pexistence de B e AP~1(A") telle que « =w A B. A une
1-forme o € A'(A"), on associe le complexe de cochaine

(A(A"), @)

AO(A%) 25 AY(A%) ... s API(AR)
O AP(AR) L. 2 AR(AM 250

Popérateur cobord « étant défini par o(¢) =w A «. Ce
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complexe peut étre identifié au complexe de Koszul (page 359
de [6]) K(ay, ay, ...,a,, A). Il est clair que o e A(A")

posséde la propriété de division si, et seulement si,
HP(A(A"), ) =0 pour 1 <p<n—1

Désignons par I(w) l'idéal engendré par {a;, as, ..., q;}
dans A si
o =Y a dx,.

i=1
TutoriME pDE DE Ruam-Nortucort. ([1] et [6]). — Soit
n
o = Y a,dx; un élément de A'(A"):
i=1
1) St pour 1=0,1,2,...,n— 1, la classe de a_, dans
A/l(w) n’est pas un diviseur de zéro, alors  posséde la
propriété de division.
11) Réciproquement si A est noethérien et si o posséde
la propriféte:; de division, la clqsse de a,, dans A[l(w) nlest
pas un diviseur de zéro pour 1 =0,1,2, ..., n — 1.

La démonstration de la partie directe peut &tre vue dans [1]

et celle de la réciproque dans [6] page 374, théoréme 8.

3. Démonstration du théoréme local
lorsque X = A, F, H.

Il nous suffit de démontrer la proposition suivante.

Prorosition 1. — Sotent a,,a,, ...,a, n éléments de
A%(n) ou X = A, F, H. Les deux propositions suivantes
sont équivalentes.

1) Liwdéal [ay, ay, ..., a,] engendré par les a, 1 <1< n

dans A%(n) est de codimension finte.

1) Pour 1=0,1,2,...,n—1, la classe de a dans

i+1
AY(n)[[ay, as, ..., a] n'est pas un diviseur de zéro.

Cette équivalence est assez bien connue (voir par exemple
[8]). Aussi, nous n’en ferons qu’une démonstration rapide
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dans le cas holomorphe (en utilisant les résultats et les nota-
tions de [3]).

Démonstration dans le. cas holomorphe. — Soit I, 1’idéal
engendré par a;, ay, ...,a; dans A%(n). Désignons par

Loc a; et Loc I, les germes de « variétés »:

Loc a, = { € (C", 0)/a,(x) = 0}
Loc I, = {x & (C", 0)Jay(w) = aa(a) = --- = a,(a) = 0}.

Nous allons montrer que les quatre propositions suivantes
sont équivalentes :

1. dimg A%(n)/I, < oo.

2. Loc I, = {0}.

3. Loc I, est un germe de « variété» de dimension
pure n—1i, pour 1 <1 < n.

4. La classe de q;,; dans A{(n)/

seur de zéro, pour 0 <t < n— 1.

n’est pas un divi-

Equivalence entre 1 et 2: Si I, est un idéal de codi-
mension finie de AY(n), il contient une puissance de son
idéal maximal .#gy(n). Le radical /I, est donc .#y(n).
Réciproquement, s1 Loc I, est le point 0, le radical de I,
contient .#y(n), c’est-a-dire que I, contient une puis-

sance de #y(n) et, I est nécessairement de codimension
finie.

Equivalence entre 2 et 3: Supposons qu’il existe
e {1,2,...,n}

tel que, la dimension de Loc I, soit strictement supérieure
a n — 1. Le théoréme 14, page 115 de [3] permet d’affirmer
que

dim Loc I, ,; = dim (Loc I; n Loca,,;,) > n—1 — 1.

Par une récurrence évidente on en déduit que la dimension
de Loc I, est positive. Ainsi, s Loc I, est {0}, la dimen-
stonde Loc I, est n — 1 et Loc I, est un germe de « variété »
de dimension pure. La réciproque est évidente.
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Equivalence entre 3 et 4: La classe de a,,, dans A%(n)/I,

est un diviseur de zéro si, et seulement si, @, , appartient a

un idéal premier P de la décomposition de \/I, en idéaux
premiers. Supposons que Loc I, soit un germe de « variété »
de dimension pure n — i. Alors, Loc I, ; est un germe de
« variété » de dimension n — ¢ (non pure) si et seulement si,
Loc a;,; contient une branche irréductible V de Loc I;
ce qui est équivalent a: a,,; appartient & un idéal premier P

de la décomposition de \/I_l tel que
V=LocP = {ze(C,0)/px)=0 si peP}

De ces deux équivalences, on déduit ’équivalence entre 3
et 4 par une récurrence évidente.

Démonstration du corollaire 1. — Faisons cette démons-
tration dans le cas holomorphe. Le point 0 e C" étant un
zéro algébriquement isolé de:

wo(z) = Y b(z) dz, b(z) = a(z,0) pour 1=1,2,...,n.
i=1

Le locus de I''déal [by, b,, ..., b,] = AY(n) est réduit a
{0} € C*. Le locus de I''déal [a,, as, ..., a,] = AY(n + q) est
donc de dimension pure g¢. D’aprés la démonstration de la
proposition précédente (équivalence entre 2 et 4), la classe de
a,,, dans ’anneau quotient A{(n + q)/[ay, a5, ..., ;] n’est
pas un diviseur de zéro. Le résultat est une conséquence du
théoréme de De Rham.

Les démonstrations du corollaire 1 et de la proposition 1
dans les cas analytiques et formels se font sensiblement
de la méme facon que dans le cas holomorphe en remplagant
la notion de « codimension » du locus d’un idéal par celle de
hauteur.

Remarque 1. — Si B, et B, sont des polydisques fermés
de centre Q0 eR" (resp. C") et O0eR? (resp. C?) nous
notons A}(B,, B,) (resp. Aj(B,, B,) I’ensemble des « e A?(n, q)
tels que:

= ¥ a

s igls...
iy <ige--<ip

i, 4z, Adz, ... A dg,

tp
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dont les coefficients a,;, ;, sont des séries convergentes
sur B, X B,. Le corollaire 1 peut étre précisé de la facon
suivante : il existe 2 polydisques B,, B, tels que, si

o, Nao, =0 avec o, € A%(B,B,), 1 <p<n—1

i1l existe B, e A§(B,, B,) et « = o, AB,. Démontrons
cette affirmation lorsque X = H. D’aprés le théoréme 2,
page 82 de [3], 1l existe des polydisques B, et B, tels que si

o, = Y a(z,s) dz,, a; € AY(B,, B,)
i=1
tout élément ¢ de [ay, a, ..., a,] © AY(n + q) sécrit:

c= Y \a, avec A € AY(B,, B,)
i=1
Ainsi, pour tout t=20,1,2,...,n— 1, la classe de a;,
dans 'anneau quotient A{(B,, B,)/{a;, a5, ..., a;}.A%(B,, B,)

n’est pas un diviseur de zéro. Le résultat est une conséquence
du théoréme de De Rham.

4. Démonstration du théoréme local
lorsque X = oo.

Avant d’aborder cette démonstration faisons la remarque
suivante que Je dois & J. Martinet. Si M est une variété,
considérons les éléments o € A*(M) comme les sections
du fibré T*M et soit A un automorphisme de ce fibré qui
induit l'application identique sur la base M. 1l est clair
que, si o posséde la propriété de division h(w) posséde
aussi la propriété de division.

Lemme 1. — Soient o et o' deux éléments de Ak(n)
tels que I(w) = l(w'). Alors, si o posséde la propriéié de
division, il en est de méme pour o'.

C’est-a-dire, tout critére qui permet de décider si o € Ak(n)
posséde la propriété de division porte seulement sur I'idéal

I(w).
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Démonstration. — Ecrivons o et o’ sous la forme

o = Y a dz, et o =Y adz,
i=1 i=1
les a;, a; étant des éléments de I’anneau local Ag(n). L’éga-
lité I(w) = I(w’) se traduit par l'existence de 2 matrices
(n, n)

(af) et () avec af, o'f e AY(n)
telles que
a = («f)a’ et a = («'})a
avec a = (ay, ay, ...,a,); a = (aj,a, ...,a,). Le raison-

nement classique de J. Mather sur I’équivalence de contact
permet d’affirmer qu’il existe une matrice (n,n), inver-

sible (B/) telle que:
a = (B)) (a), avec B/ € AY(n) pour 1 < i, ] < n.

La matrice (B{) représente un automorphisme du fibré
TY(R", 0) qui induit 'application identique sur la base.

Démonstration du théoréme local dans le cas C=. — Soit
» € Al(n), dont 0 est un zéro algébriquement 1solé.

o =Y adz, a, € A°(n) pour 1 <1< n
i=1
S1 #_(n) désigne I'idéal maximal de A9 (n), il existe un
entier N tel que
MY (n) < l(o) = [ay, @y, ..., a,]

Soit a le jet d’ordre N de a; en zéro. On a les deux inclu-
sions
1
[ag, gy ..., a,] < [ay, agy ..., 0] + MY n),

I 1

[ay, agy ..., a,] < [a, @y ..., 0, + M (n).
Le lemme de Nakayama implique

o) = [ay, a5, ..., a,] = [a}, a5y ..., 0] = I(&).

!

ou «' désigne le germe de 1-forme analytique :

n
o =Y a dx,
i=1
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D’apreés le paragraphe précédent, «’ posséde la propriété
de division dans A,(n); c’est-a-dire (paragraphe 2), la suite
suivante est exacte

AP (n) == Af(n) == AP*Y(A), pour 1< p<n—1
)

Or Az (n) est le produit tensoriel de A2(n) par A9 (n)
et, puisque A% (n) est un module plat [5] sur A9(n) la
suite

Az (n) == AP (n) == Az+Y(n), pour 1 <p<n—1

est exacte et «' posséde la propriété de division dans A_(n).

Démonstration du corollaire 2. — D’aprés le lemme 1,
on peut supposer que « est un élément de Al(n). Le corol-
laire 1 permet d’affirmer que pour p=1,2, ..., n—1,

la suite suivante est exacte :
A2 (n, ) == Al(n, q) —~ A+i(n, q)

On en déduit, de la méme fagon, que plus haut, que la suite
A%, (n, @) —> AL (n, ) —~ A% (n, q)

est exacte; c’est-a-dire que ® posséde la propriété de divi-
sion dans A_(n, q).

Démonstration du corollaire 3. — Soient {0,},o; ’ensemble
des zéros de © et a € AP(M") tel que @ A a =0 et

1<p<sn—1

Puisque les 0, sont des zéros algébriquement isolés de o,
I’ensemble des zéros de « est formé de points isolés de M.
Le théoréme de division local (dans le cas C*) permet d’affir-
mer : pour chaque te I, 1l existe un voisinage ouvert U,
de 0, dans M et une (p — 1)-forme B, e AP~1(U,) telle
que

«/U, = (o/U;) A B, UnU=g¢g si j#u
Sur M* — {0,},c1, 1l existe une (p — 1)-forme
p' e A‘Dnl(M'l - {Oi}iel)
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telle que:
a/M - {Oi}iel = (""/M - {Oi}iel) A B

Soit, pour tel, [,: M—>R telle que [(z) =1 sur un
voisinage de 0, et suppl, < U. Alors

5=§liﬁi+<1_§li)ﬁl

posséde la propriété cherchée.






