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EQUATION DE LA CHALEUR ASSOCIEE
A UNE FONCTION
PLURISOUSHARMONIQUE D’EXHAUSTION
ET COMPORTEMENT FRONTIERE

par Paul MALLIAVIN

Dédié a Monsieur M. Brelot ¢ I’occasion
de son 70¢ anniversaire.

Etant donné une fonction plurisousharmonique d’exhaustion
p, définie sur une variété de Stein, on associera & p une
équation de la chaleur dans laquelle le temps sera constitué
par la coordonnée radiale p.

On obtient ainsi une interprétation de la distorsion inter-
venant dans la convergence admissible de A. Koranyi [13]
en termes du comportement de la solution élémentaire de
cette équation de la chaleur.

Des formules de représentation intégrale de loglfl, ou
f est holomorphe, seront obtenues, ces formules ne font inter-
venir que la connaissance des zéros de f dans une « couronne »
(contrairement au cas de la dimension complexe 1). Un
énoncé majorant la croissance d’un diviseur de la classe de
Nevanlinna en sera également une conséquence.

La théorie de Calderon-Lusin de I'intégrale d’aire peut étre
développée dans ce contexte, paralléle a la théorie développée
par E. Stein [18] dans le cas d’une métrique du type de
Bergmann. Une des méthodes utilisées est un calcul symbolique
qui, ne faisant pas intervenir de temps d’arrét, pourrait,
semble-t-il, donner des informations dans le cas des bimar-
tingales. Le théoréme de Paley-Littlewood admissible est
enfin obtenu comme corollaire.
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1. Equation de la chaleur associée 4 une fonction d’exhaustion.

Soit V une variété analytique complexe de dimension n,
connexe, p une fonction réelle positive de classe C3, définie
sur V, strictement plurisousharmonique, de différentielle
dp # 0 en tout point. Supposons que p~i([e, R]) est une
partie compacte de V pour tout ¢ > 0, R < 4 o0.

Munissons V de la métrique kihlérienne

1.1. ds? = d3p.

Nous ne supposerons pas que V soit compléte pour cette
métrique; le gradient de p relativement a 1.1. est noté v p,
sa longueur est notée |v p|. On définit un champ de vecteur
sur V

> n—1

1.2.1. S?—HV—PUE.VP

(ot n est la dimension complexe de V).

Alors
0
1.2.2. wP= n—1

1.3. Laplacien de J.-J. Kohn [11].

Chaque variété Vy= p~'(£) est munie de la métrique
riemannienne induite par 1.1. Soit z, € Vz&. Notons par u,
la carte normale de centre z,, u,: T, (Vi) — V:. Soit

TS(Ve) = T, (Ve)atT,(Ve) le plan tangent complexe & V.
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Définissons le laplacien AY par la formule

n—1 62
K —
131 (%)) =3 [az:sais f(u,o<z))]::0
ou &y, ..., %,_; estun systéme de coordonnées orthonormales

de T¢(Vy) pourla métrique induite sur TE(V:) par (d2dp),.
La formule 1.3.1. a un sens si f est une fonction de classe C2
définie sur V. Plus généralement si h est une fonction de
classe C? définie sur V nous posons

(A%h)(z0) = (A%he)(20)

)

ou hr dénote la restriction de h a p~(p(z)).

1.4. Tatorime. — Soit h wune fonction pluritharmonique
définte sur V, alors h satisfait Uéquation de la chaleur

0
1.4.1. — —u= A%y
ot
Preuve. — Elle dépendra des lemmes suivants; par souci

d’étre complet nous indiquerons leurs démonstrations bien
qu’il s’agisse souvent de faits bien connus.

1.4.2. Lemme. — Soit z,€ V, alors il existe une carte locale
analytique complexe ¢ telle que les coefficients de Riemann
Christofell de la métrique riemannienne 1.1. s’annulent tous en z,.

Preuve. — Soit § wune carte locale analytique quelconque.
Posons
=2+ % ) aj, 22
Jq
ds* = 3 p,;(dz + a2 dz?) (dz° + @ ,z' dz™)

rs
ou l'on note les dérivées partielles par des indices inférieurs.
Soit ¢ un indice de dérivation. Dérivons par rapport & ¢ la
forme hermitienne en dz? dz* figurant dans le second membre
et faisons z =0, on obtient en écrivant que cette dérivée
est nulle

Prs0ds" dz° + p,al dz? dz* = 0

18
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ou encore

Prse + Dosal .= 0.

La matrice hermitienne p,; étant définie positive et ainsi
inversible on en déduit le calcul des aj ., et 1.4.2. est établi.

1.4.3. Les calculs des opérateurs du second ordre introduits
ne faisant intervenir que des dérivées secondes de la métrique,
il suffit d’établir 1.4.1. dans le cas ou V est I'espace C"
muni de sa métrique hermitienne canonique. En prenant
comme premier vecteur de base de C" un vecteur propor-
tionnel & v p et utilisant le fait que d’apres 1.4.2. toutes les
dérivées p,;,.(%) sont nulles on obtient, posant z, =0,

p(z) — p(z) = — « Re(z) + Re (¢(2)) + [2]* 4 0(11]*)

ou {¢(z) est un polynéme holomorphe en z contenant des
termes de degré 2 et 3.

1.4.4. Lemme. — Soit V, une sous-variété de R?", de
dimension 2n — 1, déquation ' = u(y) ou yeR¥ I,
u(0) = u'(0) = 0. Munissons V, de la métrique riemannienne
induite par la métrique euclidienne de R2*", alors la carte

y — (u(y), y)

est tangente d la carte normale.

Preuve. —
0

= 3 [y + 3 oo dy dy

s
les coeflicients de la seconde forme quadratique possédent
un zéro d’ordre 2 a l'origine, d’ou 'annulation des coeflicients
de Riemann Christofell & I'origine.

1.4.5. Preuve du théoréme. — Posons z = (z!, v) e G X C"1.
Soit

0(¢) = a1[[0]2 + Re (§(¢))]

o J(v) = ¢(0, ¢), ¢ étant défini en 1.4.3. Alors d’aprés
1.4.3. et 1.4.4.
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n—1 2
(A¥R)(zg) = Zlbvbbﬁ h(8(¢), ¢) cette formule étant prise
S= s s
en ¢ = 0. Posons
n—1 02
A, = _
s=1 0900,

En tenant compte que (v 0)(z) =0 on obtient en faisant
¢y = 0 dans le second membre

(AR%)(z0) = Ay(R(0, ¢)) 4= hai(D,8)(¢)

v)) +
Tenant compte du fait que Re (§) est pluriharmonique on
obtient finalement

1.4.6. (A,0)(0) = (n — 1)

et
(ARR)(zg) = (AR(0, ¢))y=o + a7 (n — 1)h,u(z)

En tenant compte des différentes constantes de normalisation
ceci s’écrit

1.4.7. <AKh + %?)(z@ — (AK(O, 9))u—s

S1 h est plurtharmonique le second membre est nul et le
théoréme est établi.

Fonctions plurisousharmoniques.

Si h est plurisousharmonique de classe C?* on déduit de

1.4.7.

kK O
1.4.8. <A + bt)h >0

1.5. Expression de Uéquation de la chaleur en coordonnées
analytiques.

Soit @ une carte locale analytique quelconque, définie au
voisinage de z,; § permet d’identifier T¢(Vy) & un sous-
espace vectoriel de C". On peut trouver localement un iso-
morphisme J, de C"! sur ce sous-espace, unitaire pour les
structures hermitiennes de C"™! et celle induite par 1.1.,
dépendant de z de classe C2.
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Lemme. — Soit h une fonction de classe C2 sur V, alors

s (s S = [E e o]

Preuve. — 1l suffit de vérifier cette identité en z,, la carte
% ne possédant aucune propriété particuliére en ce point.

Prenons ¢ comme paramétre analytique sur la variété
zt = 0 de la carte 1.4.5. Alors il existe une application ana-
lytique (%) telle que ¢(Z) = 0(|Z|?) vérifiant

v = Jo,(8) + ¢(%).

Comme ¢ est analytique Ay =0 et comme en 1.4.7.
on en déduit

(Auh)(zo) = At (h o Jlo)'

Remarques. — Soit o«f(z) (1 <j<n—1,1<r<n) la
matrice associée & J,. Alors 1.5.4. s’écrit
Kk O i Ok
1.5.5. A + —_ h - E KRy — 0 —
ot Jarys 0z70%*
ou h est une fonction de classe C2, z,, ..., z, étant des

coordonnées locales analytiques quelconques.
Notons par L l'opérateur hypoelliptique

1.5.6. L= 1 5 aal

n—1 ;5,7 " 070z

et par v* le gradient associé.

157, v X2 = r}—-jﬂ 3 o oh oh
On remarque que

1.5.8. Iv®pl = 0.

D’autre part

1.5.9. Lp=1.

Notons par z,(t) la diffusion associée a l'opérateur L.
La formule de Ito donne alors

P(2(t)) — p(2,(0)) = ¢.
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On retrouve ainsi que le mouvement de p(z,(t)) est une
translation uniforme en ¢, d’ou si 'on fait apparaitre p
dans une carte adaptée comme variable radiale, L se lit dans
cette carte sous forme d’une équation de la chaleur le temps
étant cette variable radiale.

2. Formules de représentation intégrales, croissance
des diviseurs.

2.0. Nous noterons par Q(V) IPespace de probabilité de
la diffusion associé & lopérateur L semi elliptique sur V
et par z,(7) w€Q(V), © notant le temps, la trajectoire d’un
échantillon de cette diffusion. Alors la variation de p est
certaine le long d’une trajectoire d’aprés 1.2.2. On a

2.0.1. P(zu(7)) — p(zo(7')) =7 — =L

Nous noterons P (3, dz) la probabilité de transition partant
de 1z, d’arriver en dz dans le temps . L’opérateur AX
satisfaisant les conditions de hypoellipticité de Hérmander

[10], [11].
2.0.2. P.(z, dz) = P(z, z) dav, ,,

ou
€ = p(z%), etol day,

dénote la mesure (2n — 1) dimensionnelle sur V; pour la
métrique riemannienne 1.1.

2.1. Prorosition. — Soit h une fonction de classe C2,
alors :

240, hiz) = [;. Pz, dz)h(z)
+ [ dn [y, Palz, d2) (LR)(2)
ou L a été défini en 1.5.6.

Preuve. — ([7]) Posons g = Lh.
Alors

ETe(h(z,(n + 31)) — h(zu(n)) = (8(zu(n)) 4 o(1)) 3¢
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d’ou d’aprés la formule de Dynkin

E,,(h(2(%)) — h(z)) = E.( [ gl
E.(g(2(n))) = f P (z,, dz)g(z )

et la formule est établie.

2.2, TutortMeE. — Soit f(z) wune fonction holomorphe
bornée sur V, D={f"1(0) son diviseur, da*"~* laire (2n — 2)
dimensionnelle sur 'V associé & la métriqgue 1.1. En presque
tout point ze D, définissons

0, = angle de T,(D) avec (dp)(z), 0 < 6, < %

Alors pour tout ©~ > 0

log |f(z0)l = [y, .. P~(z, dz) log | f(2)

C + Dnp~* (&0, Eo 1D Pp(z)_E_°<Zo, Z) 0052 ez dazn—z(z)
(ou P,(z, z) a été défini en 2.0.2. et o C' = =(n — 1).

Remarque. — Contrairement a ce qui se passe en une variable
complexe la partie du diviseur située dans p=(]— oo, §,[)
n’intervient pas dans cette formule, c.f. [6] pour un exemple
d’utilisation de ce fait.

Preuve. — La méthode de démonstration consistera a
approcher la fonction log|f| par une fonction C2. 1
Notons par «(A) une fonction définie sur G, «(r) = —
K

si |[A] <1, «(A) =0 sinon. Posons «,}) = a“2a<i>-

Posons €
= [log|t — Ma(2) d

Alors

xe(f(z) = log|f(z)] st f(z) # 0.
Calculons

Mtee ) = o5 (55 5L) = deudo ¥

ou on a défini comme en 1.5.7.

(n— 1)l *flr =3 ( of *

09

?f

T 5,

)
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(le dernier terme de la somme est nul lorsque f est
holomorphe). Enfin

Agre = 21, d’ou Ay(xe © f) = 2ma(f)|v *f]2.

Utilisons la formule de représentation intégrale 2.1.1.
220, (ke o )(20) = [o,. Pel20, dD)elf(2)
T 1
4 2n f dn f — Pu(z, d2)]v *f%(2).
0 f@l<e TE

Nous devons calculer

lim 9511 b (2, d)

e>0Jijm)<e  TER

ou en intégrant en 7 et posant

j;r P.(zy, dz) dyy = G:(2, dz)
Lim ”_V_KL"E (2) G<(20, dz)

>0 Jip<e TR
Remarquons que si ze D
Iv Kf[lz(z) = cos? 0,[[:7f”2(n — 1)~

ou [vf| estle gradient de f pour la métrique 1.1.
La limite s’écrit ainsi

- Iv £1?
&£ = lim o~ (%) cos? 0.G(z, dz)
€20 Jif)l<e TE
Effectuons la construction de Cantor Minkowski sur D
c¢’est-a-dire a tout point de D associons la boule géodésique
de centre ce point et de rayon ¢, (ou ¢, = ¢, (%), Z e D).
D’autre part distance de z & D < ¢, est équivalent a des
infiniment petits d’ordre supérieur a

If @) < Ivfl.e

"an"h =&

Posant ainsi

on obtient

# — lim L o8t 0,Gu(z0, da)

€1>0 oJ dist (2, D)<¢, €1
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Posons Gy(z,, dz) = Pp(,)_g (%o, )dw ou dw est I’élément
de volume sur V associé a la métrique 1.1.

. dw
£ = lim cos? 0, P-y r(z, 2) —
c>0 2 Up@) fo( 0) >1:s%

d’ou
PF = ﬁ) cos? 0, Py ¢ (2, z) da? 2

et en reportant dans 2.2.1.

log|f(zo)l = [ .. Pxl2, dz) log|f(2)
+ C ﬁ) cos? 0,P ., .o(20, 2) da®"~2(z)

Cororraire [16]. — Soit D wun diviseur de la classe de
Nevanlinna dans p(z) < R, alors

2.2.2. ﬁw—’afo.RD cos? 0, da®"2(z) < + oo.
Preuve. — Posons

2.2.3. f P.(%, 2) da¥(z,)

Alors 1l existe & > 0 tel que

2.2.4. q(z) > 3 quel que soit z € p~1([&,, R]).

En effet utilisant le fait que dp # 0, on peut joindre tout
point de V¢ a un point de V;o par une ligne de courant du
champ de vecteur Vp. L’estimée 2.2.4. résulte alors de [1],

(2], [19].

Ensuite 2.2. donne par un passage & la limite classique 2.2.2.

3. Intégrales d’aire et théoréme de Littlewood Paley
dans la boule.

3.0. Notations. — La boule B de C? sera rapporté et a
un systéme de coordonnées polaires

z=¢s ArAeR-, oedB =~ SU2);
on conviendra dans cette derniére identification que

(1, 0) € oB
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sera 1’élément unité de SU(2); Notons X, Y les champs de

. . \ 0 0
vecteurs de SU(2) invariants a gauche X, # —, Y, —

Posons U = [X, Y]. Alors 0, Y2

(U.f)(s) = [ 25 fles)

6=0

Posons
0, = X +1Y
3.0.1. 0, = X —1Y
AR = X2 L Y2
Alors

00, = X2 4 Y2 4 i[X, Y]=A%*4:U
S1 f est une fonction holomorphe sur B, alors
0 = 0,0,f = AXf — 1.2yf

Utilisant maintenant ’équation de Cauchy-Riemann sur
le plan normal complexe

. [
1 Lof = 1.
=21

St h est une fonction plurtharmonique définie sur B alors h
satisfait Uéquation.

3.02.  A¥h(c, A) + %h(c, A) =0 a<0.

Dans cette équation le laplacien A* ne dépend pas de A,
on a ainsi une équation de la chaleur de type stationnaire,
Popérateur elliptique ne dépendant pas du temps.

La densité de probabilité est donnée par un noyau de convo-
lution a gauche sur SU(2).

I1 suffit donc de calculer P.(e, o) = P.(c) la densité de
probabilité de la diffusion sur SU(2) partant de e (do
dénotera la mesure de Haar de SU(2)). Lorsque <+ —0

3.0.3. P:(exp (§,X + &Y + &U) 5 3 2
~ tv2 exp (— Gt - _‘2_3_>

T T2

Ce développement asymptotique est connu [8], [14]. Il
résulte également d’estimées obtenues dans le cadre général
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des groupes de Lie réels semi-simples [15]. On calcule I'holo-
nomie stochastique de la représentation €.

La mesure de Haar do est invariante sous 'action du semi-
groupe adjoint. Il en résulte [12] que I’on peut, si I’on prend la
mesure dc comme mesure initiale, retourner le temps. Les
trajectoires du processus pour le temps retourné seront gou-
vernées par |’opérateur

0
3.0.4. A¥* — —
oA
3.1. TutorEME DE FaTou. — La théorie dans ce contexte

est due & A. Korany: [13]. Indiquons comment elle s’inter-
préte en termes de I'équation 3.0.2. Un domaine admissible
de Korany: est défim par, ¢, ¢ étant deux constantes fixées,

Ac,e,c = {67‘0‘ exp (+ £, X 4 £,X 4 &U);
N 0,8 B < ol [5] < o).

Théoréme de Fatou.
Soit u e L}(SU(2)),
P.4+u=hnh(r) =<0
son intégrale de Povsson. Alors quel que soit ¢, ona z—(c, 0)

3.1.1. lim h(z) = u(s) presque partout.
2€Aq, ¢
3.1.2. Presque stirement z,(t) - (o, 0)€dB et presque
siirement

h(z(E)) = u(o)

(on note z,(t) les trajectoires de la diffusion associée a 3.0.2.).
La propriété 3.1.2. n’est autre que le théoréme de conver-

gence des martingales appliqué d’abord a4 k = fonctions coor-
données puis & h ensuite.

On passe de 3.1.2. & 3.1.1. utilisant la méthode de Brelot-
Doob [3]: écrivant u = ut — u~ on se raméne au cas ou u
est positif. Ensuite I'expression 3.0.3. donne un principe de
Harnack adapté a la géométrie des « boules » en © et <2,
Enfin le retournement du temps permet de décrire la topologie
cofine comme la topologie fine du processus gouverné par

3.0.4.
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3.2. Domaines admissibles. — Soit F un ensemble mesu-
rable, de mesure positive sur dB. Fixant ¢ et e, posons

AF,E,c = U A-O',E,c

GEF

on obtient une partie ouvert de B, appelé domaine admissible
basé sur F.

On se propose de remplacer la considération des domaines
admissibles par un calcul symbolique sur des solutions de cer-
tains problémes de Dirichlet.

Si F’ est un ensemble mesurable sur B, on note par Ay
la solution du probléme de Dirichlet pour 3.0.2. avec comme
valeur au bord l'indicatrice de F’:

he(cg, T) = f P_.(6)1r(c45) do.
Etant donné 3, ¢, 0 < 8 <1, ¢ >0, on note
Fes={(o,2); —e < <O, bhp(c,r) >1—8}.

Le lemme géométrique suivant permet de comparer A
et A*.

LEMME GEOMETRIQUE. — KEtant donné e, ¢ il existe §
tel que quel que soit F
3.2.1- A-F,e,c > ’I‘:‘, €, 8¢

Inversement étant donné ¢, 8 > 0, F et % > 0, il existe
F' < F, ¢ >0 tels que

3.22. mesure (F—F) < e AfFes> Ap o
Preuve. — Soit (o, \) ¢ Ap..,, —e < A < 0, alors posant
egn = {o exp (5. X + &Y + §U), & + &3 < c|A], [&s] < cr}.

on a
gg N F =g.

Utilisant 3.0.3. on obtient qu’il existe 8 > 0, indépendant
de 2, tel que

ﬁ” P_,(e, 6)do > 3
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d’ou
he(c, 2) < 1 — 8 et 3.2.1. est établi.
Inversement appliquons & hg le théoréme de Fatou admis-
sible 3.1.1. on obtient la convergence admissible presque par-

tout vers 1 sur F. En éliminant un ensemble de mesure

arbitrairement petite cette convergence est uniforme et
3.2.2. est établi.

3.3 L’identité d’énergie et le théoréme de localisation. —
Posons

3.3.1. Iv Xul? = | Lxul? + | Lyul2.

Prorosition. — Soit h wune fonction solution de 3.0.2.,

h(s, 0) € L2(dB), alors
3.3.2. [, {Ik(s, O))* —[h(s, 2)|2} do
=2[, [ v hl*(o, &) do de.

Preuve. — D’apres I'identité de Dirichlet

Ja I XRl2(s, ) do = — (A%R(., E)|A(., &)l
Utilisant 3.0.3. le second membre de 3.3.2. s’écrit

0 D 0 d
2 [ (b BIAC &) Juomdz = [ 20 ML, E)lton de.

Intégrales de Calderon-Lusin [5].
Etant donné ¢, ¢, ¢ € B posons

333. Lo, k) = L v ®hj2(s, %) do D

)\2

considérons les trois propositions suivantes ou F note une
partie mesurable de 0B.

3.3.4. Pour presque tout o € F, il existe ¢ et ¢ tels que h
soit borné dans A, ..

3.3.5. Pour presque tout ¢ € F, et pour tout ¢, o posséde

une limite admissible finie ze A, ..

3.3.6. Pour presque tout o€ F, 1l existe ¢ et ¢ tels
que I (o, h) soit fini.
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THEOREME DE LOCALISATION. — Supposons que h satisfait

3.0.2.
3.3.7. La proposition 3.3.4. entraine 3.3.6.
3.3.8. La proposition 3.3.6. entraine 3.3.5.

Remarque. — E. Stein a obtenu dans [18] un théoréme de
localisation (cf. également [17]) pour une intégrale d’aire
associée a4 une métrique kihlerienne du type de Bergmann;
cette intégrale differe de 3.3.3. par I'adjonction d’un terme
comprenant une dérivée suivant Zy.

3.4. Calcul symbolique. — La méthode que nous allons
utiliser pour démontrer I'implication 3.3.7. n’utilise pas de
temps d’arrét ou de lemmes de recouvrement; elle est, en
principe au moins, applicable aux fonctions biharmoniques.

Utilisant des arguments d’uniformité bien connus en théorie
de I'intégrale de Lebesgue on se rameéne au cas ou dans 3.3.4 ¢
et ¢ sont fixés indépendamment de o, et ou he L*(Ag,.).
Déterminons § par 3.2.1. Soit ¢ une fonction positive définie
sur R, de classe C2?, vérifiant 0 < ¢ < 1.

o(a) =0 si «<1—23
o) =1 si a3 1*%;
enfin il existe une constante m = m(3)
3.4.1. (p'(«))? < m2p(x) pour tout «
Posons
3.4.2. ¢ = h2¢(hy)
D’aprés 3.2.1.
[¢]= < M2 ou M = |A| L®(AF, 1, )

Un calcul élémentaire donne avec 3.3.2.

’ —b——l—AK dedo']<2Mz
f;efon (Z’)\ > | h

ot (Sbi + A“)v — 2lv *h|2 + 2he'y *h.v She + hto"|v She]?.

3.4.3.
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Notant L2 = L2([— ¢, 0] X 3B, dx X do), on a d’apres
3.3.2.

3.4.4. Iv *hele < 1.
D’apres 'inégalité de Schwarz et 3.4.4.
lho'v *h.v Rhellu < M]o'v *h] .
D’apres 3.4.1.
lo'v *hfy: < mJ ou J = lolv *AI*[12.
L’inégalité 3.4.3. donne alors
345 JP— mMJ < yM®  ou  y=1+ —;— 10" .
d’ou
3.4.6. J <

d’ou

A 4 Ve ),

fus e lv k2 do dr < + o.

/

Utilisons maintenant 3.2.2. 1l existe F', ¢’ tel que

[ Io™h2 o dn < + oo

d’ou par le théoréeme de Fubini on obtient 3.3.6. presque
partout o€ F', c’est-a-dire finalement presque partout

ceF.

Remarque. — Cette démonstration n’a utilisé que le fait
que h était défini sur Ay .. et y satisfaisait 3.0.2.

3.5. Réciproque. — Par toujours le méme argument d’uni-
formité on peut supposer que ¢ et ¢; sont fixés pour tout
celF et que I (o, F) < m pour tout oeF.

Déterminons 3 par 3.2.1.; soit ensuite F’, ¢/ déterminés
par 3.2.2., alors pour tout &, 0 <&” < ¢/,
*
3.5.1. Are > Af s @ Ap e
Prenons comme mesure initiale la mesure do sur A = — ¢”.

Soit Te, Te les temps de sorties de Ap ., et Af o 5.

Te < To < "
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D’apres le théoréeme de Fatou appliqué a hr
lim Prob (T = £”) = m(F).

>0
Fixons ¢” en ¢, tel que
3.5.2. Prob (T;, = &,) > xm(F)

ou y <1 a été donné. Soit p la loi de z,(T,), alors
3.5.3. 1gdp < lgdo et 3.5.2. entraine
3.5.4. Jede = xm(F)

Les identités de Ito donnent

E(lh(24(Ts,)) — h(z(0))]%) = 2E

—

S 19 Sh () de)
2 [, _Iv®hl¥(s, 2)dodr

2M

AN/

On en déduit que
3.5.5.  E(h(z( = [1h(z)2 do(z) < + @

(cf. Gundy [9] et Burkholder-Gundy [4] pour des approches
analogues).

La martingale h(z,(t)) 0 < = < T, est de carré intégrable.
D’apreés le théoréeme de Fatou pour les martingales elle posséde
une limite cofine presque partout dp, c’est-a-dire d’apres
3.5.3. et 3.5.4. a 'exception au plus d’un ensemble G < F,
m(G) < (1 — x)m(F).

D’aprés la derniére inclusion 3.5.1., Ap . est un voisinage
cofin de tous les points de I’ pour le processus non stoppé.
Par suite les topologies cofines des processus stoppé et non
stoppé coincident pour les points de F’. L’argument de

Brelot-Doob combiné avec l'utilisation de Harnack dans
Ar ¢, . donne enfin 3.3.5.

3.6. TantorimME DE LitrLEwoop-ParLey. — Soit [ une
fonction holomorphe dans B, h = Ref. Supposons qu’il existe
F = B, F mesurable tel que

lim sup |h(z)] < +

2€Aq | ¢

Alors presque partout en o € F, f posséde une limite admissible

finie.
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Preuge. — Soit f = h + t0, alors les équations de Cauchy
Riemann impliquent |v*k| = |[v¥¢| d’ou le théoréme par

application de 3.3.7. puis de 3.3.8.
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