
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

PIERRE LELONG
Topologies semi-vectorielles. Application
à l’analyse complexe
Annales de l’institut Fourier, tome 25, no 3-4 (1975), p. 381-407
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1975__25_3-4_381_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1975, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1975__25_3-4_381_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
25, 3 et 4 (1975), 381-407.

TOPOLOGIES SEMI-VECTORIELLES.
APPLICATION A L'ANALYSE COMPLEXE

par Pierre LELONG

Dédié à Monsieur M, Brelot à V occasion
de son 70e anniversaire.

1. Introduction.

Notre but est d'étudier certaines topologies qui sont
invariantes par les translations et rendent continue la multi-
plication sur un espace vectoriel E. On supposera le corps de
base K de E value complet, à valuation non discrète;
on précisera certaines propriétés élémentaires quand, de plus,
K est localement compact (K === R et K = C en
particulier).

Un certain intérêt est porté actuellement à l'étude des
topologies vectorielles non localement convexes (cf. [5] et [6])
sur les espaces vectoriels réels. Allant plus loin,on considérera
ici des topologies qu'on appellera semi-sectorielles : elles sont
définies par la propriété d'induire une topologie vectorielle
sur tous les sous-espaces de dimension finie.

On peut considérer que les topologies localement convexes
sur un espace vectoriel E sont particulièrement adaptées à
l'étude des formes linéaires /*eE*; l'étude de classes plus
générales de fonctions (polynomiales, analytiques...) conduit
à des topologies plus fines, invariantes par translation, où le
filtre ^o des voisinages de l'origine a une base B = {VoJ,
chaque Va étant défini par py{x} '== sup l/a,/^)| < l? l^s
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/a ,j n'étant plus linéaires. Rappelons que dans [4&] nous avons
considéré le cas où les Va sont pseudo-convexes et leurs jauges
pa.{x) sont plurisousharmoniques sur un espace complexe E;
de telles topologies peuvent être appelées pseudo-convexes
(ou plurisousharmoniques). Les py_ doivent vérifier des condi-
tions étudiées par C.-O. Kiselman [3b] pour que ^o soit un
filtre de voisinages de 0, et d'autres plus précises pour que la
topologie invariante par translation qu'on en déduit soit
vectorielle. Mais on définit aussi sur E des topologies qui ne
sont plus nécessairement vectorielles.

On se limitera ici à l'étude de la classe suivante — notée 6 —
de topologies sur un espace vectoriel E.

DÉFINITION 1. — Une topologie T sur un espace sectoriel E
de corps de base K value, non discret, complet, sera dite de
classe Q si

a) elle est invariante par les translations x —> x -{- a, a 6 E.
V) La multiplication (u, x) -> ux est une application

continue K X E -> E, K étant muni de la topologie de la
valuation et E de la topologie T.

On verra que les topologies 6 sont semi-vectorielles quand
elles sont séparées. Elles rendent continue l'addition

(x, y) -> x + y

quand l'un des facteurs demeure dans un sous-espace de
dimension finie. Cette propriété les rapproche de la topologie
Ty, dite « finiment ouverte » sur E étudiée par S. Kakutani
et V. Klee [2] sur les espaces réels : en fait dès que K est
supposé localement compact, la classe 6 a un seul élément
maximal qui est la topologie Ty. Rappelons que Ty est semi-
vectorielle et non vectorielle quand E ne possède pas de base
dénombrable (cf. [2]). Si K = C, les topologies 6 sont des
topologies plurisousharmoniques et même polynomiales dans E
puisque cette propriété est vraie pour Ty comme l'a montré
C.-O. Kiselman.

Ce sont les applications à l'analyse complexe qui ont motivé
l'étude de la classe 6 : les propriétés de base des fonctions
plurisousharmoniques demeurent valables dans le cadre plus
général des topologies semi-vectorielles, comme on le verra à
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la fin de ce travail (cf. aussi [3a]). Nous sommes heureux de
dédier cette étude à Marcel Brelot en hommage à ses travaux
sur le potentiel et les fonctions sousharmoniques.

2. La topologie finiment ouverte T .̂

Le corps K étant supposé value complet, à valuation non
discrète, la valuation u e K -> \u\ e R+ définit sur K une
distance d{u, ^) = \u — v\ et fait de K un espace métrique
complet.

On désigne par A^(E) l'ensemble des sous-espaces vecto-
riels de E de dimension n, par A(E) -==• ©A^E) ceux de
dimension finie. La seule topologie vectorielle séparée sur
M e A^(E) est l'image de celle de K" donnée par l'appli-
cation x = 2u^, où {e^} est une base de M.

La topologie finiment ouverte notée Ty sur E est définie
comme suit : œ c: E est Ty ouvert si et seulement si pour
tout M e A(E), l'intersection co n M est un ouvert (éven-
tuellement vide) sur M pour sa topologie vectorielle séparée
TM; Tf est la limite inductive stricte (en général non dénom-
brable) des topologies (M, T^i), pour M e A(E). Si {e-^}
est une base de E, X e L, à toute partie finie H <= L corres-
pond MH <= A(E) engendré par les e^ X e H : l'espace (E, Ty)
est la limite inductive stricte des MH quand H7 = L — H
parcourt le filtre <p sur L des complémentaires des parties
finies. La topologie Ty sur E est séparée car elle est plus
fine que la topologie produit des sous-espaces JJ Ke\ qui est

séparée. Si K = R ou G, et L dénombrable, Ty est
localement convexe et (E, T^) est limite inductive stricte
d'une suite d'espaces localement convexes. Dans [2] S. Kaku-
tani et V. Klee ont établi la continuité de la multiplication sur
(E, Ty) si K = R, ainsi que celle de l'addition

(x, y) -> x + y

si x ou y demeure dans un sous-espace de dimension finie;
mais l'addition n'est pas continue si card. L n'est pas dénom-
brable et Ty est alors une topologie semi-vectorielle non
vectorielle séparée; c'est évidemment la plus fine des topologies
semi-vectorielles.
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3. Propriété des topôlogies de la classe 6.

Indiquons d'abord quelques conséquences immédiates de la
définition 1.

1° Si E est muni (Tune topologie T de classe 6, alors
sur un sous-espace F ^ E, la topologie induite par (E, T)
est de classe 6. En effet (F, Tp) est invariante par trans-
lation et rend continue la multiplication.

2° L'adhérence 0 de 0 dans (E, T) est un cône. En effet
XQ e 0 entraîne UXQ e 0 quel que soit u e K. Il en résulte

PROPOSITION 1. — Soit T une topologie 6 sur un espace
vectoriel E et M un sous-espace de E, de dimension 1 :
ou bien la topologie TM induite par T sur M est la topologie
sectorielle séparée et M ^ Ke, e e M, e 7^ 0 ou fcieyi M est
le seul ouvert de TM et M c 0.

En effet TM est une topologie 6 sur M; elle est inva-
riante par translation, donc si l'adhérence OM de 0 pour TM
est 0 on a, XM = x pour tout x e M, et TM est séparée.
Un raisonnement classique (cf. [l], p. 17) montre que si l'on
prend e e M, e + 0, l'application x -> ue définit un isomor"
phisme K ^ M, u{x) étant linéaire et continue sur M :
TM est alors la topologie vectorielle séparée sur M.

Si TM n'est pas séparée, d'après la remarque 2°, on a
M <= OM, ce qui entraîne OM = M et XM = M pour tout x e M ;
M est le seul ouvert de TM et TM est la topologie vectorielle
non séparée sur M, ce qui établit la proposition.

COROLLAIRE 1. — Sur un espace sectoriel M de dimension 1,
la seule topologie 6 qui soit séparée est la topologie sectorielle
séparée.

3° Concernant le filtre ^o d68 voisinages de l'origine, on a :

PROPOSITION 2. — Si T est une topologie 6, les voisinages
de l'origine sont absorbants et il existe une base de voisinages
disques.
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Là encore, la démonstration est classique : (u, x) -> ux
est continu pour u = 0, x = 0, u e K, x e E; soit W e ^"o ;
il existe V e ^o et s > 0 tels qu'on ait ua; 6 W pour
H ^ e, et xeM. Le voisinage disque [JuV appartient

alors à W, ce qui établit la seconde propriété; la première
résulte directement de uxo -> 0 pour XQ donné, et u
tendant vers zéro.

La propriété suivante intervient quand on considère l'injec-
tion du disque unité \u\ ^ i du corps K dans E. Elle a été
introduite par C.-O. Kiselman dans [3, a].

PROPOSITION 3. — Pour qu'une topologie T sur E soit
déclasse 6, il faut et il suffit que soit vérifiée la propriété ( K ) — -
Pour tout y e E, l'application K X E — E définie par

(u, x) -> fy(u, x) = x + uy
est continue.

a) La condition (K) est nécessaire. Plaçons-nous d'abord
au voisinage d'un couple (^o, x^), où [uo| = c > 0 et mon-
trons la continuité de (u, x) -> fy(u, x) = x + uy pour y
donné. Pour \u\ > —, u -> u-1 est continu. De plus:

(I) (u, x) -> x^ = u-^x est continu de (u, x), d'après b}l i ' i ^ r » * * ^ » \ / / / jr --~' v }de la de finition 1.

(II) x -> x^+ y = x^==y + u-^x est continu d'après la
continuité de la translation, condition a) de la définition 1.

(III) (u, 0:2) -> ux^ = u{y + u^x) == x + uy = fy(u, x) est
continu d'après la condition b) de la définition 1.

Finalement en composant (I), (II), (III), on obtient

{U, X) == fy(U, X}

comme application continue de (u, x) au voisinage de (^o, x^)
si UQ ^ 0.

Dans le cas UQ = 0, on pose u = a + u^ a e K, |a| 9^ 0,
et l'on écrit

fy{u, x) = x + uy == (^ + ^y) + az/ = /;(ui, a;) + ay.

Pour a fixé, |a[ > 0, (u, rr) -> (ui, a;) -> ^(u,, )̂ est continu
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de (MI, x) pour \u^\ •=== \u — a\ > -- > 0, donc continu de
2i

(u, x) pour \u\ < —, fy{u, x) qui ne diffère de fy(u^ x) que
2t

par une translation est donc continu de (u, x), ce qui achève
d'établir la nécessité de la condition (K).

b) La condition (K) est suffisante pour que T soit une
topologie 6 sur E. Spécialisons u = 1 : elle entraîne la
continuité de la translation, donc T est une topologie inva-
riante par les translations. De plus u —>• u~1 étant continu
au voisinage de UQ ^ 0,

(u, x) — u^fyÇu, x) = y + u^x

est continue de (u, rc); il en est de même de

u^fyÇu.x) — y = u-1^,

T étant invariante par les translations. Finalement

(u, x) -> u^x -> ux

est continu de (u, x) au voisinage (uo, ^o) sl l5011 a ^o ^ 0.
On procède comme plus haut si UQ = 0, ce qui achève la
démonstration de la proposition 3. On a aussi, à partir de la.
définition 1 :

PROPOSITION 4. — Si TI et Tg sont deux topologies de classe 6
sur E, alors T^ = sup (Ti, Tg) est encore de classe 6.

Montrons encore :

PROPOSITION 5. — Si M ^ un sous-espace de (E, T),
où T est une topologie 6, la topologie quotient sur E/M = Ei
^5t une topologie 6.

Soit ^/ === p{x) la. projection canonique E -> E/M; <i) ^ E^
est un ouvert de E]^ si et seulement si p"1^) est un ouvert
de (E, T). Le saturé t2, d'un ouvert Q <= (E, T) est ouvert

d'après O.s = û + M = {_j (tî + a); T étant invariante
aeM

par translation, û + a et ^ sont des ouverts de (E, T);
ainsi les ouverts dans E^ sont des projections par p des
ouverts saturés de (E, T); la topologie quotient est donc
invariante par les translations. Montrons la continuité de la
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multiplication (u, Ç) -> T] dans E^. Soit x e p"1^), et

y == ux e p-1^)

Si û> est un ouvert de E^ contenant 73, ii^p"1^) est
un ouvert de E contenant ux et contient u' x' pour | u' — u\ < c,
a/ e û^, où 0.^ est un ouvert de (E, T) contenant x. On a
alors u'Ç' 6 co pour \u' — u| < c et Ç7 e p(Qi), où p(î2i)
est un voisinage de Ç dans E^, ce qui établit la continuité
du produit r\ = uî, et l'énoncé.

4. Topologies séparées de classe 6.

Les topologies 6 qui sont séparées sont des topologies
semi-vectorielles. On a en effet :

PROPOSITION 6a. — Toutes les topologies qui sont de classe 6
(c est-à-dire invariantes par translation et rendant continue la
multiplication) et qui sont séparées sur un espace vectoriel E
induisent sur tout sous-espace vectoriel M de dimension finie
la topologie vectorielle séparée TM.

Soit d'abord dim M = 1 : la topologie trace de T sur M
est séparée, donc d'après la proposition 1, c'est la topologie
vectorielle séparée TM sur M.

Montrons alors l'énoncé par récurrence sur n = dim M.
Soit (^, . . ., e^) une base de M e A^(E) et Ke,^ = N :
la topologie T induit sur N la topologie vectorielle séparée.
Soit MI engendré par ^, . . . , e^-^ le supplémentaire algé-
brique de N; d'après l'hypothèse de récurrence, M^ est iso-
morphe à K""1, donc complet, donc fermé et la topologie
quotient Ti sur M/Mi = N est séparée; c'est une topologie 6
d'après la proposition 5. Donc elle coïncide avec la topologie
vectorielle séparée induite sur N par T ce qui établit que Mi
et N sont supplémentaires topologiques et que M est iso-
morphe à K\ On en déduit :

PROPOSITION 6&. — Toute topologie séparée, de classe 6
sur E, rend continue Vaddition [x, y) -> x -)- y quand x
ou y demeure dans un sous-espace de dimension finie.
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n

Soit y e M, et M e A^(E) : y = ^ ^A où (^) est une
i

base de M : d'après la proposition 6a les coordonnées u^(y)
sont continues de y sur M. D'autre part (proposition 3),

{X, Ufc) -> X + U/̂

est continu de (rc, ^) donc de {x, y), pour i/ £ M, ce qui
établit Fénoncé quand n = 1. Pour n > 1, raisonnons par

n—l
récurrence en posant î/ == ^ u^, y" == u^. Les u^(y)
étant continus de y , y " est continu de y e M. De même
(ui, . . . ,1^-1) -> î/7 est continue d'après la proposition 6a,
T étant séparée et de classe 6 sur M. Alors les applications
y -> (u!? • • • ? ^fc-i) -^ 2/ ^nt continues et y ' est continu de y.
D'après l'hypothèse de récurrence

{x, y ' ) -> x + î/

est continu de (rc, y ' } donc de (^, y). Alors

{x, y) -> {x + ̂ ) + î/' == x + î/

est continu de {x + y7) et de y", d'après la propriété pour
n = 1, donc, finalement, l'application (x, y) -> x + y est
continue de (rc, y).

On résumera ces propriétés dans l'énoncé suivant :

THÉORÈME 1. —- Pour qu^une topologie séparée T sur E
soit une topologie 6, c^est-à'dire soit invariante par les trans-
lations et rende la multiplication continue, il faut et il suffit :

a) que les voisinages de 0 soient absorbants,
b) que l'addition (x, y) ->• x + y soit continue quand x

ou y demeure dans un sous-espace M de dimension finie.
Dans la condition suffisante on peut remplacer b) par la condi-

tion portant sur les seuls sous-espaces de dimension un.
La condition nécessaire résulte de la proposition 6b et de la

proposition 2.
Pour montrer la condition suffisante, remarquons que b)

entraîne l'invariance de T par les translations. D'autre part
(u, y) -> uy est continu de u pour y donné d'après a) et
l'invariance de T par les translations. Enfin (u, x) -> x + uy
pour y donné est continu de (u, x) d'après la. condition b)
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portant sur les sous-espaces M de dimension un. La propriété
(K) est donc établie; elle entraîne la continuité de la multi-
plication, ce qui achève la démonstration.

Indiquons quelques corollaires :

COROLLAIRE 2. — La topologie finiment ouserte T^ est plus
fine que toute topologie séparée de classe 6.

En effet, si T est une topologie 6 et est séparée, un ouvert
fî de T coupe tout M e A(E) selon un ouvert de la topo-
logie vectorielle séparée pour M : il est donc Ty-ouvert.
On verra plus loin que si K est localement compact, Tf est
une topologie 6 ; la question est ouverte dans le cas général.

Une conséquence de la proposition 6a est d'autre part :

COROLLAIRE 3. — Les topologies Q qui sont séparées sont
des topologies semi-sectorielles,

5. Topologies de classe 6 non séparées.

Cherchons à quelles conditions une topologie non séparée
de classe 6 est semi-vectorielle. _

Une condition nécessaire est que l'adhérence 0 de l'origine
soit un sous-espace vectoriel. En effet soit x^ e 0, x^ e 0$ le
sous-espace M engendré par x^ et XQ a alors une topologie
vectorielle ; on a donc ux^ -4" vx! e 0, quels que soient M,
^ e K; le cône 0 est donc un sous-espace fermé N.

On va montrer :

PROPOSITION 7. — a) Soit T une topologie non séparée^ de
classe Q sur E : pour quelle soit semi-sectorielle, il faut et
il suffit que V adhérence 0 de V origine soit un sous-espace secto-
riel de E.

b) S9 il en est ainsi, Vaddition {x, y) —> x 4- y est T-continue
quand x ou y demeure dans un sous-espace M de dimension
finie. _

II suffît d'établir que si 0 est un espace vectoriel 6) est
vérifié : en effet, T rend alors continues l'addition et la multi-
plication sur les sous-espaces de dimension finie; T est donc
une topologie semi-vectorielle au sens précisé plus haut.
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Le sous-espace vectoriel N == 0 est T-fermé ; soit
EI == E/N, MI = M/N, et x, y les classes de x, y respecti-
vement. Sur EI la topologie quotient est une topologie 6
(proposition 5) ; elle est séparée. Alors l'addition (x, y) —^ x 4- y
est continue de x, y , quand y demeure dans le sous-espace Mi
de dimension finie (proposition 66).

Il en résulte la continuité de {x, y) -> [x + y} module N,
c'est-à-dire la continuité de (rr, y) —> x + y pour y e M
car N appartient à l'adhérence de tout point pour
la topologie T.

Remarque. — On peut énoncer différemment la proposition 7
en tenant compte du théorème 1.

THÉORÈME 2. — Pour quune topologie T sur E (séparée
ou non) soit de classe 6, et semi-vectorielle, il faut et il suffit
que soient vérifiées les conditions :

a) l9 adhérence de Vorigine est un sous-espace sectoriel de E;
b) les voisinages de 0 sont absorbants',
c) V addition (x, y) —> x -)- y est continue si x ou y demeure

dans un sous-espace de dimension finie.
La nécessité des conditions résulte des propositions 7 et 2.

Elles sont d'autre part suffisantes, car c) entraîne (pour y •==- a)
l'invariance de T par rapport aux translations; b) entraîne
la continuité de u —> uy = y ' pour y donné; enfin c)
entraîne la continuité de {x, y ' ) -> x + y ' = x 4- uy en
(u, x), donc la propriété (K). Celle-ci (proposition 3) entraîne
que T soit une topologie de classe 6. La condition a) et la
proposition 7 montrent alors que T induit une topologie vecto-
rielle en dimension finie.

Remarque. — Dans l'énoncé du théorème 2, la condition c)
peut être remplacée par l'ensemble des conditions suivantes :

Ci) T est invariante par les translations.
Cg) Le filtre ^o des voisinages de Vorigine a la propriété

que à tout couple [M e A(E), V e ^o] correspond \! e j^o
tel que Von ait

T + (V n M) <= V.

En effet cette dernière condition équivaut à la continuité de
l'addition à l'origine quand y demeure dans M.
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6. Application aux compacts.

Rappelons que si une application f: X X Y -> Z est
continue de (rr, y), x e X, y e Y, à valeurs dans Z, où
X, Y, Z sont des espaces topologiques, alors si C est un
compact de Y et £î un ouvert de Z, l'ensemble

Xc = [x e X$ f(x, y) e f2, pour tout y e C]

est un ouvert (éventuellement vide) de X.
D'après ce qui précède, si E est un espace vectoriel muni

d'une topologie de classe 6, on pourra appliquer ce résultat
à A^? y) = x -}- y , x G TLy y e C c: ÎL, si C est un compact
situé dans un sous-espace M e A(E). On a ainsi :

PROPOSITION 8. — a) Si G est un ouvert dans V espace vecto-
riel E muni S une topologie de classe 6, et si C est un compact
situé dans un sous-espace de dimension finie^ V ensemble

(1) GC = [x e G; x + y ^ G, pour tout y e C]

est un ouvert dans E.
b) Si C est un compact (non nécessairement porté par un

sous-espace de dimension finie) dans E, et si pour tout x e C',
on a x -}- y e G pour tout y e C, il existe un voisinage ouvert
û de C7 tel que l^on ait x + y e G pour tout x e Sî, et
tout y e C.

On a alors :

COROLLAIRE 4. — Soit E un espace vectoriel muni d^une
topologie T de classe 6, et soit fÇx) une fonction semi-continue
supérieurement définie dans un ouvert G de E. Alors si C
est un compact dans G, qui est porté par un sous-espace de
dimension finie^

gc(x) == sup f{x + y)
jec

est semi-continue supérieurement dans Vouvert Gc défini par (1).
En effet soit Gc ^ 0, XQ e Gc et gc(^o) = a : pour s > 0

l'ensemble gc^) < a + £ es^ défini par : f(x + y) < a -4- e
pour tout y e C; il est donc ouvert et est un voisinage de XQ^
ce qui établit le Corollaire 4.
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COROLLAIRE 5. — Soity comme au corollaire précédente un
owert G dans E et C un compact dans G porté par un
sous-espace M de dimension finie n, Soit [L une mesure
positive portée par C. L'application K/1 -> M, soit y = Su/,̂
ou e^ est une base de M définit sur M une métrique d[y, y').
On suppose que pour tout a > 0, il existe un recouvrement fini
{C-} de C par des compacts C; de diamètre au plus a et
tels que ^(Q n C^) == 0 si i ^ /'. Alors si f{x) est une
fonction semi-continue supérieurement dans un domaine G
contenant C, la fonction

h{x) = ̂ [f{x + y)] = f d^{y)f{x + y)

est semi-continue supérieurement dans l'ouvert Gc == [x e G;
x + y e G pour tout y e C].

Démonstration. — On note f^x) = supy f{x + y) pour
4

t/ e G dix z/) ^ — Les fonctions f^ décroissent et tendenty ? \ ? ^/ ^

vers f quand m -> + oo ; f^(x) est définie et semi-continue
supérieurement pour x e C si m surpasse une valeur m^
Soit x fixé dans Gc, et s > 0 donné; fixons m > m^
tel qu'on ait

h{x) < ^[Ux + y)] < h{x) + y

Soit {CJ un recouvrement de C, pour lequel on a a<7n-1.
Posons M,(o;) = sup f{x + y), et ^ = [i(Q); on a

yeCi

h{x) ^ S .̂M -̂r) < v.,[Ux + y)]
i

qui entraîne au point x :

(2) h{x) ^ S ^.M^) < h{x) + y

D'autre part on a évidemment, quel que soit x' e Gc :

(3) h{x'} ^ ̂ WY

La somme S^M^) est semi-continue supérieurement d'après
le corollaire 1. Il existe donc un voisinage V^ de x tel que
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pour x' e V^ on ait

(4) ^W) ^ SptX(^) + y

En comparant (2), (3), (4), on obtient

h{x') ^ h(x) + e pour x ' e V^

ce qui démontre le corollaire.

7. Cas où le corps de base K est localement compact.

Dans [2] S. Kakutani et V. Klee ont utilisé la compacité
locale du corps R pour montrer que la multiplication

(u, x) -> ux

est T^-continue dans les espaces réels. D'autre part C.-O. Kisel-
man [3a] a montré que la compacité locale du corps de base
permet de passer à la limite inductive sur la propriété (K)
de la proposition 3. On établira directement :

PROPOSITION 9. — Si le corps de base K est localement
compacta la topologie finiment ouverte Ty sur l'espace sectoriel E
est de la classe Q et en est l'élément maximal unique.

La topologie Ty étant invariante par les translations, il
suffit d'établir la continuité de (u, x) —> fy{u, x) = x -\- uy
pour M == 0, x = 0, et y donné. Soit W un ensemble T^-
ouvert contenant l'origine; soit M ===== K.y le sous-espace
engendré par y; co === W n M est un ouvert contenant 0
pour la topologie vectorielle séparée sur M; il est donc absor-
bant et il existe c > 0 tel qu'on ait uy e œ pour [u| < c;
d'autre part |u| ^ c est un compact sur K. Sur tout

M' e A(E),

l'ensemble W = [x e E ; x + uy e W pour tout u e K
vérifiant |u[ < c] découpe donc un ouvert (éventuellement
vide) de la topologie vectorielle séparée de M' : autrement
dit W7 est Ty-ouvert, ce qui démontre qu'on a fy{u, x) e W
pour x e W et \u\ ^ c et établit la continuité de fy{u, x)\
Tj- est donc une topologie de classe 6 d'après la proposition 3.
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Elle est plus fine que toute topologie T de cette classe.
En effet, d'après la proposition 4, la topologie

T' - sup (T, T^

est de classe 6 ; T est séparée, donc, d'après le Corollaire 2,
elle est moins fine que Ty, ce qui équivaut à dire que T est
moins fine que T .̂

PROPOSITION 10. — Soient (Ea, Ta) une famille indexée par
a e A d'espaces sectoriels sur un corps K salué complet non
discret, localement compact. Soit E V espace engendré par les Ea.
On suppose A muni Sun préordre : si oc ^ jî, Ea est un
sous-espace de Ep et Inapplication canonique Ea -> Eg est
continue', pour a, [3 donnés, il existe y e A te^ que l'on ait
a ^ y 5 P ^ ï? Ea c= Ep Ep ^ E.p On définit la topologie
inductise des T sur les Ea : œ ^ un ouvert de T ^ et seule-
ment si co n Ea e5( T^-ousert. Alors si les Ta ^on^ des topo-
logies de classe 6, il en est de même de T.

La démonstration se fait comme à la proposition 9 : les Ta,
donc aussi T sont invariants par les translations; il suffit
de vérifier la continuité de fy(u, x) = x + uy à l'origine
x = 0, u = 0. Si W est T-ouvert et contient 0, et si Ea
contient y , il existe c > 0, tel que l'on ait uy e W pour
] u\ ^ c, W H Ea étant absorbant. Posons : G = [x e E ;
fy(u, x) <= W pour tout u tel que \u\ ^ 1]; alors pour
P ^ a, G coupe Ep selon un ouvert non vide; G est donc
T-ouvert, c'est un voisinage de l'origine dans (E, T) ; l'on a
fy(u, x) e W pour | u\ < c, et x e G, et T est de classe 9
d'après la proposition 3.

8. Fonction interne ^^(x,y) cFun ensemble A.

Soit A <= E où E est un espace vectoriel sur K value
complet non discret et E a une topologie de classe 9.

DÉFINITION. — On appellera fonction interne relative à A
la fonction ^A.{x, y), x e A, y e E — {0}, application de

A x (E - {0})
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dans R'1", définie par

PA^Î y) == sup r, r > 0, ^ + uy e A pour \u\ ^ r.

Remarques. — 1) PA^? y) donne une distance de x au
complémentaire de A selon une direction y donnée. La
définition et les propriétés de PA^? y) en dimension finie
ont été données dans [4e, chapitre 2].

2) On a d'une manière évidente PA^? uy} = \u\~lç)A{x, y}
et encore :

PROPOSITION 11. — Soit A <= E ou E a ime topologie de
classe 6. 77 e5( équivalent dénoncer

1) 0 e5^ point interne de A; 2) il existe un ensemble disque
A' c= A dont 0 est point interne', 3) A est absorbant, 4)
PA(^? y) > 0 pour tout y e E — {0}.

PROPOSITION 12. — Soit E MTZ espace vectoriel sur un corps
K, value, complet, non discret, localement compact', si la topo"
logie T de E est de classe Q et si A e5( T-ouvert, sa fonc-
tion interne PA^? y) est semi-continue inférieurement de (x, y)
pour x G A, y e E — {0} sur V espace produit

F - (E, T) X (E, T),

lorsque x ou y demeure dans un sous-espace de dimension
finie.

En effet dans le produit F, l'ensemble ^^{x, y) > c est
défini aussi par la condition : x + uy e A pour tout u
vérifiant [ u j ^ c. II est donc T-ouvert sur tout sous-espace M
de F qui a comme projection sur l'un des facteurs de F un
sous-espace de dimension finie.

9. Étoile cPun point.

Nous supposerons désormais le corps de base K localement
compact. Dans [4, d] et [4, /*] nous avons utilisé la notion
d'étoile S{x, A) d'un point x relativement à un ensemble
A c E.

DÉFINITION. — Soit x e A., où A est un ensemble Sun
espace vectoriel E, muni Sune topologie de classe Q : on
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définit rétoile S{x, A) de x par rapport à A, comme l'en-
semble des disques de centre x contenus dans A.

Un disque s'écrit A^y = [z e A; z == x + uy, x, y donnés
dans E, y + 0; et u variable, \u\ ^ 1]. S(x, A) est encore
l'ensemble des z qui s'écrivent

z == x + uy avec [u| < PA^, y) ou \u\ ^ ç>^(x, y).

PROPOSITION 13. — Si E est muni d'une topologie T, de
classe 6, qui fait de A un ouvert, et si le corps de base K de E
est localement compact, S{x, A) est ouvert pour tout x e E.

Si x ^ A, S(.r, A) = 0; soit a ; eA; on peut supposer
x = 0 et montrer que S(0, A) est ouvert. Alors x ' e S(0, A)
équivaut à ux1 e A pour tous les u e K qui vérifient | u\ ^ 1 ;
K étant localement compact, on définit ainsi un ouvert de T.

Remarque. — S(x, A) est le plus grand voisinage disque
de x dans A.

PROPOSITION 14. — Avec les mêmes hypothèses sur E, T
et A, si G est un sous-ensemble de A qui vérifie la condition :

pour x e G, on a S{x, A) <= G

alors G coïncide avec une composante connexe ouverte de A.
On va d'abord démontrer :

LEMME. — Si Von associe à S(rr, A) son homothétique
81/2(^5 A) dans Vhomothétie de centre .r, de rapport 1/2, alors
si l^on a x' e Si/a(^, A), on a x e S(n/, A).

Si x1 = x l'énoncé est évident.
Si l'on a x' ^ x, on considère la configuration obtenue

sur la droite affine déterminée par x et x ' ; posons

y = x1 — x.

On a z = x + uy e A pour \u\ ^ 2. Écrivons

z == x + uy = x' -j~ py;

il vient v = u — 1. Donc pour \v\ < 1, on a x ' + vy E A-
en particulier pour v = — 1, on obtient le point x. On a
donc x e S(rc', A).

La proposition 14 en résulte. Montrons que G est ouvert et
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fermé pour la topologie T : x e G entraîne S(;r, A) ç=- G,
et S(rc, A) est ouvert, donc G est ouvert. De plus si l'on a
Ç e G et Ç e A, S(Ç, A) et son homothétique S^Ç, A)
dans rhomothétie (Ç, 1/2) contiennent un point x e G.
Alors, d'après le lemme on a $ e S(rr, A), donc ^ e G, et G
est fermé, ce qui achève la démonstration.

10. Applications à l'analyse complexe.

Dans ce paragraphe, on suppose K === C. Rappelons qu'une
fonction f: E -> R, définie dans un domaine G (pour une
topologie de classe 6) est dite plurisousharmonique si elle
est semi-continue supérieurement, et vérifie l'inégalité

27tf(x} ̂ ^^f{XJry^^) <^j^ f{x+ye^)dQ

pour tout disque A^y == x + Dy <= G, où D est le disque
unité de C. Enfin on exige f[x) ̂  — oo. La seconde condi-
tion équivaut à dire que la restriction /*/L, soit

y(u) == f(x + uy)

est localement sousharmonique ou la constante — oo sur
toute droite complexe L.

L'ensemble P(G) des fonctions plurisousharmoniques dans
un ouvert G est fonction croissante de la topologie T.

PROPOSITION 15. — Si G est un ouvert dans un espace
sectoriel E muni d^une topologie de classe 6, on a les pro-
priétés suivantes :

1) P(G) est un cône convexe réticulé supérieurement,
2) Si G est TI ouvert et si Von a Ti c Tg, on a

P,(G) <= p,(G).

Si T parcourt les topologies 6, P(G) a un élément maximal
unique donné par la topologie finiment ouverte Tj- sur G.

On démontrera d'abord :

^OPOSITION 16. — Soit f une fonction plurisousharmo-
nique dans un domaine G (Kun espace vectoriel complexe E
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muni d'une topologie de classe Q : l'ensemble

A === [xeG-, f{x) = — oo ]

a son intérieur A. vide.
En effet x e À entraîne S(xo, G) c" A; on a alors

SQr, G) c= À,

car S(x, G) est T-ouvert (proposition 13). Alors d'après
la proposition 14, on a À == G, ou À = 0, mais À == G
est exclu car la définition des fonctions plurisousharmoniques
exclut la constante f(x) == — oo.

Démontrons la proposition 15: il est clair que YeP(G)
et c > 0 entraînent cfePÇG). Déplus / i , / aeP(G) entraîne
fi + /2 ^ P(G). En effet il existe x^ e G avec f^) ^ — oo;
il existe x^ e S(:Ci, G) avec /g (^3) ^ — °°? d'après la propo-
sition 16 et le fait que S(^, G) est ouvert.

Sur un disque de centre x^ contenant x^ f^ et /g ont des
restrictions sousharmoniques (^=— oo)$ leur somme est
donc sousharmonique, =/=— oo, ce qui établit

A + /2 ̂  - 00

dans G; P(G) est donc un cône convexe. D'autre part

^P (/L /2)

appartient à P(G; en même temps que ^ et /^ d'après la
définition. Si G est un ensemble Ti-ouvert, il est Tg-ouvert si
T g ^ T i ; une fonction /*eP(G) pour Ti appartient à P(G)
pour Ta, car f semi-continue supérieurement pour Ti l'est
pour Ta.

Principe du maximum. Soit G un domaine d'un espace
vectoriel E muni d'une topologie de classe 6, et /*eP(G).
Si en XQ e G on a f(xo) = supf{x), alors f est la constante
fW.

En effet l'ensemble A = [x e G$ f{x) == f(xo)] a la propriété
suivante : si l'on a x e A, on a S(x, G) <= A (d'après le
résultat analogue en dimension un). On a donc A == G
d'après A ^ 0 et la proposition 14.
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11. Théorème de la régularisée supérieure pour sup/a
et lim sup/a pour les fonctions plurisousharmoniques

et des topologies de classe 6.

Soit fa{x) une famille de fonctions plurisousharmoniques
localement bornées supérieurement dans un domaine G d'un
espace vectoriel complexe E muni d'une topologie de classe 6.
On a les deux énoncés :

PROPOSITION 16. — 1° g = sup /(a)? a e 8t, a une régularisée
a

supérieure g* plurisousharmonique.
2° h = lim sup /a, a e ^, a une régularisée supérieure h*

a

plurisousharmonique si pour le préordre sur 81 le filtre des
sections a une base dénombrable.

La démonstration ne diffère pas de la démonstration clas-
sique (par exemple [4, a]). Elle est possible dans une topologie
6 grâce aux propositions précédentes.

Tout d'abord on a par définition g*{x) = lim sup g ( x f ) .
D'où /, ^ g ^ g* etux) ^ ̂  çux + yeiQ) dQ ^ ^ ç ^{x + ^l6) dQ

l r2^donc g(x) ^ — ( g*{x 4- ye^) dQ pour tout disque
27T JQ

A,, cz G.

D'autre part le second membre est une fonction semi-continue
supérieurement de x e G (corollaire 5), donc, en prenant la
régularisée supérieure des deux membres on obtient l'inégalité
du disque

4 /»27t
g*(^) < ^J g^x+ye^dQ.

Démontrons 2° : soit {MrJ le filtre des sections a ^ a,
a e A. On a

h = lim [sup /a, a e M<j].
CT

Par hypothèse, il existe une sous-suite M^ qui est cofinale
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aux M<j, c'est-à-dire telle que tout My contient un M^.
On peut supposer M^+i c M^. On a :

h = lim [sup /a] ̂  lim gn où g^ = sup /a pour a e M^.
n a e M»» n

Plaçons-nous sur une droite complexe L support du disque
A^y. On a, u étant variable dans C :

h{x + uy) = lim [g^x + uy)].
n

Utilisons un résultat de la dimension 1 en posant :

g,{x) = lim sup g^x + uy) ;
to->0

g^ est la régularisée supérieure de g^ selon y et l'on a :
4 /»2îC \ />2TC __

^ J gn(^ + ̂ i9) dQ=^j ^x + ̂ ie) de-

D'après le 1°, g^{x + uy) est fonction sousharmonique
de u, ce qui entraîne, pour A^ y <= G:

g.(^) ^ g.(̂ ) ^ J- f2^^^ + ̂ l9) dQ.zn JQ
Soit, de même, h la régularisée supérieure de h selon y
(elle est aussi celle de la restriction de h à la droite L, support
de A^. y dans E). La suite gn est décroissante de n$

gn(^ + uy)

est sur L n G une suite décroissante de fonctions soushar-
moniques de u; d'après un résultat de la dimension finie,
on a sur L : lim g^(x + uy) = h(x + uy). En particulier

n

pour u == 0, on obtient au point x :

(5) h{x) = lim g^x) ^ 1 f lim ̂ {x + ^le) J6
n ZtTC J Q n

\ /»2TC

=^J ^+^18)^.

Alors si A* est la régularisée de h{x) sur G, on a

h ^ Ti ^ h*,
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d'où, d'après (5) :
4 /»27t

h{x) ^ — h*{x+ ye^) dQ
2in Jo

et l'on termine comme pour le 1° en prenant les régularisées
supérieures des deux membres sur un voisinage de x dans
l'espace E.

Remarque. — La partie 2° de la proposition 16 tombe en
défaut, même en dimension un, si l'on supprime l'hypothèse
que le filtre ^ des sections de 81 a une partie cofinale dénom-
brable. Donnons-en un exemple, où % est l'ensemble des
parties finies d'un domaine.

A toute partie finie (a^ . . ., aj = a du disque \z\ ^ 1
de G, faisons correspondre

f^z) = sup [— S log \z - a,[, - il
L-û .ça Ja»ea

et considérons la famille /a(^) dans [z| < 2. Sur 81 on prend
l'ordre déterminé par l'inclusion a c: (B. Pour que ^{z) soit
valeur d'adhérence des fa{z) en ^ il faut que pour tout
e > 0, et tout a s A donnés, il existe une partie finie (3
telle qu'on ait

P =) a et \f^{z) - 9(2)! < e.

Prenons a contenant z; on a alors ^(z) == — 1 quel que
soit p =5 a; il est donc impossible d'obtenir une valeur d'adhé-
rence cp(jz) différente de —1, si l'on a |z| ^ 1. En particulier
la plus grande valeur d'adhérence, c'est-à-dire lim sup fy.{z)
vaut - 1. aeA

D'autre part si 1 < |z| < 2, on a

n^Ïog [\z\ -i] ^ l/a(^)| ^ ^-"logS

ce qui donne les valeurs suivantes de h{z) == lim sup fy{z) :

h{z) == — 1 pour \z\ ^ 1; h{z) = 0 pour 1 < \z\ < 2
h*(z) == — 1 pour \z\ < 1; /fc*(z) == 0 pour 1 ^ \z\ < 2.

En conclusion h*{z) n'est pas sousharmonique dans \z\ < 2;
le théorème de la régularisée supérieure ne 5'applique pas si le
filtre des sections de 21 n^a pas une base dénombrable.
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12. Applications analytiques E -> F.

Rappelons qu'une fonction E -> G, soit f{x), est dite
G-analytique dans un ouvert œ de E si sa restriction aux
droites affines soit

cp(u) = f{x + uy) $ u e C — G

est une fonction analytique de u. Il résulte alors du théorème
de Hartogs que la restriction de f à un sous-espace de dimen-
sion finie est une fonction analytique. Les fonctions G-ana-
lytiques E —^ G sont les fonctions analytiques de la topologie Ty
sur E.

Si l'on considère les applications analytiques E -> F, des
difficultés apparaissant même quand la topologie sur F est
vectorielle, dès qu'elle n'est pas supposée localement convexe.
Considérons la restriction d'une application f à un sous-
espace affine z = x + uy, soit

(6) f{x + uy) = f{x) + A^,u + ... + K,^ + • • •

On définira dans un ouvert G C E la classe des applications
analytiques G —> F par les conditions suivantes :

a) f est une application continue G -> F,
b) La restriction f(x + uî/) à une droite complexe est

donnée par un développement (5) qui converge pour

M < p(^ y), p(^ y) > 0-
Si F a une topologie localement convexe et est de plus séquen-
tiellement complet, le calcul des A-p,x,y P^ l'intégrale de
Cauchy montre qu'ils sont des éléments de F lui-même,
comme le sont les valeurs prises par f{x + uy) quand u
varie dans G.

On se placera dans le cas où les topologies Ti et Tg sur E
et F sont seulement supposées de classe 6. On dira que
l'application f: G —> F, où G est un ouvert de E est ana-
lytique si elle est continue pour Ti et Tg et vérifie
la condition.

b ' ) Sur tout disque A^. y <= G, donné par z = x + uy,
pour [u| ^ 1, f admet un développement (6) qui est unifor-
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mément convergent pour |u| < 1, les Ap^y étant des élé'
ments de F.

Montrons alors :

PROPOSITION 17. — Soit f une application analytique
G -> F (Kun domaine G çz E dans F, ^5 espaces sectoriels
complexes E, F ayant des topologies Ti, Tg, de classe Q
toutes deux. Alors si V est une fonction plurisousharmonique
définie sur un domaine 0. contenant f(G), la fonction composée
V o jf(rr) est plurisousharmonique dans G, ou est la constante
— oo.

La démonstration ne diffère de celle que nous avons donnée
dans [4a] que par des changements mineurs. Tout d'abord
V o f est semi-continue supérieurement. Montrons ensuite
que l'inégalité du disque est vérifiée pour V o f en consi-
dérant un disque A^y compact dans G et utilisant (6).

L'image D === /*(A^y) est compacte dans t2, f étant conti-
nue sur le compact A^y. Sur /*(A^y), la fonction plurisous-
harmonique V a alors un maximum fini M. Considérons
pour M' > M l'ensemble ^ == [x e Q; f[x) < M']; c'est
un voisinage ouvert de D.

Soit fq{x + uy) = 9g(u) la somme des q + 1 premiers
termes du développement (6) : elle est fonction continue de M,
et, pour u variable, ^q(u) demeure dans le sous-espace
N de dimension q + 1 déterminé par les A; 3; y et f{x).
La restriction de V à N est plurisousharmonique (ou la
constante — oo) et il en est de même de la restriction de V
à la sous-variété analytique paramétrée par u et décrite
dans N par z === <pg(^), pour \u\ ^ 1 + ^ s > 0. On
aura donc

(7) V o <^(0) = V o f^x) < ̂ f V o f^x + ye^) dQ

== i r v o <p^ô) dQ
27r Jo

où l'on choisit q > qo de manière que le compact /^(A^. y)
soit dans Q.1 ; (7) est obtenu comme application de l'inégalité
du disque à la fonction sousharmonique de u définie par
V o 9ç(u). Les fonctions V o f^x + ye^) pour 0 < 6 < 2n
sont bornées supérieurement par M7 ; on a alors par appli-
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cation du lemme de Fatou :

lim sup 1 Ç^ V o cp^ô) dQ ^ i Ç^ lim sup V o <p.(^) <%.
q An JQ Zn JQ q

Mais

lim sup V o (p^ô) == lim sup V o f^x + ye^) ^ V o f{x + î/616)
^ ç

d'après la semi-continuité supérieure de V. On a donc,
finalement

1 /»2TC
V o f(x) = V o f^x) < lim sup — ( V o ç^e19) dQ

9 ^ JQ
^ /»2TC

^ 2nj V OA^+^ i e )^

qui est l'inégalité du disque pour V o f. Elle montre que
V o f qui est semi-continue supérieurement, est soit la cons-
tante — oo dans G, soit une fonction plurisousharmonique
dans G.

13. Remarque sur les topologies polynomiales
et plurisousharmoniques.

Soit E un espace vectoriel de corps de base K value,
non discret et localement compact. On considère une famille <p
de fonctions définies sur E et nulles à l'origine.

Si une topologie T invariante par translation sur E possède
une base des voisinages de 0 donnée par des ensembles

ga(^) ^ 1,

où ga = sup ga,jî? ga.,j G ?? o11 dira que T est une <p -topologie.
Faisons sur la famille 9 les hypothèses suivantes :

a) Les gg^j et les ga son^ Ty- continues, c'est-à-dire
continues sur les sous-espaces vectoriels de dimension finie,
pour la topologie vectorielle séparée.

b) On a g{x) ^ 0 et g{ux) = \u\g{x} pour u e K, x e E,
et g e ç .

c) II existe dans la famille 9 une sous-famille gn indexée
à partir d'une base B == {e\} de E, À e A, de la manière
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suivante. A une partie finie H <= A on fait correspondre :
1° le sous-espace de dimension finie MH engendré par les e^
X e H; 2° une fonction gn e 9 avec la propriété : l'ensemble
gH = 0 coïncide avec la réunion des MH, pour H' c: H.
On a alors :

PROPOSITION 18. — Si la famille 9 vérifie les conditions
précédentes, Ty est une ^-topologie. Plus précisément, étant
donné un T^oisinage de 0, soit U, et une base e^ À e= A,
de E, il existe une application H -> A(H) des parties finies
de A dans le corps K, et un T^oisinage de 0, soit U7 c: U
défini par f{x) ^ 1, ou Von a

(8) f(x)= suplA^.gn^)!, A(îr)eK.
W ^—TTH'CH

En effet soit H = {ai, . . ., ocj : x 6 Mn s'écrit ^ = S^^,
a e H; d'après la condition 2° du c) on a gir(^) == 0 si
H7 ^ H et H' 7e H, donc sur tout sous-espace de dimen-
sion finie, on n'a qu'un nombre fini de g^{x) ^ 0 et (8)
définit une fonction positive qui est T^-continue et vérifie
encore

f{ux) = \u\f{x); 0 ^ f(x) < + oo; /•(O) === 0.

Montrons qu'on peut déterminer les A(H) de manière que
l'ensemble f{x) ^ 1 soit contenu dans U. Un point x e MH
s'écrivant x = ̂ x^e^, o^ e H, il suffit pour cela qu'on puisse
déterminer les A(H) de manière que la condition

(8) ^(H^H^)! ^ 1
réalisée pour tout H7 c H entraîne ^x^e^ c: U pour
a^ e H. Pour card H == 1 et MH engendré par le seul
élément e^ on choisit A(a) de manière que

|A(a)g,(^)| ^ 1
entraîne Xgêy, e U.

Ensuite supposons que K^IT) ait été déterminé pour tous
les H' <= H et H' ^ H, de manière à vérifier (8). On peut
choisir K(H) de manière à réaliser encore (8). Dans MH
considérons l'ensemble compact

S^U^MH^lAWgH^)! ^ l],
H'CH
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pour H' <= H et card H' == card H — 1 ; S est contenu
dans U n MH. De plus quand r > 0 varie, les ensembles
S^= [a ;GMn; r\gn(x)\ ^ 1 et |A(H/)gH'(^)| ^ 1 pour tout
H7 <= H, FT 7e H, r > 0] sont compacts et leur intersection
est S. On peut donc choisir r = |A(H)| assez grand pour
réaliser S^ <= [U n Mn], et (8) est encore valable pour H.

La fonction f{x) = sup |A(H)gn(^)| est T^-continue et
\f(x)\ ^ 1 est un voisinage disque de 0 contenu dans U,
ce qui établit la proposition.

Exemples. — Si card H== n, et H = (04, . . .,, aj considérons

g^x)=\x^ . . . , rrJ^[A(H):]^

où x e MH s'écrit x^e^ + • • • + ^a^a •
On obtient ainsi : les topologies séparées de classe 6, et

en particulier Ty, sont polynomiales si K = R ou C.
Si K = C, gïi{x) est une fonction plurisousharmonique qui
est Ty-continue; toute topologie de classe 6, en particulier T^
est une topologie plurisousharmonique (cf. [3a]).
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