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T-FILTRES, ENSEMBLES ANALYTIQUES
ET TRANSFORMATION FOURIER P-ADIQUE

par Alain ESCASSUT

INTRODUCTION

On sait que tout élément non nul et non quasi-minoré d'une
algèbre de Krasner H(D) sans idempotent non trivial est strictement
annulé par un filtre monotone percé (théorèmes iï.7 et 11.8 de [3]),
de sorte que l'étude de Fanalycité au sens de Motzkin [10] d'un
infraconnexe D d'un corps K algébriquement clos, ultramétrique
complet se ramène à l'étude des filtres monotones percés de D qui
possèdent la propriété d'annuler strictement un élément de H(D). On
cherchera donc à caractériser ces filtres par des propriétés géomé-
triques concernant la répartition des trous de D.

Les applications de ce résultat sont nombreuses et nous mon-
trerons ici comment on peut résoudre le problème de la non injectivité
de la transformation de Fourier p-adique posé par B. de Mathan,
grâce à une transposition très originale du problème, obtenue par
Yvette Amice. Dans un article ultérieur, nous utiliserons également
ces résultats pour caractériser les algèbres H(D) noethériennes et
intègres.

I. CARACTERISATION DES FILTRES STRICTEMENT
ANNULATEURS

Par soucis de concision, nous utiliserons sans les redéfinir cer-
taines expressions déjà définies dans [2] et [3] auxquelles nous
renverrons le lecteur chaque fois qu'il sera nécessaire, notamment
en ce qui concerne la définition et les propriétés des fonctions v(f, p.)
et w (/, p.). Précisons à ce sujet que l'on note I . I la valeur absolue
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de K et que l'on choisit une fonction logarithme notée log, de base
p > 1, qui définit une valuation v de K par v(x) == — log \x |.

Dans [3], on a pu mettre en évidence l'importance des filtres
monotones sur un infraconnexe D, pour l'étude des éléments non
quasi-minorés.

La proposition 1.6 nécessite l'introduction de l'expression 7 (A , q)
que nous allons définir et étudier.

1. Définition de 7^(A,^).

Soit D un infraconnexe de diamètre R. Soit A un disque non
circonférencié de diamètre r < R tel que A n D =^ A, et A C D.

Soit e(A , q) l'ensemble des polynômes unitaires de degré q dont
les zéros appartiennent tous à A — A H D.

si A n D ̂  ̂  soit ^(A ̂  = ̂ peSL) II î Lo

si A H D = 0, soit J^(A, q) = 1 .

Par définition, tout polynôme unitaire P de degré q dont les
zéros appartiennent tous aux trous de D inclus dans A vérifie donc :

J_ ^TD(A^) pour tout x E A H D.
P(x) rq

Nous allons maintenant calculer 7o(A , q) en fonction des trous
de D inclus dans A. Nous établirons d'abord le lemme suivant.

1.1. LRMME. — Soit D un infraconnexe et soit A un disque non
circonférencié de diamètre r tel que A H D ^ D ^ n D ^ D ^ A C D .
Soit q G N et soit î G e(A , q). Soient T\ , . . . , T^ les trous de D
contenant au moins un zéro de P, soit p^ le diamètre de T^, soit a^ G T,
et soit pf la somme des ordres de multiplicité des zéros de P appar-
tenant au trou T,. Alors il existe l < n tel que

a) : sup (v(P(x))) == v (P , - log p^) et Von a
jeGAUD '
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»: •i l .—•——.
F ^ A U D Py n l l^

^ ^^ ^k - al\

Preuve. - La première assertion est évidente si tous les zéros
de P appartiennent à un même trou T^ car dans ce cas on a
v(P(x)) = î^(P , v(x - û^)) pour tout x G T^ et d'autre part
%(P , M) < ̂ /p . - ̂ ê P/) P0111' tout il < - log p ^ , de sorte que
t^(P , - log p/) > u(P(x)) pour tout ;c G A H D donc

i^(P, - logp/ )> + log 1-1
11 F " A H D

et comme on a trivialement

i; (P , - log p/) = lim v (P(x)) < log II -^ I I
/ I^-^I^P/ I IP l lAnD

xeAnD

on a bien log _ = i^ (P , - log p^). Nous allons en déduire la
11 F " A U D /

l8^ assertion dans le cas général grâce au théorème de Mittag-Leffler

(W et [12]). En effet il est clair que _ admet une décomposition

n
unique de la forme ^ A, telle que /^GK(CT^) . Alors d'après le

i= 1

théorème de Mittag-Leffler, on a — = sup 11^1^0 et n
11 p " A n D Ki<n

existe un entier Kn tel que _ = || h^ \\^^ donc d'après ce
" i " A n D

qui précède log _ = v (P , - log p/).
1 1 L "AHD

II est maintenant immédiat d'établir la seconde assertion. Pour
plus de simplicité, supposons les points a^ indexés de façon telle que
/ = 1 et que |û, - aj < \a^ - a^ \ pour 1 < ; </. Enfin notons

Iû?2 -û! 1 = • " = lû^ - ûj ==û^ ,

l^i+i - ûj = • • • = \a^^ - ûj = û?2 ,

\am^_^\ - a\ 1 = • • • = \an - a\ 1 = dq et SOit Hl^ = n .
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Alors on sait ([9] et lemme 1.1 de [3]) que

q-l ^7+1
^ (P , - logp^ )=-^ logpi - ̂  / ^ p,logd,\ ,

7 = 1 V / = m. + 1 /

ce qui nous donne, par exponentiation et en utilisant la relation a)
déjà obtenue :

H 1 H / 1 { l ^-l i ^+1 / l ^SII-IL-y ^H*,^))'
Or il est clair que cette dernière relation est équivalente à la

relation j3) et s'obtient en remplaçant dans j3) les expressions | a^ - ûj
par les nombres dj correspondants, définis ci-dessus. La relation j3)
est donc établie.

Le calcul de j^ÇT , q) se déduit maintenant de façon évidente du
lemme Ll .

1.2. THEOREME. — Soit D un infraconnexe et soit A un disque
non circonférencié tel que A C D et A n D ^ 0. Soit (T,.),^ la
famille des trous de D inclus dans A et pour tout iç. I, soit û. G T..
.4/or5 pour tout q G N, on a :

7o(A , q) = r^ sup ———————————— .
/ - i , . . . ^ p ,* n |û, -û, 1^i i , . . . , ^ e i ll k^i ^ l/

P I + - - • + P ^
î<<7

Preuve. - En effet, lorsque P parcourt e(A,^) , a parcourt
[1 , q] H N, et pour chaque valeur fixée de s, p^ , . . . , p^ prennent

s
toutes les valeurs telles que ^ p^ = q, Q\ ,. . . , ̂ ) parcourt f et /

/ = i
parcourt (1 , s) H N.

En particulier, si A ne contient qu'un seul trou T de D, de dia-
mètre p, on a :

T^A,^)^)'.

De même si l'ensemble des trous de D inclus dans A est une
famille de trous contigûs de diamètre p,
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..(A, <)'©'•

Si D admet par exemple deux trous, T, et T^ de diamètres res-
pectifs p^ et p ^ , de distance d, alors

7n(A ,<?) =/-d inf fminf————'————\\
Pi+p2=<? V ^p^y2 p ^ d 1 / /

1__ _ 1

P^?

2. Propriétés de 7o(A ,^7).

1.3. PROPOSITION. — Soit D KTÎ infraconnexe et soit A KAÎ disque
non circonférencié tel que A C D, A H D ̂  0, A H CD ̂  0 ^ 50;r r

P
le diamètre de A. 5b/r h G K(D), h = — où Q est unitaire et a tous

ses zéros dans A — A H D, et P est unitaire et a tous ses zéros dans A.
Soit q = deg Q - deg P. On suppose q > 0. Alors :

^ imiDnA>7D(A^) . (1)

Preuve. - Soit (û, &) un couple (zéro, pôle) de h tel que \a - b |
soit minimal, /z n'a donc aucun zéro dans le disque non circonférencié
A de centre a, de rayon \a - b |.

Soit h^ = h ———. Nous allons montrer que

I IMonA^l l^ l iDnA- (2)

Alors nous en déduirons qu'il existe un polynôme R de degré q
ayant tous ses zéros dans A — A H D, tel que :

l-l ^II^IDOA. (3)
I I K H D H A

et le résultat (1) sera établi car par hypothèse on a :

^ 1 - 1 >7o(A^).
" K " D U A
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P,
Montrons donc (2). Soit h = — sous sa forme irréductible uni-

Qi
taire. Remarquons d'abord que

\\ht H D - A O D ' ^ H ^ H D - A H D ^ car

x - b
1 pour \x-a\>\a-b\ .

x — a

Or h^ n'ayant pas de pôle dans A, (car \a - b \ est minimal),
son dénominateur irréductible Q^ y est constant en valeur absolue.
On a donc

.., .. I I^HA
(! "A

IQlll1 l 'A
Donc :

- log I I h, ||̂  = - log I I P, ||̂  + log I I Q, ||̂

== ^(P^ , v(a - b)) - v^Q, , v(a - b)) = v^h, , v(a - b)) .

Soit O^x) = x ~ a . Alors :
x — b

^(/z! ^(a - b)) = v^h ,v(a - b)) + v^6\ ,v(a - b)) ,

or ^0?i ,v(a - b)) = 0 .

Donc i;(/?i ,î;(û - b)) = v^h ,v(a - b)) .

Donc - log \\h^ ||̂  = v^h, v(a - &)) .

Mais il est connu que v^(h , v(a - b)) > — log [[ h \\^ car

v,(h , .(a - b)) = - log(1^) > - log II ̂
QIL Q

Donc la relation (2) est montrée. Alors soit ^2 le degré de P. On voit
qu'après n opérations semblables, on obtient une fraction h^ qui est

de la forme _ , d'où la relation (3).
R

Nous allons maintenant définir une variété particulière de filtres
monotones percés appelés T-filtres, dont nous montrerons ensuite
qu'ils sont caractérisés par la propriété d'annuler strictement certains
éléments analytiques.
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3. Définition d'un T-filtre.

Les filtres monotones sur un infraconnexe fermé borné ont été
introduits dans [3] (II, § 2) pour caractériser les éléments / non
quasi-minorés de H(D), ([2] IV), c'est-à-dire tels qu'il existe une suite
a^ de D sans point adhérent tel que lim f(a^) = 0.

n —>00

Rappelons qu'un filtre décroissant de K est un filtre qui admet
00

une base de la forme D^ = d^ — H d^ où (d^) est une suite de

disques strictement décroissante. De même on appelle filtre décroissant
S< d'un infraconnexe D l'intersection avec D d'un filtre décroissant de
K sécant à D. On note A@î) l'ensemble H d et on appelle centre

d^9 =

de Si tout point de A(§ï) ; enfin on appellera ici plage de ̂  l'ensemble
<S(Si) = A(^)HD.

De même on appelle filtre croissant de K un filtre image d'un
filtre décroissant ^ de K par une inversion centrée en un centre de Si ;
on appelle filtre croissant d'un infraconnexe D l'intersection avec D
d'un filtre croissant de K. Enfin si un filtre Si croissant de D est l'image
par une inversion 31 d'un filtre décroissante de Si(D), on appellera
plage de Si l'ensemble % @ï) = ^(%(^)).

Pratiquement, tout filtre croissant Si d'un infraconnexe D admet
une base de la forme D^ = (A — d^) C\ D, où A est un disque non
circonférencié et où d^ est une suite strictement croissante de disque

inclus dans A telle que A = G d^. Alors %(^) = (C A) H D.
M — 1

Pour tout a G K et r ^ R+, on notera C (a , r) le cercle
{ j c G K / l x - a\ = r}.

Nous dirons qu'une suite de cercles C(û^ , r^) de K est décrois-
sante si l û ^ + i — a^\ < r^ et si rn^\<^rn' ^ es^ clair qu'un filtre
décroissant de K peut être associé à une suite décroissante de cercles
€„ = C(û^ , r^) en considérant la suite d^ = Ç^ et en notant §î le

00

filtre décroissant admettant pour base la suite D^ = d^ — H d ^ . Nous

dirons que la suite C^ décrit le filtre.
De même on définit de façon évidente une suite croissante de

cercles de K à laquelle on associe un filtre croissant.
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Nous dirons qu'un cercle C de K est un cercle percé d'un fermé
borné D si C contient au moins un trou de D. De même nous dirons
qu'une classe de C est percée si elle contient au moins un trou de D.

Soit D un infraconnexe. On appelle T-filtre décroissant un filtre
percé, décroissant, défini par une suite décroissante de cercles percés
c^ de rayons respectifs d^ vérifiant la propriété suivante : c^ admet
au moins un nombre fini k(m) de classes F^ ^ , 1 < / < k(m) ; //
existe des entiers q^ , , 1 < i < k(m) ; si l'on pose

k(m)

^m = su? 70(^,1 * ^m.i) ^m = S qm,i »
1 <i<k(m) ^-"\

on a la relation
m-i /cL.^7

(T) lim 7^ n (-") = 0 .w->°° 7 = 1 \d- /
m

m^ lm /~=~i \d^

De même on appelle T-filtre croissant un filtre percé inverse d'un
T-filtre décroissant.

La définition d'un T-filtre croissant peut être interprétée de la
façon suivante : un T-filtre croissant est un filtre percé croissant
défini par une suite croissante de cercles percés concentriques c^ de
rayons respectifs d^ vérifiant la propriété suivante : c^ admet au
moins un nombre fini k(m) de classes I\, , , 1 < i < k(m) ; il existe
des entiers q^ , , 1 < i < k(m) ; si Von pose

k(m)

Tm = ^P TD^. , , q^, i) ^m = Y ^m, i .
i = - ! , . . . ,k(m) ^

on a la relation

( d, ^m
Um -/^ n ——) = 0 .

m-^oo fm dj

Remarque 1. — On peut résumer dans les deux cas la condition
portant sur la limite par

m-i
(T) lim [- log7^ + S ^ \^dm - ̂ ^ 11 = + °° •m-^oo ^^
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Remarque 2. — II est bon de remarquer que l'existence d'un T-
filtre à centre est équivalente à l'existence d'une suite "convenable"
de disques vérifiant la condition (*) définie dans [11] par E. Motzkin
et P. Robba. Cette équivalence découle en effet du théorème 1.2. de
façon immédiate.

4. Propriété <^(^).

Nous allons maintenant traduire la définition d'un T-filtre sous
une forme qui facilitera la démonstration ultérieure de la propriété :
tout T-filtre de D annule strictement des éléments de H(D).

DEFINITION. — Soit ̂  un filtre monotone percé d'un infraconnexe
fermé borné D et soit Q^ une suite de polynômes unitaires de degrés
q^. Nous dirons que la suite Q^ possède la propriété <^0^), s'il existe
une suite de cercles C^ de rayons d^, décrivant le filtre percé ^ï,
tels que pour tout m les zéros de Q^ appartiennent à C^ H C D et
tels que la suite

^m = II Qm llc^ • 7T satisfasseQ'm "C^HD

m-l
(D lim [- log À^ + ^ ^ | log d^ - log d, |] = + oo .

W-^oo ^

Pour pouvoir caractériser les T-filtres par l'existence d'une suite
de polynômes possédant la propriété <^(X), nous établirons d'abord
le lemme 1.4.

1.4. LEMME. — Soit D un infraconnexe ; soit C un cercle de K et
tel que C H C D ^ 0, et C C D. Soient h E K(D) telle que h(x) i=- 0
pour tout x E C. Soient F\ , . . . , F\ les classes de C contenant des
pôles de h. Soit R le dénominateur d'une forme irréductible de h et
pour tout i = 1 , . . . , k, soit Q .̂ le plus grand diviseur unitaire de R
dont les zéros appartiennent à F^.. Alors, on a :

ll^llcnD l1! = sup 1—1 ||Q,|| .
Il h llç i<i<k(m) II Q, llr.nD '
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Preuve. - Soit /?, = Q, A alors A, n'a aucun pôle ni zéro dans F,
et ton a donc 1/2,^)1 = Cte pour jcEF, ([3], ). Par conséquent

l ^ l l r . H D ' T = ,7 • I I Q , l l r . - D'autre part, h n'admet pasn "r, ^i H r , n D 1

de zéro dans C et l'on a donc - = - .quel que soit / = 1 , . . . , k.
Il r i II p II rî II /~i

1 k
Enfin comme les pôles de h appartiennent à U F, , on a

sup l l / î l l ^ . n D = I I ^ U C U D
d'où le lemme 1.4.

1.5. LEMME. — Un filtre monotone^ est un ̂ -filtre si et seulement
s'il existe une suite de polynômes unitaires Q^ satisfaisant la propriété
<^(SO.

Preuve. - Gardons les notations de la définition et plaçons-nous
pour démonstration dans le cas d'un filtre percé décroissant.

Supposons qu'il existe une suite de polynômes Q^ de degré q^
possédant la propriété <^), et soient (I\, ,,)i<^^) les classes d'à
cercle C^ qui contiennent des zéros de Q^ ; supposons que Q^ se

k(m)
factorise sous la forme Q^ = n Q^ , où les zéros de Q^ , appar-

tiennent à I\, , , et soit q^ , = deg(Q^ ,). Alors on a trivialement
^m ^ ^m = su? ^D^m i ' ^m /) ce q111 prouve en considérant

Ki<k(m)
la famille des couples (I\, , ; ̂  ,) que ^ est un T-filtre car la pro-
priété <^(^) implique a fortiori

m-i
l̂im^ [- log7^ + ^ ^ Ilog^ - logû?, |] = + oo .

/•=i

Réciproquement, supposons que Si soit un T-filtre défini par une
famille (T^ ^ ; ̂ , )i<,<^(^) satisfaisant la relation (T). Pour tout

meN

couple (w , 0 (m G N, 1 < / < k(m)) soit Q^ ,. G e(r^ , ; ̂  ^.) tel
que

1 — <2rf^7(r^,;^) .
^m.i r^^.nD
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k(m)

Alors, soit Q^ = ^ Qw,i ' solt ^m ^e cercle de rayon d^ de K
1=1

contenant les classes(I\, ̂ ^^^) et soit \n == IIQJIc^, • ^ " 1
m Ilywl'C^D

On sait grâce au lemme 1.4. que

1
^m = sup IIQ^IIr—i. ii ^jn.i "l>». . ^

Ki<k(m) m ' 1 \\Qrn,i llr^^.nD

1
=^mli <27D(r^,, ,^,,) ,

Q^,J|r_,nD

ce qui prouve que la suite Q^ possède la propriété (^(^) et le lemme
1.5. est établi.

5. Propriété caractéristique des T-filtres.

1.6. PROPOSITION. — Un filtre percé monotone est strictement
annulateur si et seulement si c'est un ^-filtre.

Preuve. — Montrons d'abord que si un filtre percé monotone est
strictement annulateur, alors c'est un T-filtre.

Rappelons encore qu'une assertion voisine de celle-ci a été établie
par E. Motzkin et P. Robba dans [11]. Mais nous ne pouvons l'utiliser
ici pour montrer que tout filtre strictement annulateur est un T-filtre
car elle ne concerne que des filtres percés qui ont un centre, ce qui
n'est pas forcément le cas de ceux que nous devons considérer ici.
Nous établirons ensuite la réciproque de cette propriété, ce qui per-
mettra ultérieurement de résoudre le problème de l'intégrité de H(D)
ainsi que les conditions que D doit vérifier pour que H(D) soit noethé-
rienne, mais aussi de compléter les résultats obtenus par E. Motzkin
et P. Robba [11] : la condition (*) suffisante, pour que D soit analy-
tique est aussi nécessaire et ceci quelle que soit la caractéristique p du
corps des restes de K.

Nous allons faire la démonstration pour un filtre décroissant, ce
qui est évidemment suffisant pour déduire le résultat dans le cas
général.
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Soit ̂  un filtre percé décroissant auto-annulateur de diamètre RQ .
Soit 1 l'intervalle [-logT, -logRo[. On peut choisir/E H(D) tel
que la fonction Wg;( / , . ) associée vérifie

lim Wy( / , jn) = + oo , et
Al -> - log RQ

Wy(f, ^i) < -h 00 quel que soit /x G 1 .

Soit (î^) la suite des valeurs de 1 pour lesquelles w^(f,.) admet
des sauts de pente s^.

Soit n^ = w ' y ( f , v^) la dérivée à droite de W y ( / , . ) au point
^m-

Les points de 1 où la fonction w^(/ , . ) n'est pas dérivable sont
isolés et d'autre part grâce à [3], on sait que la fonction Wg,(f,.) est
concave sur tout intervalle 1^,^+J. Il en résulte que la dérivée
^ 'yC/ ,^) vérifie, en tout point de ]^,^+i[ où elle existe,
w'g, (/, ^) < n^. On en déduit immédiatement que

w^(/, ^) < w^(/, ̂ ) + ̂ (/x - vj ,

quel que soit fi G [^ , ̂ +1].

Donc, en effectuant une telle opération m fois, on obtient la
relation

w^(f, ^) < w^(/, î/i) 4- ^^(^ - Vi) + • • • 4- n^_^(v^ - ̂ _i) +

+^-^)- (1)
D'autre part, on sait que

n^ < ^._i + s^ , (2)

car la fonction w^( / , . ) est concave sur l'intervalle } v . ^ ,i/.[. Alors
(1) et (2) nous donnent

Wy.(f, l̂) < Wg;(/, ^^ + 5i(^l - l̂ ) + • - • + 5^(^ - ̂ ) .

Soit A = w(/, JLI^). On a la relation
/=w

W^(/ ,JLI )<A+ ^ ^(^-^) , (3)
/=!

quel que soit ju tel que v^ < ^ < ̂  + ^ .
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Nous allons maintenant fixer m = m^.
Soit D^ une base canonique de ̂ . Soit jn^ = — log (diam(D^)).

Soit mo assez grand pour que ̂ <^. Soit a^CD^^. Soit
c^ l'ensemble des x E D tel que v(a^ — x) = v^ . Nous nous pro-
posons d'étudier | f(x) \ pour x E c^ . Pour cela nous allons considérer
une fraction rationnelle / ?GH(D) telle que

v(f(x) - h(x)) > inf w.(/, ^Li) pour tout x E D ,
^^m+l

et telle que Wy(/ , ^) = Wg.(/2, ^i) quel que soit p. < ^ w + i '

(on sait que /2 existe d'après la proposition 1.5 de [31.
On voit que w^(h ,.) admet au point v^ le même saut de pente

sm clue w g ' ( f ï •) puisque ces fonctions ont même valeur au voisinage
du point v^.

Donc la différence entre le nombre de pôles de h et le nombre
de zéros de h sur le cercle c^ est égale à s^ d'après [3] et d'après
la définition de W y ( f , . ) [on a en effet Wy(h, v^) = v(h^ , ̂ )].

Soient !„ , ; . . . ; I\, ^^ x les classes du cercle c^ dansniQfi. ' ' mQ,K(tTtQ) WQ

lesquelles h admet plus de pôles que de zéros. Soit q^ , la différence
entre le nombre des pôles et le nombre des zéros de h dans F^ , .
Alors

Qm^ = ̂ ,1 + • • • + ^mo^(mo) ^ ̂  • W

Factorisons h sous la forme

^=^o,r^,f )

où h^ f admet pour numérateur le polynôme unitaire des zéros de
h dans F^ ,. et pour dénominateur le polynôme unitaire de pôles
de h dans 1^ ,..mg, i
soit, quel que soit m, d^ = p vm.

Alors, on a d'après 1.3.

^D^Wrt,! 5 ^Wn,I^

"^o.-l'r^.-no^ .. "^ • <5)
mQ
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Evaluons w^(h^^ , , v^^). Rappelons que

w^^^=v((h^)^,^),

soit ̂ , G r^,. Alors v(a^ - a^) = v^ .

Donc, d'après la proposition 1.6. ii) de [3].

l;((/^'"o..•)^'l'".o)=l;((/^".o..)^,,••l''"o)'

"((^o.^,,'^)--^,..^.

Dou
w»< /S,,,•>'mo)=-^o..•'mo • (6)

D'où
w^m^i > fm,,) = W»(A , ̂ ) + ̂ ., ̂  . (7)

D'autre part, g^ ,. n'ayant ni pôle ni zéro dans ?„, , , alors
quel que soit x £ I\, ,, on a

"(^mo,.^)) = "^mo,.)^ > "m.,) = W^S^.i > "m,,) •

Alors, grâce à (7), quel que soit x £ I\, ,., on a

D(W) = "(^,,,(^)) + ^(^^,(x)) = w^h, v^) + ̂ , ̂  +

+ "(^o.'^^ • (8)

Mais grâce à (3) et (4), on a

CTlQ-1

W9(h ' vm^ < A + ^ <7/(tmo - I//) •
/=!

D'où
f-^-i

v(h(x)) < A + ( ^ <7/("»,o - "/)) + ̂ ,, • ̂  + ̂ (^,(M) ,

quel que soit x £ I\, ,..

Soit B = p ~ A . Cette relation s'écrit encore



ENSEMBLES ANALYTIQUES ET TRANSFORMATION FOURIER P-ADIQUE 59

[ ' - ' " o - 1 ^ M,t [ \ h ,(x)'\
\h(x)\>B\ H (——°) • — — ° - — —

L / = 1 d' -I [(^ °"
quel que soit x E F^ ,.

Alors, grâce à (5)

^o-i ( d ^
sup | h(x) | > B n [——) ' 7n(r.,, , , q^ .) .jcer^ , / - i v .̂ / /D mQ^^mQ^}

Donc

"*"•". >(,..,.sup.„„>ÎDœ"..' •^••i)B (",ï' (̂ )") •
Alors soit

7CTO=,..,.SUP^^(^'"0..•^0..•)•

II reste à vérifier que

ii/ii, =imi, .
^0 ^0

Mais c'est évident car

mi. >p~w^'vmo\mQ

or
\\f-h\\<p~w9(hlvm^ .

Donc 1 1 / 1 1 ^ = imi, > 1 1 / - / 2 | 1 .WQ WQ

La première partie de la démonstration est achevée.
En effet,

mo-l ,rf^ x 7 /
^>^ ^ (^) '

et ceci est vrai pour tout m^.
Donc il existe une famille de classes F^ , telle que

[ / w-1 /d^\qî \ 1
lim 7 Y n (-m-} \ = 0 .m->oo ^V ,=i V^. / /J
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Donc Sf est un T-filtre.
Achevons la démonstration de 1.6 en montrant la réciproque

de la proposition qui vient d'être établie :
si ^ est un T-filtre, alors ^ est strictement annulateur.
Nous supposerons toujours ^ décroissant pour la démonstration.
Supposons que Sf est un T-filtre décroissant de diamètre RQ . Il

existe donc une suite de polynômes unitaires possédant la propriété
(^(^). Nous terminerons la démonstration du théorème 1.6., en éta-
blissant le lemme I.6.A.

I.6.A. LEMME. — Soit ^ un ^-filtre et soit une suite de poly-
nômes Q^ possédant la propriété <^@0. Alors il existe une suite crois-
sante d'entiers n -> h(n) et il existe une suite de fractions Tl^ G K(D)

de la forme ————n———— (où 0 GK[X]) qui converge vers un
y / i ( y î + l ) - l v
( n Q,)
v w= 1 /

élément TT £ H(D) strictement annulé par ^ et tel que ir(x) = 0 pour
tout jcG%(@0.

Preuve. - Nous nous bornerons naturellement au cas d'un T-
filtre décroissant pour effectuer la démonstration. Soit Q^ une suite
de polynômes unitaires possédant la propriété <^(^). Soit une suite
de cercles C^ décrivant ̂ , de rayons d^ tels que pour tout m les zéros
de Q^ appartiennent à C ,̂ H C D et tels que la suite

^'"Q'-'ic.-ll^l
II ^m HC^HD

satisfasse la relation (T').

Soit A^, = C^ H D .

et soit D^ = A^ - %@ï) .

Alors (D^)^(=N est une base canonique de ^ et pour que l'élé-
ment TT que nous allons construire soit strictement annulé par ^, il
suffira d'établir les relations

w (TT , fi) < -h oo quel que soit ^ < -- log RQ , (1')

l iTTl l^ <~. (21)
w m
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car (2') montre que TT est annulé par Si et nul sur <E@Q et grâce à (1')
on voit que TT est strictement annulé par^ï.

Avant de pouvoir construire effectivement les fractions approchant
l'élément TT cherché, nous devons établir certaines relations. Pour cela,
nous allons d'abord supposer définies une suite d'entiers croissante
n -> h(n\ ainsi qu'une suite d'entiers croissante n -> l(n) telles que

h(n) < l(n) < l(n) + 1 = h(n 4- 1) quel que soit n .

Alors, quel que soit w, soit
l(n)Rn = ?.. Q- •m=h(n)

Soit ^ G A^^) • Soit X^ = x - ̂  .
Il est clair que

1 X^ | < ûf/,(^) si et seulement si x E A^,^ .

Soit RJx) = U^(X^). Développons U^. On a

T î = À 4- • • • 4- A yr(n) _
^n ^o,n ' ' ^(M),» \i » ou

/(M)
T ^ ) = d e g ( U ^ ) = d e g R , = ^ ^.

w=/ î (w)

Remarquons la propriété suivante :
Pour tout entier § satisfaisant aux relations

0 < § < r(^2) ,

^(rO + • • • + ^(ô)-i + P(5) = r(n) - 6 < q^ . + • • • + q^

((3(0) >0 ) ,
on a

l A i ̂  {(i ^<7/Î<M) y ... y (d ^/(5)-i y /^ r^^^(6) r^^
l^ô,?! ' ^ ̂ hiny x x ^/(ô)-!^ x ^f^0)) ' {<J )

En effet, ceci tient à ce que le coefficient d'ordre 6 de U^ est
obtenu comme somme de produits de r(n) — 5 zéros de U^, cha-
cun étant naturellement compté autant de fois que son ordre de mul-
tiplicité.

Donc 1 Ag „ | est majoré par le produit des r(n) — § plus grands
zéros de Uy,. Evaluons ce produit. Si ?^ est un zéro de Q^, alors
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?„, - û^ est un zéro de U^ et | ̂  - a^ \ == d^. D'où le résultat ci-
dessus.

Nous allons utiliser (3') pour établir une relation très impor-
tante. Mais nous allons tout d'abord définir la fraction Fy,.

Soit a(n) un entier satisfaisant à la relation 0 < a(n) < T(n) et
soit t(n) tel que

°h(n) + • • • + Qt(n)-i < rW - o(n) < q^ + . . . + q,^ ,

^(n) + • • • + Qt(n)-l + ̂  == r(n) - G(n) .

Soit S fX 1 = A ya(n)+l , A Y0^")'1'2 4- ... 4-ôOll ^l^^ A<7(M)+l,yl ^Si + ACT(w)+2,yI ^Sï + . . . +

+A^,.X^.

Soit G^X^=-^^ et soit ^(x)=G^).

n
Enfin, soit TT^ = n F, .

Pour faire apparaître TT^ sous la forme annoncée au lemme I.6.A,

il suffit évidemment de poser Q^(x) = S^(X^) et (f>^(x) = n 0,(jc).

Pour montrer que la suite TT^ converge dans H(D), il faut disposer
d'une bonne majoration de | 1 — F^(x)| sur le complémentaire par
rapport à D de A,,^, où |F^(^)| est égal à 1.

Nous allons établir la relation (4') : quel que soit x E D — A^ _ ̂ ,
on a •-.-(^r^&r' <-•>

Cette relation va être établie à partir de la proposition suivante :

Soient 0 < ô^ < S^ < r(n) .

Alors, quel que soit X^ tel que | Xy, | > d^^, on a :

IX ^ ' ( d ^ (d ^'(ôl)-1.^ ^ ( ô l )<.. .\\ 1 (a^) . . . . . (^5p_i) ^/(ôi)) < • • •

< 1 X I62 • (d ^h{n) (d ^<62)-l . .. /(62)< 1 A^ l (a^) . . . . . (.a^^)_i) ^/(ô^
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En effet, les d^ en facteur dans chaque membre de l'inégalité,
sont par hypothèse, inférieurs à 1 XyJ. Alors, la somme des puissances
de | X^ | et des d^ étant la même dans chaque membre, le plus grand
de ces termes est celui qui a la plus forte puissance de 1 Xy, |.

Donc, en utilisant la proposition qui vient d'être établie et (3')
pour tout X^ tel que | Xy, | > d^^ et pour tout 6 < o(n), on a

IX I6 1 A 1 < I X \6 (d ^qH(n) (d ^7(6)- l.r^ \^W<I ^Si 1 ' ̂ ô, n 1 ^ 1 "Si 1 ^i^y . . . . . ^ j ( 6 ) - i ) ^f^y ^

< iv \°W (^ \^(w) ( j ^tÇn)-! r j ^n
1 ̂  1 • (dh(n^ v . . . . . (rfr(M)-l) • (^(n)) •

Ce qui montre que, pour tout X^ tel que | Xy, | > d^^, on a

|(U^-S^)(X,)|< sup (lA^MXJ0)^
0<6<<7(n)

<|Y |CT(M)^ ^^C") (d V^")-1.^ ^"^ I A ^ I ^^^ . . . . . \a^^_^) ^tÇn^

Or les d^ sont inférieurs à d^^ pour h(n) < m < r(^). Donc,
finalement, quel que soit Xy, tel que | Xy, | > rf^/y,) on a

i rn <-! "i (\ ^ i ^ i Y i^") r/y \T(")-^(")1 ̂ n ~ ^n) ̂ n^ ' ^ï • ^Si 1 ^M")7

Or, d'autre part, il est évident que quel que soit | X^ | >^(^),
on a

i T Î fY ^ i — i Y r^' ^rï^n^' ~ 1 ^Sî ' »

car les zéros de U^ sont en valeur absolue inférieurs à û?^). D'où le
résultat suivant :

Quel que soit Xy, tel que | Xy, | > d^^, on a

n c ry^K^^r'"0^|l-G,,(X,,)|<(^y;

ce qui est équivalent à la relation (4') lorsque JC^A^^ .
Nous allons établir maintenant une majoration de | S^(X^)| lors-

que | X^ I <d^.
Rappelons que d'après (3') on a

l Y l0 l A l < l Y l6 (H ^h(n) (ri ^/W-i . (^ ^(ô)
I^Sil 1^6,J ̂  '^Si 1 ^i(n)^ • • • • • ^/(ô)-!^ ^/(ô)^

Mais les termes de S^ vérifient tous 6 > o(n) -^- 1. Donc
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« Y I6 1 A 1 < 1 Y l^")-1-1 . 1 Y t6 -°W-l . (ri ^('O
I^Si' ' ^ô/y i l^ '^Si ' ' ^Si ' ^»(nV . . . . .

. ( , 1 ^/(ô)-l . ̂  ^(6)
^/(ô)-l^ ^/(ô^

Rappelons maintenant que les d^ considérés vérifient d^ < d^^
et que par hypothèse |Xy, | ̂ d^ç^. Alors, on a

IY I6 1 A 1 < I Y [a(<n)+l (ri \T(n)-a(n)-l' \i ' ' ^6,M 1 ^ 1 A^ | ^(n)^ »

quel que soit ô > a(/î) + 1.
D'où la relation : quel que soit Xy, tel que |X^| ^d^^y, on a

IÇ (\ \\ < IY l^'1)'1^1 (ri \T(n)-a(n)-i
\\{^n^ ^ '^ ' ^(n)^

Pour simplifier les notations, nous utiliserons de préférence la
relation suivante, vraie à fortiori.

Quel que soit Xy, tel que \ X^ | < ^(M)» on û

I ^ fY 1 1 -< 1 Y l^^) f^7 \^(")-c^(") /c'\lû^A^I ̂  |A^ | ^/,(^)) . 0 )

Nous allons maintenant minorer \ U^(X^) | lorsque | Xy, | < d^n) '
Une remarque s'impose d'abord. Comme nous ne considérons

F»,^) ^^ P0111" x ^ D , il est évident que nous n'étudierons U^(X^)
que pour Xy, + û^ G D.

Soit A^ l'ensemble des X^ tels que X^ 4- a^ G D et tels que
IXJ<rf^ .

Soit V^(X^) = Q^x), (m = h(n) , . . . , / (n)) .

/(M)
Alors U,(X^ = n V,(X^) .

m^h(n)

De plus, quel que soit X^ tel que d^ < | Xy, | < d^ + ^ , on a

I V,(X^) 1 = 1 X^ 1̂ ' pour tout / > m ,

| V^(X^) | = (d^ pour tout / < m ,

et grâce à la propriété ^(^),

1 X {lm

lvm(xn)l > '—î—— d'après le lemme 1.4.
^m

II résulte de ces trois relations, la relation suivante :
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Soit m tel que h{n) < m < l(n). Alors, quel que soit X^ ^=A^
tel que ûf^ < | X^ | < d^^ , on a

•y ^(ïl(n)+"^qm\,(îh(n) ., .^m-11 Âyi ' ^/irM) . . . . • lût p
|U,(X,)|>—1——————————^——————w-1———. (6')

^m

Superposons les relation (5') et (6').
Soit X^ G A^ tel que ûf^ < | XJ < ̂ . D'après (10') et (11'),

on a

K^^I^K
" " T,(X,)

^ IXJ^-^^^-^.X,
^ I Y i^^")'1'" '+ < ? w . M ^q/I(yl) r/y ^w-i1 A^ | ^(yi)^ . . . . . ̂ -iJ

Supposons d'abord t(n) > m.
Alors a(/î) < ^^^) + • • • + q^. Donc

i Y \°^ 1
\^n '_______ _ _______________1____________

|Y \ql(n^"^(im ~ ( Y [(q t(n)~ ̂ n^^ t(n)+l^" ' ^ ̂ m1 A^ | | A^ |

Multiplions numérateur et dénominateur de |G^(X^)| par
|X^ |T(")-0(")^ Majorons au numérateur | Xy, | par d^ et minorons au
numérateur | X^ | par RQ . Il vient :

[ w-1 /dm^i^ /dh(n}\TW~awIG•(X")1< /.a.,^)]-^-^) • <7•)

Supposons maintenant t(n) < m.
1 Y l0^)'^ '_____.Y ^w-'- '- '-^feM)-!- '^)

.Y .^(^•••^m ~ IAJ

|A^ |

Multiplions le numérateur et le dénominateur de |Gy,(X^)| par
| X^ i^")-^") Nous retrouvons la relation (7') après avoir, de même,
majoré 1 X^ | au dénominateur par d^ et minoré au numérateur par
RO.

La relation (7') est donc vraie quel que soit m tel que
h(n) < m < l(n) et quel que soit X^ tel que

^.i<IXJ<^ .
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Cette relation (7') se traduit encore de la façon suivante :
Soit m tel que h(n) < m < /OO.
Soit ;c G D^ - D^ . Alors on a (7")

[ w-1 /dm^f^ /^^\T(")~a(")'^'^ ,.."., (^) ]^ï') <7">
Etudions maintenant le comportement de |G^(X^)| lorsque

x» e ̂ +1 • 0" voit que 1 X„ | < d^.

\ V,n(X,,) I = (^)<^'" quel que soit m tel que h(n) < w < /(n) .

Doù U^X^)= T (rf^"1.
^^^(M)

D'où, quel que soit X^ G A^ +1 , on a

r/y^^h r^7^'0"^"^
IGJX„)1<-Û-/(^———^<

n (^w
w=/i(n) w ,< ^ ̂  r /^^-^.

m=h(n) v^ / v KO /

Cette relation se traduit par la relation (8") :
Quel que soit ^A^.^) on a

l(n) /ûf/rn^\<7w /dhf^^^'0^
|F,W|< n (-(w)-) (-^) . (g")

m=/i(M) v ̂  / v Ro /

Nous sommes maintenant en mesure de construire la suite F ,
ce qui revient à définir les suites h(n\ l(n), a(n).

Pour des raisons de commodité, nous utiliserons ^(n) = r(n) — o(n).
Supposons construits jusqu'au rang n^ les entiers ^(n) et l(n — 1),

tels qu'ils vérifient :

(^•r<i,
v ^(n-l) / "

(^r<2.
^o
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(11^) quel que soit m > h(n), on a
/ w / rf^ \ i \ 1

x" („„,."-„ (^) ) < 4,, •

Nous connaissons donc Kn^ — 1), h^n^) = ^o — 1) + 1 et
V^o)-

Montrons qu'alors, on peut choisir ^(n^ 4- 1) et KH^). En effet,
soit V/OÎQ 4- 1) assez grand pour que :

ci ^(riQ+i)
/a^o^ \ __l__
v ^(.o) "o + 1 '

Alors, il existe un rang N tel que, pour m > N, on ait :
V^o+i)

(^) <2 car ^d-=^•
Enfin, par hypothèse

( m / d^, \ i \
lim À, H (-L) ) = 0 .w->oo w ,-/,(no) \dj / /

Donc il existe un rang M tel que pour m > M, on ait :

( m / dy^ ^î \ \

Àm /^S7 ; < 8(no + 1) '

Do^c fe5 relations (9'), (10'), (11') 50^ vérifiées au rang n^ + 1.
Comme la construction aux rangs 1 et 2 est triviale, la suite est

construite quel que soit n.
Nous allons en déduire que la suite F^ associée possède les pro-

priétés cherchées.
Montrons d'abord que

l l7r j |<sup( | |^_j | , | | ^_2l l ) . (12")

Supposons d'abord x G D — A^) .

On a TT^OC) = 7T^_i(x) F^(x), et

I F^(x) | = 1 quel que soit x G D — A^) .

Donc | TT^ 0:) | = | TT^ _i (x) | quel que soit x G D — ^^(n) '
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Donc la relation (12') est triviale pour x E D - â^. et elle est
la conséquence de la relation

I T T O O I = |7T^(x)| quel que soit x G D - A ^ / ) . (13')

Supposons maintenant x^A^.,^ et soit m tel que x G D
^D^r

( /(t) /ûf,/ v \^fTt\IF^,M|..|F^^)|< n (-̂ -)) K.
m=/i(n-l) v d^ / / m

/d ^("-0 ,fî ^(n).(^_>) (̂ , ,
^o ^o

d'après (8").

Mais le membre de droite est majoré par — d'après (10') et (11').
n

D'où
1 1 ^ - 2 1 1

I T ^ M I <——^— quel que soit x<EA^^^ . (14')

Supposons enfin x G A^^ - A^^ .

Soit m tel que x E D^ , x ̂  D^.^ ; alors

IF._,MF.W|<( fi (^)"K-
^î^h(n) ^ dj / / m

/ d ^(n-l) ^ U/(M).(̂ _,,) (^ ,
^o ^o

d'après (7").

Le membre de droite est majoré par——— d'après (10') et (11')

1 1 ^ - 2 1 1
I^OOK—^—— quelque soit x G A^ - A^^ . (14")

Donc en résumant les deux derniers cas, on voit que la relation
(14') est vérifiée pour tout x ^ A^, et la relation (12') est évidem-
ment une conséquence de (14').
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Nous allons d'abord appliquer ce résultat à l'étude de
l^n+i00- ^OOI pour X £ A ^ ^ ) .

On a

1^,001- IFn+lM- IKII^H-IF^iM- 1 1 .

Or

| |^||<sup(||^_i||, | |^_2ll)-<- - - < s u p ( I I ^11,117^11) = M .

D'où
| ^ (x) |<M- |F^i(x) - 1| .

Or, d'après (4') et (9') quel que soit x £ D - ^f,(n) on a

iî ^ ( i+ i ) ,
1 1 F (v t l <- ( "<> '+ l) \ ^ 1

11~F"+1( ' )1<^ -^ -^ <^l•
D'où

1 ̂  +1 (-11') - i^n ( x) 1 < ""JT,- ' quel que soit x G D - \^ . (15')

Etudions maintenant l î i 'n+iC'c) — îrn(.x)l pour ;c£A,,/^.
Grâce à (14') nous voyons que, quel que soit .xGA,,^, on a

".MK^-T-

Evaluons 1 ÎT^+^A:) |. Toujours grâce à (14') nous avons, quel
que soit x ^ à ^ ^ ^ ,

) ^n + 1 0e) 1 < —— •

II reste donc à étudier |7r,,+i0c)l pour X Ê A ^ / ^ ) — A ^ / ^ + J ) .
On a

l^+l001 = I ^ W I - I F n + l O O l •
Or

IFn+ lWI= l POUr XfE\^ - \(n^l) •

Donc l ^ + ^ ( x ) | = 1^(^)1 < — — — •

D'où n^.^iK.^.
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Ceci montre la convergence de la suite TT^ vers un élément TT qui

vérifie notamment ||7r|L <'——— donc la condition (2*) est-/»(") n — \
réalisée.

Il est évident d'autre part que Wg.(f, p.) < + °°. En effet, quel
que soit p. fixé, inférieur à — log Rç , soit m^ tel que — log d^ > jn.
Soit HQ tel que h^n^) ̂  mo'

Alors on a, quel que soit n > ̂  , et quel que soit ^ tel que
x ^ D^ , | F,,(.x) | = 1. Donc, quel que soit jn < — log d^^ ,

^y^i ' ̂ ) == °- Donc

W^(7T , /i) = Wg;(7^ , ̂ l) = Wy(7T^ , l̂) .

Or T^ G K(D) , donc w^ , jn) < + oo .

Donc Wg;(7r, p.) < + °°, quel que soit jn < — log Rç, et la condi-
tion (1') est bien réalisée, ce qui montre que TT est strictement annulé
par ^.

Donc ^ est un filtre percé strictement annulateur.
Le lemme I.6.A. est établi ainsi que le théorème 1.6.

6. Filtres percés simples. Exemples et contre-exemples.

Nous allons présenter ici quelques exemples de filtres percés et
déterminer s'ils sont, ou non des T-filtres. Pour cela, nous allons
considérer une catégorie de filtres percés dont Fétude est facilitée par
la rareté relative des trous qui le composent, et que nous allons main-
tenant définir.

DEFINITION. — Soit D un infraconnexe, ^ un filtre percé décrois-
sant de D et (D^)^ç^ une ^ase canonique de ^ï. Alors le filtre percée
est dit simple si et seulement si la suite (D^) vérifie à partir d'un
certain rang N la propriété suivante

l'ensemble (D^ U D^ + ^ ) admet au plus un trou.

De même, un filtre percé croissant est dit simple s'il est l'inverse d'un
filtre percé décroissant simple.
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Remarque. — Si un filtre percé simple admet pour centre l'origine,
alors l'ensemble des trous internes de D^ est une suite monotone
décrivant ^ et cette suite suffit à caractériser les propriétés du filtrer.

Nous noterons par (T^)^ç^ une te^ suite, et nous noterons?^
le diamètre de T^ , ainsi que

d^ = d(T^+^ ,T^) si^ est décroissant,

d^ = û?(T^_^ , T^) si ^ est croissant.

On voit que ^ n'est décrit que par une seule suite de cercles
concentriques percés c^ n'ayant chacun qu'un seul trou Tyy, dans une
de leurs classes F^ .

Alors S est un T-filtre si et seulement s'il existe une suite d'entiers
q^ > 0 vérifiant

m-i
lim [log 7D(I\,. ̂ ) + S ^ 1 log d^ - log ûf. |] = + oo .

M-^oo ^

/rf ^w

0^ 7D(^,^) =(-"-) •
\ n 'r-w

Donc ^ est un T-filtre si et seulement si il existe une suite d'entiers
q^ > 0 tels que

w-i
(Tç) lim [^^, (log p^, - log d^) 4- ^ q \ log ûf^ - log d. \ } = -h oom-^oo ^^ /

Nous allons citer quelques exemples intéressants, dont certains ont
déjà été obtenus par E. Motzkin et P. Robba sous l'hypothèse que le
corps de reste de K est de caractéristique non nulle, que nous éviterons
ici.

Soit R le diamètre de ^ï, c'est-à-dire la limite de la suite d^.
1) Si la relation d^ = p^ est vérifiée pour une infinité d'indices,

alors ^ est un T-filtre [10].
2) Si la série de terme général | log R — log d^ | est convergente

et si la relation p^ = d^ n'est vérifiée que pour un nombre fini '
d'indices, alors une condition nécessaire et suffisante pour que Bi soit

I log R — logûf |
un T-filtre est que la série de terme général —————————— soit di-

logd^ -logp^
vergente [10].
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__ p^
En particulier, on voit que si lim — < 1 alors ^ n'est pas unm-><» R

T-filtre.
3) Si la série de terme général \ log R — log d^ \ est divergente et

si lim p_ > 0 alors ^ est un ^-filtre.w->oo —
4) Un exemple plus intéressant encore que l'exemple 3) montre

que la condition lim p^ > 0 n'est pas nécessaire pour que ^ soit
m —>-oo

un T-filtre.
En effet, il est clair que si

m-i
lim [log p^ - log d^ + ^ | log d^ - log d. \\ = + oo ,

m->^ ^

alors Si vérifie la condition (Tç) avec q^ = 1 pour tout m.
Or cette condition peut être réalisée avec une suite p^ telle que

lim p^ == 0, à condition bien sûr que,
m —»oo

[ m-1 1
lim ^ | log d^ - log df \ = + oo

m^00 7 = 1 J

II est à remarquer que cette dernière relation est vraie si et seu-
lement si la série de terme général | log R - logûfy l diverge [11].

II. APPLICATIONS AUX PROBLEMES D'ANALYCITE

1. Caractérisation des ensembles analytiques.

Rappelons le problème posé par E. Motzkin et P. Robba [11].
Une partie D de K est dite analytique ,si pour tout a G D, pour tout
r > 0 et pour tout / G H(D) tel que f(x) = 0 pour tout x G D satis-
faisant | x — a | < r, on a / = 0. Nous allons caractériser les ensembles
analytiques au moyen des T-f titres.
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DEFINITIONS. — Soit D un infraconnexe et soit ^ un T-filtre. Soit
/ G H(D). Nous dirons que f est auto-annulé par ^ si f est strictement
annulé par ^ et si v(f(x)) = 4- oo quel que soit x G %(^ï).

11.1. LEMME. — Soit D un infraconnexe de diamètre R. Soit
a G D, soit r < R et soit d l'ensemble des x G D tels que \x — a \ < r.

>0
Soit f G H(D) tel que f(x) = 0 pour tout x G d. Alors il existe un T-
fîltre ^ tel que d C %(^) et tel que f soit auto-annulé par ^.

Preuve. — Si / est auto-annulé par un T-filtre décroissant de
centre û, de diamètre >r, le lemme est établi. Sinon, on a v^(f, jn) = + oo
pour tout VL > — log R. Soit b G D tel que f(b) ^= 0 ; on a donc
\a-b\>r et ^(/, - log \a - b |) = v^f, - log \a - b |) = + oo
Or lim v,,(f, p.) = v (/(&)), ce qui prouve l'existence d'un nombre

^->+00

v > — log \a — b \ tel que v(f^ , p.) < 4- oo pour
p. > v et lim i^(/, JLI) = -+- °° .

JLl —>-r

Donc il existe un T-filtre croissant ^ de centre 6, de diamètre p"^,
tel que / soit auto-annulé par ^ et l'on a bien d C^^).

11.2. THEOREME. - Une partie D de K est analytique si et seu-
lement si D est infraconnexe sans T-filtre à plage non vide.

Preuve. — II est immédiat de se ramener au cas d'une partie bornée
grâce à une inversion, centrée en un trou de D. (Si D n'admet pas de
trou, D = K et H(D) = K(D)). D'autre part il est immédiat de se
ramener au cas d'un fermé borné grâce au corollaire 11.2. de [2]. Alors
on sait que si D est analytique, D est infraconnexe d'après le théorème
1.8. de [2] car si H(D) admet des idempotents ^ 0 et 1, D n'est pas
analytique. Enfin, l'infraconnexe D ne doit pas admettre de T-filtre ̂
à plage non vide car il existerait /EH(D) tel que f(x) = 0 pour

^o
tout ;cG%(^) et en particulier, si aE%(^) et si r = d(a ,C%(^)),
f(x) = 0 pour tout x G D tel que \x — a \ < r.

Réciproquement si D est infraconnexe, un élément/G H (D) tel^o
que f(x) = 0 pour \x — a \ < r, (a G D et r > 0) est auto-annulé par
un T-filtre dont la plage contient a, d'après le lemme 11.1. et ceci ne
peut donc pas se produire si D est sans T-filtre à plage non vide.
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2. Transformation de Fourier associée à Z

Rappelons brièvement le problème de la non-injectivité de la trans-
formation de Fourier p-adique relative à Zp. M. Guerraoui et B. de
Mathan ont montré dans [7] que si la transformation de Fourier p-
adique associée à Z n'est pas injective, un groupe abélien compact
totalement discontinu est Fourier-injectif si et seulement s'il s'identifie
à son dual p-adique. Il s'agit donc d'établir qu'en effet cette transfor-
mation de Fourier associée à Z n'est pas injective.

Pour cela nous allons d'abord rappeler la définition de cette trans-
formation de Fourier.

Soit p un nombre premier, soit Q le complété de Q pour la valeur
absolue p-adique |. | ; soit K le complété d'une clôture algébrique de
Qp munie de l'unique valeur absolue prolongeant celle de Q , soit Vp
sa valuation (v (x) = — log |jcL) et soit 311 l'idéal de valuation de K.
Pour tout entier s > 0, soit Fy le groupe des racines p^-ième de l'unité

00

et soit F == U r^. On sait que le groupe F s'identifie au groupe des

homomorphismes continus de Z dans (K* ,.) par l'isomorphisme ^
qui associe à 7 E F l'application ^(7) telle que $(7) (x) = ^(x E Z ).

Soit L^F) l'algèbre de Banach p-adique des applications de F
dans K qui tendent vers 0 suivant le filtre des complémentaires des
parties finies de F, dont la norme est définie par ||/|| = sup 1/(7)L

7ê=r
et dont la multiplication est la convolution / * g définie par

/*^(7)= Z f(6)gW~1) .
ôer

Enfin, soit C (Zp , K) l'algèbre des applications continues de Z dans
K munie de la norme de la convergence uniforme sur Z .

On appelle transformation de Fourier p-adique relative à Z
Vhomomorphisme ^ de L^F) dans <°(Z , K) défini par

^ ( / )W= S /(7)7"
7€=r

pour tout n G Z
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3. Aspect analytique du problème.

En 1971, B. de Mathan a fait la conjecture : ̂  n'est pas injective.
Cette conjecture a trouvé en 1973 deux solutions simultanées. L'une
obtenue par J. Fresnel et B. de Mathan [4] utilise une amélioration
des résultats de [9]. L'autre que nous allons étudier ramène la conjec-
ture à un problème d'analycité grâce à la proposition 11.1 due à Yvette
Amice.

11.3. PROPOSITION. - Soit r < p p ( p ~ l ) et soit D l'ensemble des
x G K tels que \ x — 7 | > r pour tout 7 G F. Le filtre croissant % qui
admet pour base la suite des parties

A^ = { x ç E D \ 0 < v . ( x - 1 ) ^ .. -^ , ^ . ,̂.v ., ^p^p - 1)

est percé. Alors ^ n'est pas injective si et seulement s'il existe un

élément de H(D^) auto'annulé par % et de la forme g(x) = ,̂ —1—'
7e r 1 - 7 ^

Preuve. - Soit / E L^ (F). Pour tout x G îTÏZ,, il est clair que la
famille f ( J ) J n x n est une famille sommable et la fonction / définie
sur ^i par f (x) = ^ ^ /(7) 7"^"" satisfait

ne No 7er

7(x)= s ^) S ^)"= S r^-
^er ne NQ ^er A T^

de sorte que / est en fait la restriction d'une fonction / définie sur
— fOv) —K - F par (1) /(je) = V ——!— ; alors on a /EH(D). De plus,

^r 1-7^ ^

on sait que si 7 et 7'E F on a \ J — J f \ ^ p p ( p ~ l ) de sorte que
i

comme r < p^"0 chaque trou de D contient un seul élément de F ;
par suite le développement Mittag-Lefflerien de / se présente sous la
forme (1).

On sait que pour tout entier m > 0, F^ — F^_^se compose de
p^-ï - (p — 1) points répartis sur le cercle C^ de centre 1, de rayon

pp (p-i) ç^ ^ ç^ résulte donc que le filtre croissant % est percé.
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Maintenant, il est clair que / G Ker ^ si et seulement si
(2) ^ /(7) 7" = 0 pour tout M E Z (car Z est dense dans Z ) ;

yçr
mais trivialement, (1) est équivalent à (3) ^ fWY1^ = 0 pour

rer

tout x G OÎZ. Or (2) est aussi équivalent à (4) ^ / ^ /(7) 7^^ = 0
yieN^ ^^er /

pour tout x G <}îî. car (3) implique (4) et comme toute série de Taylor
nulle sur un disque a tous ses coefficients nuls, on voit que (4) implique
(3). Donc finalement / G Ker ̂  si et seulement si f(x) = 0 pour tout
xEî^ît. Or le développement Mittag-Lefflerien de / montre que/= 0
si et seulement si / = 0. On voit donc que Si n'est pas injective si et
seulement s'il existe un élément /GH(D), de la forme (1), dont la^o
restriction à 311 est nulle ; il résulte du lemme 11.1 que ̂ i est inclus
dans une plage de T-filtre et comme % est le seul filtre percé de D,
cela implique que % soit un T-filtre. Réciproquement, si % est un T-
filtre et s'il existe un élément ^EH(D), auto-annulé par % et de la

v» ^7forme Z , ———— où la famille ÛL tend vers zéro suivant le filtre
^er 1-7^- 7

complémentaire des parties finies de F, alors la fonction / : 7 -^ a^
appartient à Ker ^ et la proposition 11.3 est établie.

4. Solution du problème.

Nous allons maintenant résoudre le problème posé sous cette
nouvelle forme.

11.4. PROPOSITION. — Le filtre percé % est un ^-filtre et il existe
un élément ^EH(D), auto-annulé par^, de la forme

S —— w
7^T 1 - ̂ x

11.5. COROLLAIRE. — S1 n'est pas injective.

Preuve de la proposition 11.4. — Supposons construite une suite
de polynômes Q^ possédant la propriété <^(%) et telle que pour tout m,
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Q^ n'admette que des zéros simples appartenant tous à F et soit g un
élément de H(D) auto-annulé par % et de la forme indiquée par le
lemme I.6B. Alors comme les zéros de Q^ sont simples, il est clair que
pour tout 7 G F, (1 - ̂ x)g G H(D U Ty) où T\y est le trou de D qui
contient 7~1. Donc la partie singulière du développement Mittag-

a
Lefflerien de g relative au trou T-, est de la forme ———— ce qui prouve

' 1 — jx
que g est bien de la forme (1). Il reste donc à construire une suite de
polynômes Q^ possédant la propriété <^(%) telle que pour tout m G N,
Qyy, n'admette que des zéros simples, appartenant tous à F.

p-i
Pour tout entier s, F y est de la forme F^_^ 4- ^ us,i^s-l °ù

1 = 1
(Uy ,), (1 < / < p — 1), désigne p — 1 racines p5-lème de 1 telles que

(—————)
K, - ̂ A =^ l(p-l)/. On notera F^ = F^ etr^=^,F,_,

(1 < ; < p - 1) et on a donc - logûf(F, , , F,,) = , _ •

On appellera Y-cercle l'intersection avec F d'un cercle C centré
i

en un point de F, dont le rayon est de la forme r^ = p^ (P-O.
(Alors on sait qu'un F-cercle de rayon r^ possède p^^Çp — 1) points).
En particulier, pour tout s G N, on notera 2, le F-cercle de centre 1,
de rayon r^ ; alors il est clair que F^ H C F ^ _ ^ = 2^. D'autre part, on
notera Cy le cercle de centre 1, de rayon r^.

Pour tout entier n fixé nous allons construire maintenant une
partie Ey, de F aussi grande que possible telle que pour tous x, y G E^

x^y

on ait (5) v..(x — y ) > ——.———— . Soit s > n et supposons déjà
P (P - 1)

construite une partie E^ y de Fy satisfaisant la relation (5) pour tous
x , y G Ey, ^ et telle que tout F-cercle 2 inclus dans Fy et de rayon
x^y

r^ > r^ satisfasse (6) Card(2 H Ey, y ) = p^^Çp — 1). Nous allons cons-
truire une partie ^n s+\ ^e ^5+1 contenant E^ ^ , et satisfaisant
toujours (5) et (6) au rang 5 + 1 . Pour cela considérons les parties

r^i . ,=^i , ,G, et soit E^,, =E^u(V^,E,,J . Il est

clair que E^ ,.n satisfait encore les relations (5) et (6), et on peut
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ainsi construire Ey, par récurrence en posant E^ = U E Nous
s — n '

allons maintenant construire la suite Q^ de la façon suivante. Pour
tout m Ç. N, soit v^ la partie entière de log m et soit A^, une classe
du cercle C^. Alors soit Q^(X) = n (X - a) ; on a

m-l-v ^^m02^, _
degQ^ = P'" vm et Q^ admet exactement P7"1"1^^ - 1) pôles
sur chaque F-cercle inclus dans A^ et de rayon .̂ (v^ 4- 1 < / < m).

Nous allons établir que la suite Q^, possède la propriété ^C6),
ce qui établira le théorème d'après ce que nous avons vu précédemment.

Pour cela nous allons majorer les nombres

\n=IIQ,'m "C, Qm HA^ HD

Soit T un trou de D inclus dans A^ et soit a G T. Alors il est clair
que pour | x - a |p = r, on a

W\.) = - .. ((Q,), ̂ -T)) + .. ((Q.), ̂ -,) »

° - B- ((0") • p.-^ - ,)) + "- (^ • ̂ .-^_,,)

-^((Q,),^,_^_^)^.((Q,),^,)-

Or, par construction, le polynôme Q^ admet au plus un zéro
dans chaque disque centré en un trou de D et de diamètre r^_^ de
sorte qu'on a :

((Q^), )+^((Q.),-,TTa V^^ » ..w-l
/^-'(P - 1) •'a^'<w/ ' w-l-u._,

P "(P - 1)

.i-1-^ «'».+!m ^P_m_ _
^ —————— <.̂  ————————— —— T)„'• p'~< ? p

/•^-1^-1) P

1
(̂  • ,̂ (P-T)) + ».(«-> .^-7)^7-1et — i;,
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d'où log X^ < p + ——- •
P - 1

Alors comme les zéros d'un polynôme Q^ appartiennent tous à
m— 1 — u W W — 1 / f'm \ ^

A, , on a, en posant ̂  = p" v-, II .̂n Q, ||̂  = À, ̂  (-^)

m-i/r^^f
et Fon est donc ramené à étudier la suite FI (—/ . Soit

/ = i v^. /

^•"«C":^)")-
m-l

On a A^ = ^ (log ûf, - log rf^) ^, ==
/ = i

,V p——/ f 1 - 1 1
,̂  [ p f - ^ p - l ) P W - l ( p - l ) J

et comme P^ >/ on voit que A^ >( ^ — - ̂  p'"'"" U/^ f———\0r
^ , = 1 / , = i / ^P — l7

w-i .
^ /— W — Vf^ P / est borné de façon évidente, ce qui prouve que-

lim A^, = + °° ,m-^oo w

donc la suite Qyy, possède la propriété <?(%) et la proposition 11.4 est
démontrée.
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