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PSEUDO-CONVEXITE LOCALE
DANS LES VARIÉTÉS KAHLÉRIENNES

par Georges ELENCWAJG (*)

Introduction.

Une des méthodes pour étudier la convexité holomorphe d'un
domaine D d'une variété analytique complexe X consiste à étudier
la pseudo-convexité de D au voisinage de sa frontière ÔD dans X.
Le problème de Levi et le théorème de Docquier-Grauert illustrent
cette démarche.

On sait que si D est localement pseudo-convexe et X un espace
projectif P^(C), il résulte que D est de Stein.

A. Takeuchi [7], dans le but entre autres d'établir ce théorème,
a eu l'idée de faire des calculs sur des géodésiques d'une structure
kàhlérienne sur X pour évaluer la plurisousharmonicité de la fonction
— log (distance au bord), fonction introduite par K. Oka en géométrie
analytique.

Le présent article reprend et complète celui de A. Takeuchi [7].
On établit une inégalité précise (cf. lemme principal, inégalité

(39)) plutôt que de faire des changements de cartes multiples.
Cette inégalité permet de faciliter les passages à la limite, de dé-
gager une relation de la pseudo-convexité avec la positivité du
fibre tangent et de remplacer les hypothèses d'analyticité par celles
de différentiabilité. De manière plus précise, on obtient les résultats
suivants :

Soit X une variété analytique complexe et D CC X un ouvert
relativement compact et localement pseudo-convexe.

(*)Je voudrais remercier vivement A. Hirschowitz et P. Le Barz pour l'aide
qu'ils n'ont cessé de m'apporter lors de l'élaboration de ce travail.
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Alors
1) Si le fibre tangent T(X) est positif, D est 0 - convexe

(théorème I)
2) Si X admet une fonction strictement plurisousharmonique, D

est de Stein (théorème II)
3) Si X est l'espace total d'un morphisme de Stein à base de

Stein, D est de Stein (corollaire du théorème II).

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et g
une structure kàhlérienne de classe C°° sur X. Au voisinage de chaque
point x de X il existe un système de coordonnées z = (z^ , . . . , z^)
dites géodésiques en x dans lequel la matrice (^,.) de g vérifie les
conditions

i) SijW = ô,,

ii) dg^x) = 0

.... „ , , a^-Oc)m) R,,^(^) = - -—L—ljkl àz^ Sz,

(composantes du tenseur de courbure de g dans le système de
coordonnées z).

Voir par exemple Grauert [\] pour ces résultats.
La courbure de g sera dite positive si pour tout point x de X

et tout couple 2 u1 — » 2 v1 — de vecteurs non nuls de T^(X)
ôz, âz,

on a

iv) 2 R^^'y v k v l > 0

On dit que la variété analytique X a un fibre tangent positif
si on peut munir X d'une structure kàhlérienne g de classe C°° dont
la courbure est positive. La terminologie concernant la positivité
de fibres de rang > 1 n'est pas uniforme ; on a adopté ici les défi-
nitions de P.A. Griffiths [2].

Les espaces projectifs P^(C), par exemple, ont un fibre tangent
positif, grâce à leur métrique de Fubini (cf. Kobayashi-Nomizu [4]).
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Voyons maintenant une grandeur introduite par K. Oka pour
apprécier quantitativement la plurisousharmonicité d'une fonction
<p : U ^ R continue sur un voisinage ouvert U de z dans C".

Soit X G C" avec 11X11= 1 ( I I II désignera toujours la norme
hermitienne usuelle de C") et posons <^(r) = <^(z -h Xr) pour r G C
de module assez petit et

W<^(z, X) = lim inf —— ( f'^re16) dQ - 27T <^(0)) (1)
»•-»• 0 2/ïlr ^o /

W(^(z) = inf W(^(z , X) (2)
H À I I = = I

Une application facile de la formule de Taylor montre que si
<p est de classe C2 on a

— ô^Cz) -
W<p(z, X) = 2 —r— X, X, (3)

ÔZf 07,.

et par suite

a^z) -
W<^(z)= inf 2 ———— X,X, (4)

il À li =1 dz^dz. /

La fonction <^ est (strictement) plurisousharmonique sur U si
W est (strictement) positive sur U.

LEMME 1. - Si ^ et ^ sont continues, si <^?(z) = ^(z) et si
^>^ alors W^(z)>W^(z).

Démonstration. — Elle résulte des formules (1) et (2) puisque
^(0) = ^(0) et ^(re16) > ̂ (re10).

LEMME 2. - Si ^ et ^ sont continues et si k E R+, on a

W((^? + 40 > W(<p) + W(^) et W(A^) = k W(<p)

Démonstration. — Elle résulte des formules (1) et (2) si on se
souvient que pour des parties non vides A et B de R on a

inf (A + B) = inf A + inf B et inf (k A) = k inf A.
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LEMME 3. — Soit O^7).^ une suite de fonctions continues sur
U convergeant uniformément sur tout compact de U vers {p, lorsque
j tend vers l'infini. Si pour une constante k on a

(V/ E N) W^7 > k, on en déduit W<^ > k.

Démonstration. — Posons p(w) = k ||w||2. Pour toute fonction
^p continue sur U on a :

W(<^ - p) (z ; X) = l iminf—— ( [ '^{re i e )dQ - 2^(0))
r-+o ZTT/- L ^ o /

-(^2îr^(^I0)^-27^^(0))]

= lim inf —— ( f <^(^10) d0 - 2^(0)) - ^
r-»-o ZTrr Wo ^

= W<p(z ; X) - k et par suite W(<^ - p) (z) = W(^(z) - fc

Appliquons ce résultat au lemme. On a

W(^ - p) = W(^ - fc > 0

donc (^/ - p est une suite de fonctions plurisousharmoniques conver-
geant uniformément sur les compacts de U vers </? — p ; d'après un
résultat classique (cf. Richberg [6]) ^ — p est plurisousharmonique
donc W(<^ — p ) = W(<^) — k > 0, ce qui prouve le lemme.

Rappelons qu'une variété analytique complexe est dite 0 —
convexe s'il existe une fonction continue / : X -> R strictement
plurisousharmonique en dehors d'un compact de X et telle que
les ensembles {x G X | f(x) < a} soient compacts pour chaque a E R.
Un théorème de R. Narasimhan permet d'affirmer que X est 0 —
convexe si et uniquement s'il existe un espace de Stein Y, un
morphisme propre / : X -> Y et un ensemble fini F C Y tels que
f\ x -/-^(F) soit un isomorphisme de X -/^(F) sur Y - F.

Enfin un ouvert D de la variété analytique complexe X est
dit localement pseudo-convexe si chaque point x de la frontière
ÔD de D admet un voisinage ouvert U^ tel que U^ H D soit de
Stein. On peut alors énoncer le
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THEOREME I. - Soit X une variété analytique complexe à fibre
tangent positif et D CC X un ouvert localement pseudo-convexe
relativement compact de X. Alors D est 0 — convexe.

Démonstration. — Soit h une structure C°° kàhlérienne sur X
de courbure positive et d^ la métrique déduite sur X. Notons b^
la fonction définie dans D par b^(x) = d^(x , ÔD). On va prouver
le théorème en montrant que la fonction — log b^ est strictement
plurisousharmonique sur la trace dans D d'un voisinage dans X
de 3D. Pour chaque p E 3D on choisit une carte z^ == (z^ , . . . , z^) :
W -> C" géodésique en p.

Dans cette carte h s'écrit 2 h^ dz^ d^ et la courbure R de
h admet les composantes Rf.^. La courbure de h étant positive,
un argument de compacité implique que si on définit Cp par

Cp = inf 2R_(p)À,\.^^ (5)
1 11^11 = l l M l l = l /

on a Cp > 0. Définissons encore R*(p)

R*(p)=max IR^)! (6)
if kl ljkl

On approche alors A |W par une suite (y g) de structures hermitiennes
analytiques réelles sur Wp de la manière suivante :

Les dérivées dans la carte zp de (yg) d'ordre 0,1 et 2 convergent
uniformément sur les compacts de Wp vers les dérivées correspondantes
de h et les valeurs de ces dérivées en p coïncident avec les valeurs
des dérivées correspondantes de h en p.

L'existence d'une telle suite (y g) résulte du lemme ci-dessous :

LEMME 4. - Soit W un ouvert de R" contenant 0 et ^ G C°°(W).
// existe une suite (^py) de fonctions analytiques réelles sur W telles
que, pour a G N'" vérifient \a\ < 2

1) Les suites (D°'<^) convergent uniformément sur les compacts
de W vers DV

2) Pour chaque v G N, on a D^/O) = D^CO)
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Preuve. — II existe, d'après un théorème de Whitney cité dans
Narasimhan [5], une suite (^y) de fonctions analytiques réelles telle
que les suites (D°^) convergent uniformément sur les compacts
de W vers D^. On prend alors ^ = ̂  -4- T^ (^ - ̂ y) (0) où
T^O/? — ^) (0) désigne le développement de Taylor au deuxième
ordre de <^ — ^y calculé en zéro. Ceci démontre le lemme 4.

La suite (y g) vérifie donc

pO vêij(p) = 5,/

p") d^g^(p) == 0

,//0 ^R,,^(p) ^WP)
ôz^ ôzf IWP)

Par suite, si on définit yCp et yR* comme en (5) et (6),

Cp = ,Cp et R*(p) = ,R*(p) (7)

Si on désigne par yd la métrique déduite de yg, la suite (yd)
converge uniformément sur les compacts de Wp x Wp vers d ; posons
yb(z) = yûf(z ; 3D 0 W ). Pour un voisinage ouvert assez petit Z
de p dans Wp, la suite yb converge uniformément vers b dans Zp H D
et en conséquence la suite (- log yb) converge uniformément sur
les compacts de Z H D vers — log b. Le théorème sera donc dé-
montré, d'après le lemme 3, si on parvient à trouver un voisinage
ouvert Vp C Zp de p tel que W(— log yb) soit uniformément en v
minorée par une constante > 0 sur Vp H D.

Pour arriver à cette minoration, on remarque que les hypo-
thèses de convergence uniforme faites sur (yg) et la locale pseudo-
convexité de D dans X permettent d'associer à chaque Sp > 0 un
voisinage ouvert Up CC Zp de p tel que Up H D soit de Stein et
que sur LL on ait

( V î , / , k J E [1 , / î ] , V i / G N )

^ySiî

9z,

v8i,

< 6- (et donc aussi

v^ijkl + à\g,
ôz^ 3z/
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et \vgii\ < 2 ((^!7) est la matrice inverse de (p^,))

Le théorème résulte alors du lemme local suivant :

LEMME PRINCIPAL. - Soit U la boule \\z\\ < E de C" et D C U
un ouvert de Stem tel que 0 ^ 3D. Soit g une structure hermitienne
analytique réelle sur U (de distance déduite d) vérifiant g(0) = î et
dg(0)=0.

E 1
Soit V la boule \\z\\ < — et S. un réel vérifiant 0 < ô. <—•

4n In
Posons CQ = inf ^ Ri,fc/(°) ^i^j^k^i et

11^.11 = H^l l = 1 (• . ]ç /

R*(0) = max |R,,fc,(0)|
i,j,k,l

(8)

Supposons qu'on ait, quelque soient les entiers i , j , k , l compris
entre 1 et n, les majorations suivantes sur U

a) |̂ ,. - §J < ÔQ

b) ^
ôz,

^ 1^ < Kô^ \'~ ^ ô

ÔZ.

l/" a^ 9^

d) l^7! < 2

5'o^ é la fonction D H V -^ R : z -> fc(z) = — log d(z , 3D). Alors

\1 W(— log é) est minorée sur D H V

2/ Si la courbure R de g est positive, on a

C.W(- log b) > (9)
49 n

pour ÔQ assez petit ne dépendant que des dérivées d'ordre < 2
des g^ en 0 et de E. (Cf. inégalité (39)).
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Preuve du lemme principal. - Pour chaque / E N on définit
D7 CC D de manière que les D/ forment une suite croissante d'ouverts
strictement pseudo-convexes à frontière lisse (i.e. C°°) avec U D7 = D

/€EN

(on peut trouver une telle suite d'après [3, théorème 5.1.6] et le
théorème de Sard).

Soit Î2 un ouvert relativement compact dans V H D. Il existe
/o E N tel que / > J'Q entraîne D7 DD Î2. Pour de tels / on définit
67 : Î2 -> R : z -» ri(z, ôD7). La suite (&7) converge uniformément
sur Î2 vers b et par suite le lemme 3 implique que

W(- log 6) > inf W(- log b1) (z) '(10)
zen , /> /o

sur Î2.

Minorons donc W(- log b1) sur Î2. Soit M G Î2 et / > J ' Q . Soit
Q un des points de ôD7 tels que rf(M , Q) = d(M , ôD7) et 7 : [0,1 ] -> U
une géodésique joignant M à Q et vérifiant

7 ( 0 ) = = M , 7 ( 1 ) = Q et Il7\011^ =s (11)

(On a posé rf(M , Q) = s et ||. ||̂  la norme dans T(U) déduite de g).

Comme D7 est strictement pseudo-convexe à frontière lisse, il
existe une hypersurface analytique complexe lisse H localement
fermée dans U telle que

H H D7 = { Q }

Soit alors 7 : i? -> U un prolongement analytique complexe de 7
à un voisinage convexe i? de [0,1] dans C. Pour ? G C" assez petit
on peut définir la courbe complexe F^., translatée de 7 ,

r ^ : i ? - > U : z - > ? + 7(z).

Il existe alors un unique germe d'application holomorphe

cj : (C",0) -> (S2 , l )

tel que r^.(û;(?)) E H. Cela résulte du théorème des fonctions impli-
cites et de ce que 7'(1) n'est pas tangent à H en Q.

Soit A (^) la longueur (pour g) de la courbe réelle

[0,1] -^ U : t -> ^ + 7 (^(?)).
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On a

A(0)=s=bJ(M) et AO^^M + ?).

Le lemme 1 permet de conclure que

W(- log b1) (M) > W(- log A) (0) (12)

et

v - ô2 (log A) (0) _
W(- log A) (0) = inf 1 ——————— X,X, (13)

I I M I = i OS, os, l î

d'après (4) :

Or A(?) = |o;(ni f1 ( g ( t , ?))^2 d^ = |<4?)| G(?) (14)
^o

où on pose

g ( t , ?) = 2^ (? + 7(rù;(?))) 7, (^(?)) 7^0o;(?)) (15)

et
G(?)= r\g(t ^r))1 7 2 dr (16)

"o
a2 (-log A) (?) ^ a2 (-log ia;i)(n ^ a2^ log G) q)

or ô?,a?/ - 9?, 9?,- ^•^?,•
1 a'Ga) 1 8G(n 9G(n

GO) ô?,ô?, 4' G2^) ô?, ô?,.

(car — ' — — _ = 0 étant donné que cj est analytique complexe
a?, ar,

et ne s'annule pas).

Par suite
-a^iogAHO) . y -î ^(O) ^

1 —ôFT "̂ • / s ̂  ̂ ^ ' /

et d'après (13),

W(-logA(0)>inf2:^0|\X, (17)
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D'autre part g ( t , 0) = s2 et G(0) = s (18)

d'après (11), (15) et (16) et de plus

l^4r"-"
(<<(•o>^-^^)^-^))d(

= -L f1 ( 2 ^Sit.O) _ 9g(t. 0) 3g (^ 0).
2^ ^ l5 a .̂ 9^. a .̂ ^ )dt

et par suite

y _ i ^ œ i , _ _ J _ ^- ^ 9^,0) „z- G(O) ô?, ô^.x t Â/ - 2^ ^ ̂  Jo "ôirir
, i y r 1 ôg(t, Q) 8g a,o) ^ -
+ i71^ ~9?r~^" • x / d r

> 1 v ^ Y r 1 ôg(t-0) ^
^"^^'•'^o "^d/;

en comparant à (17) on obtient l'inégalité

W(- log A) (0) > inf (- — S X..X, /ll ^-"-^(l̂
IIÀ||=I v 2s2 ~ ' / •Jo '„. a-,7 /o?, os,

II reste à évaluer ^^L^
a?,9?/

D'après la définition (15) de g ( t , ^), on a

M-l)- y ^(?+7(^(f))') /, , , . ^ô<^))x
ac - 2d —^—a?———— l5*;, +/^ (^(?))—rr-)
" î a,<?,fc ''SA; v OS, /

T» (̂ (H) 7;(/o;(n) + y tg (P + 7(^(?)))
a,^ p

7:(̂ (?)) ^^£) 7;(̂ (?))
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Si on pose

A ,̂.s,̂ (i^^)(i"+'̂
7l (0 7;(0

B^^(^^),,<0^

c-^y(.,.,^^,o^^

^s^w'T^^
â2^^, 0)

On obtient .. ^ = A + B + C + D (20)
9?, 9?,

Pour évaluer ces quatre ternies, on exprime que 'y'(l) est ortho-
gonal, pour g, en Q à H. Comme H est, au voisinage de Q, l'image
de ? -> ^ + 7(c*;(?)) on obtient les conditions

1: ^(7(1)) (Sa^^O)8^)^)^
a,j3 °Sfc

(^= 1 , . . . , ^ )

où, en désignant par e^ le A:161"® vecteur de la base canonique de
C" et par (.1.)^ le produit hermitien déduit de g,

^\7(l)\ + ^^(7 '( l ) l7 ' ( l ))^=0 (21)
"Sfc

On, donc ^m,_^^ ^
^k s2

(k = 1 , . . . , « )

Voyons d'autres inégalités. D'après (a) (cf. énoncé du lemme
principal) on sait que, sur U, on a

1^/1 < 2 (23)
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Pour v = 2 v
a ôz.

G T^(U) on a donc

"^ = (2^) ̂ )2 < (22;z;^)2 = (2|2i;J2)2 <

< (In \\v\\2)2 =^7n \\v\\

de même

IMI = (2 ô^ ̂  1,^,)^ = (2 ((Ô^ - g^) + g^) .v^

<(ôo2i^ i 2 + iii;ii^)<(n iiurôo + \\v\\y
donc (1 - TiSg) lit; II2 < II u||^ et si on se rappelle l'hypothèse ô^ < —

on voit que II v i l 2 < 2 III;!!2

En conclusion

M^v^M et l l i » l l < 2 11^11^ (24)

De ces inégalités on déduit

l7;(/)| < ll7'(0ll <2 Il7'(01|^ donc, d'après (11).

l7;(OK2î (25)

et
acij(O)
^ (eJ7(l))^ < 1 \\e, IL b'(l)IL <4 ̂  "^" s

5- .î2 f! " S 2

ô^O) | y^ïï'donc
^ (26)

Par ailleurs 7 = 7 |[0,1 ] est une géodésique et vérifie donc, d'après
par exemple Kobayashi-Nomizu [4],

7:.'(0 + S g"(j(t)) ̂ £^)) ̂ (/) ^(/) = o
/,*,; "^/,*,/

l7"(01 <"3. 2. ôo. 2s. îset par suite

et donc l7;'œi<8 5o«3,2 (27)
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y g ( t , 0)On peut commencer a évaluer ————— = A + B + C + D à
os,9?,

Faide de ces majorations. On a

|B| -h |C| + \D\<n3 (\ +2^ . -^S. 25. 80. n3 52 -^ (28)
V s 1 s

+,,3(i+2,^).2..8So^^
Y S ' S

+ ^.gôo/i^.-^SÔo/r'^^^Ko^ôo
i3 u

où Ko est une constante ne dépendant que de n.

(on a utilisé le fait que 6^ < ô^ puisque ô^ < —).

Dans la suite on désignera par K, des constantes ne dépendant
que de n. Si on pose :

^-ju--^-) (s"+ '^ ̂
^,+^c)^)^)^

_ / ^80^^^ / " 9 û . » ( 0 ) \A2(r) =.,?.,, te+ -̂ r) (s"+ '̂  ̂ )
(»., + ..;(') ̂ ) T.C) ̂

on a A = Ai (r) + Â2 (0.

On peut majorer A^(^) par

IA^OI < n4 ôo (l + 2^ ̂ n) (l + 25 ̂ ) 25. 25

d'où IA^OKK^Ô^ (29)

D'autre part on peut écrire
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A - = .L(- ̂ ) S"8"T•(') ̂ + ..?>,, <^%)
»„„;(,) ̂  ̂  ̂  . j^ (- R^) ô.,.;(o ̂

.:<')̂ ). ̂  (- ̂ )w^ Ç" ̂ .;(,) ̂ )
Or |7;.(/) - 7;(1)| < sup t7;.'(^)| < 8 ô^n^2 d'après [27]

On peut donc écrire, en remplaçant j'^t) par 7 .̂( 1 ) et en évaluant
l'erreur A'̂  comme plus haut Ai = A'i + A^ avec

A', = S (-R(O)) 6,,Ô,,7^(1)7;:ÏÏT+ 1: -R (0)
a.fi.k.l a l 3 k ' ' r a , 1 3 , k , l a0kl

5</7;d)7;(l) + S (- R^) ô,,/7;(l) ̂  7;(1)7;ÏÏ')

^A^-^^^^0^9^^^
et |A^| < K^^Ô^R^O) (30)

(Rappelons que R*(0) = max |R(0)|)
i , j , k , l i / k l

On obtient donc

ô2^. 0)
^ ̂  ^ + 8 + 0 + 0 = A ^ + A 2 + A ^ + B + C + D

où A^ + A^ + B + C + D est une fonction continue de t vérifiant

IA;, + A^ + B + C + D| < K2^Ô^R*(0) 4- K,s2 60 + Ko^

d'après (31), (29) et (28) et donc

IA;, + A^ 4- B + C + D| < K^ô^ + K^^S^R^O) (33)

On en déduit (cf. (19), (20), (32) et (33))



PSEUDO-CONVEXITE LOCALE DANS LES VARIETES KAHLERIENNES 309

W(- log A) (0) > inf (- — S \\ f1 A' df)11x11=1 ^ 2s2 - ' / "o 1 /

- ll% (- Ù s ̂  ̂ ^o + K^S3^R^)

> ̂  (- i7 S \-\- // A'. ̂ ) - (^ 12 x,i-)

^^ÔO+K^^^R^O))
donc

W(- log A) (0) > inf (- — S X,Â, /tl A', dr)
0 (34)
-(K^Ôo +K553Ô„R*(0))

et conime s < 2E (s est la distance de deux points de E pour g ,
cf. (24)) on voit que

W(- log A) (0) > inf (- —— S \ \ f1 A', d/) -
v 2s2 ' •/o ' (35)

-ôo (K<,E2 + K^R^O))

l'intégrale figurant dans le deuxième membre de cette inégalité se
calcule comme suit : on pose, pour a , b, c , d, € C",

ôa>(0)
R(0) (a, b, c , d) = 2 R(0) a.b.c.df et y = £ À, ———

'•/•fc' ' 3?,

et on a, d'après (30)

-2X,.X, ^ A', r f / = R(0) ( ' Y ' ( I ) , J ' ( \ ) , Y ( \ ) , ^

+ ^ R(0) (7 '(1),7 '(1),7 '(1),X)>'

+ ^ R(0) (7 ' (1) ,7 ' (1) ,X,7 ' (1)^)

+ - R(0) (7'(1),7'(1).7'(1),7(1))M2
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donc d'après (35)

W(- log A) (0) > inf ^ JR(O) (7^(1), 7'(1), À , X)

+ Re R(0) (7^1) , 7'(1) 7'(1), X) ^ (36)

+ ^ R(0) (7(1),7 '(1),7 '(1)7 ;(1))M2] ) -Ô^K^+K^O))

D'après (10), (12) et (19), on a W(- log b) > W(- log A) (0)
sur Î2, qui, rappelons-le, est un ouvert relativement compact quelconque
de V 0 D.

Comme l l7 ' ( l ) l l < 2s < 4E et \y\ < v n. on voit que W(- log
s

b) est borné inférieurement sur V H D, ce qui démontre l'assertion
1) du lemme.

Si maintenant on suppose que la courbure de g est positive, on
a, d'après (8),

R(0) ( a . a , b , b ) > C^ h II 2 \\b\? (37)

et d'après Cauchy-Schwarz, on déduit

(R(0) {a, a, b, c))2 < R(0) (a, a , b , é). R(0) (û, û , c, c) (38)

L'inégalité (36) implique

W(- log A) (0) > ̂  j ̂  J"R(0) (7'(1), 7'(1) , X , À)

- |R(0) (7^(1) , 7^ (1 ) , 7^(1) , X) 1^|

+ ^ R(0) (7(1), 7(1), 7^(1) 7^(1)) M2] 1 - §o (K,E2 + K^R^O))

, ^ 3- K(O) (7'(1), 7'(1), 7'(1) 7'(1)) . R(0) (7'(1), 7'(1), À , X) - |R(0) 7'(1),7'(1) ,7'dA)|2
> inf } — —————————•——————————————__________________,_____________

" À l l = l v 2S2 4R(0) (7 ' ( l ) , 7 ' ( l ) , 7 ' ( l )7 ' ( l ) )

-6^ (K^E2 +K7R*(0))

(d'après la formule donnant le minimum d'une forme quadratique en
M)
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> inf ^ • ̂  R o ( 7 ' ( l ) , 7 ' ( l ) , X , X ) - Ô^E2 + K^R^O))

d'après (38) donc

W(- log A) (0) > inf } —— Co ll7'(l)112 I I X l l 2 i
\ 24s2 f

- S^E2 + K^R^O))

d'après (37).

Comme l l7 ' ( l ) l l > ——— HT'O)" = ———- on ayZTz ^ ^/2n

W(- log A) (0) > —°- - ôo(K,E2 + K^R^O))

et comme cette minoration ne dépend pas de Î2, on a

ç
W(- log b) > —SL- - ôo (K^E2 + K^R*^)) sur V H D (39)

Ce qui démontre le 2) du lemme et par suite termine la preuve du
théorème I.

THEOREME II. — Soit X une variété holomorphe munie d'une
fonction ^ continue strictement plurisousharmonique. Tout domaine
D CC X relativement compact et localement pseudoconvexe est de
Stem.

Preuve. — On commence par remplacer <p par une fonction
^* G C°°(X) strictement plurisousharmonique, ce qui est possible,
d'après Richberg [6, Satz 4.2] par exemple. On considère alors sur

ô2^*
X la métrique kàhlérienne donnée localement par g., = ——-: •1 ôz, ôz,

Soit P G 3D ; il existe, d'après le 1) du lemme principal, un
voisinage Vp de P tel que W(— log b) est minorée par une constante
K sur D H V. Le lemme 2 implique que — log b + fjnp* est stricte-
ment plurisousharmonique pour ^ assez grand.
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Comme 3D est recouvrable par un nombre fini de tels ouverts
Vp, on voit que - log b 4- fnp* est strictement plurisousharmonique
sur D, en dehors d'un compact Q de D.

Le domaine D est donc 0-convexe ; mais comme il supporte
la fonction strictement plurisousharmonique <^*, il est de Stein. Le
théorème est donc prouvé.

Rappelons qu'un morphisme TT : X -> Y entre variétés analy-
tiques complexes est dit de Stein s'il est possible de recouvrir la
base Y par une famille (Y^) d'ouverts tels que les ouverts TT'^Y^)
soient de Stein.

Une conjecture classique est que si le morphisme TT est de Stein
et que la variété Y est de Stein, la variété X l'est aussi.

Un cas particulier de cette conjecture est la conjecture de Serre
selon laquelle l'espace total d'une fibration localement triviale à
base et fibre variétés de Stein est de Stein.

Enonçons maintenant le

COROLLAIRE - Soit TT : X -> Y une submersion de Stein entre
variétés holomorphes. Supposons Y de Stein. Alors tout ouvert
D CC X localement pseudo-convexe et relativement compact dans
X est de Stein.

Démonstration. — D'après le théorème II il suffit de prouver
qu'il existe une fonction strictement plurisousharmonique <p sur un
voisinage ouvert de D. Soit 4^ une fonction strictement plurisous-
harmonique sur TT'^Y^) et (^) une partition de l'unité C°° subor-
donnée au recouvrement (Y^). La fonction a = 2(^ o TT) . ̂  est
C°° et strictement plurisousharmonique sur les fibres de TT.

Soit $ E D ; soit V = V({) (zl ' ' ' ' f zn ' wl ? ' ' ' ? wm^ Çn+m

une carte en Ç telle que z, = z\ o TT où ( z [ , . . . , z'^) est un système
de coordonnées de TT(V).

Les fibres Tr"1^) seront donc décrites dans V par des équations
z, = constante. Soit U = U(^) un voisinage ouvert relativement com-
pact de Ç dans V. On va montrer que, pour k > k(^), la fonction
indéfiniment différentiable o + k(^/ o TT) = ̂  est strictement pluri-
sousharmonique.



PSEUDO-CONVEXITE LOCALE DANS LES VARIETES KAHLERIENNES 3 13

Ceci établira le théorème puisqu'on peut recouvrir D par un
nombre fini d'ouverts U({,) (/ = 1 , . . . , p ) et la fonction ^ = ̂
sera strictement plurisousharmonique sur U U(^.) D D pour

» = i , . . . , p
k > sup k(^). Calculons donc la matrice de Levi de <^ sur U($)i = i,..., p
dans le système de coordonnées ( z ^ , . . . , z^ , w ^ , . . . , w^).

^ T . . .. / A ^ ( z , w ) B ( z , w ) \On a L((^ ; (z , w)) = ( )fc ^C(z, w) D(z, wV

où Aj^ , B , C , D représentent les matrices suivantes

A*- = L { f i k) = A + A; L*(^) où on pose^àz. 07,. '

A = (A,y) avec

A - V ypQ 4- V ap! ̂  V ̂  ô^ ^ V ô2^A,; = Zj •———— + / , ——s- + .7, ——t- ——i- -h /, /)„ ————£-17 ^ ôz, ôz, ^ ôz, ^ ôz;. ôz, ^ ^ ôz, ôz;.

/ a2^ \
L*(^) = (-———) (matrice définie positive)

^ôz, Sz^

B-(B,) avec B,= ̂ ^=1:^^+1: p,-8^/ 3z, ôwy ^ 3z, ôw^ ^ • ôz, ôzy

r - (G \ r ^ yôPû^, y 92^C - (C,.) avec C,. = -——= L—1-—^ + L pp -—J-
' ÔWf ÔZy ^ ÔZy ÔW, ^ p ÔW, ÔZ.

a2^. v a2^.
D = (D,,) avec D,, = T————= 1 P^ T——1

/ / ÔW, ÔWy ft p ÔW, ÔWy

Soient u G C" et i; G C" deux vecteurs colonnes tels que

l l^ l l 2 + lldl2 = 1 et (z, w ) G U(Ç)

On a

L(^ ; (z, u;)) (^, v) = ̂  A(z , w) u + Â:^ L*(^ ; (z , w)) ïï

+ hi B(z, w) v + ̂  C(z , w) u 4- ^ D(z, w) v.

Les matrices A, B, C étant bornées sur U({) CC V({) et les
matrices L*(^ ; (z, w)) et D(z, w) étant définies positives on voit
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que L(<^ ; (z, w)) (u, v) > 0 pour ^ assez grand, indépendant de
(z, w) G U(^), ce qui prouve le théorème.

Remarques. - On généralise facilement le théorème dans deux
directions.

1) On peut se contenter de supposer que Y et les ^"^(Y^)
possèdent des fonctions strictement plurisousharmoniques.

2) On peut remplacer l'hypothèse D compacte par TT | D propre.
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