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PSEUDO-CONVEXITE LOCALE
DANS LES VARIETES KAHLERIENNES

par Georges ELENCWAJG (*)

Introduction.

Une des méthodes pour étudier la convexité holomorphe d’un
domaine D d’une variété analytique complexe X consiste a étudier
la pseudo-convexité de D au voisinage de sa frontiére 0D dans X.
Le probléme de Levi et le théoréme de Docquier-Grauert illustrent
cette démarche.

On sait que si D est localement pseudo-convexe et X un espace
projectif P, (C), il résulte que D est de Stein.

A. Takeuchi [7], dans le but entre autres d’établir ce théoréme,
a eu l'idée de faire des calculs sur des géodésiques d’une structure
kdhlérienne sur X pour évaluer la plurisousharmonicité de la fonction
— log (distance au bord), fonction introduite par K. Oka en géométrie
analytique.

Le présent article reprend et compléte celui de A. Takeuchi [7].

On établit une inégalité précise (cf. lemme principal, inégalité
(39)) plutdot que de faire des changements de cartes multiples.
Cette inégalité permet de faciliter les passages a la limite, de dé-
gager une relation de la pseudo-convexité avec la positivité du
fibré tangent et de remplacer les hypothéses d’analyticité par celles
de différentiabilité. De maniére plus précise, on obtient les résultats
suivants :

Soit X une variété analytique complexe et D CC X un ouvert
relativement compact et localement pseudo-convexe.

(*) Je voudrais remercier vivement A. Hirschowitz et P. Le Barz pour l'aide
qu’ils n’ont cess¢ de m’apporter lors de I’élaboration de ce travail.
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Alors

1) Si le fibré tangent T(X) est positif, D est 0 — convexe
(théoréme 1)

2) Si X admet une fonction strictement plurisousharmonique, D
est de Stein (théoréme II)

3) Si X est I’espace total d’un morphisme de Stein a base de
Stein, D est de Stein (corollaire du théoréme II).

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et g
une structure kdhlérienne de classe C™ sur X. Au voisinage de chaque
point x de X il existe un syst¢éme de coordonnées z = (z,,...,z,)
dites géodésiques en x dans lequel la matrice (g,.i) de g vérifie les
conditions

i) gi,'(x) = 6,','
ii) dg;,(x) = 0

azgi'(x)
9 R =~ S04

(composantes du tenseur de courbure de g dans le systéme de
coordonnées z).

Voir par exemple Grauert [1] pour ces résultats.

La courbure de g sera dite positive si pour tout point x de X

.0 .0
et tout couple £ u' —— , £ v' — de vecteurs non nuls de T, (X)
0z; 0z;

on a

iv) Z Ry, '/ v¥ 5! >0

On dit que la variété analytique X a un fibré tangent positif
si on peut munir X d’une structure kihlérienne g de classe C~ dont
la courbure est positive. La terminologie concernant la positivité
de fibrés de rang > 1 n’est pas uniforme ; on a adopté ici les défi-
nitions de P.A. Griffiths [2].

Les espaces projectifs P, (C), par exemple, ont un fibré tangent
positif, griace a leur métrique de Fubini (cf. Kobayashi-Nomizu [4]).
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Voyons maintenant une grandeur introduite par K. Oka pour
apprécier quantitativement la plurisousharmonicité d’une fonction
¢ : U~ R continue sur un voisinage ouvert U de z dans C".

Soit AEC"” avec IAl=1 (Il I désignera toujours la norme
hermitienne usuelle de C") et posons ¢, (1) = ¢(z + A7) pour 7 €C
de module assez petit et

W¢(z A) = lim 1nf — (f o, (re’®) do — 2m cp)‘(O)) (n

r-0

We(z) = inf Wo(z, M) ()

Une application facile de la formule de Taylor montre que si
¢ est de classe C*> on a

~ %p(2)
Woz, N = 2 =52 % AN 3)
et par suite
2
Wo(z) = inf = 228, X (@)

=1 0z;0z; '/

La fonction ¢ est (strictement) plurisousharmonique sur U si

Ww est (strictement) positive sur U.

LEMME 1. — Si ¢ et ¥ sont continues, si p(z) = ¥(z) et si
¢ =2V alors Wo(z) =2 W¥(2).

Démonstration. — Elle résulte des formules (1) et (2) puisque
‘PA(O) = \I’)\(O) et ‘P}\(rew) = ‘p}‘(rew)-
LEMME 2. — Si ¢ et ¥ sont continues et si k €R", on a
W(p + ¥) = W(p) + W(¥) et W(ky) =k W(p)
Démonstration. — Elle résulte des formules (1) et (2) si on se
souvient que pour des parties non vides A et B de R on a

inf (A + B) = inf A + inf B et inf (kK A) = k inf A.
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LemMme 3. — Soit (go"),.eN une suite de fonctions continues sur
U convergeant uniformément sur tout compact de U vers ¢, lorsque
j tend vers linfini. Si pour une constante k on a

Vi EN) W/ >k, on en déduit Wy > k.

Démonstration. — Posons p(w) = k || wll>. Pour toute fonction
¢ continue sur U on a :

~ N L 1 2w "
W(p —p) ;M) = lim inf —— [(f0 er(ret®) do — 2mg, (0))

_ (f“p,\(reio)dG - 21rp,\(0))]

0

= lim inf
rs0 27r

[

(fo"«px(re"f’)do ~ 210, (0)) — &

= Ww(z ;A) — k et par suite W(p — p) (z) = Wo(2) — k
Appliquons ce résultat au lemme. On a
W —p)=W)—-k=0

donc ¢/ — p est une suite de fonctions plurisousharmoniques conver
geant uniformément sur les compacts de U vers ¢ — p ; d’aprés un
résultat classique (cf. Richberg [6]) ¢ — p est plurisousharmonique
donc W(p — p) = W(p) — k 2 0, ce qui prouve le lemme.

Rappelons qu’une variété analytique complexe est dite 0 —
convexe s’il existe une fonction continue f : X — R strictement
plurisousharmonique en dehors d’un compact de X et telle que
les ensembles {x € X | f(x) < a} soient compacts pour chaque a € R.
Un théoréme de R. Narasimhan permet d’affirmer que X est 0 —
convexe si et uniquement s’il existe un espace de Stein Y, un
morphisme propre f: X = Y et un ensemble fini F CY tels que
f1X — f~Y(F) soit un isomorphisme de X — f~'(F) sur Y — F.

Enfin un ouvert D de la variété analytique complexe X est
dit localement pseudo-convexe si chaque point x de la frontiére
oD de D admet un voisinage ouvert U, tel que U, N D soit de
Stein. On peut alors énoncer le



PSEUDO-CONVEXITE LOCALE DANS LES VARIETES KAHLERIENNES 299

THEOREME |. — Soit X une variété analytique complexe a fibré
tangent positif et D CC X un ouvert localement pseudo-convexe
relativement compact de X. Alors D est 0 — convexe.

Démonstration. — Soit h une structure C™ kidhlérienne sur X
de courbure positive et d,, la métrique déduite sur X. Notons b,
la fonction définie dans D par b,(x) = d,(x, 0D). On va prouver
le théoréme en montrant que la fonction — log b, est strictement
plurisousharmonique sur la trace dans D d’un voisinage dans X
de dD. Pour chaque p € dD on choisit une carte z? = (% ,...,2F) :
W, = C" géodésique en p. o

Dans cette carte & s'écrit = h¥ dz? dZ'].p et la courbure R de
h admet les composantes Rg.k,. La courbure de & étant positive,
un argument de compacité implique que si on définit C, par

G = ||A||=il|]|£u=1 2 RE(P) N b iy ©)

on a C, > 0. Définissons encore R*(p)

R*(p) = max IRF,,(P)] (6

On approche alors h|Wp par une suite (,g) de structures hermitiennes
analytiques réelles sur Wp de la maniére suivante :

Les dérivées dans la carte z” de (,8) d’ordre 0,1 et 2 convergent
uniformément sur les compacts de W, vers les dérivées correspondantes
de & et les valeurs de ces dérivées en p coincident avec les valeurs
des dérivées correspondantes de 4 en p.

L’existence d’une telle suite (,g) résulte du lemme ci-dessous :

LEMME 4. — Soit W un ouvert de R” contenant 0 et ¢ € C°(W).
1l existe une suite (p,) de fonctions analytiques réelles sur W telles
que, pour o € N™ vérifient |a| <2

1) Les suites (D“‘p,,) convergent uniformément sur les compacts
de W vers D%p.

2) Pour chaque v € N, on a D%*p,(0) = D%p(0)
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Preuve. — 11 existe, d’aprés un théoréme de Whitney cité dans
Narasimhan [5], une suite (¥,) de fonctions analytiques réelles telle
que les suites (D*¥,) convergent uniformément sur les compacts
de W vers D%. On prend alors ¢, =¥, + T, (p — ¥,) (0) o
T,(p — ¥,) (0) désigne le développement de Taylor au deuxiéme
ordre de ¢ — ¥, calculé en zéro. Ceci démontre le lemme 4.

La suite (,g) vérifie donc
,,i) pg,‘,'(p) = 5,','
vi) d,8,;(p) =0

0% ,8,(p)
vil) Ry (p) = — a_zz—gz_p- = Ry (p)
k 1

Par suite, si on définit ,,Cp et ,R* comme en (5) et (6),

C, =,C, et R*(p) = ,R*(p) (7

Si on désigne par ,d la métrique déduite de ,g la suite (,d)
converge uniformément sur les compacts de W, x W, vers d ; posons
,b(z) = ,d(z ; 0D N Wp). Pour un voisinage ouvert assez petit Zp
de p dans W_, la suite ,b converge uniformément vers b dans Z,ND
et en conséquence la suite (— log ,b) converge uniformément sur
les compacts de Z, N D vers — log b. Le théoréme sera donc dé-
montré, d’aprés le lemme 3, si on parvient & trouver un voisinage
ouvert V, CZ, de p tel que W(— log ,b) soit uniformément en »
minorée par une constante > 0 sur vV, N D.

Pour arriver a cette minoration, on remarque que les hypo-
théses de convergence uniforme faites sur (,g) et la locale pseudo-
convexité de D dans X permettent d’associer a chaque §, > 0 un
voisinage ouvert U, CC Z, de p tel que U, N D soit de Stein et
que sur U, on ait

(Vi,j,k,l1€[1,n],VvEN) lpgii—ail’l<8p’
9,8 .| 9, &
—4 <8, (et donc aussi | =2 |< 6p)
0z, Z,

978
|DRiikl + az pa;l ‘ < 8
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et |,87] <2 ((,g") est la matrice inverse de (,g;))

Le théoréme résulte alors du lemme local suivant :

LEMME PRINCIPAL. — Soit U la boule ||z|| < E de C" et DCU
un ouvert de Stein tel que 0 € dD. Soit g une structure hermitienne
analytique réelle sur U (de distance déduite d) vérifiant g(0) = I et
dg(0) = 0.

E 1
Soit V la boule |z|| < 4— et 8, un réel vérifiant 0 < §, <°2—-
n n
Posons C, =  inf R, (0) NN\, . 11, et
0 A= Bl =1 i,j;k,l ukl( ) i M My

R*(0) = max |R;y,(O) ®)

Supposons qu’'on ait, quelque soient les entiers i,j, k,l compris
entre 1 et n, les majorations suivantes sur U

2) lg; — 8,1 < &

ag;;
b)| —=L|< 3§ 1< 6
)l | ° 0z, °

0z,

d%g..
Rijm + —Fi

L1<5$d
0z, 0z,

c)

[}

d) g7 <2
Soit b la fonction DNV => R : z = b(z) = — log d(z ,0D). Alors
1/ W(— log b) est minorée sur D NV

2/ Si la courbure R de g est positive, on a

C
W(— log b) = 4—9% )

pour &, assez petit ne dépendant que des dérivées d’ordre < 2
des 8 en 0 et de E. (Cf. inégalité (39)).
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Preuve du lemme principal. — Pour chaque j € N on définit
D/ CC D de maniére que les D/ forment une suite croissante d’ouverts

strictement pseudo-convexes a frontiére lisse (i.e. C*) avec U D'=D
JEN

(on peut trouver une telle suite d’aprés [3, théoréme 5.1.6] et le

théoréme de Sard).

Soit £ un ouvert relativement compact dans V N D. Il existe
jo €N tel que j=j, entraine D/ DD Q. Pour de tels j on définit
b . Q>R : z—->d(z, aD’). La suite (b7) converge uniformément
sur §2 vers b et par suite le lemme 3 implique que

W(—log b) = inf  W(— log b) (2) (10)
ZEQ,j>],
sur £2.

Minorons donc W(~ log b’y sur . Soit M GQ et j = j,. Soit
Q un des points de D’ tels que d(M , Q) = d(M ,dD’)ety: [0,1]> U
une géodésique joignant M a Q et vérifiant

7(0) =M, (1) = Q et |I“9'(t)llg=s (an
(On a pos¢ dM,Q) =5 et |. Ilg la norme dans T(U) déduite de g).

Comme D’ est strictement pseudo-convexe a frontiére lisse, il
existe une hypersurface analytique complexe lisse H localement
fermée dans U telle que

HN D ={Q}

Soit alors v : 9 = U un prolongement analytique complexe de 7
a un voisinage convexe ¢ de [0,1] dans C. Pour { € C" assez petit
on peut définir la courbe complexe Fg, translatée de v,

l"i,:ﬂ—>U:z—>§+7(z).
Il existe alors un unique germe d’application holomorphe
w:(@C",0~>@®,1

tel que I‘;(w(i’)) € H. Cela résulte du théoréme des fonctions impli-
cites et de ce que y'(1) n’est pas tangent 2 H en Q.

Soit A(¢) la longueur (pour g) de la courbe réelle

[0,1]>U:¢t->¢+ 7 (tw(d)).
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On a
A0)=s=b'M) et AR)=b'M + ).

Le lemme 1 permet de conclure que

W(— log b7) (M) = W(— log A) (0) (12)
et
. —3%(log 4) (0)
Wi log 8) (0) = inf X ——rSe—— K NN 0
d’apres (4) :
Or A = (DI fl (g(t, ENY? dr = [w()I G() (14)
o

ou on pose

g, §) =2g,,  + 7w 7, tw®) 1¢w®) A5)

et

G = [ g, )2 dr (16)

0
0°(—log &) §) _ (- log lwh ) , %~ 10gG) &)
3%, 3%; 3%, 8%, 3; 35;
_ 1 6O 1 3GK)IGK)
G@®) 95,95, G’ 9%, a5

Or

0% (— log |wl) (§)
(car —
o9§; F;
et ne s’annule pas).

= (0 étant donné que w est analytique complexe

Par suite.
L — 0%(log A) (0) . — —1 9*G) . —
— NS —_— — N N\
Lo, N7 LG50 5 Y

et d’aprés (13),

. —1 3°G(0) | -
W(— log A(0) > inf ) GO %, 9%, NN a7
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D’autre part g(¢, 0) = s? et G(0) = s (18)
d’aprés (11), (15) et (16) et de plus

*G(O) _ 1 pt _an
TRTARE [ e, op
d’g(z, 0) 0g(t, 0) ag(t 0)
(e 0 a5, o5, 2%, ) a
3%g(t, 0)  3g(t, 0) ag(t, 0)
T2 w ( o, 05, o5 0%, ) &

et par suite

—1 32G(0) 1 = 9%, 0)
G(0) d¢; 3%, Ny =T IE LN fo 85, 3%, a

1 og(t, 0) ag(t, 0)
+ s Zf; o 5% AN, de

1 - og(z, 0)
2-—— . =
252 z 7\'7\’ ‘/(: o, 6§ dr

en comparant 4 (17) on obtient I’inégalité

) 1 1 92 2%’g(t, 0)
W(=log &) (0) > inf 2s2 Y AR j; e )(19)

2*g(t, 0)
3, 93;
D’aprés la définition (15) de g(¢, ¢), on a

Il reste a évaluer

%LO _ g O ¢+ (tw@)

aw(f)))
afi a,B,k ag_k

(Bus + 1 ros) =5

Yo C0() Y tw(@) + 2 18y (B + ¥ (t0(5))
a’ﬂ
W) ———

7, (¢ (§)) ax,

7, (t(0)
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Si on pose

A= 2 M (5 oy () (0)) (8,” 7, (1) (0))

a Bk, 1 05 5, of;
RACEAD:
. a“ aga (w» e (i r(O)> {0 7T (;;(0)
- a’“ ag%(v(t)) (% 110 2 ;0))t7;'(t) 5 _:?
D= :4;. 84, (Y(1) 7, (1) a‘;’;?) Wt—) a‘;’;?)
On obtient aza—i(;’g_% =A+B+C+D (20)

Pour évaluer ces quatre termes, on exprime que v'(1) est ortho-
gonal, pour g, en Q a H. Comme H est, au voisinage de Q, I'image
de ¢ > ¢ + v(w(§)) on obtient les conditions

w (0)
0%,

T 2as(r(1) (Bo + NIOE: )&, =0
a,B

k=1,...,n)

ou, en désignant par e, le ki®me vecteur de la base canonique de
C" et par (.1.)g le produit hermitien déduit de g,

ow
(e 17'(1)), + © ('MIy'ay, =0 @2n
le%
On a donc 0w(0) _ _ (o 17 (D), 22)
a$, 52
k=1,...,n)

Voyons d’autres inégalités. D’aprés (a) (cf. énoncé du lemme
principal) on sait que, sur U, on a

g, <2 (23)

21
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0
Pour v = X v, 8_ € T,(U) on a donc
z

a

1
2

L 1
Il = (Zg,,G) v,76)* < QZv,vp)* = Q2IZv,01*)? <

1
< 2n wl*)? =/Zn vl
de méme

1 1
loll = (284, v40) = (Z(B,, — 84,) + 8a ) VaTy )’

< (8 Z logl? + llvll2) < (n vl 5, + Ilvllz)%
donc (1 — nd,y) lvl* < llvll3 et si on se rappelle I'hypothése 8, < o
on voit que llv I? < 2 llvll2.
En conclusion
ol </Znlivl et ol <2 lvl, (24)

De ces inégalités on déduit

|7;(t)l < Iyl <2 Il'y'(t)llg donc, d’aprés (11),

ly;(0)] < 2s (25)
3w (0)| _ (e, I7'(1)) 1 , 1
I o i< k x g <3 le, I, ||v(1)||g<;,/2n le, I s
0 V2
donc «© < -
ot s (26)

Par ailleurs y = vy |[0,1] est une géodésique et vérifie donc, d’aprés
par exemple Kobayashi-Nomizu [4],

" og..(v(¢
'Y:-'(t) + 2 8" () ﬁ,a(_‘/(_}_) 'Y;c(t) v @) =0
ik, 1 Z

et par suite V')l <n3.2.8,.25.2s

et donc I’y:.'(t)l <8 §,m3s? 2N
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’g(t, 0)

0]
On peut commencer a évaluer ———=A+ B+ C+ D a
ag; ag;

I'aide de ces majorations. On a

IB| + |C| + |D| <n? (1 + 2s- "s n)-2s.880n3s2 “sn (28)

+m3 (1+2s "3"). 2. 85, n3 52 Y2
N

n2.880n3s2-——'sn 88, n’ s 's z

< K, 528,

ou K, est une constante ne dépendant que de n.

1
(on a utilisé le fait que 6(2) < §, puisque §, < 2—)
n
Dans la suite on désignera par K; des constantes ne dépendant

que de n. Si on pose :

A= o ,,2;, ! ( Ra(pqc), (51,' + tv,(®) %
ki § o 8
9784, (v(1) 00
A0 = B RO, iy ) Gy mo )

' dw( ’ N
(s + 710 =5=) 700 7D
ona A=A+ A0
On peut majorer A,2 () par

1A, 01 <n* 8, (1+2s ‘/Tﬁ) (1 +2s \/—3'_—’) 2s. 2s

d’o 1A, (Dl <K, s*8, 29)

D’autre part on peut écrire
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A= X (—R(O))S,,a,,,v(t)vﬁ(t)+ z (R(O))

«,B,k,l afkl
) - w(O)
8ty (1) J—lva(t) no+ Y (-r (0)) Bty =2
aBkl 6§‘
o 30(0) 9w(0) ,  ——
nono+ ¥ (- R(0) v 2= 20 29O) 1+ 1y 37

of; of;,
Or |'y:.(t) — 'y'.(l)l < sup I'y‘. (¥l < 8 §,ns*> d’aprés [27]

aBkl

On peut donc écrire, en remplagant () par 7;(1) et en évaluant
Perreur A, comme plus haut A, = A’ + A avec

A= L (CRO) 88D D+ L -R ©

a,B,k,1 @ a,B,k,1 aBkl
(0)
s rm+ T (CRO) Beatri(1) 220 - DY 7D
a,B,k,1
0w(0) 0w(0)
+ R (0) )2 vi(1) D ——— —/— v.(L (1)
aazkz( D)7 M 7 2%, %, K
et IALl < K, 58, R*(0) (30)

(Rappelons que R*(0) = max |R(0)|)
i,j,k,l ijkt

On obtient donc

02%g(t, 0)
o¢; a?j

ou A, + A, + B+ C + D est une fonction continue de ¢ vérifiant

=A+B+C+D=A’l+A'2+A2+B+C+D(l32)

A, + A, + B+ C+ D| < K,s?8,R*(0) + K,s28, + K, 82
d’aprés (31), (29) et (28) et donc
|A, + A, + B+ C+D| <K,s?8, +K,s°5,R¥(0)  (33)
On en déduit (cf. (19), (20), (32) et (33))
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_ 1 ,
W(— log A) (0) = 1nf (—— 20 & )\,.)\,. j; Al dt)

IIMI—l (_ ">\1' X, s? 8, + K, S380R*(0)))

1
— £y ’ _ . 2
> N 1 ( 252 Z)‘ﬂ\; j; Ay dt) (")\Sklgl |1Z )\,I)
(K3S250 + K2s350R*(0))
donc
W(= log 4) (0) > inf ——zm\ f A} dr)

(34)
— (K428, + K528, R*(0))

et comme s < 2E (s est la distance de deux points de E pour g ;
cf. (24)) on voit que

W(= log A) (0) > inf (— Z AN f Avdr) - (35)

— 8, (K¢E* + K, R*(0))

I'intégrale figurant dans le deuxiéme membre de cette inégalité se
calcule comme suit : on pose, pour a, b, ¢, d, € C",

3w (0
R(0) (@, b, c,d) = £ R(0) a,b;c,d, et y = T, 9x(0)
ijkl af
et on a, d’aprés (30)
N 1 ’ ’ ’ ’
—INX, [ALd = RO (D, 7' D), ¥,

1
+ 3 R(O) ('(D,7'(D), 7' (D, Ny
1 —
+ 3 R(O) (v'(1),y'(D, N,y (1) Y)

1
+3 RO) (Y'(D),v' (D, y'(1), vyl
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donc d’aprées (35)

W(- log A) (0) = inf

1 ’ ’
Z;[R(O) M),y M,A,N

+ Re R(0) (¥'(1),Y'(D) ¥ (D, Ny (36)
1
+ 3 R(O) (¥'(1),¥'(D,¥'(D) ~'(1) IYIz] ‘ — 8, (KgE* + K;R*(0))

D’aprés (10), (12) et (19), on a W(—log b) = W(—log A) (0)
sur §2, qui, rappelons-le, est un ouvert relativement compact quelconque
de VN D.

n\/2n
Comme ly'(DI < 2s < 4Eet |y| < ——on voit que W(— log

b) est borné inférieurement sur V N D, ce qui démontre I’assertion
1) du lemme.

Si maintenant on suppose que la courbure de g est positive, on
a, d’apreés (8),

R(0) (@.a,b,b) = C, lal® Ipl? (37
et d’aprés Cauchy-Schwarz, on déduit
(R0) (@,a,b,c)* <R©O) (a,a,b,b).RO) (@,a,c,c)(38)

L’inégalité (36) implique

W(—log 4) (0) = inf { L [R(O) ('), Y (D,
=1 { 2s2

— IR (v'(D), 7' (D), "D, N) Iyl
| :
3 R(0) (v'(1),¥'(D),¥'(D 7'(1))lyl2] % — 8, (K,E* + K;R¥0))

4
7 RO (/'(D, ', ' M (1)) . RO) (r'(D), v (1), A, 0) = [RO) y'(1),y'(1), 7' (1Y N)P

w

> inf }— 7
=1 2s2 4R(0) ('(D),y'(1), ¥ (1) ¥'(1)

— 8, (K,E2 + K, R*(0))

(d’apres la formule donnant le minimum d’une forme quadratique en

lyD
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> inf _1 _1_ ' ' 2 *
= in > 34 Ro(y' (D, vy (1), A,N) — §,(K,E* + K,R*(0))
d’aprés (38) donc

1
W(—log A) (0) = inf } —— C, Iy'(D)I? IAIP
(=log 4) (0) > inf ) 2 Co Iy’ (DI I

— 8,(K4E? + K,R*(0))
d’aprés (37).

1
ly'(), = —== on a

Ner N

C
W(- log A) (0) > 48—‘;1 — 8,(K,E* + K,R*(0))

Comme ly'(1)Il >

et comme cette minoration ne dépend pas de £2, on a

C
W(-—log b) > ﬁ — 8, (K E* + K,R*(0)) sur VN D (39)

Ce qui démontre le 2) du lemme et par suite termine la preuve du
théoréme .

THEOREME II. — Soit X une variété holomorphe munie d’une
fonction ¢ continue strictement plurisousharmonique. Tout domaine
D CC X relativement compact et localement pseudoconvexe est de
Stein.

Preuve. — On commence par remplacer ¢ par une fonction
p* € C7(X) strictement plurisousharmonique, ce qui est possible,
d’aprés Richberg [6, Satz 4.2] par exemple. On considére alors sur
32 p*
0z, 0z;

X la métrique kéhlérienne donnée localement par g; =

Soit P € aD ; il existe, d’aprés le 1) du lemme principal, un
voisinage V, de P tel que W(— log b) est minorée par une constante
K sur DN V. Le lemme 2 implique que — log b + up* est stricte-
ment plurisousharmonique pour u assez grand.
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Comme 0D est recouvrable par un nombre fini de tels ouverts
Vp, on voit que — log b + up* est strictement plurisousharmonique
sur D, en dehors d’'un compact Q de D.

Le domaine D est donc O-convexe ; mais comme il supporte
la fonction strictement plurisousharmonique ¢*, il est de Stein. Le
théoréme est donc prouvé.

Rappelons qu’un morphisme 7 : X = Y entre variétés analy-
tiques complexes est dit de Stein s’il est possible de recouvrir la
base Y par une famille (Y,) d’ouverts tels que les ouverts 7~ '(Y,)
soient de Stein.

Une conjecture classique est que si le morphisme 7 est de Stein
et que la variété Y est de Stein, la variété X I’est aussi.

Un cas particulier de cette conjecture est la conjecture de Serre
selon laquelle I’espace total d’une fibration localement triviale a
base et fibre variétés de Stein est de Stein.

Enongons maintenant le

COROLLAIRE — Soit w : X > Y une submersion de Stein entre
variétés holomorphes. Supposons Y de Stein. Alors tout ouvert
D CC X localement pseudo-convexe et relativement compact dans
X est de Stein.

Démonstration. — D’aprés le théoréme II il suffit de prouver
qu’il existe une fonction strictement plurisousharmonique ¢ sur un
voisinage ouvert de D. Soit ¥, une fonction strictement plurisous-
harmonique sur 77'(Y,) et ({,) une partition de l'unité C* subor-
donnée au recouvrement (Y,). La fonction 0 = Z({, o m). ¥, est
C™ et strictement plurisousharmonique sur les fibres de .

— Zy e 2y Wy, W
Soit (€D ; soit V= v(p) & n m) cntm
une carte en £ telle que z; = z; o m ol (z,,..., 2, ) est un systéme

de coordonnées de w(V).

Les fibres 7~ !(x) seront donc décrites dans V par des équations
z; = constante. Soit U = U({) un voisinage ouvert relativement com-
pact de £ dans V. On va montrer que, pour k = k({¢), la fonction
indéfiniment différentiable 0 + k(¥ o m) = ¢, est strictement pluri-
sousharmonique.
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Ceci établira le théoréme puisqu’on peut recouvrir D par un
nombre fini d’ouverts U(§,) (i=1,...,p) et la fonction ¢ = ¢,

sera strictement plurisousharmonique sur 0] U) O D pour
i=1,..., P

k= sup k(§,). Calculons donc la matrice de Levi de ¢, sur U(§)
i=1,...,p

dans le systéme de coordonnées (z,, .. ., Zps Wyyenn, W)

A, (z, w) B(z, w))

Ona L(“”‘;(Z""))z(c@ w) D@, w)

ou A, , B, C, D représentent les matrices suivantes
0%y,
= * Y
A, = (az az ) A + kL*(¥) ou on pose
A = (A,..) avec

) ~ 0pg OV ~ 2
Aii= z—pp‘*‘}.‘—ﬁé—ﬁ"’ngawﬁ
T 0z, az g 0z; p 0z; 0z; ) 0z, 0%;
2
L*(¥) = (az,- a?j) (matrice définie positive)

%y dp; oW LER\
B=(B;) avec By =——h—= N L8B4 ¥, — 8
B B

3 L op, 0, ¢ 0PW
C=(C) avec C,=—i—= N —by :

T w0z, 7oz, ow, 5 " aw, oz,
3y o 3?2
D = (D, D, = — = —

Soient u € C" et v € C" deux vecteurs colonnes tels que
lul® + lol*> =1 et (z, w) € UE¥)
On a
Lig, s z,w) w,v)="u Az, w)u+kfu L¥(¥;(z, w)) u
+uBz,w)v+wCz,w)u+vD(, wv.

Les matrices A, B, C étant bornées sur U(§) CC V(&) et les
matrices L*(¥ ; (z, w)) et D(z, w) étant définies positives on voit
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que L(y, ; (z, w)) (u,v) > 0 pour k assez grand, indépendant de
(z, w) € U(§), ce qui prouve le théoréme.

Remarques. — On généralise facilement le théoréme dans deux
directions.

1) On peut se contenter de supposer que Y et les 1r“(Ym)
possédent des fonctions strictement plurisousharmoniques.

2) On peut remplacer ’hypothése D compacte par 7 |D propre.
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