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ETUDE DE QUELQUES PROPRIETES
DES PRODUITS DE RIESZ

par Jacques PEYRIERE

La premiére partie de ce travail est la rédaction détaillée d’une
note [9] avec quelques additions et simplifications. On y donne des
conditions assurant que deux produits de Riesz sont mutuellement
singuliers ou que I’'un est absolument continu par rapport a l'autre.

Dans la seconde partie on étudie le probléme suivant : étant
donné un produit de Riesz définissant une mesure u, peut-on minorer
la dimension de Hausdorff d’un borélien, E, tel que u,(E) soit non
nul ?

Dans la troisiéme partie on s’occupe de la convergence de cer-
taines séries presque partout par rapport & un produit de Riesz. On
obtient, par exemple, le résultat suivant : étant donnés un nombre «

1
dans ]5 , 1[, un nombre complexe non nul z, et une suite d’entiers

strictement  positifs, {\;};,, telle que Aj /N soit supérieur a 3

1 &
I’ensemble, { x € [0, 2] ; lim — 2 M =z10a1 pour dimension

1
n—>> N j=1

de Hausdorff.
Enfin dans la quatriéme partie on a regroupé divers résultats. En
premier lieu, la plupart des résultats précédents restent vrais pour les

produits .I;Io 1+ Re(a]. e"zi")). Ensuite on étend les résultats rela-
j

tifs a la dimension de Hausdorff au cas de plusieurs variables puis au
cas de R. Enfin on montre que la convergence en loi vers la loi de
Gauss de certaines sommes normalisées de séries de Fourier lacunaires
établie par R. Salem et A. Zygmund [10] subsiste dans le cadre des
produits de Riesz.
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1.

1.1. On considére une suite d’entiers strictement positifs,{A,}, 5,
telle que, pour tout n, A, ,,/\, soit supérieur a 3. On sait que dans
ces conditions tout entier rationnel s’écrit d’une fagon au plus sous

la forme Z € ?\i ou les nombres € valent — 1, 0, ou 1, un nombre

j=0
fini seulement d’entre eux étant non nuls.

Si a ={a,},>, est une suite de nombres complexes dont les
modules sont inférieurs @ 1 on pose

P, (@)= T (I +Re@e ™).
' 0<j<n

Ces polyndomes trigonométriques sont positifs, la moyenne de chacun
dx
d’eux est 1. Les mesures P, , (x) o convergent vaguement vers une
’ m
mesure, M, , positive de masse 1. On a
i ( D e.x.)= T a)(e)
a ]_-;0 j 0 i>0 1

1 _ .
ol a,f(e) vaut 3 a;, 1, 2 a; selon que €; vaut 1, 0, — 1.

1.2. THEOREME. — Soient a et b deux suites de C telles que
lal.<1 , Ibll.<1 , X |b,—q =co.
j=0
Alors les deux mesures u, et u, sont étrangeres.

Démonstration. — 11 résulte du calcul des coefficients de Fourier

inx 1

de u, que les fonctions je " — 3 ;,,)o forment un systéme ortho-

gonal dans L2(ua). Remarquons aussi que 'on a :

: 1 I
f|e’*""—5an|2dua(x):1—z la,P<1.

. o 2 e e e . . .
Puisque ), 1b, — a, |” est infini il existe une suite de nombres
n=0

complexes, {a,},5,, de carré sommable et telle que :

i) pour tout n = 0, ozn(En — a,) est positif,
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i) X (b, —a) =+,
n=20

(c’est une conséquence facile du théoréme de Banach-Steinhaus).

; 1 _ i 1 —
Les séries 2, a, (em”x -3 an) et ) «, (em"x -3 n)
n=0 n=0

convergent 1'une dans Lz([.ta), Pautre dans L2(ub). En extrayant des
sous-suites presque partout convergentes on montre I’existence d’une
suite strictement croissante d’entiers positifs, {N,},5,, telle que,

e 1
lorsque n tend vers + oo 2 Q; (e 7T == a,-) converge u,-
0<j<N, 2

iN;x 1 —
presque partout et 2 Oli (e 7 —— bi) converge M,-presque
0<j<N, 2

partout. Si les mesures u, et u, n’étaient pas étrangéres il existerait
un x tel que les deux suites précédentes convergent ce qui montrerait

que la série 2 a,-(Bi - Ei) converge contrairement aux hypothéses.
j=0

1.3. THEOREME. — Soient a et b deux suites de nombres complexes
telles que \|lall.. et |lbll, soient inférieurs a 1. On suppose que :
1b; — a;
sup 10 =4l < + o0,
izo 1—la;|

1) Soit p un nombre réel strictement supérieur a 1. On suppose
que :

i) pour tout j, |pb; + (1 —p)a;| <1,
i) 2 16, — a4 */[(1 — la; ) (1 — | pb, + (1 — p)a;N] <.
j=0

Alors p, est absolument continue par rapport a u, et sa densité est
dans 1P (u,) (dorénavant nous dirons simplement que u, appartient d
L? (1,).

2) Si l'on suppose que, pour tout j = 0, N; n'appartient pas au

groupe engendré par 7\,.“ R )‘i+2 ..., 8l en outre

Y 16— a Pl - lg;])

j>0

est fini alors p, appartient ¢ L? (um,) pour tout p fini.
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Dans le cas o 1 <p < 2 on n’a pas besoin de ’hypothése :

1b; — a;|
sup ——— < + oo |
izo 1 —lal
) ) 1 + Re(b; e )
Démonstration. — Posons f, (e*) = 11 . Soit

0<i<n 1 + Re(q; M%)
p un nombre strictement supérieur a 1. Nous montrerons que la suite
{f,},>0 est bornée dans L”(u,). Supposant ceci établi considérons
une valeur d’adhérence faible dans L? (u,), £, de cette suite ; un calcul
de coefficients de Fourier montre que u, égale fu, .

1b; — a;|

Soit M = sup —————— ; il existe un nombre A tel que pour tout
j=0 1 - Ia |

nombre ¢ appartenant a [—1 ,M] on ait :

(1+ 0P <1+pt+ Ar?
Alors

pRe((b —a)e M%)
1+Re(ae ’)

2

[1 + Re(d;¢™7)1? <[1 + Re(g;e )17 | 1 [

1)\x

(1 + Re(a e 17y)?
d’ou

PN x
[1 + Re(b;e 7)})? o
b Rea e < Rl + 0 —p)ay et +
€ a].e

2
A Ib]. — 4 |
1 - Ia].I
Démontrons la premiére assertion. De I'inégalité précédente on
tire :

iN:x

)P
(1 + Re(g;e 7)1

(I + Re(d;e

< {1 +Rel(pb; + (1 —p)a)e ™1} (1 +uy)

oul'onaposéu; = Alb, — g /(1 - la; D (1 — I pb; + (1 — p)a;D].
On a donc, quels que soient les entiers m et n tels que m < n
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[ 5@ PP @ E < T (1 +u) <+ oo
m an 2r  j=o0 7
d’ou su < 4 oo,
n 21::) I fn Ile(l‘a)

Démontrons la seconde assertion. On remarque que :

iN:x
[1 + Re(b,e )P e d
f i I— M (1 + Re(ge™™y) —
0<j<m [1 + Re(q;e )P ! m<j<n 2w
; Alb, —a,|?
t)\ox 0 0
< [ (1 + Rel(pby + (1 = p)ay)e R e )

iN:x

[1 + Re(b;e " 7™)1P

inx. . dx
1<j< [V — Im [1+ Re(al_e' 1")]_2__
f<m 1+ Re(a;e 77)] m<j<n -

iA;x

[1 + Re(d;e”’ )P

b a4 ?
=+ Alo_“fi) [ m x
1 — la, | 1<j<m [] + Re(a,-e' ) Link

iA:X d
M (1 + Re(ge ™) =.
m<j<n 2w

Itérant le procédé nous obtenons, lorsque m < n :

. 2
f | £, (€%) P P, (%) dx <1 (1+ M)
’ 2w j>o0 1 - la; |

et I'on conclut comme précédemment.

Le théoréme 1.2 et une version plus faible du théoréme 1.3 se
trouvent dans [9]. G. Brown et W. Moran [2] ont donné une autre
démonstration du théoréme 1.2 et des conditions assurant que u,
appartient a Ll(ua).

Le théoréme 1.2 permet de retrouver le résultat suivant de
0. Padé [8] : si, pour tout p de ]1, + o[, a n’appartient pasa I” les
mesures {4}, , sont mutuellement singuliéres et méme, toute trans-
latée de l'une est étrangere aux autres. Cette propriété s’étend au
semi-groupe continu 4 un paramétre engendré par la mesure u,.

1.4. THEOREME. — Soit a ={a;};5, une suite de nombres com-

plexes telle que sup |a;| <1 et Z la; |2 = oo, Alors
j=0 j=o0
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1) presque toute (au sens de n’importe quelle mesure dont les
coefficients de Fourier tendent vers 0 a infini) translatée de u, est
étrangére a u, ,

2) presque toute (par rapport a n’importe quel produit de Riesz
u,) translatée de u, est étrangére a u, .
En effet, la translatée de u, par e, ‘rw(ya), est le produit de

. iN; i
Riesz II [1 + Re(al. e i’ ’x)]. Les mesures u, et T, M, seront
j=0

donc étrangéres si I’on a

by la; 11— ei)"‘(pl2 = 4 o (théoréme 1.2)
j=0
c’est-a-dire
1.5. Z Iai|2(1 ——cos}\j<p)=+°°.
j>0

L’ensemble des ¥ tels que 1.5 n’ait pas lieu est un ensemble
d’unicité (cf. Kahane et Salem [5]), il est donc de mesure nulle par
rapport a toute mesure pseudo-fonction.

Pour démontrer la seconde assertion, considérons un produit de

" Riesz u, . Montrons que 1.5 a lieu pour u,-presque tout . Voici le

principe de la démonstration : on construit une suite, {aj}i>0’ de

nombres compris entre 0 et 1, tels que Z o la; |2 = + oo et tels que
j20

pour un ordre de sommation convenable la série

1
Z o |a; 2 (COS)\,-QO—E Rebi)

j=0
converge pour p,-presque tout .

1
cos )\i¢ — 5 Re b,. ‘ est une
j=20
suite orthogonale dans L?( u,), elle est aussi bornée dans Lz(ub) ;on

appliquera le théoréme de convergence presque partout de Menchoff

[11].

Le cas ol la suite {g;}; ; , ne tend pas vers O est immédiat : on

extrait une sous-suite {lanj l}i>0 ayant une limite non nulle. La série

Observons d’abord que la suite
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~ 1
pX P Ia"i I> est manifestement divergente alors que la série
j>o

2

la,. 1
2 = % (cos A, ¢ — = Re bn.) converge p,-presque partout caron
ji=o ] i 2 j
1 2
a: % | — la, I’| [Log(j + DJ* <eo.
j=0 ] + 1 ]

Supposons que la suite {|g;|};,, tend vers 0. Soit 7 une permu-
tation de N telle que la suite {lar(i)l}i>0 soit décroissante. Nous

savons que la série Z IaT(i) I diverge, il en est de méme de la série
j=0
2
o 2,

2 2 2’
S0 la ) +la 1P+ +la,

D’autre part, nous avons :

1

Ua. > +la, P+ +la ) <—— .
7(0) 7(1) 7(j) G+ l)la-r(i)|2

. la, ;) I° 2
Donc : 2, ) 2) (log(j + 1)) <o et TIon
>0 “layg)l" oo el

peut appliquer le théoréme de Menchoff, ce qui achéve la démons-
tration.

1.6. Ce qui précéde s’applique aussi bien au cas ou la suite
{N\}; 0 est une suite de caractéres d’ordres différents de 2 d’un groupe
compact satisfaisant en outre la propriété suivante : il n’y a pas de
répétition dans les sommes ) €; \; ou tous les €; sauf un nombre fini

'EX)
d’entre eux sont nuls, les autres valant + 1 (il s’agit de la notion
d’ensemble dissocié introduite dans [3]).

1.7. Revenons au cas ol {\;};, est une suite d’entiers telle que

N /)\I. soit supérieur & 3. On considére pour tout j un polyndme

n

trigonométrique positif, p;, dont le degré est inférieur a -2~ ( I)\H — l)
J

et tel que [?l-(O) égale 1. On voit facilement que les mesures

n .

in.x. dX
II p,.(e Y )2— convergent vaguement vers une mesure que nous
j0 T
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noterons i ). On considére une autre mesure K(q) construite de la
méme facon. On peut démontrer les résultats suivants.

1.8. PROPOSITION. — 1) Si, pour tout j,

lp; — 11, et N2, —p; — 1.
sont strictement inférieurs a 1 et si
X lpy - g 20 = lip; = 11 (1 =112, — p; — 11)]
j=o0
est fini alors K(q) appartient a Lz(u(p)).

2) S'il existe une suite d’entiers {k;};,, telle que

X b (k) — a;(k) 1P

j=o0

soit infini alors les deux mesures B(py € Mgy sOnt étrangeres.

2. PRODUITS DE RIESZ ET DIMENSION DE HAUSDORFF

Y. Meyer et B. Weiss [6] ont démontré en utilisant le théoréme

n
- 20 Log(1 + r cos 3’x) converge
j=
vers une constante presque partout par rapport au produit de Riesz

IT (1 +rcos 3ix).
j=o0

ergodique de Birkhoff que

Kac, Salem et Zygmund [4] ont montré en utilisant la notion de
systéme presque orthogonal de fonctions que, si la fonction f est assez

réguliére et si sa moyenne est nulle, la série Z Q f()\,. X) conver-
j=0
ge presque partout quelle que soit la suite {a,.},- >o telle que

Y lo; Log(j + 2) 12
j=0

soit fini ({)‘i}i>0 est une suite lacunaire a la Hadamard).

Nous nous proposons d’étendre ces résultats a certains produits
de Riesz.
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Rappelons les notations.{)\,.},.;,1 est une suite d’entiers strictement
positifs tels que )\,.+ l/)‘i soit supérieur a 3 pour tout j. Dans ces

3
conditions on a : Ay + A, +---+7\n<5 A,

1
_(>\0+“.+)\n—1)>_2—}\n

Dans ce qui suit a désigne une suite de nombres complexes telle que
lall, <1
. n iN;x
P, ()= II (1 + Re(g;e ')
, i=o

. dx
M, est la limite vague des mesures P, , (&™) Pl
' s

2.1. LEMME. — Soit 1 un intervalle de T, on désigne par |1| sa
mesure de Lebesgue normalisée, on a :

Slall,
™A

LD — (111 <

En effet, si 1; désigne la fonction indicatrice de I on a :

1,0 =111, 11,mI<

si n est non nul.

n|
D=2 Tmi,n=I1+ Y 1,(n)i-n
nel n+0
d’ou
2
[p, (D — [T < —lu,,()\)l+
S 2 ? ng‘l
+ a (N, + N
2 no1 TN, €0 €1r- by ==1.0.1 I“”( e i _’l)l
1+ X el
<lal S‘ Ao v (Ilall,,) %o
77)\ ™ n>1 eo,,.en:_——l,o,x 2
llall, n
<= [7\—‘+2 DRSS (”)]
m e m=-o0 M
IlaII lall 2\"
< N2 Yt s— (1 +2 Y (&
m ( 2n>1 ) Ay ( n;l (3))
5lall,
< —

Ao
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Supposons maintenant que, pour tout n, A\, divise A,,,. Soit

@, la plus petite tribu sur T rendant mesurable la fonction ¢Mn* On
munit T de la probabilité u,, on note E" I'opérateur d’espérance
conditionnelle par rapport a la tribu &,. Observons que la suite,
{&,}, 50, est décroissante.

2.2. LEMME.
i si j=0mod(\,,,/\,)
1 _ -
7 SV g j=1mod(\,,,/\,)

E” +1(ei]'}\nx) _
1 L
5 dUTMY g j=— mod(A,, ., /A,)
0 dans les autres cas.

Il suffit de montrer ceci lorsque — 1 <j < "Tﬂ — 2. Soit donc

n
j ainsi et k quelconque. Sij\, + k\,,, s’écrit sous la forme Y €\,

120
les nombres €, ,€, ,...,€,_, sont tous nuls (il suffit de considérer
les restes modulo A,) ; alors (j — €,) A, est un multiple de A, ,,, ce
qui n’est possible que si j égale €, . Ceci montre que 'on a :
By (=N, = kN, o) = (= N i, (= KX, 4y)

ou, si 'on préfére

feiii\nx RIS duy(x) = iy (= A, f eik?\n +1% dp, (x)

pour tout k, ce qui démontre le lemme.

2.3. LeMME. — On suppose que, pour tout n, N, divise N, ., .
Alors f Log(l + Re(aoe”‘ox)) du,(x) est positif.

On peut supposer que A, égale 1 et que a, est non nul. Posons :
a, =re?(r>0), p=(R/T—r — Djr;ona:

In|
Log(1 + Re(a, €™)) = — log(1 + p?) — 2,
neo 171

e"'“’ einx
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Utilisons le lemme précédent pour calculer ’espérance conditionnelle,
w, de la fonction Log(1 + Re(a, €*)) par rapport a la tribu a, :

. 1 o .
w(e™) = — Log(l + p?) — 3 p(e¥ ay, + e ¥ay)—

+ -2 + =0
LA, | 21N + 11 21N — 11

_ 2 eii}\lx

LiNg ] diNy e — LA+ iGNt D)y
[p 11 M a,p MM
j*o0

jA, =1 i(jA;—1
2 pu 1= iy )v]

ou

. 2
w(e) + log(1 + p?) — —— =

1+ p?
2
1+, —
_+2 Sﬂ ____1_1 iAlCOS?\(X‘*‘ )
Tt S NG Dy P SIETe
]
par suite :
[ 1w(e=) + log(1 + p?) — —22- <
lw(e™) + log(1 + p?) I+ p? ldu, (x) | <
1_ 2
A 1+p2 1
p:  in 3
< ) = Lol <Ipl? Y ————
S inNGERe - P 531G — 1)
d’ou
. 2
S 108(1 + Reay ) du, (x) > o7 log(l + )
—1oP Y 1

j>1 3i(3j = 1)
or

) 1 o
2 —%<l+i+f+ S S
51 3/GBji—1) 6 30 2 3x(3x—-1)

1,1_3
5 15 10

L1 6
5 3 8%
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donc

2

1 + p?

. 3
[ 1og(1 + Re(ay ) du, (x) > —log(1 + pH) = <= 1ol .
2

2p 3 P
+p2—log(l +p2)——E|p| ; il est

facile de montrer que v'(p) change une fois de signe sur intervalle
]0,1[. Il s’ensuit que la fonction, v, croit puis décroit sur [0, 1],

Appelons v(p) la fonction

7
or v(0) est nul, v(1) = Ta — log 2 est positif, donc v est positif, ce

qu’il fallait démontrer.

2.4. LEMME. — Il existe un nombre C tel que quels que soient

Pentier non nul n et la suite {a;};, de carré sommable on ait :

m . 2 1/2
Y e —ﬂa(—nk,-))l dua(x)] <

. 1/2
< C /1 +Log|n|(}d |Ot,-|2)

j>0

Démonstration. — Le lemme 2.2 montre que :

Ej+1(ein>\ix) — u.eiv)\i+1x
) (nl+1 , .
ou lentier v est tel que |v| < —3-—— . Par conséquent si k est un
lnl 1 1 1 S
entier tel que ? + -g + 3—2 + .-+ ?7‘ <1 (ceci a lieu si kest
. in\;
strictement supérieur 4 Log(2 |n| — 1)/Log 3) alors E’”‘(em ’x) est

constant (donc égal a f1,(— n)))).

Soit donc k le plus petit entier strictement supérieur a
Log(2 1n| — 1)/Log 3 ; pour tout j, entier compris entre 0 et k — 1,
les fonctions {a; ., [exp(nN; ;%) — By (— 1N 4 )1} 5 sont des ac-
croissements de martingale, une inégalité de Doob donne :
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\ ink;: x N
2‘ ai+k1(e JrRET I“La(_ n>\j+kl))
m<I<N

[/ sup
osms<N

2 1/2
dua(x)] <

g\ \1/2
<Cl( 2ol )
10
d’our
inX;i X ~
[stu;;N DTG = By (= 1Ny 1))
m 0<i<m

2 12
dua(x)] <

N
1/2
< Cz( 2 X+ 2)
1= :

Par suite

N in\ x N 2 1/2
[f sup a, e ™ —p (- n)\m))l du,(x) <

N20 | m=0

k-1
5 12 12
<C, X (X Iai+kl|2) <(:2\/7(2 |°‘1|2)
>0

j=0 ‘130

ce qui achéve la démonstration.

2.5. PROPOSITION. — On suppose que, pour tout n, N, divise
N, +1- Soit {f,},5o une suite de fonctions de A(T) telle qu’il existe
deux nombres strictement positifs, p et C, tels que :

0<p<1 et supp 'sup |f(HI<C.
jeZ n=0
Alors pour toute suite {a,}, ., de carré sommable la série
i iX,t
Y o nE™ - [ rE™ )dﬂa(t)]
n=0
converge pour p,-presque tout Xx.

Démonstration. — Posons Pn,j (x)= ein)\"x — B, (— n)\i), fj(n) =cCp j-
On a :

€ — [ 1 N dg, 1 = X e, 0,
n#0
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N N
oo L i< T | 06,0,,6
j=0 n#0 n#0 |j=0
d’ou
N . N
sup | Xy ¥ ¢, 0,0 < X sup | Y e, 0, ;(0)
N>0 |j=0 n#o ‘ n#0 N0 |j=0
utilisons le lemme précédent :
N
N
|| sup Y a, c, o <
N>o [ 5o ’nz:e'o T L2 g)

A 1/2
<c, ¥ JTFTLoglnl ( Y |a,.c,,,,.|2) <
n#0

ji=o0

<CC2(E Pl m)(z IO‘,-|2)1/2

n#0 j=0

On déduit facilement la proposition de cette inégalité.

2.6. LiMME. — Supposons que X, ,,/\, tend vers + o et que

n+1

A 3
inf = 4. Posons §, =inf}j=>0;Vk=>j, n< "“——g,
n=0 kn )\k 2

(n =2 0). Alors, pour tout n, pour toute suite de carré sommable,
{x,.}izo, ona:

3 ink; inA _
oY 'l i, (—n\), ek _ B (—nX\)) X X, | <
j>0,k>0 ! LE(ug) !
SA+E,VD 2 Ix12.
j=o0
, . ; ink; .
Démonstration. — Posons g, ,.(e"‘) = "* _ b (— n)\i). Dans ce

qui suit » est fixe ;j et k sont deux nombres entiers tels que 0 <j < k.
On vérifie que :

(‘pn,,' ’Son,k>L2 ) = ﬂ,,(n(7\k — )\,)) - ﬂa(n)\k) I:‘a(" n)\’.) .

(1,
Si |n| égale 0 ou 1 cette expression est nulle ; elle est nulle aussi
lorsqu’aucun des deux nombres nA, et n(A, — )\j) n’appartient au.
spectre de u,, ce qui est assuré si 'on a :
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> 3
5>\k<lnl()\k—)\f)<|n|)\k<)\k+l_57\k
ce qui est réalisé si — <inl< ;n -3 sest-a-dire i
(1 = L x
(%)
3

2< Il SN N =5

Nous avons donc montré que si j et k sont distincts et si 'on a:

sup(j, k) = &,,,,, le produit scalaire (‘pn',. "pn,k>L2(“ ) est nul.
a

On a donc :

X. X
L2(u,) TR

Z (‘pn'i )‘pn'k)
0<j<k

= 2 Xy 2 (‘Pn,i"f’n,k),_z X .
0<k<E, 0<j<k (ug)

Puisque (¢, ;9,0 2, =1 — li(—n\) > < 1,0na:

L2 (1y)

| 2 <‘Pn,j,‘Pn,k)L2 u

XX, | <
0<j<k (#g)

= o
0<k<E, V2 %o

d’ou le lemme.

2.7. PROPOSITION. — On suppose que \, , [\, tend vers + oo, Soit
{f}n> o une suite de fonctions de A(T) telle qu’existent deux nombres
strictement positifs, p et C, tels que :

0<p<Isup p~" sup 1£,(DI<C, X p"IE<+eo.

JEZ n>0 j>o0

Alors, quelle que soit la suite {a;},  , telle que

Y 1o, * (Log(j + 2))?

j=0
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soit fini, la série 2 a, [fn(e”"'x) —ffn(ei}‘"t) dua(t)] converge

n=0

pour u,-presque tout X.

Démonstration. — On peut supposer que, pour tout n, \,, /A,
est supérieur a 4.

Posons fn () = Cins gardons les notations du lemme précédent.On

a:
i, x i, t _
L, ~ [ fE™ Y dw, 0 = T g0
j# o
N N
%l al
an Z ci,n"pj,n < Z Z an ci n‘pl n‘
n=0 j#0 j#0 In=0
d’ou
N I N
al
sup &y Z ci,n *pi,n < >—4 sup Z &, Cjn ‘pi,n
N=0 | n=0 j#o0 j#+0 N=0 |n=o

Le lemme précédent et le théoréme de Mensov-Rademacher ([11],
t. II, p. 193, [4]), montrent que :

N
22 &, 67J1¥%,"

n=0

1/2
<V1+g,v2( 2;‘0 |0, ¢;,, Log(n +2)*) 7 <
nz

I sup

I,
N>0 L

<
(kg)

<2C/TFE; p! ( 2 la, Log(n + 2)|’)"2

n=0
On a donc

[/

m=20

m

. . 2 1/2
Y o, (™)~ [ f,,(e“"')dua(t)l du,,(X)] <

n=0

<4c( > \/T?—g,pi)(z la, Log(n + 2) |2 )”2
j>o n=0

ce qui achéve la démonstration de la proposition.

2.8. THEOREME. — 1) Si, pour tout n, \, divise \, ,, la dimension
de Hausdorff de tout borélien, E, tel que pu,(E) soit non nul est supé-
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rieure a 1 — lim sup(Log )\n)_1 fLog Pa’n(e“)dua(t). Il existe un

n—>+o

borélien portant u, dont la dimension de Hausdorff est inférieure a

I — lim inf(Log A, ,,)~" [ Log P, ,(e") du,(t) .

n—>+e

2) Si N, ,,/\, tend vers + oo, si o est un nombre de [0,1[ tel

que 2‘; a"\/E, soit fini et si & partir d’un certain rang |a,| est
n=0

inférieur a 2a/(1 + o) la dimension de Hausdorff de tout borélien,
E, tel que u,(E) soit non nul est 1.
3)Si Y la,|(Log\,)"" est fini, on a la méme conclusion
nz1
qu’en 2.

Démonstration. — Dans tous les cas la série

2 (log)\n)_l [log(l + Re(aq, en\"x)) — f log(1 + Re(a, en\"t)) dua(t)]

n>

converge pour u,-presque tout x (cela résulte des propositions 2.5 ou
2.7, dans le troisiéme cas la série converge uniformément). Un lemme
de Kronecker ([7], p.139) montre que, pour u,-presque tout x,
(Log )\n)"l [ Log Pa'n(e"") — fLog Pa,n(e"’) dua(t)] tend vers O lors-
que n tend vers + oo ; désignons par E, ’ensemble des tels x. Posons

b, = [ LogP, (") du, ().

Soit x un point de E, ; ona : Log P, (%) = b, + ¢,(x) Log A,
ou lim €,(x) =0.
n—>w

3

Soit I un intervalle de T contenant x tel que < | <

A

n+1

1
Afl
Soit ¢ un élément de I. On a :

iN;x iN; la; |
|Log(1 + Re(a;e 1)) — Log(1 + Re(g; e 7)1 < ﬁl- 2\ 111
%

Donc
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n
|Log P, ,(¢") — LogP, ,(e®)| < (1 = llall)™' 2n [1] 3, \; <

=0

< 3m(1 - llall)™*
et

b, +€,(x) Log\, — 3n(1 — llall)™" < inf LogP, ,(¢") <
tel

< sup Log Pa'n(e“) <b, +e€,(x)LogA, +3m(1 — lla Ilm)"l .
tel

Appelons uf,") la mesure (P, n(e'"))—l du,(t), le lemme 2.1 montre que:

L <

) )
Iuﬁ"(l)—ll||<;' [T

2
A 37

n+1

d’out Log |I| — Log 3 < Log u™ (1) < Log || + Log 3.

Puisque (1) = j; P, (1) du{(t), ona :

Log Il +b, +€,(x) Log\, — C<Logpu,(I)<b, + Log|I| +
+€,(x)LogA, +C

ol C=_Log3+3nr(1 —llall )" .

En définitive :

|+ b, e,,(x)Log)\n+C<Logna(l)< b, +
Log 1] Log 1| Log |11 Log 1|
+ €,(x) LogA, — C
Log |11
On a évidemment |b, | < la,| + la,| +---+ |a,| d’ol
b, <Iaol+|al|-l~---+|an|

=

Log | 1| Log,

n
> Log | I
|T] tend vers O, 1 étant un intervalle contenant x et appartenant a la
famille  ={I; 3An, 3N}, <III<A\;'}.

ce qui montre que, dans les cas 2° et 3° tend vers O lorsque
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) Log A,
Puisque

est borné, on a :
Log [T

Log p, (1) _

im
m—o Logl|I|
xeley

Dans le premier cas le lemme 2.3 montre que b, est positif, alors :

bn bn _ bn
— < <
Log), Logl|I| LogA,,, — Log3
d’olt
{ — b, 4 €,(x) LogA, + C < Log u, (I) <i-—
LogA, Log 1] Log | I}
. b, 4 €,(x) LogA, — C
"LogA,,; — Log3 Log |T]
ce qui montre que l'on a :
Log u (1) Log u,(I)
1 —1i < lim inf ———— < li —— <
i Logh, = iso LoglIl  itiso. LoglI|
xeley xeled

<1 — lim inf “
n—>= Log >‘n+l

Etant donné un intervalle I contenant x il existe deux intervalles
1
J, et J, contenant x, appartenant & J, telsque: J, CICJ,,[J, |= 3 (11,

[J,1 <3 [Il ce qui montre que dans les limites précédentes la restric-
tion I €J peut étre levée.

On conclut au moyen d’un théoréme démontré par Billingsley
([1], pp. 136-145).

2.9. Remarque. — La démonstration du lemme 2.3 montre le fait
suivant : si A, divise A, ,, et si « est le nombre compris entre 0 et 1

tel que llall, = alors

1 +o?
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2 4
— Log(l + a2 + — a3

S Log [1 + Re(a,e™")] du, (1) <

1+ a2 15
d’ou
: 1 it <
hzn_)sgp Logh, f Log Pa,n(e )du, (1) <

202 4
_ 2 a3
<(1+a2 Log(1+a)+15a>/Log3

et, par conséquent la dimension de Hausdorff de tout borélien E tel
que u,(E) soit non nul est supérieur a

2a? 4
1 —(1 i Log(1 + o) + T oz3)/Log 3.

On peut s’assurer que cette fonction est minimum pour « égale 1, ce
minimum est strictement positif.
3.

3.1. LEMME. — On désigne par S le produit {— 1, 1} muni de
la probabilité de pile ou face. On se donne 3(n + 1) nombres réels

Qosves®y Boseo s Bys Yos-o-»7, tels que |o;| soit strictement
inférieur a 1. On a :
1+ W, B + wyivy Vs 2
E sup A LU O I+ w,;a)] <
o<m<n |0<j<m 1+w2,.ai 0<j<n )
(B —)* + 7
<4| @ 1+—’—’f’)—1
0<j<n I — o

Soit @3,, la plus petite tribu sur £ rendant mesurables les pro-
jections wg, Wy, ..., Wy, . Soit E™ Popérateur d’espérance condi-
tionnelle par rapport 4 @3, lorsqu’on munit £ de la probabilité

II (1+wy0)dw.Ona:
0<j<n

gm-1 (1 t Wy By t w2m+17m)

1 + w,,a,
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1+ wyi B + wyihr vy
La suite g II ] J - 1 est donc une
0<jsm 1+ w,;0 o<m<n

martingale.

On a :

1+ w,; B8 + w,: 1 7;
Bl nm (—2ZL 2 1 +wya)|=1
o<j<m 1+ 0,0 0<j<n 7

1+ w,, B+ wWoisy Yin’
E| m (—ZL ) 1+ wye)|=
o<j<m 1+ wyq o<j<n 17

2
- E[(1+w2,;3,.+w2,.+17,.)]

0<j<m 1+w2ial.

E (1 +“’2iﬁi+“’2i+l7i)2 —E((l +(AJ2]B) +'yl)

1+ W, O 1+ W,;
_1+5,?+7,.2—2a].{3,._ | +(ﬁ,.-a,.)2+7,?

1—01,-2 l—oz,.2

Donc

1+ w,; B + Wyit (s 2
(L () -
0<j<m 1+w2ia,.

(B — op)* + 77

=~ (T )

Le lemme résulte alors d’une inégalité de Doob sur les martingales.

3.2. LEMME. — Soient u et v deux mesures boréliennes positives
sur T.

1) Si f appartient a L'(w) la mesure (fu) * v est absolument
continue par rapport a la mesure p *x v. Ceci permet de définir Tf
ainsi : (Tf) (u * v) = (fu) * v ; Tf appartient a L' (u * v), Tf est
positive si f lest.

2) Pour tout p€[1, + ], pour toute f appartenant a LP(T)
on a :

1/p
1T, ., <12l 171

P(uy
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3) Si {f,}, >0 est une suite de fonctions de L?(u) (1 <p < )
on a :
< p,
I :\;% IT(f,.)IlIL,,(“*v) v ey | 31;13 If,,IIILp(“) .

Preuve. — Soit E un borélien tel que u * v(E) égale 0 ; c’est dire
que la fonction 15(x + y) est nulle 4 x v-presque partout, on a donc :

‘/}: d[(fu) *v] = ff Iglx + ») f(x) du(x) dv(y) = 0

d’ou la premiére partie du lemme.

Si f est réelle dans L'(u) on a, & cause de la monotonie de T :
IT()I <TUSI). Supposons maintenant que f=u + iv ou u et v
sont réelles dans Ll(,u), on a :

I TfIl= sup ((Tu) cosa + (Tv) sin ) =

o<as2m

= sup T@cosa+vsina) <T(fI)
0<as2m

Ceci montre que lorsque f appartient a L™(u) on a :
Tl o < o, . -
N Wy sy < Il

D’autre part, lorsque f appartient a L' (n) :
I Uy <ITAL DI, = S [ 1700 1 duee) dv ()
= vlimery 1A

L’
La seconde partie du lemme s’obtient en utilisant le théoréme d’inter-
polation de Riesz-Thorin [[11] t. II, p. 93].

Démontrons la troisieme partie. On a : | f, | < sup |f, |,

m=20
d’ou IT(f,,)I<T(lf,,I)<T(Sup lf,,,l)
m=0
enfin sup IT(f,,,)IST(SUp If,,,l)
m=20 m=20

et I'on conclut en utilisant la seconde partie.
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3.3. THEOREME. — 1) Soient a et b deux suites de nombres com-
plexes dont les modules sont inférieurs a 1. Si b — a appartient a I> et

1
si lim sup Ial. | est strictement inférieur a 5 le quotient Pb.n(x)/Pa n(X)
> '

converge u,-presque partout.

2) Soient a, b, c, trois suites bornées de nombres complexes.
Supposons que l'on ait :

. 1
inf A, A =>5 limsupla | <o, ¥ (b =gl + 1) <+ee.
j=0 ] j=0
. iN:x 2iN:x iN;x
Alors le produit 11 {[1 + Re(ag;e 7" +c;e” "/ )/ + Rea;e 717)}
ji=0
converge p,-presque partout.

Dans chacun des deux cas le résultat est vrai si ’'on change 'ordre
des facteurs des produits.

1
Démonstration de 1. — On peut supposer que I’on a : sup la; 1< 5
ji>o0
On pose k = 4/(1 — 4 sup la; 2 ) Le lemme 3.1 montre que, lorsque
j>0
n est inférieur a N, on a :

2
E sup
os<sm<n

Prwb,mX)

P2wa,m(x)
iA;x 2
4|Re(b, —a)e 77|
<4 m (14 ) — 1
0<j<n 1 — 4(Reg;e’i™)

<4[ 1 (1+klb,~—a,-|2)—1].

ji=o0

—1

P2wa,N(x)] <

Intégrons par rapport a x, appliquons le théoréme de Fubini et faisons
tendre N vers + oo :

E[f sup

0<m<n

Pzwb,m(x) 2

—1
P

<
2wa,m(x) dﬂhﬂﬂ(x)]

2
<a[ I a+kip—aqh-1].
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Considérons la mesure de probabilité, v ,, définie par le produit

I (1+ w,-cos)\]-x) ;on a:
i>o

v

“2wa * Vw :“a

<P2wb,mu )*V _Pb,m“
P2wa,m 2ewa « Pa,m ‘o

Le lemme 3.2 montre que 'on a, pour tout n :

. P, (%) 2
[ osup | =1 dp 0 <
o<ms<n [Py, (X)
P2wbm(x) 2
< su — — 1] d (x).
f0<mp<n 2wa,m(x) Howa

On prend l’espérance des deux membres, on utilise I'inégalité précé-
dente, on fait tendre »n vers + oo en utilisant le théoréme de la conver-
gence monotone :

J Bom® 1P, ()<4§H(1+klb 2 1%
- = ;o — a; - .
m30 P m(X) HalX >0 T

On déduit facilement de cette inégalité la convergence u,-presque
partout du quotient P, /P, .
Démonstration de 2. — Elle est analogue a la démonstration pré-

1
cédente. On peut supposer que 'on a : sup Iail < —2— ; on choisit un
j=0

1 1
nombre ¢ dans l’intervalle ]—2— , 1[ tel que 'on ait : sup la;| < 0}

>0 2
4 2 2 s
on pose : k =4/ (1 — — sup lajl ) (1 —0)°]. On considere les
0% j>o0
produits
2 in; 2 in;
I+ = w, Re(b;e™™) + —— w,;, Re(c; %)
1] l—-o0
o<j<m

I+ 2w, Re(g, e
ow” e(aje )
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Utilisant le lemme 3.1 nous obtenons une inégalité. Ensuite on convole
avec la mesure, v, définie par le produit
I_I>IO (1 + 0wy; cos \;x + (1 — 0) Wy, €082\, X) ;
on obtient I'inégalité :
iN; iN;
1+ Re(bie‘ 4 cl.e2l ’x) 2
— 1] dup,(x) <

fsup <r'l< iAjx
m>0 |0<j<m 1 + Re(g;e’ ™)

2 2
S4[ 0 A+ kb - gl + 117 — 1]

ce qui achéve la démonstration.

Le fait que I'ordre des termes soit sans importance vient de ce
que la propriété de la suite{?\i}i>o que l’on a utilisée est la suivante :
un entier se décompose d’une fagon au plus sous la forme Z €; \; ou

i>o
€ =—1, 0, 1 dans le cas 1), ejE{—2,— 1,0,1,2} dansle cas 2.

1
3.4. COROLLAIRE.—Sil'ona : inf N /N, = 5 et limsup |a;| < —
i>o j>ee 2

. . , . ix; 1 _
quelle que soit la suite de carré sommable, «, la série Z ocl.(e' i — 5 ai)
j=0
converge u,-presque partout(cecia lieu quel que soit 'ordre des termes).

On a

Donc
1 1 iNs 1 2N,
Re[(l 7 |ajlz—zai2)e i* +Eal.e ! ’x]
I + Re(g;e7™)
1 1 nox 1 i
—Re [i (1 _Zlai|2 +Z af) e' jx +—2—1a].e ')7"].

iN:x

1+Re(aie )

1
cos)\jx — 5 Rea’. =

sin?\ix +5 Ima,. =
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Si o est un élément réel de /? le théoréme précédent montre que les
produits

o1+ ( Ax —— R
>0 a’- ({0} ’-x 2 ea,.)

. 1
et IT 1 +oz,. (smk,-x+51mal-)

j=0
convergent u -presque partout, il en est donc de méme des séries
1 . ] o
Z o (cos)\,.x —5 Re a,.) et z o (sm )\,.x + —2— Im ai)ce qui achéve
j=0 j=0
la démonstration.

Remarques. — Quitte a utiliser d’autres mesures v, on peut dans

1
la premiére partie du théoréme 2, remplacer I’hypothése, lim sup Ia]. 1< 5 >
>

N . m . .

par ’hypothése lim sup Ia,. | < cos 1 > (ici [x]
2+ | =(inf ’”—1)
2\j>0 A
désigne la partie entiére de x).

. , . iN;x ‘—I;

Nous avons déja remarqué que les fonctions j e / ——2
i=o

forment un systéme orthogonal dans Lz(ya) il résulte donc du théo-
réme de Menchoff que les hypothéses,
inf N, /=3 et X logl* (logh)®,
ji=0 i=1
- L, . S‘ iN;x 1 _
entrainent la convergence de la série 2. ¢ (e 7T = 5 ”i) pour p,-
j=0
presque tout x.
Dans le casou A, , /)\j est entier quel que soit j, on peut démontrer

le corollaire 3.3 d’une autre facon, on obtient d’ailleurs un résultat
plus précis.

3.5. PROPOSITION. — On suppose que, pour tout j, A divise N, ,, .
Quelle que soit la suite o ={e;}., de carré sommable la série

in; 1 _
> o (e' ix 2 a}.) converge p,-presque partout.
j=o0
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En effet il suffit de remarquer que les tonctions

%"‘i (" - % “_z)i

sont des accroissements de martingale (cf. lemme 2.1.1).

i=o0

3.6. THEOREME. — Soient {\,} . , une suite d’entiers strictement
positifs tels que \, . [\, soit supérieur 4 3 et {71,}, ., une suite crois-

sante de nombres réels strictement positifs tels que Z (r;! log n)?
. nz1
soit fini. Pour tout nombre complexe non nul, z, tel que

Iz |limsup (1,,; — 7,)
n -

1 S iNx
soit inférieur a -2— I’ensemble des x tels que T, 1 }_‘ e 17 converge
0<j<n

vers z est non dénombrable. De plus, si Z (1,4 — 7,)/log A, est
n=1
fini cet ensemble est de dimension de Hausdorff 1.

En effet, posons7_, = 0,4, = 2z(7, — 7, _,). Alors lim sup |a,,|
n-—>
est strictement inférieur a 1, la remarque suivant 3.4 montre que la
. i
série Y, roi(e
n=20
un lemme de Kronecker ([7] p. 139) montre que

— (1, — 7,_,) z) converge u,-presque partout ;

S

-1 iN;x
T 2 (e — (Ti - T]-_l)Z)

tend vers O u,-presque partout. La seconde assertion résulte de la pro-
position 2.3.4.

3.7. Remarque. — On peut utiliser les propositions 3.3 ou 3.5
pour obtenir la convergence presque partout de la série

_ i\, x
> e — (1, —T,_1)2) .
n=0

On peut alors obtenir la méme conclusion que celle du théoreme 3.6
en faisant sur la suite {A,},5, une hypothése convenable et sur la

suite 7, 'hypothése : Y <o,
n=0
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3.8. PROPOSITION. — On suppose que N\, . ,/\, est supérieur a 3.
Soit a ={a,},, une suite de nombres réels positifs n’appartenant a

IP pour aucun p fini et telle que lim sup a, < 1. Pour chaque réel
n—>

strictement positif, a, on note v, la mesure que définit le produit

‘go (1 + af cos \;x). [l existe une famille de boréliens, {E } . , telle
i

que :

1) si a est différent de o' ona : E, NE, = ¢etv, (E,) =0,

2) v,(Ey) = 1,

3) l>Jo E, est négligeable pour la mesure de Lebesgue.

[« 1

Démonstration. —

1°" cas. — a, ne tend pas vers 0.

Il existe alors une suite {k,},, telle que a, tende vers un

. 1 ing x 1
nombre [ de ]0,1[. La série 2 —\e " —-a )converge Vo
n>1 N 2 n
NN x

presque partout ; soit E, I’ensemble des x tels que — }_‘ e 7 tende

n =
vers % 1*. Ces ensembles vérifient 1) et 2), d’autre part ils sont disjoints

no N X
de I'ensemble des x tels que -~ Z e !
a une mesure de Lebesgue égalej:'?lll.

tende vers 0, ensemble qui

2°™ cas. — a, tend vers 0.

Soit ¢ une permutation de N telle que la suite {a,(,)},5, soit
décroissante. S’il existait un nombre strictement positif, «, tel que la
3 1

série Z (n+1) 4 aﬁ(n) converge la suite (n + 1)4 a‘;(n) serait bornée
n=0

et a appartiendrait a un /P.
Soit E, ensemble des x tels que la série

3
-3 i x 1
PANCEDIN [e}\o(") — = dgn) ]

n=0 2
converge.
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Ces ensembles vérifient 1) et 2) et sont disjoints de I’ensemble des

-3
x tels que Y, (n+ 1) * ¢ M converge, ensemble dont la mesure
n=0

de Lebesgue est 1.
4. AUTRES RESULTATS

4.1. Produits de Riesz construits sur la suite {2”},,}0.

N

4.1.1. Une somme Y, €2’ (¢; vaut — 1, 0 ou 1) est nulle si et
j=0

seulement si tous les €; sont nuls. Si @ ={a;};,, est une suite de

nombres complexes de modules inférieurs 4 1 les polyndmes trigo-

nométriques P, , (¢*) = I (1 + Re(q; ¢?*)) sont positifs et de
. 0<j<N

moyenne égale a 1. Nous allons montrer que la suite de mesures,

‘P ()'d—x
(a,nx 27r

, a une seule valeur d’adhérence vague, u, .
nz0

4.1.2. LEeMME. — Soit m un entier strictement positif, soit n
Uentier défini par les inégalités @ 2" <m <2"*'. Soit N un entier
supérieur d n + 2. Si l'on a

m= Y 2 (€{(-1,0,1}, j=0,1,2,...,N;ey#0)
0<j<N

alors ey égale 1 et €y _, égale — 1.

En effet, la somme Z € 2/ a le signe de €y - Donc ey égale 1.

0<j<N
D’autre part :
Mot 1< N om=— Y g2 <—e_ 2N+ 2N
0<j<N
par suite 2< Nt < =N ey

ce qui montre que €y _, est strictement négatif donc égal a — 1.
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4.1.3. Une application répétée du lemme précédent montre que,
sous les mémes hypothéses, €; égale — 1 lorsque 'ona:n+ 1 <j< N — 1.

4.1.4. Soient m et n comme dans le lemme 4.1.2. Posons :
n

DY g2 =m)
i=o

E,={(,€,...,e)E{-1,0,1}"""!

n
F,={(e,€,,....e)E{=1,0, """ ;2" + .20 2 =m}.
P

Si € appartient a{— 1,0, 1} on notera a]'-(e) le nombre valant

1 _
3 a;, 1, —2- a; selon que ¢; vaut + 1,0 ou —1.

Alors si N est supérieur a n + 2 la remarque 4.1.3 montre que
I'on a :

. - n N
ANGOESNE S a,f(e))+[ X oI a;(e)]

€€E,, €EF,, -

a N g k-1 g
n+l + S‘ _k It i .
2 k:r.l‘+2 2 j=n+1 2
Ceci montre que f’a’N(m) a une limite lorsque N tend vers + oo, ce
qui prouve 'existence et I'unicité de u, .

4.1.5. LeMME. — Soit @, la plus petite tribu rendant mesurable

. i
la fonction €2 *. On a :

I

|

v
o

—i2"+lx)

E(e "% @,,,) +a,e

—
Q
S

En effet, si 2" + k2"*! = € 2/ avec les conditions habi-

tuelles sur les €; NOUsS avons €, 1=0,¢, =21

Donc

€l=...=en

. a i
fe_iz"x e—ik2"tlx du, (x) = -22 fe"“"“" du,(x) +

a .

ce qui démontre le lemme.
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4.1.6. COROLLAIRE. — [l existe un nombre C tel que pour toute
suite de carré sommable, {O‘j},‘>o» on ait :

f sup

n=20

n -‘i L 1/2
2 (@ — p(—27) dﬂa(x)] <
i=o

1/2

<C(/}‘;o Iaj |2)

Démonstration. — Le lemme précédent permet de définir des
nombres Uj et v g (j =0, k= 0) ainsi :

i) pour tout j = 0, Uio = 0 et Vio = 1
ii) pour tous j et k,

il +kx = il TR+,
E(v; e L ikar) =Y par 0008 I

On a : Iui,k+1|<5|vi.kl’ |vj,k+l|<5lvi:kl

d’o Lty iy | <275, o 1< 27%

j o 1/2
i2f tky i2f Y+l 2 . -k
et [flvj,ke — Uj ko1 — Vi k+1€ |“ du, (x) <270,

On a aussi :

i2i+kx i2j+k+lx — i2jx
Z (vj, € Ui k+r TV k1€ )=e -
k>0

o R .
— 2 ui,k+1 = eIZX _ “a(_ 2[) .

k=20

Par suite

n .

] . .
sup | 2 (e’ — (= 2) 1<
n=20 j=0
n . .
~ N il tky jaf thk+1,
<Y sup | Y o e — U ry — Vg1 @ )

k=0 n=0 | j=0

utilisant une inégalité sur les martingales de carrés sommables nous
obtenons :
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2

Y o (e’ — (- 27y

n=0 | j=0

2 1/2
dua(x)] <

1/2
<c X 2% Z lgi)
k>0 j=0
ce qui achéve la démonstration.

Ceci prouve que lorsque 2 Ioz,.l2 est fini, la série

j=o0
Y lay (e — (-2
j=o0

converge M, -presque partout.

4.1.7. On en déduit facilement que lorsque deux suites, a et b,
de nombres complexes sont telles que : flall <1, bl <1,

2 li.ta(Z")—ﬂb(2")|2 = + oo, alors les mesures u, et u, sont
n=20

étrangéres. La proposition suivante explicite cette condition.

4.1.8. PROPOSITION. — Soient a et b deux suites de C telles que

llall_ et bl soient strictement inférieurs a 1. Si Z Ib, — a, 12 est
n=0
infini les deux mesures u, et u, sont étrangeres.

En effet, le lemme 4.1.5 montre que
. 1 1 _
B2 =2 ay + 5 3,12 .

Résolvant par rapport 4 @, nous obtenons :

(2D — 8,2 R, (27T
" -1,

Ry
|

Il est facile de montrer que : | 2,(2")| <[lall,. On a donc :
by — @y | < k(1 5g(2") — By (2D ]+ 1 52" = B, (2" *)1)

ou k est un nombre ne dépendant pas de n. Alors :

2 b, —a, P<2K? g, (1) — (D * +4K> 2 |, (2" — 2,27 1P

n=0 n=1

ce qui achéve la démonstration.
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Il est d’autre part clair que les conditions d’absolue continuité
de u, par rapport a m, données dans le théoréme 1.3 sont encore
valables dans ce cadre.

4.1.9. LEMME. — [ existe un nombre C tel que quels que soient
entier non nul, n, et la suite {ay};, , de carré sommable on ait :

=

i aj(eninx _ ﬂa(_ 2I'n))

m |j=0

2 1/2
du, (x)] <

1/2

<c + vIogTah (2 1e12)

j=>0

En effet, le lemme 4.1.5 montre que E(e?' I &) est égal &

2l . _ i";12i+1x 1 i"—;12i+1x .
em*’ X ou a 5 a;e + 5 a;e selon que n est pair
ou impair.

Soit # un entier supérieur a 2, notons £ le plus petit entier stric-
tement supérieur 4 Log(n — 1)/Log 2. On vérifie que
in2/x — jof tk+l,
E(e |&jip) =y +v;e

avec luil + Iv,.|< 1.

Comme dans la démonstration du lemme 2.4 nous avons

=

m , .
in2/x in2lx
izo oci(e — E(e |(5Li+k))

2
2 du,,(x)] <

m=20

1/2

2
ji=o0
Par ailleurs nous avons :

B(em?* 1@, ) — iy (=~ n2) = v, [ x (- 27 R

et le lemme 4.1.6 montre que :

m R ) 1/2
[f sup | a,-(E(e"“”‘laM)—ﬂa(—nz’))lzdu,,(x)] <
m20 | j=0
5 1/2
<c( X lagl?
(i>o / )

d’ou le lemme.
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Ensuite les estimations de dimension de Hausdorff se déroulent
de la méme facon que précédemment a cela prés que I'on peut se
contenter d’étudier les intervalles [k27" ,(k + 1) 27"[.

4.2. Produits de Riesz a plusieurs variables.

Indiquons briévement comment les résultats du second chapitre
peuvent se généraliser a T?.

4.2.1. On désigne par{\,}, 5, et {\,}, >, deux suites de nombres
entiers supérieurs a 1 telles que A, ,,/\, et A, /A, soient supérieurs
a 3 pour tout n. Soit a ={an}n>o une suite de nombres complexes
dont les modules sont inférieurs a 1 ; on pose :

ijx +\jy)

a,n )]

P (ei*,e?) = ﬁ [1 + Re(g;e
j=0

dx dy
472

et I'on note u, la limite vague des mesures P, (e, e")

On peut démontrer les résultats suivants.

4.2.2. ProvosiTION. — Soit {a,}, 5, une suite de nombres com-
plexes. Chacune des conditions suivantes :
1) Pour tout n, \,, I\, et N, /N, sont entiers, ||lall_ est stric-

tement inférieur a 1, Y. |, |* est fini

n=20

2) max(\,,,/\, s N\, /\,) tend vers + oo, > la, Log(n + 2) |?
n=20

est fini et, sioétant le nombre compris entre Q et 1 tel que || all =

b

1+a?
ona o’ \/§, <o ou

nz21

3
£ = inf{j>0, Vk>j n <maxOp Mo, Nea A = 5

3) 2 la, a, | est fini,

n=z0
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implique la convergence pu,-presque partout de la série

o i Al
py a,[Log[l + Re(ane'()"'x+ n?)

n=0

)N —

i(A,t+N,u)

—fLog[l + Re(a, e MNdu,(z, u)] .

On en déduit le résultat suivant.

4.2.3. THEOREME. — On suppose qu’existent deux nombres A et

’

B tels que : 0 < A <>\—n < B pour tout n.

n
1) Si les hypotheéses 2) ou 3) de la proposition précédente sont
satisfaites en prenant o, = (log(A,, )\;))”', tout borélien E tel que
M, (E) soit non nul a 2 pour dimension de Hausdorff.

2) Si les hypothéses 1) de la proposition précédente sont satis-
faites, tout borélien E tel que p, (E) soit non nul a une dimension de
Hausdorff supérieure a

2(1 — lim sup [Log(\,, A))]™* flog Pa_"(ei’ ,e™)du,(r, u)) .
n—>o

En outre, il existe un borélien portant u, dont la dimension de
Hausdorff est inférieure a

2(1 = tim inf (log(, 4y Ays )" S Log®, (e, ey du,(t, w)) .
n —>e " !

424. On peut aussi obtenir des résultats lorsque la suite
{()\i , 7\'.)},.>o est la suite des images successives d’un couple d’entiers
par une application linéaire.

o . . . .
Soit A =(7 g) une matrice a coefficients entiers rationnels

dont les valeurs propres ne sont pas réelles ; on suppose aussi que
ad — Py est différent de 1. L’équation caractéristique est

MN-—(@+HN+as —pfy=0,

par hypothése (o + 8)* — 4(ad — B) est strictement négatif. Le mo-
dule des valeurs propres est \/ad — (7.
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A définit un automorphisme u de R? et, par passage au quotient,
un homomorphisme T de T? sur lui-méme :

T(ei" , eiy) = (ei(ax+By) , ei(7x+5y)) .

On notera v le transposé¢ de u, I'), = v"(Z’) G =u"(2nZ?) ;
G,, désigne le sous-groupe discret de T2 image de G par la surjection
canonique de R? sur T?> = R?/27Z2.

Soit (my, ny) un point de Z? telle que la suite {v"(m0 , ”o)}i>o
soit dissociée (c’est évidemment le cas quels que soient m, et n, si

\/det A est supérieur a 3). Soit a ={a; };>o une suite de nombres
complexes telle que llall_ < 1. Posons :

) K o
Pa'k(e"" ,er) = 1’1‘10 (1 + Reg; ((m,, ny), T/ (e?* , )

]

k
'Ho [1 + Reg; /(my, ny) , (€7, )] .
j=

dx dy
41° Vg0

La suite de mesures { P, ,(e?™*, ) converge vaguement

vers une mesure de probabilité u, .
Posons u®) = (P, )" u,.

Observons que I'; est strictement contenu dans Iy et que 'ona :

N 1" ={(0,0)} Par conséquent on peut toujours se ramener au cas
]/

ou (m,, ny) n’appartient pas a I'; , condition qui sera supposée satis-
faite dans les démonstrations qui suivent.

Désignons par &; la plus petite tribu sur T 2 rendant mesurables
les fonctions contmues a spectre dans I'; et par E/ loperateur d’espé-
rance conditionnelle par rapport a a lorsque I'on munit T? de la pro-
babilité u, .

4.2.5. LEMME. — On suppose que 2(m, , n,) n'appartient pas a
I, . Si (m, n) appartient a4 l"]. ona:

1) E*Y((m, n)) = 0 si m, n) n'est congru modulo I‘,.+1 nia 0
ni a *vi(mg, ng).

1 1 _ . 1
2) B wi(myg , ny)) = 54 E'“(—v'(mo,no))=5a,..
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Démonstration. — On remarque d’abord que
i1
Y e vk (my ., ny), (6,€{—1,0,1})
k=0

n’appartient a Fi que lorsque tous les €, sont nuls.
Soit (m', n') dans [;,y,silona:

(m,n)+@m' ,n)= 2 € v*(m,,n,) ,
k=0

(ekE{— 1,0, 1}) la remarque précédente montre que

€ =€ =-""=¢_,=0,

par suite (m, n) — €;v’/(m,, n,) appartient a T, .

Ceci prouve la premiére assertion. Quant a la seconde elle résulte
de ce qui précéde et du fait que v/(m,, ny) et —v/(my, n,) ne sont
pas congrus modulo I‘iﬂ.

La proposition suivante se déduit de ce lemme comme la propo-
sition 2.5 se déduit de 2.2.

4.2.6. PROPOSITION. — Les hypotheéses du lemme précédent étant
vérifiées, soit { fi}j>0 une suite de fonctions de A(T) comme dans la
proposition 2.5. Alors pour toute suite de carré sommable {ozi i>o la
série

e
j=0

Y o [f;(K(my, ny) , TI(e™, e))) —
— [ £ «mg, ng) , TV (e, € dity s, D]
converge pour u,-presque tout (x,y).

4.2.7. THEOREME. — Sous les hypothéses précédentes

1) Tout borélien E tel que u,(E) soit non nul a une dimension
de Hausdorff supérieure a

1
211 -1 _ logP, d .
[ eP n log(det A) f 08 Fa.n #"]

n—e
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2) 1l existe un borélien portant p, dont la dimension de Hausdorff
est inférieure a

1
2|1 — timinf ————— [ logP, ,du, | .
[ WLs Wlog(der A) Jroer.,, “"]

n —e

Démonstration. — La proposition précédente montre que

% (log P —flogPa’,,dua)

converge vers O M -presque partout.

Soit (x,, ¥,) un élément de longueur minimum dans 61\{(0 , 0)}.
Soit (x,, y,) un élément de longueur minimum dans (N}’I\Z(x0 » Vo)
Ces deux éléments forment une base du réseau E;'l . Soit J, ’ensemble
{tyCeg, ¥o) + 1,(x,,¥,) ; 0<1,<1,0<1r, <1}. Lintersection de
61 et de J, est {(0,0)}; u(x,, y,) et u(x,, y,) forment une base de
2nZ*. On en déduit que la restriction de T a la projection 1, de J,
sur T? est une bijection de I, sur T2. Les ensembles{g + I, ;g€ Gl}
forment une partition de T? en det A ensembles de mesures (det A7

Posons J, = u'~"(J,), ona|J,| = 4n*(det A)~" ; de plus comme
u est conjugué d’une similitude de rapport  /def A il existe deux
nombres ¢, et ¢, tels que

0 <c, <17, |/[diamétre J))* <c, .

Soit I, la projection de J, sur T2. 11 est facile de vérifier que pour
calculer la dimension de Hausdorff d’une partie de T2 il suffit de
considérer des recouvrements au moyen d’ensembles de la famille
{g+1,;n=21 ,gEGn} .

T" est une bijection de I, sur T2, un changement de variables
montre que si g appartient 4 G,, on a

pM(g + 1,) = (det A)™" .

La démonstration s’achéve comme celle du théoréme 2.8.
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4.3. Produits de Riesz sur R.

4.3.1. Soit {\,}, 5, une suite de nombres réels strictement po-
sitifs. Soit @ ={a,},., une suite de nombres complexes dont les mo-
dules sont inférieurs a4 1 et telle que A\,,,/\, = 3. On sait que le
produit igo 1+ Re(aj ()\j , X)) définit une mesure u, sur le compac-

tifi¢é de Bohr de R. Cette mesure ne permet pas d’étudier le compor-
tement de certaines séries sur R aussi est-on conduit aux considérations
qui suivent.

4.3.2. Soit K une fonction positive intégrable sur R dont la trans-

. 1 1
formée de Fourier, K, est positive, a support dans [— ~2- Ao > E )\0]

et telle que f((O) égale 1. On pose :
n ins
P, ()= iI=Io (1 + Re(g;e’77))

Q n(x) =K@ P, ,(x) .

Il est facile de voir que les mesures Q, ,(x) convergent

dx
2T
vaguement Vers une mesure que nous noterons v, x ou v, lorsqu’il
n’y aura pas de confusion possible. Plus précisément si £ appartient a

£- 2L &)\

ji=o0

1
R et si <E Ao (avec les conditions habituelles sur

les ). On a :
B I APRLY

et, si £ n’a pas la propriété ci-dessus, P, x(£) est nul.

4.3.3. La suite {ei)"'x —D,(— >‘i)}i>0 est orthogonale dans L? ).
Il est facile de s’assurer que les résultats du chapitre I sont valables
pour les mesures v, y (K fixe).

Passons maintenant a I’étude des dimensions de Hausdorff des
boréliens portant v, .
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On définit de méme que précédemment, lorsque A, , /A, tend
vers + oo :

3
£, =inf}j >0, VE>jn <Ny /N =3

4.3.4. PROPOSITION. — On suppose que \,,,/\, tend vers + oo,

Soit a un nombre compris entre 0 et 1 tel que |lall_ < si

1 + a?’

Y ", est fini alors pour toute suite {a,}, 5, telle que
n=1

) |, log(n + 2)
n=0

soit fini la série

Y a,[Log(l + Re(a,e™) — [ Log(l + Re(a, ™) dv, ()]

n=0

converge pour v, -presque tout x.

On en déduit le résultat suivant :

4.3.5. THEOREME. — 1) Les hypothéses sur {N\};,, et a étant
celles de la proposition précédente, tout borélien borné, E, tel que

v, k(E) soit non nul a 1 pour dimension de Hausdorff.

2) On a la méme conclusion sous l’hypothése :

Y la,|/Log}, <o

i
n=p

(ot p est assez grand).

4.4. Convergence vers la loi de Gauss.

On étend au cadre des produits de Riesz un résultat de R. Salem
et A. Zygmund sur les séries trigonométriques lacunaires [10].

Soit {\;};5, une suite d’entiers supérieurs a 1 et tels que A, /A,
soit supérieur a 5. Soit a ={a,-},.>0 une suite de nombres complexes
dont les modules sont inférieurs a 1.
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4.4.1. THEOREME. — Soit {a,},,, une suite de nombres réels

telle que A, =\/§ (Uog P +lo >+ -+ |a, 1D et A /la, | tendent

vers + o lorsque n tend vers + oo. L’image de u, par la fonction

1 & 1
2_, (cos Nx — —2~ Re a) converge étroitement vers la mesure
n j=0 :

2
e g dx.
Preuve. — 11 suffit de montrer que
3 1
F,(t) = f exp [ it 'Zo o (cos Ajx — Py Reai)/A,,] du,(x)
j=
12
tend vers e 2 uniformément sur tout compact.
22
Puisque expz = (1 + 2) exp (—2—+ 01z 1%) il suffit d’étudierla
limite de

G, (1) =f iljo [(1 + ALt ; cos )\ix) exp(- itzRAea,.)]
n n

exp Z a cos? \, x) du,(x)
n j=0
or
1 g‘ 2 2 3
a’cos*\,x =1+ a cos2)\x
An j=0 ! ! ZA: I—‘O

Comme les fonctions {cos 2)‘ix}i>0 sont orthogonales dans L?(u,),
(en effet )\,. ‘1 /)\i est supérieur a 5), le méme argument que dans [10]
montre que G,(f) a méme limite que

__ f H [(1 + —oz COS A, x)exp(— fReg, )] du,(x) .

11 suffit d’observer que
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n it
P, I (1+ A o cos Ax) =

it Re a;
1+ A + {3,. cos()\,-x - sp,.) + cos(27\l-x - ‘pi)

n

e B}

j=o0

ou B, s Yj» ¥j» ¥; sont des nombres convenables, pour voir que

it Reaj)

n it n
I (1 + = o coshyx) di,0 = I (1+ Ty

P 7
j=0 n

et 'on conclut facilement.
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