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TROISIEME THEOREME FONDAMENTAL
DE RÉALISATION DE CARTAN

par A.A.M. RODRIGUES et Ngô van QUE

Introduction.

DEFINITION DES PSEUDO-GROUPES INFINITESIMAUX. - Etant donné T,
le fibre tangent d'une variété M (e'-différentiable), J^(T) désigne
l'ensemble de tous les jets d'ordre k des sections (différentiables) du
fibre T sur M. J^(T) est encore un fibre vectoriel sur M, dont pour
tout X, un champ de vecteurs sur M i.e. une section de T, jkX est
une section (différentiable) :

/^X : M -> J^T), x ^ i^X

Rappelons que J^(T) désignant encore sans risque de confusion le
faisceau des sections de J^(T) sur M, Jj^(T) est un faisceau de R-algèbre
de Lie [6], [10], [14] :

J,(T)^J,(T)-J,(T)

[^X ,^Y] = /. gf^X, Y] + /(X . g)/^ - g(\ . n/^X

où [X , Y] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y, / et g
sont des fonctions numériques (différentiables) sur M, et X . g et Y . /
les dérivées de Lie de g et / par les champs de vecteurs X et Y.

Ce crochet d'algèbre de Lie étant un opérateur différentiel d'ordre
1, nous en déduisons un morphisme de fibres vectoriels sur M r[14].

r : J^ (T)Aj^(T) -^ (T)

Ta^XJ^Y)^^^]

Si ^ et 17 sont deux sections de J^+i(T), r(Ç , 17) est souvent noté par
IÇ » î?L appelé le crochet formel de ces deux sections.
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A tout jet d'ordre k, on peut associer naturellement un jet d'ordre
k — 1, d'où un morphisme naturel surjectif de fibres vectoriels

f f : J , ( T ) - J , _ , ( T )

Désignons par Joo(T) la limite projective relative à ce morphisme des
J^(T), avec l'entier k tendant vers l'infini. Le crochet formel définit
alors sur J^(T) une structure de fibre d'algèbre de Lie de dimension
infinie sur M, dont la fibre D^ en un point a de M n'est autre que
l'algèbre des champs de vecteurs formels D(R") sur R", n étant la
dimension de M (voir la partie I,i) plus loin). Remarquons que D^ est
une algèbre de Lie filtrée complète par rapport à la topologie définie
par sa filtration, ceci dit rappelons la définition des Pseudo-Groupes
infinitésimaux de Lie (notés simplement par P.G.I.) :

DEFINITION [ 7], [14], [17], [18], [19]. - Un sous-faisceau d'algèbre
de Lie 6 du faisceau d'algèbre de Lie de champs de vecteurs sur M est
dit un P.G.I. (de Lie) si Jjç(6), l'ensemble de tous les jets d'ordre k des
sections localesX de 6 est, pour tout entier k, un sous-fibre vectoriel
de J^(T) et s'il existe un entier RQ > 0 tel que 6 est le faisceau des
germes de solutions de Sj. (ô)."o

Ainsi donc, pour tout entier k, E^ = J^(0) est un système diffé-
rentiel régulier d'ordre k dans T [7], [8], [15], complètement inté-
grable Le. tout élément de E^ est le jet d'ordre k d'une germe de so-
lution de E^ (précisément ici, une germe de section de Q). Pour tout
entier k, E^+^ est évidemment contenu dans le système de prolon-
gement de E^ :

Efc+i c J! (Efc) n ^+1 (T)' où P01111 tout entier r et fibré E (diffé-
rentiable) sur M, Jy(E) est l'ensemble des jets d'ordre r des germes de
sections de E. On sait que par un argument Nothérien, Kuranishi [7]
a prouvé un résultat conjecturé par Cartan qu'il existe un entier k ^ ,
tel que si k > k ^ , E^.n est exactement le système différentiel de pro-
longement de E^, i.e. E^+i = Ji(E^) H J^+i(T), et de plus il existe
un k ^ , plus grand que k ^ , tel que E^ est involutif [7], [8], [15].

Dans le cas où M est une variété analytique, les E^ des sous-fibres
vectoriels analytiques de J^(T), autrement dit des systèmes différentiels
linéaires analytiques dans T, et 6 exactement le faisceau de toutes les
germes de solutions analytiques de E^ , k^ étant son ordre, nous
dirons que Q est un P.G.I. analytique.
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Etant donné un P.G.I. 6, le faisceau des sections de E^ (= J^(0))
est évidemment un sous-faisceau d'algèbre de Lie du faisceau d'algèbre
de Lie J^(T). On dit souvent pour cela que E^ est un système diffé-
rentiel de Lie. En particulier, le crochet formel r de J^(T) induit le
crochet formel de E^ à valeurs dans E^_^ :

T : E^ AE^ E^_i

Désignons de même par Joo(0), la limite projective des E^ par rapport
au morphisme canonique surjectif TT : Efç -> E ^ _ i . Evidemment
J^(0) est un sous-fibre d'algèbre de Lie de Joo(T). En particulier, si
L^(0) est la fibre en un point a de Joo(0), L^(0) est une sous-algèbre
de D^, le fibre en a de Joo(T). Nous associons ainsi à tout P.G.I. 9 une
sous-algèbre L^(0) de D^.

Le troisième théorème fondamental de réalisation de Cartan
consiste à associer inversement à toute sous-algèbre de Lie transitive
L^ de D^ un P.G.I. analytique "local" 6 tel que L^(0) soit isomorphe
à L. Nous allons donner un énoncé plus précis de ce théorème. Notre
travail est de démontrer en plus un théorème de réalisation relative et
homogène, dans un sens à comprendre ultérieurement. Ce travail est
basé sur les idées qu'a esquissées le second auteur dans une série de
notes aux C.R. de l'Académie des Sciences de Paris [171. Il est à
signaler que certains de nos résultats concordent avec ceux obtenus
indépendamment par H. Goldschmidt dans un tout autre formalisme
[21.

I. Théorème de Réalisation de Cartan.

i) Algèbre de Lie transitive filtrée complète.

Pour fixer les notations, nous allons rappeler ici quelques notions
algébriques devenues plus ou moins classiques. Le problème considéré
étant un problème local, nous pouvons supposer la variété M être
l'espace numérique R" de dimension n, noté plus simplement par V.
Alors l'algèbre de Lie infinie D^, la fibre à l'origine a de l'espace
vectoriel V == R" de Joo(T), est l'algèbre D(V) des champs de vecteurs
formels sur V, plus précisément D(V) étant l'algèbre des séries for-
melles sur V à valeurs dans V :
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D(V) = RIV*]j ® V

où R[V*] est l'algèbre des séries formelles sur V, et pour la structure
d'algèbre de Lie, on a

[P ® u , Q ® v] == P . O^Q) ® i; - Q . (9,,P) ® ^

9yQ et 9yP étant des dérivées par rapport au vecteur u et v des séries
formelles Q et P.

Evidemment D(V) est une algèbre de Lie filtrée complète :

D(V) = D_i D Do D DI D • • • D D^ D • • -

où D^ est l'ensemble des séries formelles qui s'annulent à l'ordre k à
l'origine a de V.

Soit L une sous-algèbre fermée de D(V), ayant une topologie
définie naturellement par la filtration. Sur L, on a la filtration induite :

L D L _ i DL^Li D - • • D L ^ D - - •

Désignons respectivement par Dk et L\ les algèbres tronquées D(V)/D^
et L/L^. On a naturellement les suites exactes, la première contenant
la seconde,

0 -^ S k ( y * ) © V ^ D^ ^ D^"1 -> 0
U U U

0——. ^————. L^-^ L^-1 -^ 0

où S^(V*) ® V est l'espace des polynômes homogènes de degré k sur
V à valeurs dans V. D° est naturellement isomorphe à V ; rappelons
à ce propos que l'algèbre L est dite sous-algèbre transitive de D(V) si
L°, sous-espace de D°, est égal à D° = V.

La filtration de L induit sur le tronqué L^ une filtration :
j k ^ r k - ^ T ^ D . - . D L ^L. — l._i -J l̂ o -/ -J l^fc_i

où L^_ = L^_ /L^ . Et le crochet de Lie dans L définit naturellement
le crochet formel r :

T : L ^ A L^ -^ L^

T(^,>O = lx , y î
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permutable avec le morphisme canonique TT : L^ -^ \q~r, i.e.

^^I = l7T(x),7r(^)I .

Muni de cette filtration et de ce crochet formel, Lk est appelé l'algèbre
tronquée filtrée de L à l'ordre k.

Désignons par P l'opérateur d'antisymétrisation canonique :

ô : A^V* ^ S^V*) « V -^ A^V* ® S^'^V*) « V

Nous pouvons le restreindre au sous-espace A^ V* ^ g k , et en déduisons
une suite cohomologique [15], [20] :

0 -^ gk+p ^ y* «^P-1 ^ A2V* » gk+p~2 -^ ' • • ^ A^V* «^

Nous disons que F'algèbre L est involutive à l'ordre fcç si la suite pré-
cédente est exacte pour tout entier p et tout entier k > k^. Nous y
avons pris la convention que g° = L° et gr n'est pas défini pour r
négatif.

Il existe une définition abstraite de l'algèbre de Lie filtrée tran-
sitive complète (et par suite la notion d'isomorphisme) telle qu'ont
donnée Singer et Sternberg [3], [19]. Nous ne la redonnerons pas
rappelant qu'il existe en effet un théorème dit de réalisation [4] :
Toute algèbre de Lie filtrée transitive complète est isomorphe comme
algèbre de Lie filtrée à une sous-algèbre transitive fermée L de D(V),
V étant l'espace numérique R'1 pour un certain entier n.

Soient alors données deux sous-algèbres fermées transitives L et
H de D(V), que nous supposons involutives à l'ordre k. Rappelons
que les tronqués L^ et H^ sont dits isomorphes si et seulement si nous
avons un couple d'isomorphismes linéaires (p , p) rendant le diagramme
suivant commutatif :

L" H^

lk-}—————————^ H^-1
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et tel que, x et y étant deux éléments quelconques de Lk,

P i x ^ y î = I pOc) , pOQ]

Nous avons alors un théorème de Rim [16] disant que si I/ et H^ sont
isomorphes, alors L et H sont isomorphes comme sous-algèbres filtrées
fermées de D(W), où W est l'espace vectoriel D^"1 = D(V)/D^_i. En
effet, L et H sont canoniquement des sous-algèbres fermées de D(W) ;
et dire qu'elles sont isomorphes comme sous-algèbres de D(W) revient
à dire qu'elles sont isomorphes comme algèbres de Lie filtrées I/^ et
ï^k) avec une filtration décalée à l'ordre k :

L ^ L ^ ^ L ^ D L ^ D - . - D L ^ D - - -
et

H = Hw == H^ D H^ D • . • D H^ D • • •

avec respectivement
y ( f c ) _ y ^ uW - LJS» ~ ^k^p el "p •~~ "fc+p •

Si nous supposons en plus que p est un isomorphisme d'espaces
filtrés de L^ avec îik, avec la filtration induite par celle de L et H,
— nous disons alors que les algèbres tronquées filtrées L^ et H^ sont
isomorphes — on a en plus le résultat que L et H sont isomorphes
comme sous-algèbres filtrées fermées transitives de D(V), et alors il
existe un automorphisme de D(V) transportant L sur H [4]. Citons le
résultat dû au second auteur précisant que tout automorphisme de
D(V) provient de façon canonique d'une application formelle de V
dans V inversible [12] :

/ : y = R" -> R"

f(x1 . . . . ,x") == (/1 . . . . ,/"), les /! sont des séries formelles
des x1 et l'inverse/"1 existe comme application formelle. Pour ce qui
nous concerne, nous demandons en plus au lecteur de vérifier avec les
techniques dues à Hayashi et Rodrigues que si L et H sont isomorphes
comme sous-algèbres filtrées de D(V), involutives à l'ordre fc, il existe
une application polynomiale / : V -> V inversible (i.e. les/1 sont des
polynômes des x1 et l'inverse/"1 existe et est alors une application
analytique) telle que / transporte l'algèbre L en une sous-algèbre L,
dont le tronqué L^ est exactement îïk (les tronqués L^ et H^ étant
des sous-espaces de Dk = D(V)/D^).
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ii) Théorème fondamental de Cartan

Soit L une sous-algèbre fermée transitive de D(V) que nous
supposons être involutive à l'ordre k. Par la théorie de prolongement
on sait que L est aussi canoniquement une sous-algèbre fermée, tran-
sitive et involutive à l'ordre 1, de DCL^"1), où L^"1 est le tronquée
l'ordre k — 1 de L. Considérons la suite exacte

Q -^ gk ^ ^c _^ L^-I -> o

et on a donc gk comme algèbre d'opérateurs sur L^"1,

^Cd^-1)*^-1 .

Désignons par À une scission quelconque donnée de la suite
exacte précédente :

À : L^~1 ^ L\ telle que TT o \ == Identité sur L^'^Le crochet
formel de L\ à valeurs dans L^ ~1 , définit alors une application c :

c : L^-1 AL^- 1 -> L^-1

c ( x ^ y ) = l\(x),\(y)î .

Considéré comme un élément de (A2!^"1)* ^ L^"1, l'application c
n'est définie en dépendant de la scission À que modulo le sous-espace
ôtCL^"1)* ^ g^c), et est ce qu'on appelle les constants de structures de
Cartan à l'ordre k de l'algèbre transitive L.

Reprenons la notation de Hayashi [4], désignons par c2 l'appli-
cation

c2 : A3!^-1 -> L^-1

c2^,^, z) == c(.c(x , y ) ,z) 4- c(c(y , z) ,x) 4- c(c(z,x),^)

Alors on vérifie immédiatement que comme élément de l'espace
(A 3^- 1)*®^- 1 , on a :

C-l) c2 = 0, modulo aCCA2!^-1)* ®^).
D'autre part, l'algèbre de Lie d'opérateurs gk sur l'espace L^"1

s'étendant de façon usuelle en une algèbre d'opérateurs sur

(A 2 ^ - 1 ) *®^ - 1 ,

on a aussi pour tout u de g1^ :
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C-2) u(c) = 0, modulo ôOL^"1)* » ̂ ).
Les dernières relations C-l) et C-2) sont dites les identités de Cartan.

Ceci dit en précisant notre hypothèse et les notations, nous
allons énoncer le théorème fondamental de Cartan, sans refaire la
démonstration ([l], voir aussi [5]). Cartan a en effet donné une dé-
monstration de son théorème à l'aide de la théorie des systèmes dif-
férentiels extérieurs, sur laquelle il serait trop long à revenir [l], [7],
[8],[11].

Précisons d'abord que 6 étant une 1-forme différentielle sur une
variété M à valeurs dans un espace vectoriel K de même dimension
que M, 6 est dite de rang maximal, si pour tout élément x de M, 0^
est un isomorphisme linéaire de l'espace tangent T^ en x avec l'espace
vectoriel K.

THEOREME FONDAMENTAL DE CARTAN [ 11. — Avec les données pré-
cisées précédemment, il existe un ouvert U de L^ et une {-forme exté-
rieure analytique (a? , 0) de rang maximal, définie sur U et à valeurs
dans l'espace vectoriel (gk) x (Lk~l), telle que pour la différentielle
d6 on a :

d0 = c(0 ,0 ) 4- œ ~/\ 6

Pour expliquer la dernière égalité, prenant deux vecteurs tangents x et
y en un point quelconque de U, on a par définition :

de(x , y) == c(0(x) , 000) + l/2(ù,(x) [6 (y)] - coQQ [0(x)])

Nous pouvons supposer l'ouvert U contenir l'origine a de L\ et L^
étant identifié canoniquement avec l'espace tangent T^(U), que nous
avons la condition initiale (c^ , Q^) correspondre à la décomposition
de L^ au produit (gk) x (L^"1) définie par la scission À, i.e.

^ = 7 T

et pour tout x de L\ x = \ o 6^(x) + c^OO.
Soient (X,), 1 <i<m = dimension de L\ une base libre de champs

de vecteurs sur U. Considérons le système différentiel analytique E
d'ordre 1 dans T, le fibre tangent sur U :

E C J , (T)

( /^X, 4 - ^ I ^ G T * «T,/^(X,)0 + ^ ( 0 ) = 0 )

( et f ^(Xf)d0 + u(d6) = 0 }
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où AX,) est la dérivation de Lie, et u(6), u(d0) s'expliquent comme
T* ^ T opère de façon canonique sur les espaces de formes extérieures.

Le système différentiel E est le système dont les germes de solu-
tion sont des germes de champs de vecteurs X sur U laissant invariante
la forme 0, Le. J?(X) Q = 0 [14].

De nouveau par la théorie des systèmes différentiels extérieurs,
on démontre que E est un système complètement intégrable, involutif
à l'ordre 1. Autrement dit, si 6 est le faisceau de toutes les germes de
champs de vecteurs analytiques sur U laissant invariant la forme 0,
6 est un P.G.I. analytique sur U et J^(0) = E. On vérifie facilement
que E se projette surjectivement par l'application canonique TT sur T,
ce qui veut dire que Jo(0) == T ; 6 est donc un P.G.I. transitif sur U.
De façon plus précise encore, on a L^(0) une sous-algèbre transitive
fermée, involutive à l'ordre 1 de DCL^).

Désignons alors pour simplifier par H le tronqué à l'ordre 1 de
L^(0) ; H est donc la fibre en a de E. Nous noterons par h le noyau
de H sur L^ :

0 - ^ h . ^ î l — > L k - > 0

Ceci dit, nous allons démontrer cependant les deux lemmes algébriques
suivants, comme ils ne sont pas explicites dans Cartan :

LEMME 1. -
=^i

Preuve. — En effet, h e t g ^ ^ 1 sont canoniquement des algèbres
d'opérateurs sur L\ Donc l'égalité a un sens. Rappelons que^^ est
aussi le sous-espace de ( L k ~ l ) * ^ g k tel que la suite suivante est
exacte :

0 -> ^+1 -> (L^-1)* ^—^ (A^-1)* «L^- 1

Or revenons à la définition donnée du système différentiel E, on a :

/z = { ^ G ( L f c ) * « L^ ,^(^) = 0 et u ( d 6 ^ ) = 0 } .

Rappelons que TT = Q^ : L^ -> L^"1 ; dire queuÇTr) = 0 est équivalent
à dire u est à valeurs dans le sous-espace g1^ de L^. D'autre part x et y
étant deux vecteurs de L\ on a par la formule de d9 :
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U(dQ^ (X , y) = C^(UX) , 7TOO) + C(7T(^) , TTOQO)

+ Ï/2(^(UX) [7TOQ] + C^QC) [TTOOQ])

- 1/2(C^(100 [TTOO] + C^(;Q [7T(UX)])

Si nous supposons que uÇrr) = 0, i.e. TrO^c) = 0 pour tout vecteur x,
on a simplement comme deuxième condition :

2u(d6,) (x , y) = c^x) [7r(^)] - ̂ (uy) [7r(x)] = 0

Ceci étant vrai pour tout y , si x est dans gk, i.e. 7r(.x) = 0, on doit
avoir ^x = 0. Autrement dit, M doit passer au quotient L^/^ = L^"1.
Donc /2 est canoniquement un sous-espace de (L^"'1)* ® ̂ fc, et rappelant
que o?^ restreint à ^ est l'identité, on a

h C (I^-1)* «^

= { M E ( L f c - l ) * ̂ ^ , u ( x ) [ y ] - u ( y ) [ x ] = 0 , x et j /GL^- 1 }

Ainsi donc nous avons aussi canoniquement la suite exacte :

0 -> h -> (L^-1)*^-^ (A2^-1)* «L^-1 ./.

Remarque. — Comme par hypothèse l'algèbre L est involutive à
Fordre fe, ^fc+l est une algèbre de Lie involutive sur L^. Le lemme 1
est la condition algébrique pour que E soit un système différentiel
involutif.

Rappelons que H est une algèbre tronquée sur Lk, i.e. munie du
crochet formel :

T : H A H ^ L^

( x , y ) -> l x , y ï

LEMME 2. - Pour tout couple d'éléments (x , y ) de H, on a

7 r ( I x , ^ I ) = [[7r(x),7T(^)]]

le second membre étant évidemment le crochet formel défini par
l'algèbre L de deux éléments de L^ à valeur dans L^~1 .

Preuve. - Par définition : H = J^(0), l'ensemble des jets d'ordre 1
au point o G U des germes de sections de 0, nous pouvons poser
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x = ]\ X et y = /^ Y, X et Y étant des germes de section de 0.
On sait que, L^ étant identifié avec l'espace tangent T^(U),

ïx^]) = = [ X , Y ] ,

la valeur en a du crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y.
D'autre part, X et Y laissant invariant la forme 6, on a

0 = (J?(X)0)(Y)= X . 0 ( Y ) - 0 [ X , Y 1

0 = (^(Y)0)(X) = Y . 0 ( X ) - 0 [ Y , X ]

D'où, par la formule classique :

d0(X,Y) = X .0 (Y) - Y.0(X) - 0 [ X , Y ] ,

nous avons
û f 0 ( X , Y ) = 0 [ X , Y ] .

Ainsi, de la formule de dO, on a

0[X , Y] = c(0(X) , 0(Y)) + l/2(o;(X) [0(Y)] - û;(Y) [0(X)])

Prenons la valeur en a des deux membres de la dernière égalité, et
rappelant que 6^ = TT : L^ -^ L^ ~1 , nous avons

7T([X , Y],) = C(7T(X,) , 7T(Y,)) + l/2(ùVX) [7T(Y,)] - ̂ (Y) [7T(X,)])

Revenant à la définition de c, le second membre est donc :

[À o 7T(X,) , X o TT(Y,)]I + 1/2(CÛ,(X) [7T(Y,)] - Ù;,(Y) [7T(X,)])

= l\ o 7r(X,) + c^(X),X o 7r(Y,) + co,(Y)]] = ŒX, , YJ

Comme X^ = Tî(x) et Y^ = TT (y\ nous avons donc

7T(^ , yî) = 7T([X , Y],) = |[7T(X) , 7T(^)]1 ./.

Le lemme 1 et le lemme 2 précédents impliquent que H est une
algèbre tronquée de prolongement de l'algèbre tronquée L^ [4]. Alors
de nouveau par un résultat de Rim, cité déjà en I-i) [16], on déduit
que L^(0), sous-algèbre fermée transitive de D(L^), est isomorphe à
l'algèbre L donnée, considérée comme sous-algèbre de DCL^) ; autre-
ment dit, rappelons-le, L^(0) munie de la filtration induite par celle
de DÇÏ^) est isomorphe à l'algèbre L^0, qui est L munie de la fil-
tration décalée à l'ordre k 4- 1.
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En résumé, omise la démonstration par la théorie de systèmes
différentiels extérieurs que le système différentiel E est complètement
intégrable, nous avons prouvé le théorème suivant, connu couramment
comme la seconde partie du théorème fondamental de Cartan :

THEOREME FONDAMENTAL DE CARTAN SECONDE PARTIE. - Etant
donné rouvert U de Lk, muni de la \-forme extérieure analytique 9
comme il a été dit dans le théorème précédent le faisceau 0 de toutes
les germes de champs de vecteurs analytiques sur U, laissant invariant
la forme Q, est un P.G.I. analytique transitif sur U, tel que si a est un
point de U, L^(0) est isomorphe à l'algèbre décalée I/^^ de l'algèbre
L donnée.

Remarque. — En particulier, l'algèbre L^(0) est isomorphe à
l'algèbre L comme algèbres topologiques, les filtrations respectives
induisant une topologie naturelle sur L^(0) et L. Le dernier théorème
est donc déjà effectivement un théorème de réalisation. Cependant
nous allons prouver par un passage au quotient du dernier théorème
qu'on peut de fait réaliser l'algèbre L avec sa filtration donnée. Ce
résultat est évidemment plus ou moins implicite dans les travaux de
Cartan.

iii) Théorème de Réalisation.

Soit 6 un P.G.I. transitif sur une variété M. Etant donné un
point a de M, nous avons donc L^(0) une sous-algèbre fermée transi-
tive de D^, la fibre en a de Joo(T), i.e. nous avons l'application natu-
relle surjective :

L,(0)—^ L°(0)=T, -^ 0a^ 7 a v 7 a

où T^ est l'espace tangent en a de M.
Prenons un p-plan P^ contenu dans T^ . Supposons par hypothèse

que
H^TT-^P,)

est une sous-algèbre de 1^(0). En particulier donc P ,̂ est un sous-espace
vectoriel de dimension p de T^,, invariant par l'algèbre linéaire d'iso-
tropie g^ de 0, g^ étant précisément le noyau de la suite exacte :



TROISIEME THEOREME FONDAMENTAL DE REALISATION 263

0 ^ g^ -^ L^O) -> T, ^ 0

Par la théorie classique des G-structures, on sait alors que le Pseudo-
groupe F des difféomorphismes locaux de M, obtenu de façon habi-
tuelle en intégrant les germes de champs de vecteurs X de 6, déplace
P^ pour définir une distribution de p-plans P sur la variété M, qui est
invariante par 0. Le lemme suivant a été donné dans [13], comme sa
démonstration est assez simple, nous allons la répéter :

LEMME. — La distribution P de p-plans, ainsi construite sur M,
est complètement intégrable.

Preuve. - Soit E^ = 1^(0), l'équation de Lie d'ordre 1 de 0 :

O - ^ - ^ E I — ^ T ^ O

Désignons par H1 le sous-fibre de E^ défini comme l'image inverse
TT'^P) de la distribution. L'hypothèse sur P^ implique que le crochet
formel de deux éléments quelconques de H^ est dans P^. Comme le
crochet formel est invariant par transport défini par des difféomor-
phismes, nous avons plus généralement :

r : EI A EI ^ T
U U

H1 A H1 -^ P

Soit X, Y deux germes de sections quelconques de P. Comme 0
est transitif, nous pouvons écrire X (et Y) comme des combinaisons
linéaires (finies) des germes de champs de vecteurs Ç, de 6 (respecti-
vement 77.), à coefficients des germes de fonctions :

Alors,
X=/^, et Y==^ î7 , ,S , ,7? ,e0

X' = f 1 / 1 S, et Y = g ' j 1 r?,

sont des sections de H, qui se projettent par TT sur X et Y. Rappelons
que [12]

IX' . Y^I = I f 1 / 1 $, , g f / 1 ̂  = f g ' [f, , 7?,]

Le dernier membre est donc une section de P. D'autre part,
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[x, Y] = n^,, Y]--(Y . n s,
=r[^,Yl-^(r?,./!K,

=/ I[^,Y^-^h,,X]-/^ /[S,,7?,^

Comme la distribution P est invariante par 0, les crochets de Lie
[îL , X] et [^. , Y] sont aussi des sections de P. Ainsi [X , Y] est une
section de P ./.

Remarque. — Inversement, le même calcul montre que si P est
une distribution de p-plans complètement intégrable et invariante par 0
alors P vérifie notre hypothèse, i.e. H^ = TT'^P^) est une sous-algèbre
de L,(0).

La distribution P définit donc un feuilletage sur M. Comme nos
considérations sont locales, nous pouvons supposer que le feuilletage
considéré correspond à une fibration (M , p , N), i.e. une submersion
p de M sur N telle que x G N, le fibre p ~ l ( x ) est une feuille (par défi-
nition connexe) du feuilletage. Le P.G.I. 0 laissant invariant alors la
fibration est donc un faisceau de champs de vecteurs projetables par?
sur N, Nous désignerons par 61, l'image directe par p du faisceau 6
dans le faisceau des champs de vecteurs sur N. Citons à propos le
résultat dû à Kuranishi et Rodrigues, dont pour la démonstration,
nous renvoyons à [91, [17].

PROPOSITION 1. —Soit 0 un P.G.I. analytique transitif sur M,
laissant invariant une fibration analytique (M , p , N) à fibre connexe.
Le faisceau Q_, qui est l'image directe par p de 6, est un P.G.I. analy-
tique transitif sur N.

Si Q est un P.G.I. analytique, comme nous allons le supposer
dans la suite, la distribution P, qui est invariante par 0, est une dis-
tribution analytique et par suite la fibration considérée (M , p , N)
est analytique (p est une submersion analytique). Nous pouvons donc
appliquer la dernière proposition pour dire quej? est un P.G.I. ana-
lytique transitif sur N. Désignons par 6, l'image p(û). Nous allons
maintenant définir l'algèbre filtrée L^(0) à partir de L^(0) et P^.

Pour cela, rappelons d'abord que le tronqué à l'ordre k H^ de
l'algèbre H^ n'est autre que le sous-espace ^T~l(P^) contenu dans le
tronqué L^) [17].
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L^(0) ^ T, -> 0 .

Désignons par N1, le sous-espace de H1 formé des éléments x tels
que le crochet formel de x avec tout élément y de L^(0) est dans P^ :

N1 ={xçH1 ,lx,L^0)ÎC^}

Plus généralement, par induction, posons avec une notation évidente :

N^ ^jceH^Ix.L^IlCN^-1}

On vérifie immédiatement que TT étant la projection canonique :
L^ -^ L^"1 ,on a Tr(N^) C N^"1. Comme L^6) est la limite projective
des L^(0) relativement à la projection TT, la limite projective N de N^
relativement à TT est canoniquement un sous-espace de L^(0), plus
précisément, comme on peut vérifier, une sous-algèbre normale de
L^(0), contenue dans H^ :

NCH,CL, (0 ) .

PROPOSITION 2. — Les notations étant précisées précédemment,
L^ (0), sous-algèbre transitive filtrée fermée de D^, est isomorphe
comme algèbre filtrée à l'algèbre filtrée transitive L = 1^(0 )/N, dont
la filtration est définie par la donnée LQ = H^/N C L.

La démonstration de cette proposition ne présente aucune diffi-
culté. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à un travail de
Petitjean [12] (voir aussi [13] et [17]). Disons simplement qu'on
vérifie sans peine que N^ est l'ensemble des jets /^ X des germes de
champs de vecteurs X de 0, qui sont "tangents à l'ordre fc" en a à la
fibre passant par a, et H^ est le complété de l'espace des jets infinis
en a des mêmes germes de champs de vecteurs tangents en a à la
fibre.

Remarque. — 1) N est aussi la sous-algèbre de H^ formé des
éléments x tels que le crochet successif de x avec un nombre quel-
conque d'éléments de L^(0) est encore dans H^ :

N = {x E H, , [ . . . [x , L,(0)] . . . . . L,(0)] C H,}

2) Nous démontrerons de fait dans la suite que si N est une sous-
algèbre normale quelconque d'une algèbre filtrée transitive, l'algèbre
quotient L/N est canoniquement une algèbre filtrée transitive.
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3) Rappelons qu'étant donnée Lç un sous-espace d'une algèbre
de Lie L, on peut définir sur L une filtration naturelle :

L = L_i D LQ D LI D . • . D L^ D . . .

en posant par induction :

L^i = = { ^ G 4 , [ x , L 1 C 4 } .

Ces préparatifs étant faits, revenons donc à l'hypothèse du
théorème fondamental de Cartan seconde partie. Soit donc donné
une sous-algèbre fermée transitive L de D(V), involutive à l'ordre k.
Par le même théorème, on a un P.G.I. analytique 0 défini sur un ouvert
U de L\ tel que a étant un point de U, 1^(0) est isomorphe à l'algèbre
L(k+l\ i.e. L avec une filtration décalée à l'ordre k + 1. Par un abus
de notation, qui ne. risque pas de confusion, nous noterons L^(0) par
L, autrement dit nous identifions L^(0) avec l'algèbre L. Ceci dit,
l'espace tangent T^ est donc aussi identifié avec L^ ; et nous avons
le sous-espace P^ :

P = T k = T /T C T / T — T ^ — T-a ^0 ^Ql^k - ^l^k ~ ^ ~ ^a '

Alors H^ =7^~1(P^), sous-espace de L^(0), n'est autre LQ , qui est
une sous-algèbre de L. Nous pouvons donc appliquer le lemme. Plus
précisément, en réduisant au besoin l'ouvert U, nous avons une fibra-
tion analytique à fibre connexe (U , p , W), avec W pouvant être iden-
tifié avec un ouvert de V = R" donné, invariante par 6. Appliquons
alors les dernières propositions et nous avons un P.G.I. analytique
transitif 6_ sur W, tel que b = p(a), L^(9) est isomorphe à l'algèbre
filtrée transitive L/N avec (L/N)^ = L^/N. Or N est d'après notre
remarque 1) précédente :

N = {x G 4 , [ . . . [x , L] , . . . , L] C 4}

ce qui veut dire que N C L^ pour tout k. Comme L est une sous-
algèbre de D(V), on a H Ljç = 0. La sous-algèbre normale N est donc
nulle ; L^ (6) est isomorphe à l'algèbre L avec la filtration originale
donnée. Ainsi nous avons prouvé le théorème suivant, qui est une
conséquence, rappelons-le du théorème fondamental de Cartan :

THEOREME DE REALISATION. — Etant donnée une sous-algèbre tran-
sitive fermée L de D(V),V = R", il existe un P.GJ. analytique 6 défini
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sur un ouvert U de V tel que a étant un point de U, L^(0) est iso-
morphe à L comme sous-algèbres de D(V).

Nous rappelons à ce propos que L^(0) est canoniquement une
sous-algèbre de D(V). D'autre part d'après ce que nous avons dit à la
fin de la section I-i), il existe une application polynômiale ^p "inversible"
de V dans V, avec <p(û) = a, transportant l'algèbre L^(0) en une sous-
algèbre L de D(V) telle que l'entier k quelconque étant donné, <^
dépendant donc de cet entier, l'algèbre tronquée L^ soit exactement
l'algèbre tronquée L^ de l'algèbre L. Evidemment nous pouvons
considérer l'application <^ comme un difféomorphisme analytique de
U avec un autre ouvert W de V, contenant a, transportant 6 en un
autre P.G.I. analytique Q^ défini sur W, tel que L^(6) = L. Autrement
dit nous avons ce corollaire :

COROLLAIRE. — Etant donnée une sous-algèbre transitive fermée
L de D(V), il existe un P.G.I. analytique 0 défini sur un ouvert U de
V, contenant un point a donné, tel que l'entier k étant donné à priori,
L^(0) soit exactement l'algèbre de Lie tronquée L^ de l'algèbre L.

II. Théorème de Réalisation Relative et Homogène.

i) Théorème de Réalisation relative.

Nous désignerons par (H , L) tout couple de sous-algèbres transi-
tives fermées de D(V), tel que L contient H :

H C L C D ( V ) .

Nous dirons que deux couples (H , L) et (H , L) de sous-algèbres de
D(V) sont isomorphes s'il existe un automorphisme de D(V) trans-
portant les algèbres H et L respectivement en H et L. Rappelons à ce
propos la proposition suivante (voir [4] dont la proposition n'est que
le théorème 2 écrit sous une autre forme) :

PROPOSITION. — Etant donnés deux couples (H , L) et (H , L) de
sous-algèbres transitives fermées de D(V), avec L et L involutives à
l'ordre k, s'il existe un isomorphisme ^ des algèbres tronquées filtrées
Lk et L^ tel que (^(H^) = H^
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L^ ———^——> î^
U U

H^ ——————> H^

û/or^ les deux couples (H , L) et (H , L) sont isomorphes.
Soit donc donné un couple (H , L) de sous-algèbres transitives

fermées de D(V). D'après le théorème de Réalisation, section I-iii), il
existe donc un P.G.I. analytique 6 défini sur un ouvert U de V, que
nous pouvons supposer simplement connexe et contenant l'origine a
de V, tel que l'algèbre H = L^(0) soit isomorphe à H. Désignons par<p
Fisomorphisme de D(V) transportant H en H. Notons par L, la sous-
algèbre <p(L) de D(V) ; nous avons évidemment ainsi un couple (H , L)
de sous-algèbres transitives fermées de D(V) isomorphe au couple
(H , L).

Notons alors par F le Pseudo-groupe des difféomorphismes locaux
de U, obtenus de façon habituelle en intégrant les champs de vecteurs
X de 0. Précisons que nous avons pour tout entier k :

L^(6) == H^ C L^ C D^(V) = J^(T) ^ , la fibre en a de J^(T), T
étant le fibre tangent de U.

On sait que F est un groupoïde d'opérateurs sur J^(T) par la
théorie de prolongement, dont le groupe d'isotropie enû laisse évidem-
ment invariant le sous-espace L^ de J^(T)|^. Par la théorie classique
des G-structures d'ordre supérieur, F déplace donc Lk pour définir un
sous-fibre vectoriel analytique F^ de J^(T). Ceci étant fait pour tout k,
les propriétés suivantes sont facilement vérifiées :

1) F^ D 1^(0) = E^, équation de Lie d'ordre k de 0

2) TT(F^) = F^_i , TT étant le morphisme J^(T) ^ Jfc-i(T)

3) T : F^ AF^ -^ F^_i , i.e. le crochet formel de deux éléments
de F^ est dans F^ _ ^ .

LEMME. — Pour tout entier k, le système différentiel F^ est
contenu dans le système de prolongement de Fjç-i ''

F^Jiœ.-i)0^)



TROISIEME THEOREME FONDAMENTAL DE REALISATION 269

Preuve. - Désignons par D l'opérateur de Spencer ; l'opérateur
différentiel d'ordre 1 :

D : J^T) -> T*»J^(T)

fj^X -> d f ^ j ^ ' X

D'après un résultat connu [10], [14], comme TT(F^) = F^_i il suffit
pour démontrer le lemme de montrer que l'opérateur D restreint à F^
est à valeurs dans T* «> F^_^ :

D : F , - T * ^ F , . ,

Soit donc s une section de F^, que nous pouvons écrire localement

s = f1 }k Xf (sommation finie)

Quelque soit Y, une germe de section de 6 ; par construction 6 laisse
invariant F^, donc pour le crochet de Lie dans J^(T), on a [ / ^ Y , ^ ]
comme une section de F^. Or

[^Y.5] = [/^Y./^XI = (Y.n/^X, +/ iV[Y,X,]

D'où TT^Y,^ =(Y.fi)fk-lx, +/ ^ / f c- l [Y,X,]

^Y.n/^x, + Œ/^Y,^
Comme F^ D JfcW, / ^ Y est aussi une section de F^. D'après la pro-
priété 3) précédente, [[/^Y ,sî est donc une section de F ^ _ i , et de
même évidemment le premier membre de la dernière égalité ; nous
avons donc

(Y.n/^X^D^)

comme une section de F ^ _ i . Ceci étant pour tout Y dans 0, et que 0
est un P.G.I. transitif sur U, on a D(s) une section de T* «• F^_^. / .

Il en découle que si l'algèbre de Lie L est involutive à l'ordre k,
le système différentiel analytique F^ est involutif, donc complètement
intégrable. D'autre part, c'est aussi une équation de Lie. Désignons par
OQ le faisceau de toutes les germes de solutions analytiques de F^ ;
OQ est un P.G.I. analytique transitif sur U, dont le P.G.I. 0 est un
sous-P.G.I. Précisons qu'on a pour tout k, J^(0o) = F^ et L^(@o) = L.
Ainsi nous avons prouvé le théorème suivant :
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THEOREME DE REALISATION RELATIVE. — Etant donné un couple
( H , L ) de sous-algèbres transitives fermées de D(V), // existe deux
P.G.I. analytiques 6 et OQ, définie sur un ouvert U de V, tels que

1) 0 C ^

2) a étant un point de U, H == 1^(0) et L = L^(0o) on a (H , L)
isomorphe au couple (H , L) donné.

De nouveau, d'après ce que nous avons dit à la fin de la section
I-i) ou plus précisément en appliquant le corollaire du théorème de
réalisation de la section I-iii), nous pouvons supposer H = L^(0)
admettant comme algèbre tronquée H^ l'algèbre H^, l'algèbre tronquée
de H. Alors l'automorphisme ^p de D(V), transportant H et H, peut
être supposé égal à l'identité "à l'ordre À:", ou plus précisément tel
que L = <^(L) admet la même algèbre tronquée à l'ordre k que L, i.e.
L^ = L^. D'où ce corollaire

COROLLAIRE 1. — Etant donné un couple (H , L) de sous-algèbres
transitives fermées de D(V), et un entier k quelconque, il existe deux
P. G.I. analytiques Q et OQ définis sur un ouvert U de V tels que

1 ) 0 C 0 ^

2) a étant un point de U, H = L^(0) et L = L^ç) les couples
(H , L) et (H , L) sont isomorphes et de plus on a H^ = H^ et L^ = L\

Nous pourrons aussi nous donner au préalable un P.G.I. analytique
transitif 6_ défini sur une variété M, que. nous supposons être un ouvert
de V (nos considérations sont en effet d'ordre local). Soit alors H une
sous-algèbre transitive fermée de D(V), contenue dans L = 1^(0), a
étant un point de M. Appliquons alors le corollaire précédent et réali-
sons le couple (H , L) par deux P.G.I. Q et OQ définis sur un ouvert U
de V, contenant û. Or d'après le théorème d'équivalence [13] de
Petitjean et Rodrigues, comme L^(0) et L^(0o) sont isomorphes et de
même algèbre tronquée à l'ordre k, il existe un difféomorphisme ana-
lytique d'un ouvert W de U, contenant a, dans la variété M, difféo-
morphisme qui est égal à l'identité "à l'ordre fc" en a, et transporte
0Q en j9. Ce même difféomorphisme transporte évidemment le sous-
P.G.I. 6 de QQ en un sous-P.G.I. Q1 de 0, t.q. L(0/) est isomorphe à H
et admet même comme algèbre tronquée à l'ordre k donné l'algèbre
tronquée H\ En résumé, nous avons donc ce corollaire
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COROLLAIRE 2. - Etant donnée une sous-algèbre transitive fermée
H de L = L^(0o), l'algèbre formelle en a d'un P.G.I. analytique tran-
sitif OQ défini sur un ouvert U de V, il existe un sous-P.G.I. 6 de OQ,
défini éventuellement seulement sur un ouvert W, contenu dans U et
contenant le point a, tel que L^(0) est isomorphe à H et en plus on a,
rentier k étant donné à priori,

1^(0) = îîk .

Remarque. — Notre démonstration du théorème de Réalisation
relative montre de fait le résultat suivant : Soit donné un P.G.I.
analytique transitif 6 sur une variété M simplement connexe. Alors
pour toute sous-algèbre fermée L de D(T^) contenant H = 1^(0), il
existe un P.G.I. analytique QQ , contenant 6, défini sur M tel que
4(@o) = L.

ii) Sous-algèbres homogènes

Dans le travail que nous avons déjà donné comme références
[18], le second auteur a considéré la catégorie des P.G.I. homogènes
dont voici la définition

DEFINITION DES P.G.I. HOMOGENES. - Un P.G.I. 0 défini sur une
variété M est dit homogène si son normalisateur dans le faisceau T
d'algèbres de Lie de toutes les germes de champs de vecteurs sur M
est un faisceau transitif.

La définition veut dire plus précisément que pour tout point a
de M, il existe une base libre (X^.), 1 < / < n dimension de M, de
champs de vecteurs définis sur un voisinage U de a telle que sur U,
on a [Xf , 0] C 0. On a à ce propos le théorème suivant :

THEOREME. — 5'; 6 est un P.G.I. analytique homogène défini sur
une variété M, alors son normalisateur N(0) est un P.G.I. transitif
sur M.

La catégorie des P.G.I. analytiques homogènes a été introduite
par le second auteur comme une catégorie naturelle contenant comme
sous-catégorie la catégorie des germes de groupes de Lie et admettant
la notion de noyaux et de co-noyaux (voir les théorèmes du noyau
et du quotient dans [18]).
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A cette catégorie, il correspond la notion des sous-algèbres homo-
gènes de D(V). En effet, si 6 est un P.G.I. analytique homogène défini
sur une variété M, alors a étant un point de M, N = L^(N(0)) est
facilement démontré être le normalisateur de 1^(0) dans l'algèbre
D(T^). D'où la définition naturelle suivante :

DEFINITION DES SOUS-ALGÈBRES HOMOGENES. — Une sous-ulgèbre L
de D(V) est dite homogène si son normalisateur N dans D(V) est
sous-algèbre transitive de D(V).

Remarquons que si L est une sous-algèbre fermée de D(V), il en
est évidemment de même pour son normalisateur N.

Cette définition a été introduite ; nous allons généraliser ici
quelques résultats connus sur les sous-algèbres transitives au cas des
sous-algèbres homogènes. Nous n'en ferons donc qu'un très bref exposé,
en demandant peut être pour la compréhension au lecteur une étude
préalable du travail de Hayashi sur les algèbres filtrées transitives [4].

Soient donc N une sous-algèbre fermée transitive de D(V) et L
une sous-algèbre fermée normale de N. Nous dénoterons respectivement
par N^ et L^ les algèbres tronquées de N et L :

0 -^ h1' -> N^——^ N^"1 -> 0
U U U

0 ^ gk _ L^—^ L^"1 -> 0

la première suite contenant la deuxième. Remarquons que comme L
est une sous-algèbre homogène de D(V) quoique N ne soit pas néces-
sairement son normalisateur, on a l'application injective :

0 -^ gk _L^ y* 8> gk-l

où Q est l'application d'antisymétrisation naturelle (voir I-i). Donc
pour toute sous-algèbre homogène L de D(V), nous avons aussi la
notion de 3-cohomologie et de degré d'involutivité.

PROPOSITION 1. — L'algèbre quotient Q = N/L est naturellement
une algèbre de Lie filtrée transitive complète.

Preuve. — En effet, Q est une algèbre de Lie filtrée complète
car Q est naturellement la limite projective des algèbres tronquées
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Q^ = N^/L^. Il nous reste à vérifier qu'elle est transitive. Or étant
donnée la suite exacte

0 -> ^ -^ Q^——, Q^-1 ^ 0

où q^ = h k / g k , dire que Q est transitive revient à dire que pour k
plus grand que certain k^ donné, l'application suivante est injective

q^-^ (Q^)*^-1

où si S;eqk et r?GQ\ 3^) == [^r^e^-1.

Or posons donc respectivement par x et y les éléments de hk et
N\ tels que

S == x mod. (^)

17 = y mod. (L^)

On a 3^S)= t S , r ? I = Œ^I mod. (^-1).
D'où pour que 3(Ç) = 0, il faut que 9(x), élément de (N^)* ^ h " ' 1 ,
soit dans le sous-espace (N^)* ^ g k ~ l . Alors il nous suffit de choisir
pour k^ , le degré d'involutivité de L ; car si k est plus grand que
k^ + 1 ainsi choisi, la suite suivante est exacte :

Q ^ gk ^ (N^)* «g^-1 ^ AW)* «^-2

D'où en effet si 3 (je) est dans (N^)* «^-1, il existe zç.gk tel que
3(x) = 3(z). Mais comme 3 est une application injective défini sur
hk 3 g k , on doit avoir x = z G^ ./.

Remarquons que l'algèbre tronquée L^ est une sous-algèbre
tronquée normale de l'algèbre tronquée N\ Le. pour tout JCEN\
on a

I Ix .L^CL^- 1

Nous allons supposer dans la suite que les algèbres N et L sont toutes
les deux involutives à l'ordre k^.

PROPOSITION 2. - Etant donné k > k^ + 2, dûA25 tout prolon-
gement maximal N^4'1 de l'algèbre tronquée N\ ï7 existe un prolon-
gement maximal ik+l de l'algèbre tronquée L\ tel que L^ est
une sous-algèbre tronquée normale de N^+ 1 .
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Preuve. — Précisons d'abord que dans notre terminologie, un
prolongement maximal d'une algèbre de Lie tronquée transitive, ou
évidemment de même homogène, est désigné par Hayashi comme
"a normal prolongation". Nous en renvoyons donc pour la définition
à la page 10 de notre papier de référence [4].

Choisissons une section linéaire quelconque s de l'application TT :

N^——^ N^ -^ 0

telle que s(Lk~l)CLk. Ceci dit, si a est une section quelconque
linéaire de l'application TT : N^4^1 -> N^ -^ 0, considérons la forme
c^, définie pour tout x dans Lk,

c^ : N" -^ hk

c^OQ = la(x) , a(^)]| - s(lx , j^)

o;̂  est donc un élément de (N^)* «> /î\ qui est appliqué, comme on
voit facilement par la formule de Jacobi des crochets formels, par
l'opérateur d'antisymétrisation 3 dans A2 (N^)* «>^~ 1 . Par hypothèse
sur k, on doit donc avoir

c^=8(a,)+0,

où 0^ est un élément de (N^)* « g^ et c^, un élément de y^1.
Evidemment, c^ peut être choisi de façon linéaire en x, i.e. nous
avons une application linéaire

a : îJ" -^ hk+i ,a(x) = a^

II nous reste simplement à vérifier que l'application a 4- a est une
section (par rapport à l'application TT) définie sur L^ à valeurs dans
N^, telle que pour tout xeLk et y G N^, on a

ŒOT(JC) +a(x) ,^eL f c

La vérification est immédiate, nous la laissons au lecteur ./.
Soient donc N^"1'1 etlk+l des prolongements maximaux respectifs

de N^ et L^, construits comme il a été dit dans la proposition précé-
dente. Nous savons qu'il existe un isomorphisme <p d'algèbres de Lie
transitifs tronquées de ^k+l avec N^4 '1 :



TROISIEME THEOREME FONDAMENTAL DE REALISATION ^75

N^————£————^ N^

»
N^ ———=—————^ N^

PROPOSITION 3. - Pour tout tel isomorphisme ^ nous avons
(k > k^ + 2)

^(L^1)^^1

Preuve. - Désignons par s une section quelconque (par rapport à
l'application TT) de 1^ dans L^.et^, une section quelconque de L^
dans L^. Alors pour tout x E L^, on a

/î(x) = (^ o 5(^-) _ s(x\ comme élément de /^+1.

Or pour tout ^ E N f c + l ,

lh(x)^(y)î = ̂  o s(x) ,^OQ]| - ̂ (x) ,^(>/)]

= Œ^(^ ) , ^ I - ls_(x)^(y)î

dont le dernier membre est évidemment dans L\ D'où nous avons

3(/î(;c))GV* «^

Par hypothèse sur k, la dernière relation implique : h(x)^gk^l./.

DEFINITION. - D^^: sous-algèbres de Lie L et L homogènes de
D(V) sont dites isomorphes s ' i l existe un automorphisme de D(V)
transportant l'une sur l'autre.

Les propositions 2 et 3 impliquent que comme dans le cas des
algèbres transitives, la classe d'isomorphisme des sous-algèbres fermées
homogènes de D(V) donnée est caractérisée par les algèbres tronquées
d'un certain ordre correspondantes.

Plus précisément, soit L une sous-algèbre fermée de D(V). Nous
pouvons toujours en définir les algèbres tronquées I/ :

0 -> ^ -> L"—^ L^-1 -> 0
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Supposons en plus que l'opérateur cTantisymétrisation 3 est tel que
ô(^) C V* o g k ~ l . Alors d'après les propositions 2 et 3, pour que L
soit isomorphe comme algèbre filtrée à une sous-algèbre fermée homo-
gène L de D(V), il faut et il suffit que L ° soit isomorphe comme

k
algèbre tronquée à l'algèbre tronquée L ° pour un certain ordre fe^
assez grand donné.

Précisons que nous ne connaissons pas de méthode induciive finie
pour déterminer si une sous-algèbre fermée L donnée de D(V) est une
sous-algèbre homogène. Nous nous demandons aussi, sans pouvoir y
répondre, la question de savoir s'il est possible de donner une définition
abstraite de l'algèbre filtrée complète homogène (comme c'est le cas
des sous-algèbres fermées transitives de D(V) [4], [19]).

iii) Théorème de réalisation homogène.

Soit donné un P.G.I. analytique transitif 6 défini sur une variété
connexe M. Nous désignerons encore par F le Pseudo-groupe des dif-
féomorphismes locaux de M, obtenus de façon habituelle en intégrant
les champs de vecteurs X de 6.

Donnons-nous un point a de M et une sous-algèbre fermée nor-
male L de N = 1^(0) : L C N C D(T^), où T^ est l'espace tangent enû
de M. De nouveau pour tout entier k, F étant un groupoïde d'opéra-
teurs sur Jfc(T), déplace le sous-espace L^ de J^CDI^ pour définir un
sous-espace fibre vectoriel analytique F^ de Jj^(T). On a alors les pro-
priétés suivantes :

1) F^ C E^ = Jfc(0), équation de Lie d'ordre k de 0.
2) TT(F^) = F^_i, TT étant le morphisme canonique de J^(T) sur

J.-i(T).
3) pour tout x de F^, et tout y de E^ on a

r ( x ^ y ) = I x , ^ E F ^ _ i

4) le système différentiel F^ est contenu dans le système de pro-
longement du système F^ _ ^ .

Les propriétés 1), 2) et 3) sont évidentes par transport défini par
difféomorphismes. La démonstration de la propriété 4) est en tout
point identique à la démonstration du lemme précédant le théorème
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de Réalisation relative (section II-i). Il en découle que si l'algèbre L
est involutive à l'ordre k, le système différentiel analytique F^ est
involutif donc complètement intégrable [8], [15], [20]. Nous pouvons
supposer que k est choisi tel que E^ est aussi involutif. Alors l'ensemble
de toutes les germes de solutions analytiques de F^ est un sous-P.G.I.
OQ du P.G.I. 0 donné. Evidemment on a L^(@o) = L, et OQ est un
sous-P.G.I. normal de 6, Le. pour tout X E 0, [X , 0g] C OQ . Ainsi nous
avons démontré la proposition :

PROPOSITION 1. — Etant donnés un P.G.I. analytique transitif 6
défini sur une variété connexe M, et L une sous-algèbre fermée nor-
male de N = L^(0), il existe un sous-P.G.I. normal OQ de Q, défini sur
M, tel que

L,(0o) = L .

Plus précisément, comme l'algèbre quotient Q == N/L est une
algèbre filtrée complète transitive d'après la proposition 1 de II-ii)
nous pouvons donc la réaliser comme l'algèbre formelle d'un P.G.I.
analytique ^. D'après un résultat de Petitjean et Rodrigues [13], il
existe un homomorphisme local (au sens de Rodrigues [18]) de Q sur
6_. Le noyau de ce homomorphisme local est un sous-P.G.I. normal
OQ de 0, qu'on peut supposer défini au voisinage de û E M , tel que
évidemment ^(0^) = L. Ce sous-P.G.I. coïncide dans son domaine
de définition avec le P.G.I. 6^ de la proposition précédente. Sans
entrer trop dans les détails (voir donc [13] et [18]), nous pouvons
aussi énoncer

PROPOSITION 2. - Etant donné un P.G.I. analytique transitif Q
défini sur une variété M et une sous-algèbre fermée normale L de
N == 1^(0), il existe un homomorphisme local de 6 sur un autre P.G.I.
transitif 0_ tel que son noyau est un sous-P.G.I. QQ de 0 défini au
voisinage de a et L^Q^) == L.

THEOREME DE REALISATION HOMOGENE. - Etant donnée une sous-
algèbre fermée homogène L de D(V), il existe un P.G.I. analytique
homogène OQ défini sur un ouvert U de V, tel que a étant un point
de U, L^(0Q) est une sous-algèbre homogène de D(V) isomorphe à L.
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Preuve. — Soit N la sous-algèbre transitive fermée de D(V), qui
est le normalisateur de L. D'après le théorème de réalisation, il existe
un P.G.I. analytique transitif 0 défini sur un ouvert U de V, tel que
L^(0) est isomorphe à N. L'isomorphisme qui transporte N en L^(0),
transporte la sous-algèbre normale L de N en une sous-algèbre normale
L^ de L^(0). L'ouvert U pouvant être choisi connexe, il nous reste
qu'à appliquer la proposition 1 précédente en réalisant L^, i.e.
L^ = L^(0o) où OQ est un sous-P.G.I. normal de 6 ./.

Remarque. — D'après le corollaire du théorème de réalisation
(I,iii), nous pouvons supposer que l'entier k étant donné à priori,
l'algèbre tronquée L^(0) coïncide avec l'algèbre tronquée N^ du nor-
malisateur N de L. Cela étant fait, l'algèbre tronquée ^(0^) coïncide
évidemment aussi avec l'algèbre tronquée Lk de L. Autrement dit,
nous pouvons réaliser, pour tout entier k donné à priori, l'algèbre
fermée homogène donnée L comme une isomorphe à L^(@o) d'un
P.G.I. homogène analytique avec en plus l'égalité L^ = L^(0o).
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