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DOUBLES LIMITES ORDONNEES
ET THEOREMES DE MINIMAX

par Marc DE WILDE

DeriniTiON 1. — Soient X un ensemble non vide et B une

partie de R* (Cest-d-dire de Uensemble des fonctions réelles
sur X, qui peuvent prendre les valeurs + ). On dit que B

et X ont la propriété des doubles limites ordonnées, ce qu’on
note B <X, si :

lim lim f,(%;) < lim lim f,()

chaque fois que les limites considérées existent (au sens de R).

DEériniTioN 2. — Soitent X et Y deux ensembles non
vides et [ un élément de R*><Y. Désignons par 7(X) et
J(Y) Uensemble des parties finies de X et de Y. Nous
appelons relation de minimaz pour f, Uégalité

inf sup f(z, y) = sup inf f(z, y)
X z€X YEY

YEY ze

et relation de maziminimax l'inégalité

inf sup inf f(z, y) < sup inf sup f(z, y).

pedy) z€X YER velx) YEY z€v

Il est bien connu et d’ailleurs trés facile & vérifier que

inf sup inf f(z, y)
ped(y) TE€X JEP

sup 1inf sup f(z, y)

vedx) I€Y =€V

(1) supinf f(z, y) <

z€X YEY

< inf sup f (z, y) :

YEY zreX

9
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LemmE 1. — Soit X un ensemble non vide. Quels que soient
z,€X (1eN) et f,eR¥meN), il existe une sous-suite
7(jeN) de x(ieN) et une sous-suite f,(keN) de
fn(m € N) telles que les limites

lim lim f(2,), yn,) et Lim lim f(z;, yn,)
koJ ok
existent.

Démonstration. — Par extraction diagonale, on détermine
une sous-suite [, (ke N) des f,(me N) telle que chacune
des suites f,(2;)(k € N) converge. On extrait par la méme
méthode une sous-suite z,(j € N) de a(ie N) telle que
chaque suite f, (;,)(j € N) converge, ainsi que

lim (@)} € N).

Enfin, on .extrait une nouvelle sous-suite f.:(k e N)
de fa(keN) telle que liIJn fmi(®;)(k € N)  converge.
En substituant les f,; aux f,, on ne modifie pas la conver-
gence des [, (x)(k € N), ni leur limite, donc les suites ainsi
obtenues répondent a la question.

Le théoréme suivant fournit un critére de maximinimax
a partir de la propriété des doubles limites ordonnées.

Tatorime 1. — Si feR™Y est tel que f(., Y) 3 X,
alors [ vérifie la relation de mariminimaz.

Démonstration. — Posons

I = inf supinff(z,y)

nedy) v€X YEL

et
S = sup inf sup f(z, y).
vekx) I€Y =€V
On doit prouver que I < S. Clest évident si I = — o

ou S= + oo, donc on peut exclure ces deux possibilités.
On construit alors par récurrence des suites z,(m e N) et
Yn(m € N) formées respectivement d’éléments de X et de Y,
de la fagon suivante. On fixe z, arbitrairement. Connaissant
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Zyy « ..y Ty, OND choisit y, €Y tel que
sup f(Ti, Yn) < Sp,
i<m

ot S,=S+4+2"™ si S#* — 0 et —m si S=— oo.
Un tel y, existe, vu la définition de S. Connaissant

Yty oo vs Ymy

on choisit z,+; € X tel que

lI<1f f(xmﬂ’ yi) > L,

sm

ou I,=1—2"5s1 1% + 0 et m si I =+ oo.

Par le lemme 1, on peut extraire une sous-suite z;(j € N)
de z(ieN) et une sous-suite y, (ke N) de y,(meN)
de sorte que les limites -

Lim lim f(z, yn,) et limlm f(z, y.,)
ko J ok
existent. Comme f(., Y) 3 X, elles sont telles que
lim lim f(z;, Ym,) < lim lim f(z;;, Yn,)-
ko J 1k
Il est trivial que

lim f(x;, Yn,) > I, Vke N
J

et
hm f(xij’ ymk) < S7 Vj € N
k

Dés lors

I < lim lim f(xip ymk) < h;n lim f(wij’ .'/m) < S)
k J k

d’ou la conclusion. .
Moyennant des hypothéses de convexité sur f, on peut
ramener la relation de minimax a celle de maximinimax.

TatoriME 2. — Soit feR™T bornée supérieurement
(resp. inférieurement) sur X (resp. sur Y) pour tout yeY
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(resp z € X). Supposons que

pour tous Xy, Ty € X, il existe € X tel que

f(xl’ )—'_f(xm ) 2f(x’ )ver'

(H)
pour tous y, yz € Y, il existe yeY tel que
f(z, y1) + f(z, y2) = 2f(=, y), Vx € X.
Alors, c S
inf sup inf f(z, y) = inf sup f(z, y)
reJ(y) TEX YEU YEY zeX
et
sup inf sup f(z, y) = supinf f(z, y).
vea(x) YEY z €V ! z€X YEY
Démonstration. — 11 suffit d’établir la premiére relation;
la seconde se vérifie de fagon analogue ou se réduit a la premlere
appliquée a la fonction — f. .
Soit p = {y, ..., y,,} < Y " donné. Il est tr1v1al que
(2) | ~ sup mf f(z, y) = sup inf F(z, 1)
. z€X Y€ z€X L€Q
ou

0= (=0, ..., %) :N>00<n)etNrn=1}
et

n

F(z, 1) = X Mf(=, y)- .

i=1

Comme- 6 est compact et convexe et F(z, A) continu en A
pour tout ze X, il résulte du théoréme de minimax de
Ky Fan et Kﬁnig ([2] et [4]) que le second membre de (2)
s’écrit encore

(3) " inf sup F(z, 2).

A€6 zeX
Si on établit que (3) majore

inf sup f(z, y),

YEY zeX

la démonstration sera terminée.
De (H), on déduit aisément que, quels que soient
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A, ..., A, dyadiques, non negatlfs et tels que 2 N =1,
il existe y tel que LW i=1

2 )\f(IL‘, yl) z f(.’t, y)a Vz e X.
= ¢ 5 : ;

Soit A €6 donne. On‘ peut évidemment supposer que
A # 0 pour tout i, puisqu’ll suffit pour cela d’éventuelle-
ment retirer des points de . Soient r > 1 et e compris

entre 0 et —— 1inf A; donnés. Il existe A;, ..., A, dya-
Gt
diques et tels que

n
N0, Vi< n=1;]N—N| <&V <n

i=1

Posons N ()\1, , A,). On a alors
sup F(x, ) > sup F(x, rA') + inf F(z, A — r)’)
z€X z€X. . z€x ..

> rsup F(z, M) + X (A — ) sup f(z, y).
. o i=1‘ N
En effet, pour la derniére majoration, on note que
N—rh S (A= r =)< A —r)NnFer<0,Vi < 0
Par hypotheése, il existe un y e Y tel que
F(z, %) 2.f(z, y), Yo e X.

On a alors
sup F(z, ) > rinf sup f(x, y) + X (& — i) sup f(=, y,).
z€X YEY zeX - i=1 z€X

Puisque sup f(z, y;) < + © pour tout i,v pour r—1
z€X
et ¢ assez petits, on peut rendre le second membre plus grand
que
inf sup f(x’ y) - 5'7

YEY zeX

ou ¢ > 0 est arbitraire, d’ou la conclusion.

CororraIire 1. — Soit fe R™Y, Si f vérifie les hypothéses
du théoréme 2 et est tel que f(., Y) S X, alors f vérifie la

relation de minimaz.
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Démonstration. — Par le théoréme 1, f vérifie la relation
de maximinimax. Il vérifie aussi les conclusions du théoréme 2.
Combinées avec (1), ces inégalités fournissent la relation de
minimax.

Examinons & présent sous quelles conditions on a
f(.,Y) 3 X Une condition trés forte est fournie par la propo-
sition sulvante. . ,

ProposiTioN. — Si B < lm(X)( est relativement fatblement

compact dans 1 (X), alors B 3 X et méme, quels que soient
fneB et zeX, o

lim lim f,(z;) = lim lim f,(,)
i m _ m i

chaque fois que les limites considérées existent.

Démonstration. — Si B est relativement faiblement compact
dans [ (X), la suite f,(meN) a un élément adhérent
fel.(X) pour la topologie faible de [, (X). La suite de
formes linéaires

<f 8. = fla), (f e L(X))

est equlcontlnue dans [ (X), donc elle a aussi un élément
adhérent ¢ €l (X) pour la’ topologle s1mple du dual de
I.(X). 1l est alors évident que

llm lim: f,,(z;) = lim hm fal@) = <, .

Il résulte de la proposition précédente que, dans le
théoréme 1 et.le corollaire 1, on peut remplacer «f(.,Y) < X»
par « (., Y) est relatwement fatblement compact dans [ (X) ».

DériniTion 3. — Soit X # @ donné. On appelle S(X)
Pensemble des éléments de ,,(X) qui atteignent leur sup dans X
en un point de X.

LemMmE 2. — Soit f,(m e N) une suite bornée dans [ (X).
Supposons que, pour tous 6 € 10, 1] et g, € conv {fi: 1 > m},
il existe gel (X) tel que

liminf g, < g < lim sup g,
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et
3 07(gn — g) € S(X).

Alors, il existe une sousfsuiie [k € N) de fm(mé‘N)
et un élément g de 1,(X) tels que f, — g ponctuellement
dans X et que :

lim sup {fm, > < <& @7,

pour toute forme linéaire positive ¢ dans 1, (X).

On trouvera ce lemme sous une forme légérement différente
dans [1]. La démonstration de [1] convient sans modification
pour I’énoncé adopté ici.

TutoriMe 3. — Soit B < I (X). Si toute suite
fn € B(m e N)
vérifie les hypothéses du lemme 2, alors B < X.

Démonstration. — Soient f, € B(me N) et a,€ X(t € N).
Par le lemme 2, il existe une sous-suite f, (ke N) et

fel(X)
tels que f,, — f ponctuellement dans X et que

lim sup {fn, 9> < <f, ¢,

pour toute forme linéaire positive ¢ dans [ (X).

D’autre part, la suite 3,(t € N) a un élément adhérent
o €l (X) pour la topologie simple de [,(X)’, qui est mani-
festement une forme linéaire positive. Si les doubles limites

considérées existent, 1l vient alors
hm lim f,(2;) = lim {fn, 9> = lim sup {fn, o> < <, o>
et
lim lim f,(z) = lim f(x) = <{f, ¢>,
i m i

d’ou la conclusion.

CoroLrLAIRE 2. — St fe R®™T ost tel que f(., Y) < 1 (X)
satisfait auzx hypothéses du théoréme 3, alors f vérifie la relation



1838 MARC DE WILDE TR

de maximinimaz. S’il satisfait en outre d la condition (H) du
théoréme 2, il vérifie la relation de minimaz.

La premiére partie du corollaire est due a Simons [5]. Il
donne aussi la seconde partie sous des hypothéses un peu
plus fortes que (H). L’introduction de la notion de doubles
limites ordonnées permet de simplifier de facon appréciable
la démonstration de Simons.
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