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UN THEOREME DE FONCTIONS IMPLICITES.
APPLICATIONS

par Francis SERGERAERT

0. Introduction.

On définit dans le §1 la catégorie £; au §2 on donne
des exemples d’objets et de morphismes de £; au § 3 figure
I’énoncé du théoréme de fonctions implicites qui améliore le
théoréme de Nash-Moser (voir par exemple [5]). Au §4 on
donne une application. Les démonstrations manquantes peu-
vent &tre trouvées dans [7].

1. La catégorie Z.

1.1. DEériniTioN. — Un objet de £ est un quadruplet
(B,E, 9, &) ou:
a) E est un espace de Fréchet,

b) n = (].li)iex st une suite croissante de normes définis-
sant la topologie de E,

¢) & = (S(t)),ers est une famille & un paramétre d’opérateurs
« d’approximation ».

S(t): E—~E, (te]0, 4+ o[ =R}),
telle que :
|S(O)x| e < t¥lz|; (1, keN, teR}, zeE).
)
|z — S(t)z]; (_Sk) t™*|z|iye (1, k eN, t e R}, z € E).
d) B est un ouvert d¢ E oi E est muni de la topologie
définie par U'une des normes |.|.
En résumé un Z-objet est un ouvert d’un espace de Fréchet
possédant de bons opérateurs d’approximation.
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1.2. DErinNiTION. — Un Z-espace de Fréchet est un tripletl
(E,n, &) ou (E,E, v, &) est un ZL-objet.

1.3. ProrositioNn. — Soit (E, n, &) un ZL-espace de Fré-
chet. St z€E, si p,qreN p < q<r, alors:

=g =

jaly < _lal} " lalt

Démonstration. — Pour tout teR%:
jaly < [S(0al, + |2 — S()al, < wdlal, + 6al,
, 49, T

On calcule le minimum de cette fonction de ¢ et on obtient
le résultat.

1.4. DiriniTiON. — Sotent B un Z-objet, E le Z-espace
de Fréchet correspondant (=B), F,,...,F,, G dautres
&-espaces de Fréchet. Soit f: B X F; X --- X F,—> G une
application. f ‘est un q-%-morphisme de classe C" (0 < r < )
st les trois conditions suivantes sont vérifiées.

a) f est linéaire en chacune des q derniéres variables.

b) pour tout k (0 < k < r+ 1), on peut trouver un entier

positif d, ne dépendant pas de i, tel que pour tout i€ N
Papplication :

f: (B XFy X oo X Fy.lita) = (G, ].])

sotit de classe CF.

c) st d*f désigne la dérivée k-iéme de f par rapport d la
premiére variable (les autres dérivées sont sans intérét), alors

df: BXF; X -+« X Fg X E¥ > G
périfie :
Idkf(x; Y1y <oy yq; é\3la'-""i‘k)|i N N
(_Sk)(i + |m|i+d,)] Yalo -« - YglolZilo - - - [Zulo
q ,
+ ‘§1|y1lo oo Y=1lol ylli+d,Jyl+1l0 o Nydol@ilo -+ |2l

k
"}"E lyalo - - - l?/q_lol-’iﬂo e |£l-llol§"l|i+d,J£l+1]0 AT
=1 E

ot zeB,yeF(1 <l<gq),zeE1l<l<k).
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1.5. DEriniTioN. — Sotent B, E, Fy, ..., F,, G, f,’r comme
en 1.4, sauf qu’en b) et c) on permet d lentwr d. de dépendre
de t; on lUécrit alors d, ;. On dit alors que f est un q-.S!’ mor-
phisme faible de classe Cr. .

+1.6. TakorEME., — Soient B, C des ZL-objets, E, F
les &-espaces de Kréchet correspondants. Soient Gy, ..., G,
H,, ..., H,, K dautres Z-espaces de Fréchet. On suppose B
O-borné. Soient f: B —>C un £L-morphisme de classe
Cr(O <r< OO), gi:'B X Ga.+---+a,~_,+1 X oo X G¢‘+...+¢i—-> Hi
des «;- & -morphismes de classe C'(1 < i < q; ay, ..., a, étant
des entiers de somme p), et h: C X H; X --- X H .- K un
q- & -morphisme de classe C'.

Soit F: B X Gy X --- X G, > K Uapplication définie par:
F(z;91, .- yp) = R (®); 8(T591, - - 5 Ya)s - - > 8a(Z5 - - -5 Yp))-

Alors F estun p-%-morphisme de classe C'.

(Autrement dit les morphismes se composent).

1.7. Z-notions. — On définit de facon standard les notions
de ZL-variétés de classe C", de £-groupes de Lie de classe C,
de Z-actions de groupe de classe C'.

2. Exemples.

Soit =: E— M un fibré vectoriel de dimension finie sur
la variété différentiable compacte M. On sait munir I'*(x)
(sections de =) de normes |.|; (teN) qui font de I'*(m)
un espace de Fréchet [1]. D’autre part on peut construire [6]
une famille & un parameétre d’opérateurs d’approximation
S(t): T'*(x) > I'*(x) (teR}) qui vérifie les inégalités exi-
gées en 1.1.c. Ainsi, si B est un ouvert de I'*(x), le qua-
druplet (B, I'*(n), (].])ien> O) est un Z-objet."

2.1. TutorimE. — Soient K et L des domaines compacts
d bord lisse de R™ et R™ respectivement. Scit B = C*(K, R")
un ouvert tel que :

a) B est 1-borné (pour les normes habituelles de C*(K, R")),

b) si feB, U'image de f est incluse dans L.
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Soit ®: B X C°(L, R") définie par:
o(f,g) =g-f.

Alors ® est un 1-%-morphisme de classe C=.

Démonstration. — A titre d’exemple on montre que @
est un 1-#-morphisme de classe C°. .Ceci résulte du calcul
suivant. D’aprés la formule de Faa-di-Bruno :

r

el =3 3 ouofdge )T, ..., do)

< Slgldfl, - - - |1l
r—¢ 4 r—i+l =l TTighl g7l
<Elglo” lel7 Ifls 7 Ifleh oo Ifls " IfleE

r—gq

r—g 4 r=9
< Zlglo" lglr Iflria b [flralglo + 18l- < [flrtalglo + | &l ra-

2.2. ExempLes. — S1 M et N sont des variétés (M
compacte) €=, alors C*(M, N) est muni canoniquement
d’une structure de Z-variété de classe C», Diff*(M) d’une
structure de #-groupe de Lie de classe C*, et, si N est
aussi compacte I’action ®:

(Diff*(M) X Diff*(N)) x C*(M, N) — C=(M, N)

définie par D(¢y, 93, f) = @30 fo 7' est une ZL-action
de groupe de classe C~.

3. Le théoréme de fonctions implicites.

3.1. TatoriME. — Sotent E et F deuxr L-espaces de
Fréchet, B < E un Z-objet, f: B—>F un Z-morphisme
de classe C'(2 < r < ). Sotent zy€B et y, = f(x)-

On suppose qu'il existe un 1-%-morphisme de -classe
CPO<sp<sr—1):

L:BXF—-E
tel que, st z€B et yeF alors

df (z, L(z, y)) = y.
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Alors il existe un Z-objet C, voisinage de y, dans F et
un £-morphisme faible s: C — B de classe C?, tel que:

f08=1c.

On peut considérer L, section de df(z) (pour =z e B)
comme section infinitésimale de f. Ainsi le théoréme 3.1
peut se résumer en disant que si f admet une section infini-
tésimale L, alors f admet une vraie section s.

4. Applications.

Soient M une variété C”, compacte, sans bord, f: M - R
une fonction C®, et K un compact de R dont l'intérieur
contient f(M). On considére 'application @ :

Diff*(M) x Diffg(R) — C=(M)

définie par:
(1, 22) = @3 f° @1

Cette application est un Z-morphisme de classe C®(2.2).
Sa différentielle en (id(M), :d(R)) € Diff*(M) X Difig(R) est
définie par (voir Dieudonné [2], VIII, 12, probléme 9):

do(:d(M), id(R), &, &) = df &, + & o f

ou £, e I'*(TM), &, e I'f(TR), df - §; + &, o fe I'(f*TR).
On écrit plus simplement D = d®(id(M), id(R)), et:

D(En Ez) = df-zal + &0 f

4.1. DEriniTION. — La codimension de f, notée c(f) est
la codimension (réelle) de U'image de D dans T'>(f*TR).
En utilisant le théoréme 3.1, on démontre le:

4.2. TutoriME. — Il existe un voisinage ¥ de [ dans
C*(M), et deux L-morphismes faibles de classe C~:

81, 8¢ ¥ — Diff*(M) x Difff(R) x RV

tels que, sui:

31(8) = (@1, Pa; A1y +voy 7\4,0); 33(8) = (Y1, P2 Bay + oy !‘e(!)),
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alors : R : )
«nH ERRRE. ¢ ) RRN
g—q>2°f @1—27‘f—¢2°<f+27\ifi>°¢1
i=1
- Remarque. — G. Lassalle a démontré récemment, d’une

autre fagon plus simple et plus directe, sans faire appel au
théoréme de fonctions implicites 3.1, un résultat plus fort,
en ce qu’il s’applique aussi 4 des fonctions & but quelconque.
Voir ces comptes rendus [4].

o
Interprétation. — Soit S = E Rf:; le sous-espace vectoriel

de dimension ¢(f) de C=(M) engendre par les f. L’exis-
tence de s, montre que, modulo S, tout g € C*(M) voisin
de f est dans I'orbite de f; l’ex1stence de s, exprime que g
est dans 'orbite de f <4 ¢ ol ¢ est un élément convenable

de S.

£1S

On lira dans ces mémes comptes rendus du colloque de
Strasbourg, une autre application du théoréme 3.1, & I’étude
du groupe Diff*(T"); voir Herman [3].
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