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NŒUDS ALGÉBRIQUES

par LE DÛNG TRÀNG

(1.1). Soit f: C2 -> G un polynôme complexe de deux
variables. On supposera que f{0) ==0 et que df{0) ==0.
Comme on ne s'intéressera qu'à la topologie de la courbe
plane Co définie par f == 0, on supposera que f est réduite
i.e. f n'a pas de facteurs carrés dans sa décomposition en
facteurs irréductibles dans l'anneau des polynômes C[X, Y],
Ceci implique que f n'a pas de facteurs carrés dans l'anneau
C[[X, Y]] des séries formelles en 0 et dans l'anneau
C{X, Y} des séries convergentes en 0. Les hypothèses
faites entraînent que 0 est un point singulier isolé de la
courbe Co» i-e. 0 est isolé dans l'ensemble algébrique
défini par f= ôf/ôX === ô/*/ôY = 0. En fait un théorème
de Bertini (cf. corollary 2.8 [9]) implique que f n'a qu'un
nombre fini de valeurs critiques et que, par conséquent, 0
est un point critique isolé de f. Ainsi, pour tout ( e C*
assez petit, la courbe G( d'équation f == t est non singulière.

(1.2). En utilisant à nouveau le théorème de Bertini pour
la restriction de la fonction distance à 0 à la courbe Coy
on trouve que, pour s > 0 assez petit, les sphères Sg» cen-
trées en 0 de rayon £', 0 < s7 < s, sont transverses à la
partie non singulière de Co.

Fixons-nous un tel e. L'entrelacement Co ^ Sg dans S^
s'appelle l'entrelacement de la singularité 0 6 Co et on peut
montrer que Son type différentiable ne dépend pas de c > O
assez petit (cf. theorem 2.10 [9]). On appelle entrelacement
algébrique tout entrelacement ayant le même type topologique
que ceux que l'on obtient de la manière ainsi décrite.
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Remarquons alors que, pour tout t e C assez petit, C<
est encore transverse à Sg et que l'entrelacement G( n Sg
dans Sg est du même type que Co n Sg dans Sg.

(1.3). Soit D un disque de G de bord S, centré en 0,
de rayon assez petit pour que, pour tout ( e D, G( soit trans-
verse à Sg et que, pour tout t e D — {0}, la courbe G(
soit non singulière. Un lemme d'Ehresmann montre alors
que l'application ^ de /^(S) n Bg sur S induite par f
est une fibration localement triviale dont les fibres sont des
surfaces réelles à bord non vide. En fait la fibration ainsi
définie est isomorphe à la fibration ç de Milnor de Sg— Co nSg
sur S1 définie par <p(z) = f{z)l\f(z)\ (cf. Theorem 4.8 [9]),
risomorphisme de S sur S1 étant celui qui conserve les
arguments. Dans ce cas particulier on voit bien que les fibres
ont le type d'homotopie d'un graphe donc d'un bouquet de
cercles et on peut montrer que le nombre de cercles est :

pL=dimcC{X,Y}/ (ô /yôX,Ô/yôY) :

où (ô/*/ôX, ô//ôY) est l'idéal engendré par les dérivées par-
tielles de f dans C { X , Y } (cf. [9] et [10]).

Remarques. — L'ensemble des assertions précédentes ne
sont, pour l'essentiel, que l'application aux courbes planes
des résultats généraux de J. Milnor sur les singularités isolées
des hypersurfaces complexes.

On aurait pu s'intéresser à une fonction analytique f définie
sur un voisinage de l'origine U de 0 dans G2 et ayant
un point critique isolé en 0, mais un théorème de Samuel
(cf. [11]) implique qu'en fait une telle situation est analy-
tiquement équivalente en 0 à la situation que l'on considère
ici. Cette remarque s'applique aussi au cas plus général des
fonctions analytiques à plusieurs variables ayant un point
critique isolé à l'origine 0 de G".

(1.4). Nous faisons désormais l'hypothèse que Co n Sg
est connexe, donc l'entrelacement de Co n Sç dans S, est
un nœud. On pçut montrer que ceci équivaut au fait que f
est analytiquement irréductible, Le. irréductible dans
C[[X, Y]] ou C{X, Y}. Grâce à un lemme bien connu de
Hensely ceci implique en particulier que Co n'a qu'une
tangente en 0, i.e. que la forme initiale de f est la puis-
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sance d'une forme linéaire. Nous allons donner une descrip-
tion des nœuds algébriques due à K. Brauner. Pour cela
nous avons besoin de définir les paires de Puiseux de f en 0.

Nous pouvons toujours supposer que la droite Y == 0 est
la tangente à la courbe Co et que par conséquent la forme
initiale de / est Y", où n est la multiplicité de 0 e Co.
Ceci étant, la normalisée de Co étant non singulière on peut
paramétriser la courbe de telle sorte que :

X=tn

Y = S ^t\
v>n

On appelle ceci le développement de Puiseux de f en 0.
J-

Par abus de notations, on désigne par X n une racine de
l'équation T" — X == 0 dans une extension algébriquement
close du corps des fractions de C{X}. Les autres racines sont

j-
de la forme ÇX" où Ç est une racine n-ième de l'unité.
On écrit alors :

Y == S ^vX7.

Dans la suite des rationnels } — a ^ ^ 0[ il y a nécessaire"
^ n ^ .ment un terme non entier, sinon Co serait non singulière

en 0. Soit :
(3 = inf ^-v- Oy ^ 0 et -v- (f: N^

( n n )

Écrivons Pi sous forme irréductible

Pi == ml avec (mi, n^) = 1.
n!

^ »» M 1

Si ni 7^ n, alors dans la suite \— Oy ^ 0, — > ^[ il( M n 5
1 .y a un terme qui n'est pas dans — N sinon f serait de

multiplicité n^ en 0 nl

Soit :

P, === inf S^- a,^ 0, -^ > Pi, -v- ^ -^ NÎ.
( n n n n^ )
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On peut toujours écrire de façon unique :

?2 = —2- ^vec (m2, ria) == 1
^1^2

et si 711̂ 2 ^ n on continue ainsi de suite. Les produits n^ ... n^
divisent n et pour tout i, n; =7^ 1, donc, comme n n'a
qu'un nombre fini de diviseurs, il existe un entier g, aussi
appelé le genre de la singularité de Co en 0, tel que :

n = ni . . . T^.

On a ainsi défini une suite croissante de rationnels :

(1.4.1) Pi < ?2 < • • • < P,,

appelés exposants de Puiseux de f en 0, et une suite de
paires d'entiers (m^, n;) premiers entre eux que l'on appelle
paires de Puiseux de f en 0. Remarquons que (1.4.1)
implique :

(1.4.2) m^n, < m, i = 2, . . ., g.

Nous avons alors le théorème suivant :

THÉORÈME (K. Brauner [2]) (1.4.3). — Le nœud Co ^ Sg
dans Sg est le nœud torique itéré défini par la suite des paires
de Puiseux (m^, n^), . . ., (m^, ng) de f en 0.

(1.5). Nous allons définir précisément ce que l'on entend
par nœud torique itéré. Soit \ la suite d'entiers définie par :

Xi = m^
(1.5.1)
\ = m, — m^Ui 4- X^in^i^ i == 2, ..., g.

Remarquons qu'à cause de (1.4.2) on a :

(1.5.2) X. > \^n^n, i = 2, . . . , g.

Construisons alors le nœud torique (m^, ni) défini par
l'application de S1 dans S1 X S1 qui à z fait correspondre
z fait correspondre (z"11, ^n<). Le cercle S1 étant orienté,
l'image K.i de cette application est une courbe fermée
orientée de S1 X S1. Les cercles Si^{e19} sont les méridiens
de S1 x S1 et les cercles {è16} X S1 sont les parallèles de
S1 X S1. Considérons alors dans R3 un voisinage tubulaire
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de ce nœud torique K.i. Donnons un paramétrage du bord
de ce voisinage tubulaire en choisissant deux courbes fermées
orientées de ce bord, l'une, qui nous donnera les méridiens,
a un nombre d'entrelacements égal à 1 avec Ki, l'autre,
qui nous donnera lès parallèles, a un nombre d'entrelacements
avec KI égal à 0 et est orientée de façon que la restriction
de la projection du voisinage tubulaire de Ki sur K.i soit de
degré 1. Le bord du voisinage tubulaire de Ki est alors
homéomorphe à S1 X S1 et l'image inverse du nœud torique
(^2? ^2) P81* cet homéomorphisme définit le nœud Kg et
ainsi de suite à l'aide des (X;, n^) on définit Kg que l'on
appelle le nœud torique itéré défini par la suite des paires de
Puiseux (mi, rii), . . ., {rrig, rig).

Réciproquement tout nœud construit de cette manière à
l'aide d'une suite ((A;, v») (i = 1, ..., g) de paires d'entiers
relativement premiers est un nœud algébrique si et seule-
ment si on a les inégalités :

^i-i^i < ^i i == 2, ..., g.
Nous allons donner quelques propriétés intéressantes de ces

nœuds et quelques conséquences topologiques.
(2.1). Un des invariants topologiques associés, aux nœuds est

le groupe du nœud G = ^(Sg — Co n Sg, x) avec
x e Sg — Co n Sg.

Celui-ci a été calculé par 0. Zariski dans [12] : il en a donné
une présentation par générateurs et relations en fonction des
paires de Puiseux.

Remarquons alors que Pabélianisé de G égal à
Hi(Sg — Co n Sg, Z) est isomorphe à Z, on a donc la courte
suite exacte :

(2.1.1) 1 -^ [G, G] -> G -̂  G/[G, G] -> 1
\ï
Z

et la suite exacte d'homotopie de la fibration de Milnor :
(2.1.2)

1 -^ 7ti(Fe, x) -> 7ri(St - Co n S,, x) -> ̂ (S1, <?«') -> 1
lî

• Z
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avec FQ fibre de la fibration de Milnor au-dessus de e19.
Les suites exactes (2.1.1) et (2.1.2) sont isomorphes car l'abé-
lianisé de G est isomorphe à Z. Comme Z est un groupe
libre, la suite (2.1.2) donne une autre présentation de G en
fonction de la monodromie locale. Précisément on sait que
TCi(Fo, x) est un groupe libre de (A générateurs g i , . . . , g { i ;
soit Ç un élément de G qui s'envoit sur le générateur de
TC^S1,^6); comme G est le produit semi-direct de TCI(FÔ, x)
et de Z, Z opère sur TCI(FÔ, x) et Faction du générateur de Z
sur g, donne un élément ^i(gi, . .., g{x) de ^(Fe, x). Les
générateurç de G sont alors gi, . . ., g^ Ç et les relations
sont :

(2.1.3) î -i = Ç>,(^, . . . , )̂ i= 1, . . . , ^.

Quand on abélianise TCi(Fe, x) pour obtenir Hi(Fe),
l'image de <t>i(gi, . . . , g { x ) dans Hi(Fe) est précisément le
transformé par la monodromie locale de l'image de g^ dans
Hi(Fe).

Cette remarque nous permet de donner une démonstration
algébrique et calculatoire de la finitude de la monodromie
locale (cf. [8]). Rappelons que A'Campo en a donné une ver-
sion géométrique plus compréhensible (cf. [1]).

(2.2). Nous allons rapidement indiquer comment une pré-
sentation du groupe G du nœud permet de définir d'autres
invariants topologiques appelés les polynômes d'Alexander du
nœud. Nous suivons pour cela la démarche de R. Fox et
R. Crowell dans [4].

Soit F un groupe libre de type fini dont G est un quotient
et dont le noyau de F —> G —> 1 est engendré par un nombre
fini de relations. Nous allons définir la matrice de Fox de
cette représentation, les coefficients de cette matrice étant
dans l'algèbre Z[F] du groupe F.

Tout d'abord nous appelons dérivation de Z[F] un homo-
morphisme de groupes D : Z[F] -> Z[F] tel que :

D(v^) = D(vi)T(^) + viD(va)
où T : Z[F]->Z[F] est défini par r(Sn^) == Sn,. On

montre alors qu'il existe une dérivation unique, notée —»
ox^
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de Z[F] telle que:

— [xj) = ô^ (symbole de Kronecker)

où les (o;i), 1 ̂  i ^ /c, désignent une base de F.
Soit (^1)1^1^ les relations. La matrice « jacobienne »

(ôy-i/ô^) à k lignes et s colonnes est appelée matrice de
Fox de la présentation du groupe G.

On a un homomorphisme naturel de Z[G] sur Z[G/[G, G]]
et Fhomomorphisme F — G donne Z[F] -> 2 [G]. Ceci défi-
nit Z[F]^Z[G/[G,G]]. Comme G/[G, G] ^ Z on identifie
Z[G/[G,G]] ^ Z[Z] avec Z[t, r1]. Quitte à rajouter des
relations triviales, on peut toujours supposer s ^ k. Les
mineurs de rang k — p de la matrice (or(ôri/ô^)) à coeffi-
cients dans Zf^r1] engendrent un idéal <^ de l'anneau
Z[t, t-1] et on a:

^ c ̂  c: ... c .̂

Cette suite d'idéaux est appelée suite des idéaux élémentaires
associée à la présentation de G. On peut montrer que cette
suite est indépendante de la présentation dç G. On peut alors
définir le plus grand idéal principal contenant <^. Soit
A^) le générateur de cet idéal. On appelle A;(() le i-ème
polynôme d'Alexander du nœud. Évidemment A;(() est déter-
miné à la multiplication d'une puissance entière de ( près.

(2.3). Appliquons ce qui précède à la présentation (2.1.3)
du groupe G utilisant la monodromie locale. Dans ce cas
la matrice (cr^/ô^)) avec r^ = 1 égale la matrice
(ix 4-1) x ((i + 1) : / r\1 h.-tU ': \

\o ... o/
avec h égale à la monodromie locale de f en 0. On obtient
donc :

(2.3.1) ^o=(0) ;
e\ = (Al(()) et Ai(() égale le polynôme caractéristique
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de /^; le quotient de Ai(<) par Ag^) donne le polynôme
minimal de h^ à une puissance entière de ( près.

En utilisant les calculs de Zariski on obtient Ai et le
polynôme minimal de /^(cf. [8]). Précisément soit :

P, (,) - (txn - m - 1)
^^"'"(^-l)^-!)

on obtient :

THÉORÈME (W. Burau-0. Zariski) (2.3.2).

^)=^px,,^v<4-l)
i=l

avec
^ = n, . . . rig i = 1, . . ., g

Vu == 1-

THÉORÈME (2.3.3) (cf [8]). Le polynôme minimal de la
monodromie locale rHa que des racine^ simples. La monodromie
locale est donc semi-simple et finie,

Remarque. —- A'Campo a montré que le théorème (2.3.3) est
faux si la courbe Cp n'est pas analytiquement irréductible en
0.

(2.4). En fait, du théorème (2.3.2) et dçs inégalités (1.5.2)
on déduit facilement le

LEMME (2.4.1). — S o i t Ai(() == ]J p^t)^ la décomposition
aeA

de Ai(^) en polynômes cyclotomiques irréductibles, py{t} dési-
gnant le polynôme des racines (x.-ièmes primitives de l'unité.
Alors :

1) ^g = Sup a ;
a€A ;

ii) Ay est le plus grand diviseur de Sup a qui ne soit pas
dans A; a€A

m) Si a e A et a > \g alors a divise Ug\g et r^ = 1$
iv) Si a divise Ug\ et a ^ A alors a divise Ug ou

A,;

v) Si a divise ng\ et ne divise ni Ug, ni \g alors a è A.
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Grâce au lemme précédent on obtient :

THÉORÈME (W. Burau [3]) (2.4.2). — Un nœud algé-
brique est déterminé par son polynôme c^Alexander.

THÉORÈME ([7]) (2.4.3). — Deux nœuds concordants ont
le même type.

Pour démontrer le théorème (2.4.3) on utilise le théorème
de R. Fox et J. Milnor qui nous dit que si deux nœuds K
et L sont concordants leurs polynômes d'Alexander A^
et AL vérifient:

M() A,(() - F^FYA-V

où m est le degré de F et F(() e Z[t].
Récemment Cevdet Has Bey a démontré :

THÉORÈME (Cevdet Has Bey [5]) (2.4.4). — Le polynôme
cTAlexander d'un nœud algébrique n'est pas égal au produit
de k polynômes d'Alexander de nœuds algébriques non tri-
viaux avec k ^ 2.

Ce théorème permet de démontrer (cf. [6]) que si
ft : U <= C2 -> C{t e C) est une famille analytique de fonc-
tions analytiques définies sur un voisinage ouvert U de C2

alors si jfo a url point critique isolé en 0 unique dans un
voisinage ouvert B de 0 et si pour tout t assez petit les
points critiques isolés de f^ dans B ont la même valeur
critique alors f^ n'a qu'un point critique x^ dans B et
en Xf le type topologique de f^ = 0 est égal à celui de
fe = 0 en 0.
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