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INVARIANTS MESURANT L'IRREGULARITE
EN UN POINT SINGULIER DES SYSTEMES
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES (*)

par R. GERARD et A.HM. LEVELT
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0. Introduction.

Siag,a,,...,a,_, sont des fonctions méromorphes au voisinage
de lorigine de C, il est bien connu que I’équation différentielle
d"y dn—ly

e +a"_1(z)~&z—n_—l-+u.+ao(z)y=0

a une singularité réguliére a Porigine si et seulement si, pour tout i,
a; a un pdle d’ordre inférieur ou égal & n — i. Un critére aussi simple
([3], Chap. 4 ; [5], appendice B et chap. 6 ; [7], [10]) n’est pas connu
pour les systémes différentiels

dy _
- A@)y 1)

(*) Une partie des résultats de cet article a été obtenue pendant un séjour du second
auteur a P'lnstitut de Recherche Mathématique Avancée de Strasbourg (Juin
1971). .
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ol A(z) est une matrice carrée d’ordre n de fonctions méromorphes
au voisinage de l'origine et y un vecteur colonne a n éléments. Un
systéme (1) peut se mettre sous.la forme

d ,
S(p) : z”éé B(z)y p=21

ou cette fois B(z) est une matrice holomorphe au voisinage de 'ori-
gine de C.

L’origine est un point singulier régulier pour un systéme S(p), si
toute solution est a croissance modérée au voisinage de Iorigine
([4], [8] et [7] et [10]). Ceci est le cas lorsque p = 1 mais cela est
également possible pour p # 1. Tout systéme ayant une singularité
réguliére a lorigine se raméne a un systéme S(1) par une transfor-
mation de la forme

y=T)w

ou T(z) est une matrice carrée d’ordre n de fonctions holomorphes
au voisinage de l'origine dont le déterminant n’est pas identiquement
nul ([6]).

Par une telle transformation le systéme (1) devient :

%’ =(T“‘ AT — T} g)w.

Il est parfois important de pouvoir reconnaitre si un systéme
S(p) a une singularité réguliére ou non sans avoir, a utiliser la condi-
tion de croissance qu’il est difficile d’appliquer en pratique. Plusieurs
critéres ont été donnés ; rappelons-les briévement.

Critére de W.B. JURKAT et D.A. LUTZ [1]. — Au systéme (1), Jurkat
et Lutz associent la suite de matrices (& ,) définie par la formule de
récurrence

d
Xy =A, Gy =— G+ QA (k=120

Si on note g, 'ordre polaire de I’origine pour la matrice &, alors on
a équivalence entre les deux propriétés :

a) le systéme (1) a une singularité réguliére a ’origine.
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B) g, <k+((@n-=1) (p—1) pour tout
k=n n+1l,...,n—-1)Cnp-1-1).

Critére de J. MOSER [14]. — Au systéme (1), Moser associe le nombre
rationnel
r
mA)=p—-1+—2=20
n

ou
_B(@)
==

A et r = rang B(0)

et considére le nombre

dT
u = Inf m (T“‘ AT — T~} %)

Alors l’origine est un point singulier régulier si et seulement si u < 1.

Moser donne des transformations T assez simples permettant de
diminuer le nombre m(A), et une estimation du nombre de transfor-
mations successives a exécuter pour atteindre le nombre u.

Critére de N. Karz ([4] p. 45 et 50, le présent article § 5).

C’est le langage des connexions linéaires qui est utilisé. Katz
associe a tout systémg (1) un nombre rationnel » dont la nullité est
équivalente a la régularité du point singulier.

Critére de B. MALGRANGE [12]. Malgrange remarque que tout systéme
(1) peut se ramener a une équation différentielle. (utiliser un vecteur
cyclique, voir ci-dessous). Dans ce cas il considére I'opérateur diffé-
rentiel

p=% o 2
—3 a —_— N
peo | 4z

et montre que D : C [[z]] = C [[z]] ainsi que D’ : C{z} > C{z}sont

des opérateurs a indice dont les indices sont notés respectivement
x (D, C[[z]]) et x(D,C{z}). Et la condition
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iD)=xO,C[lz]) —xMD,C{zh=0
caractérise les points singuliers réguliers.

Un autre probléme important est la construction d’une transfor-
mation T qui mette un systéme (1) avec une singularité réguliére a
I’origine sous une forme S(1). Ce probléme qui se pose, par exemple
lorsqu’on veut calculer la monodromie des solutions d’un systéme (1),
a récemment attiré 'attention en rapport avec I'étude des singularités
isolées des hypersurfaces ([2], [4], [13]), il est résolu en principe dans
les articles de Lutz et Moser.

Dans le méme ordre d’idées se situe un théoréme de Lutz énon-
¢ant une propriété de stabilité des singularités réguliéres ([9]. Théo-
réme 1). Il s’agit de déterminer les perturbations qu’admet un systéme
et qui respectent le “caractére singularité réguliére”.

Dans I’étude des singularités d’équations différentielles, il semble
naturel d’introduire des grandeurs mesurant le degré de complication
de la singularité. On pourrait, par exemple, penser au nombre p, si
on a mis le systéme (1) sous la forme S(p) avec B(0) # 0. Puisque p
change déja par des transformations aussi simples que celles qui sont
définies plus haut, cela n’a pas beaucoup de sens. Dans cet article
l'ordre d’une singularité sera la valeur minimale de p lorsqu’on applique
toutes les transformations T possibles. Si / est I’ordre de la singularité
nous définissons une suite de nombres positifs p, > p, > ... > p,_,,
les invariants associés au systeme (1). Dans la littérature, on trouve
d’autres invariants, le nombre u, de Moser le nombre rationnel de
N. Katz ([4], Chap. II, Théoréme 1.9 ; [S], Appendice B.4) ainsi
que lindice i (D) de B. Malgrange ([12]).

Les présents auteurs se sont inspirés du travail de N. Katz et
P. Deligne ([4]). On parle plutdt de ‘“‘connexions” que de systémes
d’équations différentielles linéaires. Ce langage apparait trés approprié
pour traiter les problémes considérés plus haut. Les notions nécessaires
sont introduites au § 1 avec leur traduction en termes d’équations
différentielles. Dans le § 2 nous définissons les invariants et nous
démontrons les propriétés essentielles. L’idée fondamentale est ’étude
de “domaine + image modulo domaine” d’un opérateur différentiel
singulier. Tout cela est d’une extréme simplicité. Le § 3 est de nature
plus technique ; on y calcule les invariants p; lorsqu’on a un vecteur
cyclique (c’est-d-dire le cas ou le systéme considéré a la forme d’un
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systéme associé a une équation différentielle ordinaire d’ordre n).
Ensuite, dans le § 4, utilisant les résultats du § 3, on démontre un
théoréme de base (théoréme 4.2) qui.a pour conséquences directes
les résultats de Jurkat et de Lutz généralisés au cas des singularités
de tout ordre. 2

On dispose alors d’'une méthode de calcul de cet ordre pour un
systéme donné.

Enfin, au § 5, on compare les invariants p, et r (Katz). Ces deux
invariants ne se déduisent pas I'un de Pautre ; mais on a I'inégalité

1
—p,Sr<p,.
n
Un probléme non résolu dans cet article est celui du calcul des

nombres p; pour un systéme donné ; remarquons que I’on ne sait pas
plus le faire pour r 4 moins d’avoir un vecteur cyclique.

D’autre part, il reste a faire une étude plus poussée des rapports
qui existent entre les divers invariants, I, p;, u et r. (un article de
A.HM. Levelt d paraitre : Formal theory of irregular singular points).

1. Rappels algébriques. Notations et définitions.

Pour plus de détails concernant les notions introduites dans ce
paragraphe, on pourra consulter [1] et [4].

A. RAPPELS .

a) Anneau de valuation discréte.

Une valuation discréte sur un corps K est une application v
de K sur Z U {3} ayant les propriétés suivantes :

v(xy) =vx)+ v pour tout x EK ety €K
v(x + y) 2inf v(x),v(y) - pourtoutx €Kety€K
v(0) =o0 et v(1)=0.

Alors

1) A ={x €K|v(x) = 0} est un sous-anneau local de K appelé
I’anneau de la valuation v.
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2) M (A) ={x € A| (x) > 0} est 'idéal maximal de A (idéal de
la valuation).

3) A* = A — M (A) est ’ensemble des éléments inversibles de A.
Un anneau local intégre A distinct de son corps des fractions est

un anneau d’une valuation discréte s’il existe une valuation discréte
sur son corps des fractions tel que A soit ’anneau de cette valuation.

Si A est 'anneau d’une valuation discréte » sur son corps des
fractions K, on appelle uniformisante de v, tout élément t € K tel
que v(t) = 1.

Alors pour tout x € K — {0}, il existe :
a) un entier n € Z,

b) un élément u € A* tels que x = ut”.

b) Réseau .

Soient A un anneau de valuation discréte et K son corps des
fractions, V un espace vectoriel de dimension finie sur K.

Un réseau de V est par définition un sous A-module de type fini
de V engendrant V comme K-espace vectoriel. Un tel soussmodule est
automatiquement libre de rang n, égal a la dimension de V sur K.

Une propriété desréseaux que nous utiliserons dans la suite est la
suivante :

si M et M’ sont deux réseaux de V, alors il existe deux entiers
q et q' tels que :
MCtdM
M Ctr %M.
B. NOTATIONS ET DEFINITIONS .

Les données utilisées dans cet article sont :
: un anneau de valuation discréte.
: le corps des fractions de ©.
: la valuation sur K.

: I'idéal de la valuation .

Qg R~ oG

: un 0 -module libre de rang un.
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d :0 > Q : une dérivation.

t : une uniformisante de la valuation v telle que d¢ engendre §2
(on suppose I’existence d’une telle uniformisante ce qui
n’est pas trés restrictif).

\% : espace vectoriel de dimension n sur K.
Nous noterons :

Q Hom , (2, ®) (dual de Q)

Q=K &, Q-

e =K @, €& (K-dual de Q).

On se servira souvent de la formule suivante
df
—) = -1,
v (S5) v

d d
ol f est un élément de K et d_{ I’élément de K défini par df = :I]; dt.

La formule se démontre en écrivant f = ut™ , u € ©*, On a alors

du
ou E € 0. Par conséquent

v (-gi:-) = inf

v (% t") , V(unt"“)§ =>n-—1.
Une connexion linéaire sur V est par définition une application

additive

V:V>QreeV
satisfaisant 4 I'identité de Leibniz

V(wW=dfev+fVrv pourtout fEK et VvEYV.
Pour tout 7 € ﬁx nous noterons :
9,: K=K

f=<df,r>
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et V,: V>V
=< Vr r>
On vérifie aisément que :
— 0, est une dérivation de K
— et que pour tout fE K et v€V

V.,(fv)=0,(NHv+fv,v (Leibniz)
V) =1V, 0.

Un vecteur v de V est dit cycligue pour v, si le systéme

n—-1
T

(Vr Vf V."V3 V,.. ",V V)

est libre sur K.

Si K est de caractéristique zéro, il existe pour tout 7 # 0 et tout
v un vecteur cyclique ([4], chap. II, lemme 1.3 [8]). Le choix d’une
base de V, identifie, pour tout 7 € 2y, I'application ¢, 4 un opé-

rateur différentiel sur K"”. En effet : soit (e) = (e, €,...,€,) une
base de V ; alors pour tout i on a :

n
v, () = Z a;;e; avec a; €K pour tout couple (i, /).

j=1
SiveVv n
r=3Y Ve,
i=1
n n
et v, v= 3 [(a,v‘) + Y a,.jv’] e.
i=1 j=1

Donc avec ce choix de base, -on déduit I’application

V) K" > K

—> (3, + A)
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ou A€, , (K) (matrices carrées d’ordre n a coefficients dans
le corps K) ; cette matrice sera notée Mat (V. , (e)). On se servira
d’une notation analogue pour les applications K-linéaires E de V ;
par Mat (E, (e)) on entendra la matrice de E par rapport a la base (e).
D’autre part, le choix d’une base (e) dans V identifie V 4 une appli-

cation.

v dv! w
-> + A s
v_n d])_n V”

ou A est une matrice a éléments dans §2;. Cette matrice sera notée
Mat (V , (e)).

Si (e') est une autre base de V et S la matrice de passage de la
base (e) & la base (e)

Ee)=(@s ,
alors :
4 A
v2 P
(Vo) . —> @, +5'AS+57'9,9)
v V"‘

DEFINITION 1. — Soit 7 € flK. La connexion linéaire V est dite
T-réguliére s’il existe une base (e) de V telle que

Mat (V,,(e)) €M, , (O).

d s
Une connexion V sera dite de Fuchs si elle est t T réguliere.

2. Les invariants .

Les notations sont celles des paragraphes qui précédent.
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LEMME 2.1. — Pour tout réseau A de V- et tout 7 € Q
'l _ i AR
HOEEERAON
est également un réseau de V.

Il est évident que 5,’.(/\) est un sous-groupe additif du groupe
abélien V'. Pour montrer que c’est un sous ©-module de V il suffit
de vérifier que :

VFEO,VYVEV fV, () EF (M.
Or ceci résulte de la formule de Leibniz :

Y, (N=V,(» - @,f) r
et de
V.M EV, (M) ;0,fEO0 si fED .

Si (e,,e,,e5,...,€,) est un systétme de générateurs du O-module
A alors (e, ,e,,...,¢,,V,.€,,V,e,. s V.e,) est un systéme de
générateurs du O-module 5:(/\). Donc ‘9'74; (M) est un sous ©-module
de type fini de V contenant un réseau ; c’est donc un réseau de V.

Remarque 2.1. — Le réseau 57: (A) ne change pas si on remplace
T par gT ou g € O* car Ver = 89, On a donc

Gy 1 —g;l
dlg‘r(/\) =9, wn -

Il en est de méme pour 5;", N =87n) m=0,1,...), voir corol-
laire 2.1.

COROLLAIRE 2.1. — Pour tout m =2 0
Frn)=A+ v, (A)+VZN+ ... +V0N
est un réseau de V et ona:
Vin=ACyinC...cvrimycvrmwc...
Ce corollaire résulte du lemme 1 et de la formule :

V,(A+V, (M) + - .Vf(/\‘))”-—" V.M + Vi) + ...+ VRN,
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LEMME 2.2. — Pour tout entier m 2 0, le ©-module quotient
Q) =F T (N/F(N)
est de longueur finie. De plus V, induit un homomorphisme surjectif
V, du ©-module QI'(A) sur le ©-module QI"*'(n).

La premiére partie de ce lemme est triviale car Q7 (A) est le
quotient d’un réseau par un sous-réseau. Si (e, ,e,,...,e,) est une
base de A, alors pour tout m >0 (Vi(e) (1<j<n,0<i<m)
engendrent .'(A) ; donc QJ'(A) est engendré par les images des
vecteurs V',"“(e,-) (1 <j < n) par 'application quotient

m 2 FTT®) > Q7M.

Pour tout m, la restriction de v, 4 &7'(a) est une application additive
de 57;" (M) dans @;"“, elle induit donc une application additive

V. QP - QT

Montrons que V, est ©-linéaire. Un élément quelconque de Q7'(A)est
G;m+1

représenté dans ™' (A) par un élément de la forme V"™'(\) ou
A €A, Or, pour tout f€ 0

VUV O0) = 8, FYTH Q) + VTR0

Comme 9, f € © nous avons
V, VT - FYTR) € T )

ce qui prouve que

V.(fo) =fV,(a) pour tout o€ QT(N)
et exprime que pour tout m = 0

, - QT (M)~ Q;"“(")
est O-linéaire.
Pour tout m=0, V, (Q7 () contient les images dans Q™1 (a)

des vecteurs V7"*(¢;) (1 <j < n) et ces images engendrent Q"' (A)
donc -V-, est surjective. Ce qui prouve le lemme.

COROLLAIRE 2.2 — Il existe un entier my=>0 tel qyue pour m Z2m,

‘V"f : QA = QTN soit un isomorphisme.
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Ceci résulte de :

1) pour tout m =2 0
V, : Q7 (n) > QT () est surjectif.
2) pour tout m = 0,
QT'(n) est de longueur finie.

Désignons par Q':(A) la limite inductive du systéme {QT(") , V,.}m

g1 _eX(n) 40 . " : o
etpart’ Lt T T,...,t ™™ les diviseurs élémentaires de Q, (n).
On a

O0<elW<el(W<...<e'(®,
et on pose

P, (M) =1(Q;7 () = X EF (N,

i=1

ou /(Q; (n) désignc la longueur du O-module Q] (A).

d
PROPOSITION 2.1. — Si 7= t’zt- avec r 2 1 alors p, (N ne dépend

pas du choix du réseau A de V.
Si A et A" sont deux réseaux de V alors il existe deux entiers
positifs g et ¢’ tels que :

A C A
et ,
AC =9 A,
Pour démontrer la proposition 2, il suffit de prouver que :
a) p,(t7*M) = p, (M) pour tout réseau M de V,
b) si M et M’ sont deux réseaux de V tels que M C M’ alors

p,(M) < p, (M) -

Démonstration de a).

Nous avons pour tout m = 0 :

tIFGTM) =FT(IM) ;
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en effet cette relation est triviale pour m = 0. Si on la suppose vraie
pour tout entief p < m, sa validité pour p = m + 1 résulte de la
formule '

V(= y) — IV ) EIM 4+ V, (M) + - + V(M)
pour tout y€ M
qui est une conséquence immédiate de I'application itérée de la for-

mule de Leibniz et de I’hypothése 7 = t’% avecr = 1.

Démonstration de b).

Si M C M’ nous avons pour entier p = 0
V2 (M) C V2(M')
donc pour tout m = 0
FTM) CFTM) -
Le noyau de 'homomorphisme
FT (MM ~> FTMHM'

induit par Pinjection de 7'(M) dans F'(M’') est contenu dans
M + M'/M, il est donc de longueur bornée comme fonction de m.
Les suites :

1@7 M)/M) — m p, (M)
1@ M)M') — mp, (M)
sont également bornées. On en déduit immédiatement que :
p, (M) < p, (M)

ce qui prouve la proposition 2.2.

Remarque 2.2. — Si r est un entier positif ou nul et si 7 et 7’
appartiennent 4 JL” §2 — JL7*1SY, alors

P, (N =p.(n) et eL(n) =€l (N

pour tout réseau A de V, en effet dans ce cas 7 =gr ou g € O*et
la remarque 2.1 entraine ce résultat.
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. . . d .
Dans la suite de cet article si 7= ¢" 27 (t uniformisante arbi-
traire) avec r = 1, on remplacera I'indice 7 par I'indice r. On écrira donc

Q"W ,FT (M), p, ,EL(A) etc. & la place de Q}'(A) TN, p, ,EL() etc.

PROPOSITION 2.2. — Il existe un entier positif r tel que p, = 0.
Et si

I =Inf{r EN*|p, = 0}.
Ona
P> Py > >p ;>0

(respectivement rien si I = 1).

Démonstration. — Pour tout résedau A de V, A+ V,,o(l\) est un

d
réseau (1'0 = Z)’ il existe donc un entier r > 0 tel que

A+ Vro (A)) CA,
Comme
v, = t'V,o
ona
V,(A) CA,
ce qui implique que &' (A) = A pour tout m 2 0 donc p, = 0.
Pour démontrer la deuxiéme partie de la proposition il suffit
de prouver que p, > 0 entraine p,,; < Pp- Il existe un réseau A
de V tel que
pp =1 (A +7,()/n).

(Prendre A =57;,"(M) pour un réseau M arbitraire, m grand ; corol-
laire 2.2). Montrons que A+ V,,,(A) est strictement inclus dans
AV, (Pinclusion simple et évidente). Pour cela supposons que
lona:

AN+ VW) =rA+v, (N
On a alors

A+ ¥, () Cr(A+7,(N)+ A
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et le lemme de Nakayama entraine
A+ V,(n)=A

qui a pour conséquence p, = 0,ce qui contredit I’hypothése ci-dessus.
On a donc : ‘

1A+ V0, /M) < p,.

Comme le membre de gauche majore Ppsy ON @ Py <P
achéve la démonstration.

» Ce qui

DEFINITION 2.1. — On appelle ordre de la singularité de V

Uentier positif | de la proposition 2.2. Les entiers p; , Py, ..., P,
sont les invariants de V. L’entier p, est aussi appelé linvariant de
FuchsdeV. Les nombresei!(A) (r = 1,2,...,1—1;i=1,2,...,n)

sont appelés les invariants de V associés a A.

3. Calcul de p,.
Pour simplifier: I’écriture nous noterons T 'opérateur V,. Dans

. d
ce paragraphe 7 = t’g; r=1)-

THEOREME 3.1. — Pour tout vecteur cyclique vE V on a :
p, = Sup (0, v,)
vo= Sup (—v(e)
0<i<n—1
et les a; les éléments de K donnés par la formule

n-—1 ’
n. i
T"v= Y aTw
i=0

Ce théoréme est trivial lorsque v, est négatif ou nul. En effet, dans
ce cas v(@;) =0 pour tout i =0,1,2,...,n — 1 donc q; € 0.Dé

signons par A le réseau engendré par v, Ty, T?v, ..., T" !y alors
™1 est engendré par v, Tv, v, T¥, ..., T™"" v. Mais si pour tout

i, on a a; € O, on voit que pour tout m
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() =A
donc
p, =0.

Et le théoréme est démontré dans le cas v, < 0 ; pour le démontrer
dans le cas vy > 0 nous utiliserons le lemme suivant.

LEmMME 3.1. — Si
k=Sup{il0<i<n-—1, @)=y}

alors, pour tout entier m 2 0 : il existe

ap) by by, br_ 13 bkamers s Opem €0 tels que :
Tv=bv+ ...t b T 'y
(A,,)

F O T vt b by, T
avec
vb)>0 si izk+m+1
V(Dpim) Z Vo (Uégalité n'ayant lieu que pour m = 0)

b,) €o.CrsevesCh_tsChamits-rss>Cnam €O  vérifiant :

Tk+mv= c°V+ oo ck—lTk—lv,
Bn) k+m+1 +
m n+m
+ck+m+lT V+'°'+cn+mT v
avec

vic,)>0 si iz2k+m+1,

et V(Cpam) = Vg -

Preuve du lemme. — Par récurrence sur ’entier m. Nous avons :

n—1
n., — i
T"v=) ¢T'v
i=0
donc
k e —1 -1 -1 k—1
T v=—a,'ayv—a; ' a,Tvr—-..—ay'aq_, T v

-1 k+1 -1 n-1 —1n
—ay T v—=-o—arta, T " v+a, Tv.
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D’aprés les propriétés d’une valuation, nous avons pour tout i
v(=ay! q) = v(az'ta) = vax!) + vig)

=—v(a,) + v(a;)

1

vo + v(a;).
Donc
v(— a3 'a;) = 0 pour tout i qui exprime que — a3'q; € O.
D’autre part
v(—azla)>0 si izk+1,
et
v(az!) = —v(a) = v,.
Ces inégalités démontrent le lemme ci-dessus dans le cas m = 0.

Supposons donc que ce lemme est vrai pour tout entier p < m
et montrons qu’il est encore vrai pour p = m + 1. Comme (B,,) est
vrai on a :

'Ik+m+l y= T(Tk+mV)
=T(cev+c,Tv+ .-+ ¢, T 'y
Chamar TE™ vt oot TV )
Donc

Tkm+1 = T(cev) + T(c, T + - - - + T, _, T 'v)

Tn +m

+ T(Chamer T + o oo+ T(Cpam )
- (3, c)v+ (co + 3, c)Tr+ - o+ (g, + 0,0 ) TF v+
+ ey TV 4 0,Ckumss) TV + (Came
+ 3, Came) T 204 o+ (Cpaman

+ 8, Cpam) T ™ v+ Cpy Ty,

Comme (A,,) est vraion a :
Tv=bov+ .-+ b,_, T '»

+ b T™ 4+ ...+ b

n+m
n+m T £
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et en substituant dans la formule ci-dessus :

T = (@,00 + 1 DIV + (o + 0,0, + Co_ b)) Tr+ .- +
pal (TSP Y PRI S - bk—l)Tk—lV + (3, Cramsr

Tk+m+l

+ €1 biemer)

+ o1 Pramsz) Tkm*2 4 4+

Vvt (Chsmer T 0,Chimar

(Cn+m—l + ar Cn+m + ck-lbn+m)T"+mV+ ¢ Tn+m+l V.

n+m
Par suite :

+
Tk m+1 v

(I — @, Chumsr T Ch—1bkimer))
=@, + bVt ot ey TV ™y
Montrons que I’élément
a=1-(,Crsme1 T Chot Dramser)

est inversible dans ©. Pour cela il suffit de vérifier que :
v(l —a)>0.
Ona
V(3,Crrms1 t Cho1 Drmes) = Inf{V (0, Cpimsr) sV (choy) + ¥ Opimir)}
et
VO, Crims1) = V(Choms+y) (carr=1).

Donc
(1 —a) 2 Inf (¥ (Cromsq) > V(Ch—1) T VDpimer )}
D’aprés les hypothéses
V(Chimer) > 0

V(Brimsr) >0,
et
v(c,_,) =0
donc
v(l —a)>0.
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L’élément a est donc inversible dans © et nous avons :
™™™ ly=d,v+d, Tr+...+d,_ T v+

F Ay T2 v+ e+ d T

d, =a"1(a,co+ Cr_1bo)
d,=a'(c;_; + 9,¢c; + cx_,b;)
i=1,2,...,k=1,k+m+2,...,n+m)
~le¢

dn+m+1 =a n+m*

Mais :
a) d; € O pour toutes les valeurs de i ;
B) ¥(@pimsr) = Y@ Cpim)
= V(Cpim) = Vo (car v(@!) = — v(a) = 0),
v) pour tout i Vérifiant k + m + 2 <i<m+n
v(d) =v@'(ci_, +0,¢; + cp_ b;))
=v(¢ci_y +0,¢c; +c,_,b;)
= Inf {v(c;_,) , v(c;) , v(cr_,) + v (b))},
>0,

v(c;_,)>0,v(c)>0
(k) =20,vb)>0

pour toutes les valeurs de i considérées.

"Nous venons ainsi de démontrer que si a,,) et b,,) sont vraies
alors b,,,,) est vraie.

Dans la formule (A,), remplagons Tk+m*1

est donné par la formule (B,,,,).

V' par ce qui nous



176 R. GERARD ET A.HM. LEVELT

11 vient :
T'v=e v+ - +e ;T v+ ey TV 2+ ... +

Tno-m +1

+ en+m+l v

avec

e =b;+ byims14;
pwO<i<k-—letk+m+2<isn+m
et

Chim+1 — bximer - dn+m+1 .
On vérifie alors immédiatement :

a) e; € O pour tout i,
Bysiizk+m+?2

vie) =2 Inf{(v(b,) ,v(byspmsr) T v(@)}
>0
7 V(enims1) = V(Ogimser) + v@pimsy)
= V(brimer) T Vo
> v, (car v(byypmey) = 0).

Donc a,,) et b,,,,) entrainent a,,,,), ce qui achéve la démonstration
du lemme 3.1.

LEMME 3.2. — Pour tout entier m 2 0, le réseau  )'(A) est en-
gendré par v, Tv, ..., T 1y, T ™y, . TV 1y,

Démonstration. —F%(A) = A est engendré par w, Ty; ..., T »
Supposons que &’ (A) est engendré par les vecteurs :
v, Tv,..., T Yy, TF ™y, Tnm=1,

et montrons que & :"”(A) est engendré par la suite de vecteurs obtenue
en remplacant dans la suite ci-dessus m par m + 1.

Comme
FrHI ) =FT () + TETW),
ce réseau est engendré par les vecteurs :

v, T, T2u .., Ty, Ty, T* ™, TRy T
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Mais le lemme 3.1, montre que les vecteurs T*i et T¥*™ 1 s’expriment
comme combinaison linéaire des autres vecteurs écrits ci-dessus. Ce
qui prouve le lemme 3.2.

Démonstration du théoréme 3.1.

Le O©-module Qf(/\) = A+ T(A)/A est engendré par la classe de
T"v; c’est donc un O-module cyclique.

D’autre part :

n—1
llo n — Uo i
t°T"v= Y t%Tvr
i=0
avec

v(° a;) = v, +v(g) = 0.
Ce qui exprime que pour tout i
£ a, €0
C’est-a-dire
0Ty ER,

La longueur de QJ(A) est donc au plus v,. Comme les homomor-
phismes »

T: Q"MW ~->Q™'W

induits par T sont tous surjectifs , la longueur de Q' (A) est, pour
tout m, majorée par »,. En d’autres termes :

1Q; M) = p, <.
Supposons que p, < y,.

Le ©-module cyclique Q)'(A) est engendré par la claslse du vec-
teur T"*™ (») et, pour m assez grand, il est annulé par £'°~ donc :

vo—1 +
t? 1"[': "ESF"®) -

La propriété b,,) du lemme 3.1. donne aprés‘avoir multiplié la for-
mule (B,,) par t ' :

—t e, T r=tcv+ ot g T = Ty

+ 7 e T ™+ 4+ 17

n+m-—1
n+m-—1 T V.
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Or .

vt pm) = — 1 + 1,20
donc
o Ty = 07 Ty,

-1
—tte,

avec z € O ce qui exprime que
-1
7 Cpam T ™ €S (A).
Comme le réseau %' (A) est engendré par les n vecteurs

v, Tv, T2v,..., T Yy, T**"™y . Ty

’

la formule ci-dessus donne une contradiction car le premier membre
est un vecteur de % (A) alors que dans le second membre le coeffi-
cient de T**™ v n’est pas un élément de ©. Nous avons donc p, = v,,.

4. Régularité, stabilité, théorémes de W.B. Jurkat et D.A. Lutz.

A. REGULARITE.

Avec les notations et données du § 1, on a.:

THEOREME 4.1. — Soit TEQ ,7=1,(r=1). La connexion V
est T-réguliére si et seulement si

p, = 0.

Démonstration. — Supposons que V est réguliére relativement
a 7.1l existe donc une base (e) = (e,, e,,...,¢e,) de V telle que

Mat (V,.(e)) €K, ., (). -

Si A est le réseau de V engendré par (e) on a évidemment V_(A) C A,
ce qui entraine que pour tout m = 0, Q7(A) = {0} et donc p, = 0.
Réciproquement, si p, = 0, pour tout réseau A de V il existe un entier
my, tel que Q7 (A) ={0} pour tout m = m,. Notons alors A’ le réseau
FTON) et (¢') = (e} , €5,...,€,) une base de A'. Comme Q] °(A) =0
on a V,(A") CA' ce qui montre que

Mat (V,, (¢')) € I, ., ().
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Dans la suite, d la place de dire que V est 7-réguliére nous dirons
V est r-réguliére.

COROLLAIRE 4.1. — Pour tout entier 1 > 0 les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

i) V est l-réguliére,
i) V a une singularité d’ordre inférieur ou égal a l.
iii) 1l existe une base (e) = (e, ,e,,...,e,) de V telle que :

Mat (Vz ’ (e)) € mz"nxn (O)

COROLLAIRE 4.2. — Une connexion V sur V est dite de Fuchs si
et seulement si elle est un-réguliére c’est-d-dire si son invariant de Fuchs
P, est nul.

Dans toute la suite de ce paragraphe on se donne une connexion
singuliére V.

THEOREME 4.2. — Si la singularité de V est dordre 1 alors pour
tout réseau A de V

Q7'(n) =0 pour tout m=n — 1.

La démonstration de ce théoréme résulte du théoréme 3.1 et du

LEMME 4.1. — Soient r un entier supérieur ou égal @ un, V' un
sous-espace vectoriel de V stable par V,. Si p, = 0 alors l'invariant
p, de la restriction V, de V, a V' est également nul.

Preuve. — Comme p, = 0 il existe un réseau A de V tel que V,(A) C A
(cf. démonstration du théoréme 4.1). Or A' = AN V' est un réseau
de V' vérifiant V,(A") C A", En effet, soit (e, ,e,,...,e,) une base
de V telle que (e, ,e,,...,¢) soit une base de V'. Désignons par
M le réseau de V engendré par (e, ,e,,...,e,), il existe un entier
positif ou nul g tel que t? M CA. Alors (t%¢, ,t%¢,,...,t%¢) est
une base de V' contenue dans A’, donc A’ est un réseau de V'. Puisque
V,() ChretV,(A)CV.onaV,n)CA'doup, = 0.
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Démonstration du théoréme 4.2.

Nous avons p, = 0, d’aprés les propriétés des ©-modules Q7'(n).
Il suffit de prouver que Qf,"'l(l\) = 0. Clest-a-dire qu’il suffit de
montrer que pour tout N\ € A, il existe un entier h(1 < h <n) tel
que VF(A) €F"71(a) ; en effet on aura alors VI (A) €F 7 '(A) et donc
V7 (n) CFrY (), Cest-a-dire que QF~!(A) = 0.

Pour tout A €A — {0}, désignons par # le plus grand entier i tel
que A, V;(A),...,V; '(\) soient linéairement indépendants sur K.
On a évidemment 1 < h < n,

Soit V' le sous-espace vectoriel de V engendré par les vecteurs A,
VA, ..., V','"l()\). D’aprés le lemme 4.1, Pinvariant p, de la restric-
tion V; de V, 2 V' (stable par V,) est nul. D’autre part

h—1
Vi) =Y g Vin,

i=0

et le théoréme 3.1 donne :

pp=Sup (0, Sup (- v(@))).
0<i<h-1

Comme p; = 0, on a a; € O pour tout i, ce qui prouve que
ViV EF I
et le théoréme 4.2 est démontré..

Pour déduire un certain nombre de conséquences du théoréme 4.2
nous utiliserons encore le :

LEMME 4.2. — Soient A et M deux réseaux de V tels que AC M,
(fy 5S35 -+, f,) une base de M. Si p < n (entier) et 5i 8, ,85,...,8,
sont p éléments de n alors
Uy vi1g ., fot 8, . [y Y18, foras--sfn)
est encore une base de M.
Ce lemme se démontre par récurrence sur Ientier p.

Il suffit de prouver que si g, € Aalors (f, + 1g, ,f,,...,f,) est
encore une base de M. Comme A C M, il existeq, €O (i =1, 2,...,n)
tels que :
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& =afytafht.--+a,f,
d’ou
it =Q+u)fitta,f +... +u,f,.
Pour tout i =1,2,...,n ; ta; € O et 1 + ta, est inversible dans A,
ce qui implique le résultat énoncé.

Nous supposerons maintenant que © contient un corps de repré-
sentants, c’est-d-dire qu’il existe un sous-corps k de O tel que I'appli-
cation résiduelle induise un isomorphisme de k sur ©/JKT.

Remarque 4.1. — Dans ce cas pour tout couple d’entiers » et A
(h 2 0) et tout élément a de t"O on a :

n+h
a= Y ¢t'+b avecc,€Ek et bE™M0,

i=n

Remarque 4.2. — Dans la pratique © = C{x} ou © = C [[x]]
et il existe un corps des représentants dont les éléments sont méme
des constantes, c’est-d-dire annulés par la dérivation d.

THEOREME 4.3. — Si : 1) la singularité de V est d’ordre |,

, 2) il existe un entier non négatif q et
une base (e) de V tels que :

Mat (V,, (e)) €7, (O).
Alors il existe une base (¢') = (e) S de V telle que :

a) Mat (V,,(¢")) € M. ()

b) les éléments de la matrice de passage S soient des polynomes
en t~ de degré inférieur ou égal @ (n — 1) q d coefficients dans le
corps des représentants k.

Démonstration. — Soient A le réseau engendré par
(e)=1(ey,€;,...,¢€,)

et M le réseau ¥} ~'(n). On sait que V,(M) C M (cf. théoréme 4.2.).
Comme
Mat (V,,(e)) €77, ,(®),
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on a
V,(M) Ct79n

par un procédé de récurrence immédiat on en déduit que pour tout
p=0

Vi) C P,

En utilisant ce résultat et en remarquant que pour tout couple
d’entier m, et m, tels que m,; = m, on a
Y Yol i U
nous obtenons :
M =871 (a) Ct~(r=Dap

Soit (f) = (f,,f,,...,f,) une base de M, nous avons

n
fi= 2 aye avec ay €t " Np,
j=1

A Tlaide de la remarque 4.1, on peut écrire pour.tout couple (i, j)
a;; = 8 + bﬁ

ol b;; € I et oir 5;; est un polyndme en ¢! de degré inférieur ou

égal & (n — 1)gq.

Posons pour tout i :

il vient

Comme pour tout i et tout j, b;; € M, il existe g; € A tel que
n
_ 2 b, e = tg;.
j=1
Le lemme 4.2 entraine alors que (e') = (e; , €3, .. ., €,) est une base
de M et comme V;(M) C M le théoréme 4.3 est démontré.
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B. STABILITE ET THEOREMES DE W.B. JURKAT ET D.A. LUTZ.

Si V:V->Q,®,V est une connexion linéaire sur V. et
P:V—->Q,® V une application K-linéaire alorsV'= V + P est
une connexion linéaire sur V ; de plus toute connexion linéaire sur V
est de cette forme.

Dans ce paragraphe nous allons interpréter P comme perturbation
de V, et nous allons chercher des conditions pour que V et V + P aient
une singularit¢é de méme ordre. Nous abordons le probléme de la sta-
bilité de 'ordre de la singularité par perturbation.

THEOREME 4.4. — Soient V une connexion linéaire d’ordre l sur V,
P une application K-linéaire de V dans Sly ®¢ V.

S’il existe une base (e) = (e, ,e,,...,e,) de V telle que :
Mat (V, (e)) € t7IM .4, () (¢ > 0)
Mat (P, (e)) € =97 "0-DJT .. ().

Alors V' = V + P a une singularité d’ordre inférieure ou égale a L.

Démonstration : Le corollaire 4.1. entraine que q = I

Désignons par A le réseau engendré par (e) et par M le réseau

97;'“(/\). Comme A est l-réguliére on a
V,(M) C M.
De plus

Mat (V,(e)) €t7901C,,,, (£2)

nxn
entraine que
Mat (v, , (e)) € #79 0L,,,,, ()

donc (démonstration du théoréme 4.3)
M C (D=9 5

Notons P, I'application composée

<)1l‘i>
V—_tsgq.ev—">vV

d
v—>P,(») = <P(», t’E;>.
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On a donc .
Mat (P, , (¢)) € 1"V Do (0),
ce qui implique en utilisant
MC t(n—l)(q—l) A
que P,(M) C M.
Donc
VM) =(V,+P)M)CM
c’est-a-dire que I'ordre de la singularité de V' est inférieure ou égale
al
COROLLAIRE 4.3. — Sil existe une base (e) de V telle que

Mat (V,(e)) E77,,, () (¢>0)

Mat (P, (e)) € t~9"(-D, (),
alors les singularités de V et de V + P sont de méme ordre.

Démonstration, — Soit 1 (resp. I') Pordre de la singularité de
(resp. V' =V +P). Comme /=1 on a :

-q-n(l-9s—-q—-—n(—-4q),
donc '

Mat (P, (e)) € 79 "U-D .., ()
de méme

Mat (P,(e)) €+ 9"~ Do ().

nxn
Le théoréme ci-dessus appliqué a3 V et V + P entraine
r'<i
et appliqué a V' et V' — P il donne
I<r
d’oui le résultat.

Donnons-nous une base (¢) de V, celle-ci permet d’identifier V
a K" que nous identifierons & N ,,, (K). Sous ces hypothéses le
réseau engendré par (e) est ©".
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Pour toute matrice A = (e,;) € I, ,(K) posons :
v(A) = Inf v(a;).
ij
Si V est une connexion linéaire sur V et / un entier supérieur ou égal
a un, on a dans la base (¢) de V :
Vi=9,+A
ol A € I

nxn (©) pour un certain entier g = 0.

Lem™me 4.3. — Si (a, ,a,,...,a,) désignent les colonnes de la
matrice A alors pour tout m 2 0 les vecteurs

V7 @), v @), ..., V] @)
engendrent le réseau ¥} (0") modulo le réseau Frion.
Ce lemme est une conséquence immédiate de I’égalité
V,=0,+A.
qui entraine que les colonnes de A engendrent le réseau %7,‘(0" )

modulo ©".

THEOREME 4.5. — Posons
Ay =1
A=A _ +AA _, m=>1).
Alors :

a) Si V a une singularité d’ordre inférieur ou égale a | on a
pour tout m :

v ALYy —(n - 1)gq.

b) Si
vAL)YZ2—(n—1)q pourm=n,n+1,...,(n - )nqg +1,

V a une singularité d’ordre. inférieur ou égal a 1

Démonstration :

Le lemme 4.3 ainsi que la définition des A} nous donne immé-
diatement
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A= (V7@ V7 @y, ..., V] @)

donc les colonnes de Ai,, engendrent F"(0") modulo ™~ !@".
D’autre part, la croissance de la suite de réseau %' (©")) montre que
&7 (O") est engendré par les colonnes de Ay, A}, ..., Al .

Comme A€t X
4.3) pour tout m :

axn (0) on a (démonstration du théoréme

Fm(O") C ™ o"

donc v@(O") = — mq.

Preuve de a).
Si V & une singularité d’ordre / on sait que
Q7'@©")=0 pourtoutm=n-—1,
donc
gr-1(©") =% ©") pourtoutm=n -1,
ce qui donne pour tout m =2 n — 1
v AL Y= v@Er @)= —(n - Da.

Donc on a a) lorsque m =2 n — 1, mais pour m <n — 1 elle
résulte trivialement de

v(EO") = —mgq.
Preuve de b).

Nous allons raisonner par ’absurde. Supposons que I'ordre de la
singularité de V est supérieure strictement a / ; alors pour tout m

QT (©@")# 0 donc long (Q'@©™) =1
et
long &' (©")/0") = m.

Pour tout m les colonnes de Ay ,Al,..., Al engendrent &7 (©"),
donc si m = my = (n — 1) ng + 1 on tire de

v(A,)=—(n—1)g pour n<m<m,

et de la relation évidente »(AL )= —(n — 1)g pour 0<m<n —1
que
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g:’lO(OH) C t—(n-l)q @n
d’ou la contradiction

my < long &, °(@")/0") < (n — 1)ng = my — 1.

C. CONCLUSIONS DE CE PARAGRAPHE.
INTERET PRATIQUE.

Les théorémes 4.3, 4.4 transcrits dans le langage des systémes
différentiels sont des généralisations de résultats obtenus par D.A. Lutz
([10], [11] et [7]). Le théoréme 4.5 est une généralisation aux singu-
larités d’ordre quelconque du théoréme 5 de Jurkat et Lutz ([7]
page 480) et méme appliqué au cas régulier il donne un résultat
meilleur. Pour bien comprendre tous ces résultats les auteurs du

d
présent article ont préféré remplacer Ed; par ! ar a=1.

Les théorémes de ce ‘paragraphe ont un intérét pratique évident
pour le calcul de l'ordre d’une singularité d’un systéme différentiel.
Avant d’expliciter ce calcul, remarquons que le corollaire 4.3 s’exprime

également de la maniére suivante : si dans une base (¢) de V on a
Mat (v, , (¢)) € 9" L, ()

t —g—

© Mat (P, , ()) € "9~ qn (@),

alors si V 4 une singularité d’ordre / il en est de méme de V + P.
Considérons un systéme différentiel

— =—A@®y aec AMErTM ©) @=1 (1)

ou O est 'anneau des séries convergentes ou des séries formelles a
coefficients complexes. On se propose de calculer 'ordre / de la
singularité. On sait que /< q. Pour tout r (1 <r < gq), considérons
la connexion linéaire V définie par

V=d+ 7A@ dt

dans la base canonique (¢) de I'espace vectoriel V = K”.
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Nous avons

d
V,=r—+ AWM =23, +A0)

et
Mat (V,,(c)) = A@®) € 7701, (©).

Pour voir si le systéme (1) a une singularité d’ordre r, on peut le
remplacer par

dy

= ATy a%

ou A®" est obtenu & partir de A en supprimant dans A les termes
d’ordre supérieur ou égal a r("~1)@*N=nr*r (corollaire 4.3) donc:

(n—-1)(qtr)—n+r-1 .

A ()= N B} #,

i=0
les B; étant des matrices constantes car ici le corps des représentants
est annulé par d. . : '

On va appliquer le théoréme 4.5, on sait'que / < q. On commence

par regarder si la singularité est d’ordre q. Pour ceci, on prend r = qet
s’il existe m(n < m < (n — 1) nq + 1), tel que

V(AR <= (n - Dg,
onal=gq.

Dans le cas contraire I < q et on recommence avec r = q — 1.
Le nombre d’opérations & exécuter pour déterminer I'ordre est limité
par une borne N que I’on pourrait expliciter et qui ne dépend que de
netaq.

Supposons enfin, que la connexion V (ou le systéme (1)) a
une singularité d’ordre 1. Si oncherche une base (¢') = (¢) Sde V = K"
telle que Mat (V,, (")) €EIM,,,(O) on peut se restreindre a des
matrices de passage assez simples grice au théoréme 4.3. De maniére

1
plus précise, on cherche S, polyndme en 7 de degré inférieur ou égal
a (n — 1)q a coefficients matriciels tel que

ST'AS+ s '9,Sertm,,, (©).
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Ce qui raméne a résoudre un nombre fini d’équations algébriques
pour déterminer S.

Le lecteur notera le role-clef joué par le théoréme 4.2 dans
les problémes qui ont été abordés dans ce paragraphe.

5. Comparaison de p, au nombre rationnel de N. Katz
et a lirrégularité de B. Malgrange.
A. COMPARAISON DE p, AU NOMBRE RATIONNEL DE N. KATZ.

Avec les définitions, notations et hypothéses du § 1, rappelons
les résultats de N. Katz ([4], p. 45) concernant lirrégularité d’une

connexion linéaire sur V dans le cas 7 = ¢ ;_t Pour tout réseau M de V
Papplication :
vy: V—>ZU{+ x}
définie par
| vy(x) = Sup {klk €EZ U {+ o} et x € M)

(9L idéal de la valuation v)

est une valuation sur I'espace vectoriel V. Cest-a-dire que cette appli-
cation posséde les propriétés suivantes :

pourtoutx EV,y €V et AEK
vm(x + ) 2 inf {vy (x) , vy (»)}
v(AAX) = v(A) + vy (x)
mx)=0exeM
vyx) =cce x =0,

De plus si M’ est un autre réseau de V, on démontre sans difficulté
qu’il existe un entier N tel que

oy ) — vy () < N 1

pour tout x € V,
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THEOREME DE N. KATZ. — Il existe un nombre rationnel r =20
tel que :

Quels que soient le réseau M de V et la base (e) = (ey,e5,...,8€,)
de V, il existe une constante C telle que pour tout i =2 0
| Sup {— vy (V) —ril<C . Q)
1<k<n
j<i

Le nombre rationnel r mesure également l'irrégularité de la connexion
d
Vpour 7=t¢ 7 Nous entendons par 12 que : pour que la connexion

V soit de Fuchs il faut et il suffit que r = 0.

Il est donc naturel de comparer I'invariant entier p, au nombre
de N. Katz.

Soient M et A deux réseaux de V, posons

- Um W= 1<Silipn (- m 0\1)),

ol A, ,A,,...,A, sont des vecteurs engendrant le réseau A. En
fait, vy (n) est indépendant du choix de A,,...,A,, car on a

vu(A) = inf n ), .

Remarque. — Dans le théoréme de Katz on peut se restreindre
4 un réseau M fixé, grice a I'inégalité (1). Nous noterons donc sim-
plement v ‘la valuation de V associée a un tel M fixé.

THEOREME S5.1. — Pour toute connexion V sur V, il existe un
entier p, =2 0 et un nombre rationnel r 2 0, vérifiant la propriété
suivante

Quel que soit le réseau A de V, il existe deux constantes C,,
C, tels que pour tout i 2 0

a) llong @} (W/A) — p, il < C,,
b) lv @, (n) + ri] < C,.
Démonstration : Soient (e) = (e, , €,,...,e,) une base de I'es-

pace vectoriel V et A le réseau engendré par (e). D’aprés le théoréme
de Katz on a :
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(@ (M) +ril<C,
car les vecteurs V/ (e,),1 < & <n, j < i engendrent le réseau
FN=A+V,N+ -+ VW),
Mais on a aussi pour tout i

long @ (N/A)= 2, long (T (NE " (n)
1S5/<i

et pour tout j supérieur 4 un nombre m, assez grand
long (%, (VB (M) = p, .

Donc il existe une constante C, telle que :
llong &, (/M) — p, il <C,

Les inégalités a) et b) ne se déduisent pas directement 'une de I'autre.
Cependanton a :

PROPOSITION 5.1. ﬂn‘-<r <p.

On peut vérifier ces deux inégalités de deux maniéres différentes.

1) Si vest un vecteur cyclique pour V on a ([4], prop. 1.10 p. 48) :

r = Sup 50, Sup (_v(a,.)§

7 o<i<n-1 n—i

avec
n-—1 .
vir=>3 a,v»
i=0
Alors en utilisant le théoréme 3.1 qui dit que :

Py = Sup§0 , Sup (- v(a,-))§
0<i<n-1

on obtient aisément les inégalités ci-dessus.
2) Prenons v = v, ou A est le réseau considéré ci-dessus. Alors si

N =8i(n)
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et si 21,2, ..., " sont les diviseurs élémentaires de A'/a, il existe

une base (e} .¢€,...,¢,) dentelleque (¢t *'e), %), ... e

e,
soit une base de A, d’ou
—v(A)= Sup
1<i<n
et
long (W/A)=p, +p,+---+up

n
donc

% long (\'/A) < — v (A") < long (A'/A),

et le théoréme 5.1. entraine les inégalités indiquées.

B. COMPARAISON DE p; A L'IRREGULARITE DEFINIE PAR
B. MALGRANGE.

Rappelons la définition de l'irrégularité de B. Malgrange [12].
A Tlaide d’un vecteur cyclique on se raméne au cas d’'une équation
différentielle. Considérons donc I'opérateur différentiel

n ar
D =Zo‘ a, prers
aveca,# Oetaqg, €C{z} (=1,2,...,n).
Les deux opérateurs :
D: C[[z]] —= C [[z]].
D:C{z} —> C{z},
sont a indice et ont respectivement pour indice

xD,C[lz]h = Sgp p—v@,)]

x(D,C{z) =n—v(,).
L’irrégularité de D est par définition I'entier

i(D) = x{D,C[[z]D —x(D,C{z}h = Sl;p @, —n—-wa, -p)l
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La considération de la suite exacte

0->C{z}~>C[lz]] > C[[z]l/C{z} = O
entraine
i(D) = dim Ker (D, C [[z]]/C{z}),

donc i(D) = 0.

La condition i(D) = 0 caractérise la régularité.

PROPOSITION. — Pour tout systeme différentiel

d
@ -d§= A@)y» AR) € IR, (C{z})

on a p, = i(D).
d . .
Posons 0 = z e Soit 1 un vecteur cyclique pour V,, on adonc
n—1
Ver=Y b,V
i=0

Dans la base (¢) = (», V) 7v,...,V5 ') ona

00 ....... 0 b,
10 0 b,
01

Mat (V, , (¢)) = 0
. 10
00 ...... 01 b,

et Pétude du systéme @ est équivalente i I'étude de I'’équation
différentielle
n—1
0"y =%, b, 6'y,
i=0

n-—1
etalorssiD = 6" — Y b0
i=0
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or
P, = Sup [0, Sl;p (= v ®)]],

ce qui entraine p, = i(D) car

Sup [— V(bp)] =i(D)=0.
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