ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

VICTOR ANANDAM
Espaces harmoniques sans potentiel positif

Annales de institut Fourier, tome 22, 1n°4 (1972), p. 97-160
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1972_ 22 4 97 0>

© Annales de I’institut Fourier, 1972, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de l'institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NumbpaMm
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1972__22_4_97_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble

22, 4 (1972), 97-160.

ESPACES HARMONIQUES
SANS POTENTIEL POSITIF

par Victor ANANDAM

Introduction.

Dans le cadre axiomatique de la théorie du Potentiel, selon
M. Brelot [7], [8], on se donne un espace Q localement
compact, non compact, connexe et localement connexe (_ﬁ
étant obtenu par la compactification d’Alexandroff, qui adjoint
«le point a I'infini» Q). Q est pourvu d’un faisceau de fonc-
tions harmoniques satisfaisant aux axiomes 1, 2, 3 bien connus,
qui sont de caractére local, et on suppose, en outre, générale-
ment ’existence d’un potentiel > 0 dans Q.

Alors, la théorie ressemble a la théorie classique dans R”
(n 2 3), mais ne s’applique pas globalement & R2? ou il
n’y a pas de potentiel > 0. On connait les particularités de
la théorie du potentiel dans le plan: allure différente des
fonctions harmoniques a linfini; fonction fondamentale

1
log ——
£ Te =yl
ce qui entraine bien des différences et quelques difficultés.

Le présent travail se propose de développer la théorie
axiomatique, sans supposer l’existence d’un potentiel > 0
dans Q et donc de chercher a étendre les particularités du
cas plan. '

L’hypothése d’une fonction harmonique > 0 permet de se
ramener au cas ou les constantes sont harmoniques, ce que
nous supposerons. Remarquons, dans le cas de non existence

7

qui n’est pas partout > 0 comme |z — y|2™"
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d’un potentiel > 0 dans Q, I’hypothése que la constante 1
est surharmonique équivaut a ce que 1 est harmonique.

Un espace Q est dit B.H. siles axiomes 1, 2, 3 sont satis-
faits, avec les constantes harmoniques. On dit qu’un espace
QB.H. est B.P. ou B.S. selon 'existence ou non d’un
potentiel > 0 dans Q.

Dans le chapitre 1.

— On rappelle des notions sur le probléme de Dirichlet
pour un ouvert de Q, en particulier pour le complémentaire
d’un compact dont @ est point-frontiére. Aussi on introduit
pour les utiliser une exhaustion, c’est-a-dire 1’existence d’une
suite Q, de domaines réguliers (Q, © Q,4;, U Q, = Q)
disposant de toute hypothése de dénombrabilité de Q, et les
compacts e.r. (extérieurement réguliers), c’est-a-dire dont les
points-frontiéres sont réguliers pour le complémentaire, ce qui,
vu leur répartition assez dense, évitera ’emploi de compacts
quelconques et d’hypothése supplémentaire sur Q et le
faisceau.

— On donne quelques conditions nécessaires et suffisantes
pour que Q soit B.S.; ainsi, comme il est en somme connu,
Q est B.S. si et seulement s1 dans le probléme de Dirichlet
pour U'extérieur d’un compact non-localement polaire, @ est
de mesure harmonique nulle.

— Apres des exemples classiques, on démontre que dans un
espace Q B.S., il existe une fonction harmonique H > 0 en
dehors d’un compact, telle que pour toute u harmonique dans
Q, |H — u| est non bornée en dehors d’un compact. C’est un
résultat qu’on utilise souvent dans la suite.

— On démontre aussi, de maniére nouvelle, dans un espace
Q B.P., un théoréme de prolongement d’une fonction harmo-
nique au voisinage de @ selon une fonction harmonique dans
Q, qui n’en différe que d’une fonction bornée au voisinage
de @. Ce résultat que M. Nakai avait obtenu en utilisant la
théorie de Riesz-Schauder est une extension en cas axio-
matique d’un théoréme sur les surfaces de Riemann (voir
Sario et autres auteurs). Ici, la démonstration utilise seulement
le fait que dans Q B.P., {} est de mesure harmonique non
nulle pour (Q — K), K étant compact non-localement-
polaire.
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Dans le chapitre 11.

— On reprend la théorie de M. Nakai, exposée dans le livre
« Principal functions » de Rodin et Sario [16] et qui introduit
une notion de flux & I'infini d’une fonction harmonique dans
un espace B.S. (Nous la ferons apparaitre, d’ailleurs, comme
une généralisation de la notion élémentaire dans R2.) On
complétera la théorie de M. Nakai par une nouvelle propriété
caractéristique des espaces B.P. et B.S., selon I’allure de la
solution H pour u harmonique hors d’un compact et Q,
croissant de limite Q.

Dans le chapitre 111.

On étudie les fonctions surharmoniques dans un espace B.S.
On démontre :

— Un théoréme du prolongement d’une fonction surharmo-
nique dans un ouvert selon une fonction surharmonique dans
Q, la différence étant harmonique dans un ouvert plus petit
(voir’énoncé précis 3.4). On en déduit un théoréme fondamental :
dans un espace Q B.S.; pour tout z e Q, il existe une fonc-
tion surharmonique dans Q de support {z}; sous certaines
conditions, elle est déterminée & une constante additive preés
et un facteur pres.

— On introduit un nouveau flux (méme pour une fonction
surharmonique) mais qui vaut en fait & un facteur preés le flux
de Nakai dans le cas harmonique.

— Un théoréme d’existence de fonction harmonique avec
deux singularités données a un facteur prés et bornée a I'infini;
et un théoréme de partition analogue a celui de Mme Hervé
dans un espace B.P., mais moins précis.

— Un théoréme d’approximation des fonctions continues sur
un compact par des différences de deux fonctions surhar-
moniques, non nécessairement > 0, continues dans Q.

— L’existence, pour un ensemble e localement polaire,
d’une fonction surharmonique s dans Q infini sur e.

— Quelques propriétés caractéristiques d’un domaine o
(dit du type B.P.) ou il existe un potentiel > 0.

Ensuite, en s’inspirant de ’article de M. Brelot [4] sur
Pallure des fonctions harmoniques ou surharmoniques clas-
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siques a I'infini, on a été amené & approfondir comme suit la
méme notion en axiomatique :

— On étudie les fonctions surharmoniques dites admissibles
qui sont les fonctions surharmoniques admettant une mino-
rante harmonique au voisinage de & ou encore de flux fini &
Pinfini. Dans le cas classique de R2, ce sont les potentiels
logarithmiques de masse > 0 a une fonction harmonique
prés. Elles permettent ’étude d’un balayage. '

— On introduit la notion de fonctions harmomques a
I'infini comme fonctions harmoniques et bornées au voisinage
de @, ce qui a divers équivalents. Cela conduit & une notion
de dimension harmonique & Uinfini (généralement celle de
M. Heins [13] sur les surfaces de Riemann). Une fonction u
harmonique > 0 hors d’un compact K e.r., tendant vers 0
sur 9K, est dite minimale si toute autre analogue minorante
lui est proportionnelle. Elle est nulle si le flux & I'infini est nul.
Le nombre des fonctions minimales (4 un facteur prés) autres
que 0, est dit la dimension harmonique & Uinfini de Q.
(Cette dimension est indépendante de K.) Cela fournit
d’importants compléments : ainsi, dans le cas de proportion-
nalité locale (proportionnalité des potentiels de support
ponctuel donné), la dimension harmonique 1 entraine que la
fonction fondamentale du théoréme 3.6, quand elle est bornée
supérieurement au voisinage de @, est unique a un facteur
prés et une constante additwe pres, comme dans R2? avec

1
log T.’il—
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CHAPITRE 1

ESPACES HARMONIQUES
AVEC OU SANS POTENTIEL > 0

1. Axiomes et définitions.

Q est un espace localement compact, non compact, connexe
et localement connexe. On obtient Q en adjoignant le point
d’Alexandroff @. Les notions topologiques sont prises dans Q.

Dans tout ouvert o est donné un espace vectoriel réel de
fonctions finies, continues dites harmoniques satisfaisant aux
axiomes 1, 2, 3 bien connus de M. Brelot [7] dont on utilisera
la théorie.

Ainsi, on sait définir les fonctions hyperharmoniques,
surharmoniques et les potentiels qui sont les fonctions sur-
harmoniques de plus grande minorante harmonique nulle.

On peut supposer en plus qu’il existe une fonction harmo-
nique H > 0 dans Q. Cette hypothése est plus faible que
celle de I’existence d’un potentiel > 0 dans Q; en effet,
d’aprés MM. Constantinescu et Cornéa, sans autres hypotheses,
Pexistence d’un potentiel > 0 dans Q implique, grice aux
axiomes 1, 2, 3, existence d’une fonction harmonique > 0
dans Q. Remarquez que l'existence d’une fonction surhar-
monique ¢ > 0 dans Q n’est pas plus faible que I’hypothése
d’existence d’une fonction harmonique H > 0 dans Q; en
effet, si v n’est pas harmonique, il existe un potentiel > 0
dans Q. v

Soit f une fonction harmonique > 0 dans Q; alors, les
quotients par [ des fonctions harmoniques forment un nou-
veau faisceau (de fonctions f-harmoniques) satisfaisant aux
mémes axiomes, et contenant les constantes. Pour bien des
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problémes, on peut passer dans Q des fonctions f-harmoniques
aux fonctions harmoniques et inversement; aussi, on fera
dans la suite ’hypothése supplémentaire que la constante 1
est harmonique dans Q.

Dérivition 1.1. — Un espace Q est dit B.H. s’il est un
espace du type fondamental (axziomes 1, 2, 3) avec les constantes
harmoniques.

De cette définition, on ne peut pas déduire qu’il existe un
potentiel > 0 dans Q. Si, par exemple, on suppose qu’il
y a une fonction surharmonique positive, nonharmonique
dans Q B.H., alors il est clair qu’il existe des potentiels > 0
dans Q. Plus précisément,

Prorosition 1.2. — Dans un espace Q B.H., Uexistence
d’un potentiel > 0 équivaut a celle d’une fonction surharmo-
nique nonconstante, bornée inférieurement en dehors d’un com-
pact.

En effet, soit V une fonction surharmonique nonconstante
dans Q, bornée inférieurement en dehors d’un compact X.
V étant bornée inférieurement sur X aussi, il existe une
constante M telle que U=V —M >0 dans Q, et U
n’est pas constante. 51 u(z;) > u(xy), soit « un ouvert
contenant z; ol u > A > u(z,); alors, d’aprés la notion de

réduite [7], on obtient: R§ < u et B¢ =1 dans «.
Puisque R{ < 2, la fonction surharmonique R$ ne peut

étre harmonique sans é&tre égale partout & son maximum A

dans Q; mais f{;‘(xz) < u(xg) > A. On en déduit I’existence

d’un potentiel > 0 dans Q.
Inversement, tout potentiel > 0 dans Q est nonconstant.

Deérinttion 1.3. — Un espace Q B.H. est dit B.P. ou B.S.
suivant qu’il existe ou non un potentiel > 0 dans Q.

Si on considére les surfaces de Riemann ouvertes, pourvues
des fonctions harmoniques classiques, comme des espaces
B.H., la surface hyperbolique sera un B.P. et la surface
parabolique sera un B.S. On aurait conservé dans le cas
général les mots hyperbolique et parabolique, mais M. Loeb [15]
a utilisé ces termes dans le cas axiomatique dans un sens un
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peu différent. Par exemple, dans le cas ol 1 est surharmonique,
mais non-harmonique, selon [15], Q est parabolique ou
hyperbolique suivant que la constante 1 est un potentiel ou
non.

2. Mesure harmonique du point a Pinfini.

Rappelons d’abord quelques propriétés d’un espace Q B.H.
extraits de [7], [11] et [15].

Selon M. Cornéa [11], un espace Q B.H. est 'union d’une
suite croissante de compacts dans Q.

Principe du Minimum (M. Loeb [15]).

Soit ® un ouvert dans un espace Q2 B.H. 51 V est une
fonction surharmonique dans « satisfaisant & liminf V > a
en tout point-frontiére (dans Q), alors V > A dans o.

Pour o ouvert dans Q et f une fonction définie sur dw,
I'on note HP =1inf V ot V est hyperharmonique dans o,
et lim inf V(z) > f(z,) pour tout z, € dw. C’est une fonction

TE W, T>Ty > —o0
croissante de f. Soit H% = — HY ;. Omn sait que HY < Hp;
si ces fonctions sont égales et finies (donc harmoniques),
on dit que [ est résolutive pour «. (Voir M. Brelot [7]).
On sait qu’il en est ainsi si o est relativement compact
dans Q.

Adoptons quelques définitions de [15] afin d’utiliser son
travail. Soit z, € d9w. M. Loeb dit que , est régulier pour
si pour toute fonction f bornée sur dw, lim sup H% < lim sup f.

TEW, T>Ty

Notez que cela équivaut a la régularité classique de z, pour
un ou tout ¥ N ou ¢ est un voisinage ouvert de z,,
relativement compact dans Q.

On appelle barriére pour o au point z,, une fonction h
harmonique > 0 définie dans I'intersection de © et d’un
voisinage ouvert de z, et telle que lim h(z) = 0. Alors

T> Ty

(d’apres [15], p. 181) si 200 N Q et quil existe une
barriére pour » en 1z, z, est régulier pour o (cette défi-
nition est plus forte que la forme ordinaire avec h surhar-
monique, qui suffit a entrainer la régularité, d’aprés [7],

p. 118).



104 VICTOR ANANDAM

Dans un espace Q B.H., un compact K est dit extérieure-
ment-régulier (e.r.), s’il existe une barriére pour (Q — K)
en tout point de dK.

Lemme 1.4 (Loeb [15]). — Dans un espace Q B.H., pour
un compact X et un domaine D > X, il existe toujours un
compact K er. et un domaine o régulier tels que
XcKcKcocscD.

Ezhaustion de Q (d’aprés le lemme 1.4 ci-dessus et [11]).

Si Q est un espace B.H., alors Q= U Q, ou {Q,}
est une suite croissante de domames reguhers tels que

< Q,4; pour tout n, et qui contiendront tout compact X
partir d’un certain rang.

g =l

Notation. — Soit K wun compact non-localement polaire
(voir [7], p. 127), dans un espace Q B.H. Pour une fonction f
définie sur oK, soit f la fonction égale & f sur 29K et 0

a A@. Si f est résolutive par rapport a (Q — K), désignons

*
par Bxf la fonction égale a H‘Q“K’ = (,Q_K)

Remarquons que les constantes sont resolutlves et la somme
(ou la différence) de deux fonctions résolutives est résolutive.
Par conséquent, pour démontrer qu'une fonction f finie sur
3(Q — K) est résolutive, on se raménera a I’hypothése
f(@) = 0; alors, tout se déduit des deux cas f > 0, f <0
dont le second se rameéne au premier.

Résolutiotté pour un compact e.r.

Soit K un compact e.r. et soit f une fonction finie continue
sur d3K. Alors, Bxf existe dans (Q — K) et tend vers f
sur dK.

Ce résultat annoncé, dans le cas le plus général (dans
M. Brelot, [8], p. 60) peut étre démontré briéevement de la
maniére suivante :

Supposons f > 0 sur dK.

Soit {Q,} une exhaustion réguliere contenant K. Soit
h, = H®% dans (Q, — K), la solution du probléme de
Dirichlet dans (Q, — K) avec la donnée-frontiére

. (f sur oK
fo = 0 sur 2Q,
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Définissons
h, dans (Q, — K)

U, = 0 dans (Q — Q)

Alors, pour tout n, U, est sousharmonique bornée dans

Q—K) et U, < Uy < H* < supf. Par conséquent
£ pr q ’

U = lim U, est harmonique dans (Q — K) et U > HP®,
ce qui implique que dans (Q — K),U = ﬁ%‘—.’f = H9 ™ = Bxf.

On démontre dans les théorémes suivants la résolutivité
d’une fonction finie continue sur 3(Q — K), o K est un
compact non-localement-polaire.

ProrosiTion 1.5. — Soit Q un espace B.S. et soit K un
compact non-localement-polaire. St une fonction f=1 sur K,
alors f est résolutive pour (Q — K) et Bxf = 1.

Démonstration. — Soit {Q,},5; une exhaustion réguliére
de Q, contenant K.

Supposons
(R¥)Q, dans Q,

U, = 0 dans (Q — Q,)

Alors, dans (Q — K), U, est une fonction sous-harmonique
>0 etpour n 21U, < U4, < HF* < 1.
*

Q étant B.S., hm U, =1 dans Q.
Done, dans (Q — K), 1 =sup U, < H}* < H}* < 1.

Ainsi, Z: est résolutive pour (Q — K) et Bgf = 1.

CororLLaIRE 1.6. — Sotent Q un espace B.S. et K un
compact non-localement-polaire. St ® est une composante
connexe de (Q — K) qut n'est pas relativement compact, il
existe une fonction surharmonique s > 0 dans o tendant vers
© en Q.

En effet, d’aprés la proposition 1.5, {@} est de mesure
harmonique nulle pour (Q — K). Donc, si 7, € o, il existe
dans © une fonction surharmonique V, > 0 pour n > 1,
telle que V,(z,) < - et lim inf V,(2) > 1. Alors, s =XV
2 ZEW ;5O "
est surharmonique > 0 dans o, tendant vers o en {@}.

-
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TutoriME 1.7. (Constantinescu-Cornéa [10]). — Soit Q un
espace B.S. et soit o un domaine dans Q. St (Q — o) est
non localement polaire, il existe un potentiel > 0 dans o.

Démonstration. — Comme (Q — w) est non localement
polaire, il existe un compact X tel que K =X N (Q — o)
est non localement polaire.

Soit ®, la composante connexe de (Q — K) qui contient
©. S1 o est rolativement compact, il existe un domaine
régulier 8 © & (voir lemme 1.4) et donc 1l y a des potentiels
> 0 dans .

Si1 o n’est pas relativement compact, d’aprés le corollaire
1.6, 11 existe une fonction surharmonique s > 0 dans o, @ o,
tendant vers oo en @. Ainsi, il existe une fonction surhar-
monique s > 0 non-constante dans « et donc 1l y a des
potentiels > 0 dans .

TratoriME 1.8. — Soit Q un espace B.H. et soit K un
compact non localement polaire. St f est une fonction finie
continue définie sur d3(Q — K), f est résolutive pour (Q — K).

Démonstration. — Comme remarqué en haut, il suffit de
considérer la résolutivité de f pour (Q — K) ou f est finie
*
continue > 0 définie sur dK.
Cas I. — Q est B.P.
Soit {Q,},5, une exhaustion réguliere de Q contenant K.
Soit p un potentiel > 0 fini continu dans Q. Alors p
est résolutive pour (Q — K). *
En effet, supposons

U — (Rp)g, dans Q,
" 0 dans (Q — Q,)
Dans (Q — K), U, est sousharmonique > 0, et pour
n>1 U, < Uy < HOP.
A * .
Dans (@ — K), RE=Rf=1mf V ot F est la famille
ved
de fonctions surharmoniques > 0 dans Q telle que V > p

sur K. Donc, st Ved, V> H2*; par conséquent, dans
— *
(Q — K), Ry > H9 ™.
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Dans Q, (R})g, — R} (voir M. Brelot [7], p. 122). Donc,
dans (Q — K),

R} = sup U, < H®* < H$* < R}.
* *

Ains, p est résolutive pour (Q — K) et Bgp = Rj.

On sait que toute fonction finie continue sur un compact
X = Q peut &tre approchée uniformément sur X par des
différences de deux potentiels finies continues dans Q
(Mme Hervé [14], p. 437). On en déduit que [ est résolutive
pour (Q — K). *

Cas II. — Q est B.S.

Soit 0 < f < M sur dK.

‘Soit V, la solution du probléme de Dirichlet dans (Q, — K),
la donnée f sur 9K et M sur 2Q,; prolongée par M dans
(Q — Q,), V, est surharmonique > 0 dans (Q — K).
{V,} étant une suite décroissante dans (Q — K), si
V=lmYV,,

V est harmonique dans (@ — K) et V > H#* (1)

Soit U, la solution du probléme de Dirichlet dans (Q, — K)
la donnée f sur dK et 0 sur dQ,; prolongée par 0 dans
(Q — Q,), U, est sous-harmonique > 0 dans (Q — K).
{U,} étant une suite croissante dans (Q — K), si

U =lim U,
U est harmonique dans (@ — K) et U < H$* (2).

Soient &, la solution du probléme de Dirichlet dans
(Q, — K), la donnée 0 sur 9K et M sur 2Q,; prolongée
par M dans (Q — Q,), h, est surharmonique > 0 dans
(Q — K) et comme dans la proposition 1.5, {@} étant de
mesure harmonique nulle pour (Q — K),

h=1limh, =0 dans (Q — K). (3)

Finalement, on remarque que, pour chaque n,V, = U, + &,
dans (Q — K) et donc pour n—> o on a V=U dans
(@ — K). Par conséquent, d’aprés (1) et (2), f est résolutive

pour (Q — K) et Bygf=U=V dans (Q — K).
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Ainsi, dans un espace Q B.H., si K est un compact non
localement polaire, Bgx1l existe dans (Q — K) et

0 < Bx1 < 1; dans chaque composante connexe de (Q — K),
Bkl =1 ou 0 < Bkl < 1.

Deérinition 1.9. — Dans un espace Q B.H., soit k un
compact non localement polaire. Une composante connexe de
(Q — k) qui n’est pas relativement compacte est dite P-domaine

ou S-domaine, correspondant & k, selon que Bgl yest < 1
ou = 1.

Prorosition 1.10 [15]. — Un espace Q B.H. est B.P. s
et seulement st pour un ou tout compact k e.r., il existe au moins
un P-domaine correspondant; ou encore st et seulement si {A}
r’est pas de mesure harmonique nulle pour (Q — k).

Démonstration. — Supposons 0 < B,1 <1 dans une
composante connexe de (Q — k).
Alors,

V — (B,1 dans (Q — k)
1 dans k,

est surharmonique > 0 et non constante dans Q. Donc,
Q est un B.P. (Proposition 1.2).
Si Q est un B.P., il existe un potentiel p > 0 dans Q
tel que min p = 1; donc, p(x,) =1 pour quelque =z, €dk
oK
et p>1 sur k.

Si s=1nfp, alors s < 1. Par conséquent, il existe un
Q

z, € (Q — k) tel que p(x,) < 1.
Par définition de l'opérateur B, (p étant un potentiel
dans Q majorant 1 sur k), ona B,1 < p dans (Q — k).

Ce qui implique que B,1 < 1 dans la composante connexe de
(Q — k) contenant {z}.

Prorosition 1.11. — Soit Q wun espace B.P. et soit k
un compact e.r. dans Q. Soit U la fonction B,1 dans
(Q — k), prolongée par 1 dans k. Alors, dans Q, U est un
potentiel et U = RX (= R¥).
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Démonstration. — B,1 <1 et Bl tend vers 1 sur dk.
Par conséquent, U est une fonction continue et surharmo-
nique > 0 dans Q.

De plus, Q étant B.P., il existe un potentiel p dans Q,
majorant 1 sur k. Un tel potentiel p étant > B,1 dans
(Q — k), on obtient que p > U dans Q et donc, U aussi
est un potentiel dans Q.

Nous allons maintenant démontrer que U = R¥ Premiére-
ment, U étant un potentiel égal & 1 dans %, on obtient
U > R}. Soit F la famille de fonctions V surharmoniques
> 0 dans Q majorant 1 sur k. Alors, pour tout Ve,
V > B1 dans (Q — K) et par conséquent V > U dans Q.
Donc, R’l‘=i;1fV > U dans Q.

Ainsi, on a démontré que U continue vaut dans Q, Rf

(ou R¥).

3. Quelques propriétés caractéristiques d’un espace B.P.
On va s’inspirer des propriétés des espaces de Green [9].

Prorosition 1.12. — Soit k un compact e.r. dans un espace
QB.P.; soit U harmonique dans Q et valant BxU dans
(Q — k). Alors U = 0.

Démonstration. — Soit A une constante telle que
— A< U< sur k.
Alors, dans (Q — k), U = BxU 1implique que

— aBxl < U < ABxl dans (Q — k).

Par conséquent, d’apres la proposition 1.11, on obtient que
pour le potentiel R* dans Q, — AR¥ < U < AR dans Q,
et donc U = 0.

Cororraire 1.13. — Soient h harmonique > 0 dans un
espace QB.H. et k wun compact er. Alors dans (Q — k),
Bk vaut h ou non selon que Q est B.S. ou B.P.

En effet, si Q est B.P. et h est harmonique > 0, alors,
d’apres la proposition 1.12, B,k # h dans (Q — k).



110 VICTOR ANANDAM

Si Q est B.S., toute fonction surharmonique > 0 dans
Q est une constante (voir proposition 1.2.).

Donc, si Q est B.S. et h est harmonique > 0 dans Q,
alors h est une constante. De plus, dans ce cas, il n’existe
aucun P-domaine correspondant & k (proposition 1.10.).
Par conséquent, dans (Q — k), B,h = h(B,1) = A.

Prorosition 1.14 [15]. — Soient Q wun espace B.S. et U
une fonction sousharmonique bornée supérieurement définie
dans un ouvert o (# Q). St pour tout =z €do N Q,
lim sup U(z) < 0, alors U < 0 dans o.

TE W, T>To

En effet, soit
0 - dans (Q — o)
sup (U, 0) dans o.

Alors, V est une fonction sousharmonique bornée supé-
rieurement dans Q. Et, Q étant un espace B.S., V est la
constante 0 (c’est une conséquence de la proposmon 1.2.).
Par conséquent, U < 0 dans o. :

Cororraire 1.15. — Soient Q un espace B.S. et k un
compacte.xr. Si U est une fonction bornée continue dans (Q — k)
et harmonique dans (Q — k); alors U= B, U dans (Q — k);
en particulier, si U est harmonique bornée dans (Q — k)
et tend vers 0 sur dk, alors U = 0.

En effet, si U est bornée continue dans (Q — k) et harmo-
nique dans (Q — k), alors V= (U — B,U) est harmonique
bornée dans (Q — k) tendant vers 0 sur dk. Donc, dans
(Q — k), V=0 (c’est une conséquence de la proposition 1.14).

Dans chaque domaine relativement compact dans un espace
Q B.H., il existe un potentiel p > 0; c’est une conséquence
du lemme 1.4, selon lequel un tel domaine est contenu dans
un domaine régulier. Soit 3 un domaine régulier de Q et
zo € 8. Alors, 1l existe un potentiel p > 0 dans & a support
{zo} [10]. Si © est un domaine relativement compact
contenant 3, il existe un potentiel unique p; dans o,
harmonique hors z,, et tel que p% = p 4+ une fonction
harmonique dans § (voir, Mme Hervé [14], p. 458). C’est la
plus petite fonction surharmonique > 0 dans « de forme
indiquée dans 3.
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Soit F la famille de domaines relativement compacts
contenant 8. Alors, on voit que pg2 est croissant selon &
et on a:

Prorosition 1.16. — Q est B.P. si et seulement si
sup Pa £ c.

wed
En effet, si V = sup p3 =& o, alors dans Q, V est une
g

fonction surharmonique > 0 qui n’est pas harmonique;
done, Q est un B.P.

Inversement, si Q est un B.P., il existe un potentiel
unique p, dans Q & support {z,} tel que (p, = p + une
fonction harmonique) dans 3. Par conséquent, pour chaque

» €J, pz, < p,, dans o et donc sup py =E= .

4. Un exemple dans le cas classique.

Dans R? log|z| est une fonction harmonique dans |z| > 1
telle que pour toute U harmonique dans R?2, (U — log |z|)
n’est pas bornée dans le voisinage du point & I'infini (sinon
U-—> o en @ et majore toute constante fixe dans R?
d’apres le principe du minimum).

En revanche, dans R? il n’existe pas de fonction jouant
le role précédent de log|z|; cela résulte de la propriété
suivante qui n’a pas d’analogue dans R2.

Soit U harmonique définie dans un ouvert o > {|z| > r}.
11 existe une fonction harmonique V dans R® telle que |V — U]
est bornée dans {|z| > r}.

En effet, solent ze€ D = {z: |z| > r} et |z| = p. Rappe-
lons des propriétés données par M. Brelot dans [4]. D’abord,
dans D:

o Ya(6)
pn+1

>

U(z) =k +—+ 3 o"Y,(0) +

P 1 1
ou Y,(0) et Y,(0) sont des fonctions de Laplace d’ordre n
du point 6 sur la sphére-unité (6 correspond au vecteur-
unité de z). Pour p < A fim fixé quelconque, les termes du
premier X sont toujours majorés en module par les termes
d’une série numérique convergente; pour p > A fixé > r
propriété analogue du second Z.
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Soient y un point quelconque dans R® et |y| = p;.

Alors, V(y) =K 4 X ¢1Y,(6;) (6, correspond a y) est

1
harmonique dans R® et |V — U] est bornée dans
{z:|z] > r}.
On va voir des extensions de ces propriétés dans un B.S.
ou un B.P.

5. Extension en cas axiomatique.

TatorkME 1.17. — Sotent Q un espace B.H. et K un
compact non localement polaire. Soit o un S-domaine corres-
pondant a K. Il existe une fonction harmonique h > 0 non
bornée dans ». Si K est compact e.r., cette fonction h dans o
tend vers 0 sur dK.

Démonstration. — Soient {Q,} une exhaustion réguliére
de Q contenant K et 7€ Q; Now. Si V, est la solution
du probléme de Dirichlet dans (Q, — K) avec la donnée-
frontiére 1 sur 2Q, et 0 sur dK, soit

V, dans (Q, — K)

Un = 1 dans (Q — Q,)

Alors U, > 0 est surharmonique dans o et harmonique

_ Ui(z)
dans (Q, — K) N . Posons h,(z) ()
le principe de Harnack [10], on peut extraire une sous-
suite {h,} de {h,} qui converge localement uniformément
dans © vers une fonction harmonique A > 0; h(z,) =1
mmplique que 2 > 0 dans o.

On va démontrer que h est non-bornée dans . Suppo-
sons, au contraire, pour une constante A > 0, ona h < A
dans o.

Soit D un domaine régulier contenant K. La convergence
uniforme locale de {h,} vers h dans o implique que pour
n>ny, ona h, < A dans 3D N «. (D’aprés le théoréme 10,
p- 85 [7] de M. Brelot) & partir de certain rang de n, h, estla
solution du probléme de Dirichlet dans (D — K) avec la
donnée-frontiére h, dans 3D et 0 sur dK. Par conséquent,

dans . D’apres
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A1 — (Ry)}) étant harmonique > 0 dans (D — K), ten-
dant vers A sur 3D, on a h, < A1 — (Rf),) dans
(D — K) N o ce qui implique que k < A(1 — (Rf)p) dans
(D —K) n o.

D étant un domaine arbitraire contenant K, on a (comme
dans la démonstration du théoréme 1.8) h < A(1 — Bgl)
dans (Q — K) N w. Mais, » étant un S-domaine (c’est-
a-dire Bx1 =1 dans ) on en déduit que h < 0; c’est une
contradiction.

Ainsi, on a démontré que h est une fonction harmonique
> 0 non bornée dans o.

Dans le cas ot K est e.r., pour un domaine D fixé conte-
nant K, on a pour n > n, parle principe de Harnack dans
@, sup h, < ahy(z,) = « pour une constante « > 0. Alors,

>

comme en haut, on démontre que h < «(1 — (Rf)p) dans
(D — K). K étant e.r., (R¥)p, tend vers 1 sur dK. Par

conséquent, A — 0 sur dK.

TutorkME 1.18. — Soit Q un espace B.S. Alors dans Q,
il existe une fonction harmonique U définie en dehors d’un
compact, telle que pour toute V harmonique dans Q, |V — U
est non bornée dans v N Q ou ¢ est un voisinage de {A}.

Démonstration. — Soit k un compact e.r. dans Q, Q
étant B.S., 1l n’existe aucun P-domaine composant de
(@ — K) (proposition 1.10). Soit @ un S-domaine composant
de (Q — K). (D’aprés la proposition 1.9, Q ¢étant non-
compact, nécessairement il existe au moins un S-domaine
composant de (Q — K).)

D’apres le théoréme 1.17, 1l existe une fonction harmonique
H > 0 dans o, non-bornée et tendant vers 0 sur d3K.

Soit U la fonction dans (Q — K) égale & H dans o,
prolongée par 0 ailleurs. Alors, U > 0 est harmonique dans

(Q — K) e¢ hmsup U(z)= oo.
z€(Q—K), z>@A .
En outre, pour toute V harmonique dans Q, |V — U] est

non-bornée en dehors d’'un compact. En effet, supposons au
contraire qu’il existe une fonction harmonique V dans Q
telle que |V — Ul < A en dehors d’un compact X. On en
déduit que V est bornée inférieurement dans (Q — X),
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parce que U > 0; par conséquent, V est constante (propo-
sition 1.2.). C’est une contradiction avec le fait que |V — U|
est bornée dans (Q — X) et hm ! sup U(z) = .

Voicl maintenant, avec une demonstratlon dlrecte, un théo-
reme de M. Nakai qui généralise un résultat (concernant des
fonctions principales des surfaces de Riemann), dii surtout a

M. Sario.

Tatortme 1.19 [16]. — Sotent Q wun espace B.P. et K
un compact e.r. Soit h une fonction finie continue dans (Q — K)
et harmonique dans (Q — K). Alors, il existe une fonction
harmonique H dans Q telle que H — h = Bg(H — h)
dans (Q — K).

Démonstration. — Soit » un domaine régulier contenant K.
Q étant B.P., Bxgl=E1 dans (Q — K) (d’aprés la propo-
sition 1.10). Soit U la fonction dans (Q — K) égale a Bl
dans (Q — K) prolongée par 1 sur dK; alors V=Hf < 1
sur K (parce que o est un domaine et UzE1 sur do).
Done, (U— V) > 0 sur dK, et par conséquent, on peut
choisir A et p tels que: A > 0 > p et sur K,

MU — V) > (HP — &) > w(U — V). (1)
Aussi, sur dw, (U— V) =0 = (HyY — k) et dong,
AMU—=V)=Hp —h)=u(U—V)=0 sur do (2)

Dans (o — K), (U — V) et (Hpy — h) étant harmoniques,
on obtient, d’apres (1) et (2), que:

MU — V) > (H® — k) > u(U — V) dans (o — K). (3)

Posons

aV + Hp dans o

S = aU-+h dans (Q — o)

ou a=2»xetpu (4)

Alors, d’apres (3), Sy est une fonction continue surharmo-
nique dans Q; et S, est une fonction continue sousharmo-
nique dans Q. Aussi, A > 0 > p implique que S, > S,
dans Q.
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Soit H une fonction harmonique dans Q telle que
S > H>S, dans Q. Alors:

dans (@ —w): AU+ h > H> wU+h (dapres (4)).

On en déduit que dans (Q — o), |H — h| est bornée; en
effet, A > 0 > p et dans (Q — o), U=B1 < 1. De plus,
(H — k) étant continue dans le compact (o — k), |H — |
est bornée dans (w — k) aussi.

Ainsi, on a démontré que la fonction H harmonique dans

Q est telle que |H — h| est bornée dans (Q — K). Soit
sup |H — h] = M. Alors, dans (Q — K):
oK

|B(H — k)] < M(B1) = MU. (5)
Posons, t=H — h — B(H — k) dans (Q — K).

Considérons,
0 sur K
sup (¢, 0) sur (Q — K).

Comme ¢—> 0 sur dK, s est une fonction sous-harmonique
dans Q. De plus
dans (@ — K):

t < (S, — h) — B(H — h) (parce que Sy > H).
< AU —-B(H — &) (d’apres (3))
< AU+ MU (d’apres (b))
= (» + M)RE (proposition 1.7).

On en déduit que s < (A + M)RF dans Q.

Rappelant que RX est un potentiel (proposition 1.7) et s
sous-harmonique dans Q, on obtient que s < 0 dans Q
et donc ¢t < 0 dans (Q — K).

De méme fagon, on démontre que ¢ > 0 dans (Q — K)
et donc t = 0 dans (Q — K); c’est-a-dire dans (Q — K),
H — h = B(H — h).

Comme conséquence, et sans la théorie de M. Nakai:

Tatorime 1.20. M. Nakai [16]. — Soient Q un espace B.P.
et U une fonction harmonique définie en dehors d’un compact.
Alors, il existe une fonction V harmonique dans Q telle que
|V — U| est bornée dans ¢ N Q o ¢ est un voisinage de (L.



116 VICTOR ANANDAM

Démonstration. — Soit U la fonction harmonique définie
dans (Q — X) ou X est un compact. Soit K un compact
régulier tel que X = K (lemme 1.4). Posons, k = (U — BxU)
dans (Q — K). Alors, h est harmonique dans (Q — K) et

(prolongée par 0 sur dK) continue dans (Q — K).
Donc, d’aprés le théoréme 1.19, il existe une fonction V
harmonique dans Q telle que V — h=B(V — k) dans
(@ — K).
Alors, dans (Q — K):

V—U=(V—h) —(h—U)
— B(V — k) + BU.

(V—h+ U) étant continue dans (Q — K), soit
sup |V—h+ U] =2. Alors, dans (Q —K), |B(V—#4)+BU| <2
oK

et done, |V — U| est bornée dans (Q — K).



CHAPITRE 1II

NOTION DE FLUX. PREMIERES CONSEQUENCES

1. Flux dans le cas classique.

Dans R?, 1l existe une fonction U (= log|z|) harmonique
définie en dehors d’un compact K, telle que pour toute
fonction harmonique V dans R2, |V — U| est non-bornée
dans ® NR? ol  est un voisinage de A. Le développe-
ment en série comme dans [4] montre que h étant donnée
comme harmonique en dehors d’un compact, il existe une
fonction H harmonique dans R? telle que |H — h| est
bornée dans @ N R? ou « estun voisinage de @ si et seule-
ment sile flux & 'infini de %~ est nul; c’est-a-dire ‘ g%ds =0

JGa

ol o estla frontiére d’un disque Dj avec un r grand.
Interprétation du fluz a Uinfine.
Selon une suggestion de M. Brelot, on peut interpréter le
flux & I'infini d’une fonction U harmonique dans R2? d’une

maniére qui nous ameéne a la définition abstraite de M. Nakai
comme suit :

Soit U harmonique définie en dehors d’un compact K
dans R2. Soit K = Dy = D§ avec r < R et soient o
et o, les frontiéres de Dj et Dg. Définissons V > 0
surharmonique dans |z| > r telle que V soit harmonique
dans r < |z] < R avec les valeurs 0 sur o; et 1 sur oy,
prolongée par 1 dans |z| > R.

V et U étant harmoniques dans r < |2] < R, on obtient
par la formule de Green:

Lﬁ(u‘% V‘(l;’f)ds:J (U%—Vd )d

1
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ce qui implique

fU—d_ -—d—f (1)

Si BU désigne la fonction harmonique bornée dans |z| > r

avec la valeur U sur o, f E-dr;(BU)ds étant nulle, on a

d’apres (1)
: . dV
fU——d LBUE;ds 2)
D’apres (1) et (2) en a, en prenant la normale extérieure & Dg :

‘Flux de U & Pinfini = ds f (U — BU) ——ds'

‘ av
Notons que dans cette dermere expression, ——ds est une

dn
mesure de Radon sur o, indépendante de U. Cela va nous
conduire 4 une extension axiomatique du flux.

2. Flux a Pinfini dans le cas axiomatique.

Dans un espace Q B.H., soit k' un compact e.r.; o est
un domaine régulier tel que k < o.

Opérateur B. — Pour une fonction f finie continue sur
ok, Bxf désigne la fonction harmonique dans (Q — K)
définie plus haut. Quand c’est évident, on écrit Bf au lieu de

B.f.

Opérateur D. — Si g est finie continue sur dw, on notera
Dg la solution Hj (du probleme de Dirichlet dans o avec
la donnée g sur bw)

Opérateur T. — Pour une fonction f finie continue sur do,
on défimt T, , = {B,[Df|ok]}ow- Tie. est un opérateur
appliquant ¢ (d0») dans ¢ (dw). On écrit brievement T au
lieu de T, .

Prorosition 2.1. — Soit ¢ wune solution de To¢ = o,
¢ € ¢c (dw). Les fonctions Do dans o et BDg dans (Q — K)
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sont égales dans (o — K) et définissent dans Q une fonction ¢.
St Q est BP.,y =0; etsi Q est B.S., ¢ est constante.

Démonstration. — Do et BD¢ sont harmoniques bornées
dans (o — K). Dans (0 — K), Dp - ¢ (= Te = BDg) sur
dw et BDgp — D¢ sur dK; par conséquent, dans (o — K),
(Dp — BD¢) -0 sur 2K et sur dw. Done, D¢ = BDe
dans (0 — K).

Ainsi, ¢ est bien défini dans Q comme une fonction
harmonique telle que By = ¢ dans (Q — K). Par consé-
quent,

si Q est B.P.,, ¢ =0 (proposition 1.12);

si Q est B.S., ¢ =B¢ dans (Q — K) implique que dans
(Q — K), || < supl|y| < o; done, ¢ est constante (propo-
sition 1.2). oK

CoroLLAIRE 2.2. — Soit Q un espace B.H. Alors, il existe
une solution ¢ (5£0) de To = ¢, ¢ € ¢ (dw) st et seulement si
Q est B.S.

En effet, s1 Q est B.P. et ¢ est une solution de To = o,
alors ¢ = 0 d’aprés la proposition 2.1. '

Mais, st Q est B.S.,, alors B1 =1 dans (Q — K)
immplique que T1=B(D1)=B1=1. Par conséquent, 1 et
donc toute constante ¢ est une solution de T¢ = ¢. Remar-
quons aussi, d’aprés la proposition 2.1, que dans ce cas, la
constante ¢ est la seule solution de T¢ = ¢, ¢ € ¢ (d0).

En utilisant le théoréeme de Riesz-Schauder (sur les opéra-
teurs), M. Nakai démontre (voir [16]):

LemMme pE M. Nakar. — Soit Q un espace B.S. Alors,
il existe sur do une mesure unitaire v > 0 (de Radon) unique

telle que fcp dv = chp dv pour toute ¢ €c (dw).
De plus, 11 démontre :

TrtoreME 2.3. [16]. — Sv Q est B.P., il existe pour tout
fec(dw), un gec@w) tel que (1 —T)g=1f; s1 Q est
B.S., i existe un gec(dw) tel que (1 — T)g= /[ st et seule-
ment st ffdv = 0.
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- Fluz de U a Uinfini dans un B.S.

Dans un espace Q B.S., si U est une fonction harmonique

dans (@ — K) et continue dans (Q — K), on peut, comme

M. Nakai, définir le fluz de U a linfini par j;w(U — BU) dv.

On Uappellera Ng ,-flux. de U. En particulier, si U est
bornée, ce flux de U est nul (corollaire 1.15).

TatoriME 2.4. (Théoréme fondamental de Nakai [16]). —
Soit U une fonction harmonique définve en dehors d’un compact
dans un espace Q B.H. Alors,

1) st Q est B.P., il existe toujours une fonction harmonique
V dans Q telle que |U — V| est bornée dans ¢ N Q ou ¢
est un voisinage de O (théoréme 1.20)

1) st Q est B.S., une telle fonction V existe si et seulement
st le Ng ,-flux de U est nul, ce qui est donc indépendant du

choix de o et K. (On dira donc N-fluz nul.)

Démonstration. — Si les conditions du théoréme sont satis-
faites, dans les deux cas, pour une paire (K, o) bien choisie,
il existe un ¢ ec (d0w) tel que (1 — T)e = (U — BU)|p
(théoréme 2.3).

Définissons, comme dans la proposition 2.1, V par De
dans © et (U — BU 4 BD¢) dans (Q — K). C’est une
fonction harmonique dans Q; et |V— Ul qu vaut
|IBU — BDg¢| dans (Q — K) vy est bornée.

Autre caractérisation du cas du N-flux nul.

TutoriME 2.5. — Dans un espace Q B.S., soit U harmo-
nique en dehors d’un compact K. {Q,},.; une suite de domaines
réguliers telle que Q, < Q,,, K © Q, pour tout n, et
Q= U Q,. Alors, la suite des U, = Hf est localement
bornée dans Q, ou de fagon équivalente admet une sous-suite
qut converge localement uniformément, si et seulement si le

N-fluxz de U est nul.

Démonstration. — Soit k un compact e.r. tel que
Keckc Q. Sileflux U est nul, il existe d’apres le théo-
réme 2.4 1i), une fonction V harmonique dans Q telle que
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|[U— V] <2 dans (Q — k). On en déduit que
V(z) — A < Uy(z) < V(z) + A pour n>1

et donc, {U,} est localement uniformément bornée. Par
conséquent, on peut extraire une suite de {U,} qui converge
localement uniformément vers une fonction harmonique
dans Q. v

Maintenant, supposons qu’il soit possible d’extraire une
suite de {U,} qui converge localement uniformément vers
une fonction harmonique h dans Q. Deésignons aussi par
{U,} la suite extraite et donc h(z) = lim U,(z). Nous allons
démontrer que |U — h| est bornée dans (Q — k).

Si |U(xz) — h(z)] n’est pas bornée, pour un nombre N,
il existe un 2, (Q — k) tel que [U(zy) — h(z) > N.
Supposons, par exemple, que

Ulzo) + N < h(z) (1)

Dans Q, h(z) =lim U,(z) implique que quel que soit
¢ > 0, nous pourrions trouver un n, tel que

| Un(@o) — A(xo)] < € pour n > ny. (2)

D’aprés (1) et (2): U(z) + N < Up(zy) + ¢ si n > np.
{U,(z) — U(2)}, qui est harmonique dans (Q, — k), est telle
qu’au point z, € (Q, — k) on obtient
Uu(my) — U(my) > N— ¢ s1 n > ny;
et, par conséquent, max {U,(z) — U(z)} > N — . Mais
Q,~0

{Uu(z) — U(x)} s’annule sur 0Q,. Il existe donc un X, € dk
tel que
U (X,) —UX,) 2= N—=¢c Vn=>n (3)
Comme {U,} converge uniformément sur les compacts, il
existe un m, tel que

|Un(@) — Up(@)] < = si n, m > m et xeok (4)
Soit
M = max (my, ny).
D’apres (3) :
Un(Xy) — U(Xy) > N — e,
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D’apres (4):
| Un(Xm) — Up(Xng)] < & pour n> M.

On obtient, donc, U,(Xy) > U(Xy) + N — 2¢  pour
n > M. Ils’ensuit quesi U > p sur ok, A(Xy) > N + p — 2
et donc, N étant arbitraire, il y a contradiction.

Tutorime 2.6. — Soient Q un espace B.P. et U une
fonction harmonique définie en dehors d’'un compact X. Alors,
pour toute exhaustion réguliére {Q,},>, de Q,lim Hf» exuste.

n>xo

Pour ce résultat dans le cas classique, voir M. Brelot [5].

Démonstration. — Soit K un compact e.r. tel que X < K
et on peut supposer K< Q, < Q, < Q. pour n > 1.
Par hypothése, U est harmonique dans (Q — X).

D’apres le théoréeme 1.19, il existe une fonction V harmo-
nique dans Q telle que (V — U)=B(V — U) dans (Q — K).

Si A= sup |V—TU|, B(V—-1U) et B(U— V) sont majo-

)

rées dans (Q — K) par Bi; c’est-a-dire |B(V — U) < &
B1 = AR} ou R} est un potentiel P dans Q (proposi-
tion 1.11).

Done, |V —U| < P dans (Q — K).

En conséquence, dans (@ —K), V—P < U < V 4 P;
et P étant potentiel, Hf» -0 dans Q. Donc, dans Q,
lim HP(z) = V(z).

Remarque. — Dans le théoréme 2.5, him Hf~z) n’existe pas
nécessairement. Voici un exemple.

Soient Q = ]— o, o[ et les fonctions harmoniques
définies localement comme affines.

Définissons,

(4 dans ]— oo, — 1]
(0 dans  ]1, .

Alors, U est harmonique dans (Q — K) ou K= [—1,1];
et, selon la définition dans le cadre axiomatique, le flux de U
a I'infimi est nul.

a) st d,=(— n,n),n > 2, alors {d,} est une exhaustion

U

de Q, et Hg"(x)=~——i~x—f—2—>2 quand n— ©;
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b) s w,=(—3n, n), n > 2, alors {w,} est aussi une

exhaustion de Q et Hgy(z) = — —37 z4+1—->1 quand
n — oo.

Par conséquent, & partir de {d,} U {»,} on peut former
une nouvelle exhaustion {Q,} pour laquelle lim Hf(x)
n’existe pas.



CHAPITRE 111

FONCTIONS SURHARMONIQUES
A SUPPORT PONCTUEL
DANS UN ESPACE HARMONIQUE
SANS POTENTIEL > 0

1. Prolongement surharmonique.

Lemme 3.1. (B. Walsh [17]). — Sotent K et L deux

compacts e.r. dans un espace Q B.S. tels que K = L. Soit ¥
(resp. #61) la classe de fonctions harmoniques dans (Q — K)
(resp. dans (Q — L)) s’annulant sur 3K (resp. sur dL).
Si UeHy, il existe Ve Hx tel que |V — U| est bornée
dans (Q — L).

En effet, soit ® un domaine régulier contenant L. Pour
¢ €c(dw) posons Mo = HZ™%, solution du probléme de
Dirichlet dans (o — K) avec la donnée-frontiére ¢, = o
sur d» et 0 sur dK.

Soit B, lopérateur, déja défim1 plus haut, sur ¢ (dL).
Ainsi, By = H?‘L, ¢ € c(dL) avec la donnée ¢ = ¢ sur

dL et 0 en A.

De la méme fagon, on définit 'opérateur BxU dans (Q — K)
pour U e ¢ (dK).

On défimt pour Uec®o), TU= {By(MU|oL)} 0,
T = BiM est un opérateur linéaire de ¢ (dw) dans ¢ (do).
M1 prolongée par 0 sur K est sousharmonique, donc < 1
dans . Ainsi, M1 < 1 dans (0 — K) et donc T1 < 1 et
1 n’est pas une valeur propre de T.

Supposons maintenant que T¢ = ¢ pour un ¢ €c (dw).
Alors, les fonctions définies par Me¢ dans (0 — K) et
Bi(Mg) dans (Q — L) sont égales dans (o — L) (voir la



ESPACES HARMONIQUES SANS POTENTIEL POSITIF 125

démonstration de la proposition 2.1) et donc définissent une
fonction 2 harmonique bornée dans (Q — K) tendant vers 0
sur dK. Q étant B.S., & et donc ¢ sont nécessairement
nulles (corollaire 1.15). Ainsi Te = ¢ implique ¢ = 0.

Soit U e #6;. Il existe un élément unique ¢, € ¢ (d0) tel
que (1 — T)p, = U. Définissons V dans (Q — K) parles
fonctions Mg, dans (0 — K) et By(Me,) + U dans
(Q — L), égales dans (o — L) (comme dans la proposition
2.1). Alors, Ve ¥x et dans (Q — L)

|V — U] < sup|Mgy| < .
oL

Lemme 3.2. — Dans un espace Q B.S., soit U harmonique
dans v N Q ou ¢ est un voisinage de A. Soit K un compact
non-localement-polaire dans Q. Il existe une fonction V
harmonique dans (Q — K) telle que |V — U| est bornée en
dehors d’un compact. o )

En effet, soit L un compact e.xr. tel que K < L et
(Q —L) < ¢. Soit  un domaine régulier contenant L,
Introduisons, comme dans le lemme 3.1, les opérateurs M, B,
et T=BM. (U—BU) e, et |BU < sup|UH dans
(Q — L). ot

Si I'on démontre que 1 n’est pas une valeur propre de T,
le lemme se démontre comme dans le lemme 3.1.

Pour cela, remarquons M1 < 1 dans (0 — K); en effet,
soit P un potentiel > 0 continu dans o tel que P <1
dans © et P=1 sur K. Alors, (comme dans le cas 1 de
la démonstration du théoréme 1.8) on a dans (o — K),
M1 =1— (R¥),=1— (R, =1— (R¥), < 1. T sensuit
que T1 <1 et 1 n’est pas une valeur propre de T.

Remarque. — Dans (o — K), |Mo| < sup|e| ou 9 €c (dw).
ow

Dongc, la fonction harmonique V dans le lemme est bornée
dans (0 — K) par construction.

Lemme 3.3. — Sotent Q un espace B.S. et U une fonction
surharmonique a support compact X, non vide, définie dans
un domaine D. Sotent K un compact e.r. e¢ ® un domaine

régulier tels quu X cKcKcowcaocD Si T est
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Vopérateur et v la mesure unitaire associée ¢ (K, ), (voir
chap. 11,§ 2), on a [, (U — BU)dv # 0.

En effet, supposons j;w (U—BU)dv=0. D’aprés le
théoréme 2.3, il existe un ¢ € ¢ (dw) tel que

(I — T)e = (U — BU).

Les fonctions (U — D¢) dans o et BU — B(Dg) dans
(Q — K) sont égales dans (v — K) et définissent (comme
dans la proposition 2.1) une fonction s surharmonique dans
Q; s est bornée en dehors d’un compact, ce qui implique
(d’apres la proposition 1.2) que s et donc U sont harmo-
niques dans . Cela contredit ’hypothése que U est sur-
harmonique dans « a support compact non vide.

TrtorEME 3.4. (Théoréme du prolongement surharmonique).
— Dans un espace Q B.S.; soit D un ouvert. St U est une
fonction surharmonique dans D & support compact X, il
existe V surharmonique dans Q, de support X, telle que
(V = U 4 une fonction harmonique) dans un voisinage de X.

Démonstration. — U est surharmonique définie dans D
de support compact X. Nous pourrions considérer chaque
composante connexe de D qui coupe X et en déduire le
théoréme. Ainsi, nous supposons que D est un domaine.

Soient K un compact e.r. e¢ ® un domaine régulier, tels
que X< K< KcwcocD. Daprés le lemme 3.3, on a
foo (U —BU)dv # 0.

D’apres le théoréme 1.18, il existe une fonction harmonique
H, définie en dehors d’un compact A = K telle que pour
toute fonction harmonique s dans Q, |s — H| est non
bornée dans ¢ N Q ou ¢ est un voisinage de & ; c’est-a-dire
Nk o-flux de H est non-nul (d’aprés le théoréme 2.4). Ce qui
implique que |, (H — BH)dv # 0.

Pourun A (— © < A < ), donc, on a
s LU+ 2H) — B(U + AH)} dv = 0.

En conséquence, d’aprés le théoréme 2.3, il existe un
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¢ €c (d0) tel que
(=T = (U+aH) —BU+H) (1)

Considérons les fonctions (U — D¢) dans o et
— AH 4+ B(U 4+ AH) — B(D¢) dans (Q — K); elles sont
égales dans (o — K). En effet, dans (o — K), sur do,
(U — Dg¢) tend vers (U — ¢) ou — AH + B(U + aAH) — To
d’aprés (1); et sur 9K, — AH + B(U 4+ 2H) — T¢ tend vers
— AH + (U + AH) — (D¢) qui vaut (U — Dpg).

Par conséquent, les fonctions harmoniques considérées
définissent une fonction V dans Q. Comme V est harmo-
nique dans (Q — K), et surharmonique et égale & (U — Do)
dans ®, V est une fonction surharmonique dans Q de
support compact X et (V = U + une fonction harmonique)
dans un voisinage de X.

TutoreME 3.5. — Dans un espace Q B.S.

a) Soit U surharmonique définie dans un ouvert D. Pour
tout ouvert ® < o < D, il existe une fonction surharmonique
V, de support compact, dans Q telle que V égale U a une
fonction harmonique-prés dans o.

b) Soit U surharmonique définie en dehors d’un compact X.
Pour tout domaine 3 > X, il existe une fonction surharmonique
V dans Q telle que V égale U a une fonction harmonique-
prés dans ¢ N Q ou ¢ est un voisinage ouvert de (Q — 3).

Démonstration. — a) Soient ©, et ©, deux ouverts tels que
© < S0 S, o < D. On peut modifier U dans un
voisinage (w, — ;) pour la rendre harmonique dans ce
voisinage sans l’altérer dans . Soit s la restriction de cette
nouvelle fonction dans w,.

Ainsi, s est surharmonique dans «,, de support compact
< w, et s=U dans o. D’aprés le théoreme 3.4, il existe
une fonction V surharmonique de support compact dans Q
telle que V = (s + une fonction harmonique) dans o, et
donc V égale U a une fonction harmonique-prés dans o.

b) Soient K un compact e.r. e¢ © un domaine régulier

tellsque X c Kc Kcwc<aecs (lemme 1.4). Soit v la
mesure unitaire associée & (K, o).
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En changeant la valeur de U dans un voisinage de (o — K)
nous pourrions rendre U harmonique dans ce voisinage, U
n’étant pas changée dans ¢ N Q ou ¢ est un voisinage de
(Q — ).

s (U — BU) dv est finie, et comme dans la démonstration

du théoréme 3.4, on peut choisir une fonction harmonique H
définie en dehors d'un compact A < K telle que

i (H — BH) dv # 0.

On peut donc trouver un A fim tel que
fio (U —BU)dv + 2 [, (H— BH)dv = 0.

Ce qui implique (d’aprés le théoréme 2.3) qu’il existe un
¢ €c(d0) tel que (1 — T)e = (U + aH) — B(U + aH).
Définissons V surharmonique dans Q au moyen des deux
fonctions suivantes, égales dans (o — K), & savoir De
dans © et B(D¢) 4+ (U + aAH) — B(U 4+ AH) dans (@ — K).
Alors, (V=U 4 wune fonction harmonique &) dans

(@ — K).

2. Conséquences du théoréme du prolongement.

Tatorime 3.6. (Existence de fonctions surharmoniques de
support ponctuel). — Dans un espace Q B.S., pour chaque
%y € Q, il existe une fonction surharmonique q, dans Q de
support {x,}. S’il y a la proportionnalité (de potentiel d
support ponctuel) locale, pour toute fonction surharmonique s
de support {z,} dans Q, on a (s= g, + une fonction
harmonique).

Démonstration. — Soit 3 un domaine régulier dans Q
contenant z,. Il existe [10] un potentiel p, > 0 dans 3
de support {z,}. D’aprés le théoréme 3.4, il existe une fonc-
tion ¢, surharmonique dans Q de support {,}.

Supposons maintenant I’axiome de proportionnalité locale.
Soit s surharmonique dans Q de support z,. Si h, (resp. hy)
est la plus grande minorante harmonique de ¢, (resp.s) dans
8, laxiome de proportionnalité locale entraine que
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(s — hs) = Mgy, — by) dans 3. On en déduit que (s = Ag,,
-+ harmonique) dans Q.

TutoriMmE 3.7. (Théoréme fondamental). — Dans un espace
QB.S., soit P un potentiel > 0 de support {z,} défini
dans un voisinage ouvert de xz, et soit H wune fonction harmo-
nique définie en dehors d’un compact. Il existe une fonction s
dans Q harmonique dans Q — {z,} et unique & une constante
additive-prés, telle que

(1) s = AP + une fonction harmonique (A fini convenable)
dans un voisinage de {z,}, et

(11) |s — H| est bornée dans un voisinage de .

Démonstration. — Supposons que P soit défim dans le
domaine & et H en dehors d’un compact X. Soient K
un compact e.r. et o un domaine régulier, tels que
X c K € K € w. D’aprés le théoréme du prolongement de
Mme Hervé ([14] p. 458) on peut considérer que P est un
potentiel > 0 de support {z,} défim dans un voisinage
de o.

Ezistence. — Supposons flux de H a l'infini
= Nxu(H) = [, (H—BH) dv = 0.

Alors, d’apres le théoréme 2.4, il existe une fonction U har-
monique dans Q telle que |U — H| est bornée dans un
voisinage de Q. Avec A =0, la fonction s = U satisfait
aux conditions (i) et (1) du théoréme.

Si NgoH) = [, (H—BH)dv # 0, on obtient (comme
dans la démonstration du théoréme 3.4) une fonction V
harmonique de support {z,} dans Q, telle que V= (P +
une fonction harmonique) dans un voisinage de 2z, et
V = (¢H + une fonction harmonique bornée) dans un voisi-

nage de @& avec p # 0. Alors, S =iV satisfait aux
conditions du théoréme. -

Unicité. — Soient s; et s, deux fonctions dans Q, har-
moniques dans Q — {z,} telles que (pour : =1,2) s, = (A\,P
8
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+ une fonction harmonique) dans un voisinage de {z,} et
|s; — H| est bornée dans un voisinage de @.

On a A, = 1,; en effet, supposons au contraire A; > A,.
Alors, (s; — s;) est surharmonique dans Q de support {z,}
et dans un voisinage de @,

|sg — so| < |y — H| +]s; — H| < 0

et donc (s; — s;) est une constante d’aprés la proposition 1.2.
C’est une contradiction.

Ainsi, avec A; = 1Ay, (5, — §;) est une fonction harmonique
dans Q, bornée dans un voisinage de @A et donc s, — s, =
constante. .

Autres notions de flux dans un espace B.S. Fizons dans un
voisinage ouvert de x, un potentiel P > 0 de support =z,.

Fluz a Uinfin:.

Soit H une fonction harmonlque dans ¢ N Q ol ¢ est
un voisinage de A.

a) On sait que H admet un N-flux nul & Uinfint s’il existe
une fonction harmonique A dans Q ‘telle que |h — H| est
bornée dans ¢; N Q ou ¢; est un voisinage de A.

En particulier, si. H est harmonique bornée en dehors d’un
compact, alors N-flux (H) = 0.

b) St ce N-flux n’est pas nul, d’aprés le théoréme fonda-
mental (théoréme 3.7) il existe une fonction s dans Q,

by

unique a une constante additive-pres, telle que

(i) s est harmonique dans Q — {z,} et |s — H| est
bornée en dehors d’un compact, et -

(1) s = (AP + une fonction harmonique) dans un voisinage
de z, (A # 0).
On définit dans ce cas, le flux 4 'infini de H par rapport
a P par I'égalité
Flux, (H) @ U'infini = — » # 0.
Le flux, (H) sera défini par 0, sile N-flux est nul.

Remarque. — Dans la théorie classique dans R?, ce flux,
est & un facteur numérique-preés le flux classique élémentaire.

Flux de Nakau et flux, a Uinfini.
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Lemme 3.8. — Sotent Q un espace B.S. et U une fonction
harmonique définie dans un domaine 8; K un compact e.r. et
o un domaine régulier tels que K < 0 <« 0 © 3. Si v est

la mesure unitaire associée ¢ (K, »), ona j;w (U—BU)dv=0.

En effet, si T = BD est 'opérateur défini plus haut en
appliquant ¢ (dw) dans ¢ (dw), on sait (d’aprés le théoréme
2.3) qu’il existe une solution ¢ = @, € ¢ (dw) pour I’équation
(1 —T)e=f ou fec(dw), siet seulement si j;mfdv =0
ou v est la mesure unitaire associée & K, o, T.

Dans ce cas, soit = (U — BU)|,,. Alors, ¢ = U est une
solution de (1 — T)e=(U—BU); en effet, U étant harmonique
dans 3, DU=U dans o et donc TU = B(DU) = BU.

Par conséquent, f;m (U—-BU)dv =0.

LemuMme 3.9. — Dans un espace Q B.S., soit P un potentiel
de support z, défint dans un domaine 8. Soit 8, un domaine
régulier contenant § et soit P, le potentiel dans 8, (comme
dans le théoréme du prolongement de Mme Hervé [16] p. 458) de
support x, tel que P, estégal a P a une fonction harmonique-
prés dans un voisinage de z,. Soit (K, ) une paire comme
dans le lemme 3.8 avec z, € K. Alors,

fbm (P —BP)dv = ﬁ,w (P, — BP,) dv.

En effet, par hypothése P, =P 4+ U dans 8 ou U est

harmonique dans & et donc U —BU)dv =0 parle
lemme 3.8. D’ou le résultat.

Dans un espace Q B.S., soit H une fonction harmonique
définie en dehors d’un compact X. Soit K un compact e.r.
et soit ® un domaine régulier tels que X < KcKco.
Si v estla mesure unitaire associée & (K, o) par le lemme de
Nakai, rappelons que flux de H a l'infimi =

Dw(

Nx,o(H) = [, (H — BH) dv.

En général, ce flux Nk ,(H) dépend du choix de (K, o).
Voici un exemple.
Soit Q = ]— o0, o[ avec les fonctions localement affines
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comme harmoniques. Soit K= [—1, 1] et o, =]—n, nf
avec n > 1.
Soit
__la(r —1) dans [1, oo
H(z) = éﬁ(x + 1) dans ]— oo, —1] ou a« > B.

Soit v, la mesure unitaire associée & (K, w,) par le lemme

de Nakai. On sait que supp v, = dw,, et donc v, = E—_"—gjﬂ
T 1 .
<c’est-a-d1re une masse —- au point — n et une autre masse

1 :
—- au pomnt n )

2

Par conséquent, le flux (H) al'infini par rapport

(K, ©,)=Nxo,(H) = [, (H— BH)dy,

= [\, Hdv, (H étant 0 sur oK, BH=0)
1 n

= Sa(n— 1) + 58(— n+ 1)
~_n—1

Ce qui montre la dépendance annoncée.
Au contraire, on sait que le flux, (H) n’en dépend pas.

Taktorime 3.10. — Dans un espace Q B.S., le flux, a
Uinfint de H harmonique au voisinage de @ vaut Ng ,(H)
@ un facteur prés fonction de P, o et K.

Démonstration. — Soit H harmonique définie en dehors
d’un compact X. Soit K un compact e.r. et soit & un

domaine régulier tels que X = K = K < « avec la mesure v
associée & (K, o).

Soit P; un potentiel > 0 de support z, défini dans un
domaine régulier 8§; > w tel que P, égale a P une fonction
harmonique prés dans un voisinage de z,. D’aprés le lemme

3.9, f (P, — BP,) dv est indépendant du choix de 3.

dw
Notons

A,uP) = [, (Py — BPy) dv.
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v (H — BH) dv.

Comme dans le démonstration du théoréme du prolonge-
ment (théoreme 3.4) s1 N ,(H) # 0, on peut trouver un
¢ € ¢ (d0) tel que

(1 — T = {Nx,o(H)P; — 25, (P)H}
— B{Nx o(H)P, — 2x ,(P)H},

D’aprés la définition N ,(H) = |,

et donc les fonctions définies par {Nx ,(H)P;, — D¢} dans o
et par Ag (P)H 4 B{Nx ,(H)P; — 2x (P)H} — B(D9) dans
(Q — K) sont égales dans (o — K) et donc définissent une
fonction V dans Q qui est harmonique dans Q — {z,}.
Rappelons que P, est égala P a une fonction harmonique
prés dans un voisinage de z,. Par conséquent, 1l existe une

/
fonction U :——1—P; V> dans Q, harmonique dans Q— {z,}
telle que %, o(P)
. Nk (H) . .
(1) U= 3—2=-"P + une fonction harmonique{ dans o,
et )\K,u)<P>

(m) |U — H| est bornée dans un voisinage de A.
Done, d’aprés la définition,
N, o(H)

ﬂuxp (H) a l’inﬁni = m

Flux, a Uinfini &’une fonction surharmonique.

Soit s une fonction surharmonique définie en dehors d’un
compact.

S1 s n’admet pas de minorantes harmoniques dans ¢ N Q
(¢ un voisinage quelconque de @), on dit que flux,(s) a
P'infini est infini.

51 s admet une minorante harmonique dans ¢ N Q
soit H la plus grande minorante harmonique de s dans
(@ — K) ou K est un compact e.r. et (@ — K) < o. On
définit: flux, (s) a linfint = flux, (H) a Uinfini.

Cela est indépendant de K. En effet, soit H; (resp. H,)
la plus grande minorante harmonique de s dans (Q — K,)
(resp. dans (Q — K;)). Soit K un compact er. tel que
K, UK, = K et soit H la plus grande minorante harmo-
nique de s dans (Q — K). En utilisant le lemme 3.1, on
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démontre que |H — H,| et |H — H,| sont bornées en dehors
d’un compact.
En effet, soit L. un compact e.r. tel que

K, UK, <« K< KcL.

Par le lemme 3.1, 1l existe un V,; € #x, qui correspond a

(H—B.H)eX®, tel que |V, —(H— B.H) < oo dans

(Q — L); deplus,dans (Q — L),s — H > 0 (par hypothése)

et |BLH| < sup|H| et donc, dans (Q — L), (s — V;) est
oL

bornée inférieurement (1).

o

Aussi, dans (L — K,), (s — V;) est bornée inférieurement,
parce que s est surharmonique dans un voisinage de (Q — K;)

o

et V, est continue dans (Q — K,) (2).

D’aprés (1) et (2), il existe une constante A telle que
s 2 V; + A dans (Q — K,) et par conséquent, H; > V, + 2
dans (Q — K,). On en déduit qu’il existe une constante p
telle que H;, > H+ ¢ dans (Q — L), parce que

|V, — H| < |BH| +|V — (H—B;H)| < o dans (@ — L).

Mais, par défimtion, H > H, dans (Q — K) > (Q — L).
Par conséquent, dans (Q — L), H > H, > H 4 p.

Ainsi, nous avons démontré que |H — H,|, et de méme
|[H — H,|, est bornée en dehors du compact L. Par consé-
quent, on voit que |H, — H,| est bornée en dehors d’un
compact; done, flux,(H;) a l'infim = flux, (H;) a linfim
parce que flux, a l'infini d’une fonction harmonique bornée
est nul.

Prorosition 3.11. — Dans un espace Q B.S., soit s une
fonction surharmonique. s est harmonique dans Q st et seule-
ment sv flux, (s) a Uinfint est nul.

Démonstration. — Si s est harmonique, flux, (s) a I'infin
est nul d’aprés la définition.

Supposons flux, (s) & I'infini nul. Alors, il existe une mino-
rante harmonique h de s dans (Q — X) ou X est un
compact telle que flux, (k) & I'infini est nul; en conséquence,
il existe une fonction harmonique H dans Q telle que
|H — h| est bornée dans un voisinage de Q.
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On en déduit que (s — H), surharmonique dans €, est
bornée inférieurement en dehors d’un compact; ce qui implique,
Q étant B.S., que s est harmonique dans Q (d’aprés la
proposition 1.2).

Flux, a Uintérieur.

Soit ® un domaine relativement compact dans un espace
QB.S. Par définition, si U est harmonique dans o
flux, (U) = 0. ;

51 U est surharmonique dans o, & support compact
X < o, choisissons une fonction harmonique H définie en
dehors d’un compact avec Flux, (H) a I'infim non nul. Soit
Flux, (H) a l'infimi = 1.

Il existe (comme dans la démonstration du théoréme 3.4)
une fonction s dans Q telle que

b

(1) s est harmonique dans (Q — X) et |s — H| est
bornée en dehors d’un compact, et

(11) s = (uU + une fonction harmonique) dans o.

Alors, p # 0, et on définit: ‘
Le flux, (U) dans o est défini par — 1
@

Ce fluz est indépendant de la fonction H qu’on a choisie.
14 q

En effet, soit h une autre fonction harmonique définie en
dehors d’un compact avec le flux, (k) & l'infini = 1; et soit
s; une fonction dans Q telle que: s; est harmonique dans
(Q — X) et |s; —h| est bornée en dehors d’un compact;
et s; = (;U + une fonction harmomque) dans un voisinage
de X.

Nous démontrons que p = p,.

Supposons que w > yu;. Alors (s — s) = [(10 — »)U +
une fonction harmonique] dans un voisinage de X; et, en
dehors d’un compact

(s —s1) — (H—R) <|s—H| +|s; —hl < 0. (1)

Mais, flux, (H — &) & l'infimi est nul, et donc, il existe une
fonction W harmonique dans Q telle que

|W — (H — k)| est bornée en dehors d’un compact (2)
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D’apres (1) et (2), la fonction surharmonique [(s — s;) — W]
est bornée inférieurement en dehors d’un compact dans Q.
En conséquence (s —s;) est harmonique dans Q (propo-
sition 1.2); ce qui implique que p = y,.

Fonctions harmoniques avec singularités données en deux
points.

TutoriMe 3.12. — Soient z, et =z, deux points distincts
dans un espace Q B.S. Sout P1 (resp. 95) une fonction sur-
harmonique définie dans un voisinage de z, (resp. de =z,) de
support z, (resp. x3). St flux, (¢;) — flux, (9;) =0 alors, il
existe une fonction s dans Q telle que:

(1) s est harmonique dans Q — {z,, z,}

(1) s = (¢, + une fonction harmonique) dans un voisinage
de =z,

(1) s = (— @p + une fonction harmonique) dans un voisinage
de xz,

(iv) s est bornée en dehors d’'un compact, ce qui implique la
nullité du flux a Uinfini de s.

Démonstration. — Fixons une fonction H harmonique
définie en dehors d’un compact telle que flux,(H)a'infim = 1.

Soit flux, (@;) = flux, (ps) = a # 0.

Alors, par définition, pour ¢ =1, 2, 1l existe une fonction
s; dans Q telle que:

(1) s; est harmonique dans Q — {z;}, et |[s;, — H| est
bornée dans ¢, N Q ou ¢; est un voisinage de A, et

.. 1 . .
(1) 8 = <— — ¢; + une fonction harmonique ) dans un
a
voisinage de {z;}.
Alors, s = a(sy; — s;) satisfait les conditions du théoréme.
TatoriME 3.13. (Théoréme de partition). — Dans un espace
Q B.S., sotent U une fonction surharmonique et o un ouvert
relativement compact. Alors, il existe dans Q deux fonctions

surharmoniques U; et U, telles que U = U, + U,; U, est
harmonique dans (Q — @), et U, est harmonique dans o.
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Démonstration. — Ce théoréme est une conséquence directe
du théoréme 3.4 et du théoréme de partition de Mme Hervé ([14],
p- 456): Soit ® un ouvert dans un espace Q B.P. Soit V
une fonction surharmonique > 0 dans Q. Alors, 1l existe
deux fonctions V; et V, surharmoniques > 0 dans Q
telles que

(1) V=V, +V, dans Q,
(1) V; est harmonique dans o, et

(iii) V, est harmonique dans Q N co.

En effet, supposons que D soit un domaine régulier conte-
nant ©, et que U soit une fonction surharmonique dans
Q B.S. Dans D, il existe des potentiels > 0; en conséquence,
d’aprés le théoréme de partition de Mme Hervé, il existe dans
D deux fonctions V; et V, surharmoniques telles que
U=V, + V,; V; est harmonique dans (D — @) et V, est
harmonmque dans .

D’aprés le théoréme 3.4, on obtient une fonction surhar-
monique U; dans Q telle que U; ale méme support que V;
et (U; = V; + une fonction harmonique) dans un voisinage
de o.

Done, dans D, U =V; +h;, ol h; est harmomque
dans D.

Les fonctions (U — U;) dans (Q —w) et (V, — hy)
dans D sont égales dans (D — ). En effet, dans (D — ),
U,, V; et h; sont harmoniques; et, dans D, U=V, + V,
et Uy = V; + k. Donc dans (D — o),

U_U1:<VI+V2)_(V1+hl):V2_hl'

Par conséquent, la fonction U, définie par (U — U,)
dans (Q — @) et (V, — k) dans D est une fonction sur-
harmonique dans Q; harmonique dans o, puisque V,
Iest dans .

Enfin, U=U, + U, dans Q. En effet, dans (Q — w),
U, =U — U, par définition et U; est harmonique dans
(Q — w); et dans D o a,

U=V1+V2=(U1*h1)+V2:U1+U2-



138 VICTOR ANANDAM

Remarque. — Dans le théoréme 3.13, s1i U est une fonction
surharmonique avec support compact, on peut prendre o

comme ouvert sans qu’ill soit nécessairement relativement
compact.

Ezxistence des fonctions surharmoniques & support ponctuel
(démonstration directe).

Avec une restriction sur Q, sans utiliser la notion de fluz,
on peut démontrer qu’il existe des fonctions surharmoniques
a support ponctuel dans un espace Q B.S. Dans la démons-
tration, on utilise une 1dée de M. Heins [12]: ,

Soit, dans un espace Q B.S., un voisinage A compact d’un
point a€ Q tel que le complémentaire de A dans Q soit
connexe. Alors, il existe une fonction surharmonique dans Q
a support {a}.

En effet, soit {Q,},5; une suite de domaines réguliers,
telle que A < Q, < Q, < Q,, pour chaque n, et soit

Q= ‘ ’ Q,. Soient 3 et §; deux domaines réguliers tels que

Ac§cj,cdcdcq.

Il existe, [10], un potentiel p3 dans & & support {a}.
Soient T'y =dA et I', =2Q,(n > 1).

Soit p, le potentiel unique, (voir Mme Hervé [14], p. 458)
dans Q, a support {a}, tel que

(p. = p? + une fonction harmonmque h,) dans 3,
et ‘

p.—>0 sur 2Q,. (1)
Supposons que M, = max p,(z) > 0 (n > 1).
l‘

Alors, dans (Q, — A), po,,(x) < M,.

En effet, soit U la fonction dans (Q — A) égale a p,
dans (Q, — A), prolongée par 0 ailleurs. Parce que p, -0
sur I',, U est sousharmonique dans le domaine (Q — A) et

lim sup U(z) < M,. Donc, dans (@ — A), U <M, (voir

zEQ—A, E->-’¢o€[‘o
proposition 1.14). De plus, U n’étant pas constante dans le

domaine (Q — A), U < M, dans (Q — A); en particulier,
U=p, <M, dans (Q, — A).
Posons

Ui(a) =M, — ps(z), n>1 (2)
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Alors, U, > 0 dans (Q, — A) et U, > 0 dans (Q, — A).
Puisque U; > 0 sur T, et U, est nul en un point y, € Iy,
il s’ensuit que U,(y,) — U,(y,) = 0. De plus, (U — U,) est
harmonique dans Q, telle que ylilg [Ui(y) — U,(y)] existe.

€

y—>zet‘.
Done, dans Q,, (U, — U,) < Inlax lim [U,(y) — Un(y)]g
X .Yl?g ¥

Par conséquent,

0 = [Uy(ya) — Un(ya)] < max 3 lim [U(y) — Un(yﬂs,

Ye
T .Y—)th‘i

ce qui implique que 0 < max [M; — U,(z)] et donc,
I
min U,(z) < M, (3)
T . .

Soit X un compact dans le domaine (Q — A).
Alors,

max U,(z) € p (une constante) pour nz1 (4
X

En effet, X UT,; est compact dans le domaine (Q — A)
et 1l existe donc, deux constantes > 0, b et ¢, telles que
pour chaque n,

< b ou ¥, z"eX uTl,.

Il s’ensuit que
max U,(z") < b min U,(2")
z'eX '€y
< b M, (dapres(3)).

Donc, de {U,} qui est localement bornée dans (Q — A),
on peut extraire une suite {U,} convergeant localement
uniformément dans (Q — A) (5).

Maintenant, considérons la convergence dans A.

Soit 8, un domaine tel que A < §, < §, < 3§,.

Dans 8, posons V; = U, 4 P3. Alors, V, est harmonique
dans 3, et sur 03,,

Vil < |Usl 4+ [P < A (une constante), parce que {U,}
est bornée sur 23,, d’apreés (4).
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Par conséquent,
V. < 2 dans 3. (6)

De la suite {V;}, donc, on peut extraire une sous-suite
{V.} convergeant localement uniformément dans 8§, > A.

Posons »= Ui+ P2 dans 3,. Alors, les fonctions
— lim Uy(z) dans (Q — A) et {P? — lim V,(2)} sont égales
dans (3, — A).

Par conséquent, la fonction U définie par — lim Uj(z)
dans (Q — A), et {P? — lim V;(z)} dans 3, est harmonique
dans Q — {a}, et dans un voisinage 3, de {a}, (U =P+
une fonction harmonique).

3. Approximation.

LemMme 3.14. — Soit ® un domaine dans un espace Q B.S.
et xy € Q. Alors, il existe une fonction surharmonique s finie
continue dans Q, non harmonique dans o, telle que s(x,) < oo.

En effet, soit & un domaine régulier dans Q tel que
S<cw et z¢3. Pourun ye3, soit ¢ la fonction surhar-
monique de support {y} dans Q (voir théoréme 3.6.).

Si

H(z) dans 3
s(@) = g(z) dans (Q —3)

Alors, s(z) satisfait les conditions du lemme.

Prorosition 3.15. — Dans un espace Q B.S., soit {w,}
une famille dénombrable de domaines. Alors, 1l existe une fonction
surharmonique dans Q, qui rn’est harmonique dans aucun o,.

Démonstration. — Soit Q :l ’Q,, ou pour n > 1, Q. est
n

un domaine régulier et Q, < Q,;. Soit =z, € Q;. Alors, il
existe une fonction surharmonique V; dans Q telle que V;
n’est pas harmonique dans o; et V(z) < © (lemme 3.14).

Si a; est le minimum de V; dans Q; on peut choisir
une suite A; > 0 telle que Y 2(Vi(z) — a;) < oo.

Définissons U(z) = ¥ A (Vi(z) — ay).
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Quel que soit K compact dans Q, & (Vi(z) —a;) = 0
sur K pour i > ng; en conséquence, U est une fonction
hyperharmonique dans Q. De plus, U(z,) < o; et donc,
U est une fonction surharmonique dans Q.

Ainsi, U est une fonction surharmonique dans Q, qui
n’est évidemment pas harmonique dans aucun ;.

Conséquence. — Si Q est un espace B.S. a base dénom-
brable, 1l existe dans Q wune fonction surharmonique 'V qui
n’est harmonique dans aucun ouvert de Q.

Lemme 3.16. — Soient z, y deux points distincts dans un
espace Q B.S. Il existe une fonction surharmonique V finie
continue dans Q telle que V(z) # V(y).

En effet, soit § un domaine régulier contenant z tel que
y¢3. Soit U une fonction surharmonique finie continue
dans Q qui n’est pas harmonique dans 3.

Si U(z) = U(y), considérons

V — H? dans 3
(U dans (Q —3).

Alors, V est surharmonique finie continue dans Q telle

que V(z) # V(y).

TatoreME 3.17. (Théoréme d’approximation analogue & un
théoréme de Mme Hervé [14] dans un B.P.). — Dans un espace
Q B.S., toute fonction finie continue sur un compact K < Q
peut étre approchée uniformément sur K par des différences de
deux fonctions surharmoniques finies continues dans Q (non
nécessairement > 0).

Soit CG(K) l’ensemble des fonctions finies continues sur K
et soit E le sous-espace vectoriel de C(K) formé des restric-
tions & K des différences (U — V), ou U et V sont des
fonctions surharmoniques finies continues dans Q.

Alors, E contient les constantes; U € E entraine |U| € E;
et E sépare les points (lemme 3.16). Donc, toute fonction de
C(K) peut étre approchée uniformément sur K, par des
fonctions € E.
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4. Ensembles localement polaires.

Dans le cas d’un espace Q B.P., on dit qu’un ensemble ¢
dans Q est polaire s’il existe une fonction surharmonique
s >0 dans Q telle que e = {z: s(z) = + «}. Dans le cas
d’un espace B.S., on dit qu'un ensemble e est localement
polaire si pour chaque z € Q, 1l existe un voisinage ouvert ©
de z tel que ® N e soit polaire dans . On sait que dans
un espace Q B.P.; st e est localement polaire, il est ausst
polaire ([7], p. 127).

Dans un espace Q B.S., on a

TatoriME 3.18. — Si e est un ensemble localement polaire
dans un espace Q B.S., il existe une fonction surharmonique U
dans Q telle que U(z) = oo sur e.

Nous supposons qu’il existe un z, € Q N ce. En effet, on
peut écrire e =1¢; U e, tel que pour 1 =1, 2, (Q —¢) ne
soit pas vide, et, en considérant séparément e et e, on
déduise la propriété de e.

Soit Q = l , Q, ou Q, est un domaine régulier contenant

@ et Q, = Q.4 pour n > 1.

Maintenant (e N Q,y,) est localement polaire dans Q.4
qui est un B.P. et, donc, (e N Q,4;) est polaire dans Q,4,.
Il existe, alors, une fonction surharmonique s,;; > 0 dans
Q.1 telle que s, = sur enN Q.. On en déduit
(théoréme 3.4) qu’il existe une fonction surharmonique V,
dans Q telle que (V, = s,4; + une fonction harmonique)
dans Q,. Parce que z, € Q, N ce, nous pouvons supposer
que V,(%) < oo sans changer la valeur de V, sur e N Q,.

Ainsi, pour chaque n > 1, il existe une fonction surhar-
monique V, dans Q telle que V,(2) < © et V,(z)= o
sur e N Q,.

On achéve la démonstration comme dans la proposition 3.15.
Soit a, le minimum de V, dans Q,. Alors, on peut choisir
une suite A, > 0 telle que Z2,(V,(%) — a@,) < . Définissons

que U(z) = ZA,(V,(2) — a,).
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Alors, U est une fonction surharmonique dans Q telle
que U(z) = © sur e.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour
que e soit localement polaire quand Q a une base dénom-

brable.

Prorosition 3.19. — Soit Q un espace B.S. a base dénom-
brable. Dans Q, soit e un ensemble qui est polaire dans un
votsinage de chacun de ses points. Alors, il existe une fonction V
surharmonique dans Q telle que V(z) = © sur e et
V(zy) < © pour un =z, arbitraire dans (Q —e); ce qui
implique que e est localement polaire dans Q.

En effet, pour z€e, soit 3, un domaine régulier conte-
nant z, ou 1l existe une fonction surharmonique U, > 0
telle que U, = c© sur e N 3,.

Soit «, un domaine régulier tel que «, < 3, et z, ¢ a,.
Comme Q a une base dénombrable, il existe une suite de tels
domaines «, qul couvre e; notons cette suite par («,).

Comme dans la proposition précédente, on peut démontrer
qu’il existe une fonction surharmonique V, dans Q telle que
V,= o sur (e Na,) et V,(z) < .

On en déduit, comme dans la proposition 3.15, qu’il existe
une fonction V surharmonique dans Q telle que V(z) =
sur e, et V(z,) < oo.

Le lemme suivant est démontré par M. Bauer [2], en sup-
posant une base dénombrable. Nous en donnons une démons-
tration modifiée qui ne fait pas cette hypothese.

Lemme 3.20. — Dans un espace Q B.P., soit e un ensemble
polazre fermé. Alors, il existe dans Q, une fonction surhar-
monique s > O telle que e = {x: s(z) = ©}.

En effet, soit p un potentiel fini continu dans Q. Alors,
pour z ¢ e, Rj(z) = 0; et donc, pourchaque z € ce, il existe
une fonction U > 0 surharmonique telle que U < p dans
Q, U=p sur ¢, U est continue au point 2 et U(z) < =.
Par conséquent, pour un compact K < ce, il existe une fonc-
tion Ugx surharmonique > 0 dans Q telle que Ug < p
dans Q, Ugx = p sur ¢, et Ugx < ¢ sur K.

Soit {a,} une suite de constantes > 0, telles que Za, < oo.
Parce que e est polaire, fermé, ce est un domaine ([7],
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p- 125) et donc [11], ce = U K, ou {K,} est une suite
croissante de compacts. Soit U, surharmonique > 0 dans Q
telle que U, < p, U,=p sur ¢, et U, < a, sur K,.

Considérons s = ZU,.s est hyperharmonique > 0 dans Q
et s= 00 sur e; si xece, ilexisteun m tel que ze K,
et par conséquent,

s(z) < (m — 1)p(z) + g a, < 0.

Ainsi, s est surharmonique > 0 dans Q telle que
e= {x: s(x) = o}.

TrtoriME 3.21. — Dans un espace Q B.S., soit e un
ensemble localement polaire et fermé. Alors, il existe dans Q
une fonction surharmonique s telle que e = {z: s(z) = ®}.

Démonstration. — Supposons que e soit compact.

Soit © un domaine régulier contenant e; il existe dans o,
d’aprés le lemme 3.20, une fonction surharmonique p > 0
telle que e = {z: p(x) = ©}, et on peut méme considérer
que p est harmonique dans ® en dehors d’un voisinage de e.
D’aprés le théoréme 3.4, alors, il existe une fonction s sur-
harmonique dans Q telle que e = {z: s(z) = w0}.

Supposons, maintenant, que e soit fermé, non compact,
et localement-polaire dans Q. Alors, ce est un domaine.
Soient « un domaine régulier et K, L deux compacts e.r.
tels que LcKcKcowcacece

Dans chaque composante connexe & de (Q — L), 1l
existe (lemme 3.20) une fonction surharmonique s > 0 telle
que e N 3 = {z:s(xz) = oo}. Considérant chaque composante
connexe de (Q — L), on voit qu’il existe une fonction U > 0,
surharmonique dans (Q — L) telle que e = {z: U(z) = }.

Alors, on démontre, comme dans la démonstration du
théoréme 3.5 (b), qu’il existe une fonction V surharmonique
dans Q telle que V est égale & U harmonique prés dans
(@ — K) o e; et V est harmonique dans «. Par conséquent,
V est une fonction surharmonique dans Q telle que

e={z: V(z) = + o}.
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5. Fonctions admissibles.

DErinition 3.22. — Dans un espace Q B.S., une fonction U
surharmonique est dite admissible (1) si elle admet une minorante
harmonique en dehors d’'un compact dans Q.

Remarque. — D’une fagon équivalente, on peut dire que U
est admussible si et seulement st Flux, (U) a Uinfini est fint (§ 2).

Tutorime 3.23. (Balayage dans un B.S.). — Soit Q un
espace B.S. et soit V une fonction surharmonique dans Q.
Alors V est admussible suv et seulement si pour tout compact
X(X # @), il existe une fonction U surharmonique dans Q
telle que

(1) U<V dans Q,

i) U=V dans X,

(1) U est harmonique dans (Q — X), et

(iv) Flux, (U) a linfini est égal & Flux, (V) a Uinfine.

Démonstration. — Etant donné une fonction surharmonique
V, s’il existe pour un compact X (X # @) une fonction U
surharmonique satisfaisant les conditions (1) et (i), alors V
est admussible.

Supposons maintenant que V soit admissible et X un
compact (X # ¢@). Par définition, V a une minorante
harmonique h définie dans (Q — A) ou A est un compact.
Soient K un compact e.r. et © un domaine régulier tels que
KcKcwcX;etl un compact e.r.telque A U K < L.

Il existe alors (lemme 3.1), une fonction H harmonique
dans (Q — K) tendant vers 0 sur K, telle que
|[H— (h — Bih)] est bornée dans (Q — L). Auss,
|Bih| < sup|h| dans (Q — L); par conséquent,

JL

sup |H — A| < oo. (1)
Q—L

() Dans R?, on peut démontrer qu’une fonction U est admissible si et seulement
si U est un potentiel (logarithmique) a une fonction harmonique prés (voir M. Bre-
lot [4] ou il y a aussi un exemple, p. 308, montrant qu’une fonction surharmonique
n’est pas nécessairement admissible).
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Par hypotheése, la fonction surharmonique V > h dans
(@ — A); donc, d’aprés (1), dans (Q — K), V> H+4
pour une constante A. Ainsi, V a une minorante harmonique
dans (Q — K). Soit ¢ la plus grande minorante harmonique
de V dans (Q — K).

Soit F la famille de fonctions surharmoniques s dans
(Q — K) telle que

(1) s 2 V dans X n (Q — K),

(i) s > ¢ dans (Q — K). Alors, F n’est pas vide,
parce que V e J.

Définissons s, = infs; alors, s, est surharmonique dans
F o

P

(Q — K);s < V dans (Q — K);s5, =V dans X n (Q — K)
et s, est harmonique dans (Q — X).

Les fonctions s, dans (Q — K) et V dans « sont, donc,
égales dans ’ensemble de 'intersection

T
o N(Q—K)<=Xn((Q—K).

Par conséquent, la fonction U définie par s, dans (Q — K)
et V dans o est surharmonique dans Q, satisfaisant les
conditions (1), (11) et (1) du théoréme.

U satisfait la condition (iv) aussi. En effet, soit hy la plus
grande minorante harmonique de V dans (Q — L). Alors,
U < hy dans (Q — L), parce que dans (Q — L), U est
harmonique < V. (2)

De plus, comme dans (1) en utilisant le lemme 3.1, on
obtient qu’il existe une fonction h, harmonique dans (Q — K)
tendant vers 0 sur dK telle que |h; — hy| est bornée en
dehors d’un compact E. (3)

En outre, V > hy dans (Q —E) < (Q — L) et dans
(E — K), (V — k) est bornée inférieurement, parce que V
est surharmonique et h; -0 sur d3K. Par conséquent,
d’apres (3), pour une constante p, V > h; + p dans (Q — K);
ce qui implique que dans (Q — K),

q=h +p et donc, Uz>(h+p) (&)
D’aprés (2), (3) et (4) on obtient que dans (Q — E), la
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fonction harmonique (U — hy) est bornée et donc,
flux, (U — hy) & P'infini est nul. Par conséquent

9

flux, (U) a P'infini = flux, (h,) & I'infini
= flux, (V) & V'infim1  (par déf. § 2)

Remarque. — Dans le théoréme 3.23, désignons la fonction U
par B§. Soient X,, X, deux compacts avec 'intérieur non
vide, tels que X; = X,. Alors, de la construction ci-dessus,
on obtient qu’il existe deux fonctions surharmoniques B¥
et By dans Q telles que B} < B¥-.

CoroLLAIRE 3.24. — Une fonction V surharmonique est
admussible su et seulement st 'V est une limite croissante de
fonctions surharmoniques dans Q & supports compacts.

En effet, Q= U Q, ol Q, est un domaine régulier tel
que Q,< Q. pour n>1 Soit U,= B9:.  Alors,
U, < Upy; U, ale support = Q,; et U, =V dans Q,.
Done, V =1lm U,. Pour l'inverse, on note que si U est
surharmonique majorant une fonction admissible, alors U
est admissible.

CoroLLaIrRE 3.25. — Dans un espace Q B.S., soit X un
compact (X # @). Alors, dans Q, il existe une fonction s
surharmonique, nonharmonique, telle que

(1) s <1 dans Q,

(i) s =1 sur X, et

(1) s est harmonique dans (Q — X).

En effet, soit K un compact e.r. contenant X. On sait
d’aprés la démonstration du théoréme 1.18, qu’il existe une
fonction H > 0 harmonique dans (Q — K), tendant vers 0
sur d3K.

Alors,

0 dans K
U#) = |_H(g) dans (2 — K),
est surharmonique dans Q; et, U est admissible.
Done, par le théoréme 3.23, il existe une fonction surhar-
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monique V dans Q telle que
(1) V< U<xO0 dans Q,
(i) V=U=0 dans X, et
(1) V est harmonique dans (Q — X).

Alors, s = (V 4 1) posséde toutes les propriétés énoncées
dans le corollaire.

Remarque. — (D’aprés le lemme 3.2), le théoréme 3.23 et le
corollaire 3.25 sont vrais méme si ’on suppose seulement que
X est compact non-localement-polaire.

6. Domaines du type B.P.

Deérinition 3.26. — Dans un espace Q B.S., on dit qu’'un
domaine o est du type B.P. s’il existe un potentiel > 0
dans o.

Tuktorime 3.27. [10]. — Dans un espace Q B.S., un
domaine o est du type B.P. si et seulement si (Q — o)
n’est pas localement polaire.

Démonstration. — Voici une démonstration différente de
[10]. Soit ® un domaine du type B.P. dans un espace
QB.S.; si (2 — o) était localement polaire, alors 1l y aurait
un potentiel > 0 dans Q. Par conséquent, si ® est un
domaine du type B.P. dans QB.S., alors (Q — ») n’est
pas localement polaire.

Supposons maintenant que « soit un domaine dans un
espace Q B.S. et que (Q — ) ne soit pas localement
polaire. Soit z, € w, et soit F la famille de domaines
réguliers dans Q contenant z,. (2 — ) n’est pas localement
polaire implique qu’il existe un Q;e€F tel que (Co N Q)
n’est pas localement polaire dans Q;. Soit K un compact e.r.
tel que K < o N Q;; soit o, = (Q; — K).

Alors, (Rgwna), 0.

Soit ¢ un domaine régulier contenant Q;. Alors, Co N Q,
est relativement compact dans (¢ — k) et donc (RE“NQ),_,

est un potentiel dans (o — k). Aussi, on a que (RE*NQ)
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tend vers 0 sur d3(c — k). D’aprés les inégalités
A c X A C .
0 < (Rg“n%),, < (RE“NQ),_, < (R§“),os (1)

on obtient que V,= (RF*N%), est une fonction surharmo-
nique dans (Q; — k), prenant ses valeurs dans [0, 1], étant
harmonique =0 dans (0 N Q;) —k, et tendant vers 0
sur dK.

Soient Q;edF et Q; > Q,. Alors, d’apres (1),

(Rgene),, < (Rg“NQ), o, < (R, < (R¢“)o, (2)

c’est-a-dire, st Q; < Q; alorsona V, <V, < (f{f"’)g__k

Soit 8 un domaine régulier tel que K < § = § < o, et
soit dans (8 — K) h la fonction HP™® ou ¢ =0 sur 2K
et ¢ =1 sur 23. Alors, h prolongée par 1 dans (Q — 3)
est une fonction surharmonique dans (Q — K), tendant
vers 0 sur dk et > (R&)q.. (3).

D’apres (2) et (3), {V;} est une famille filtrante croissante
ou V; correspond a Q; > Q; V; tend vers 0 sur dk;
0<V;<1 dans (Q; —K), mais V;5£0; et V; est
harmonique dans (o N Q) — K.

Par conséquent, s1 V = sup V;, alors V est harmonique
dans (0 — K); et 0 < V <1, mais V=0 dans (o — K).
D’aprés (2) et (3), V; < (R¢®)q_, implique que V tend vers 0
sur dK.

La fonction s défime par V dans (o — K), prolongée
par 0 dans K, est donc une fonction sousharmonique,
bornée, nonconstante dans ©; ce qui implique qu’il existe un
potentiel > 0 dans o (proposition 1.2).

Voici d’autres caractérisations d’'un domaine o du type B.P.
Pourun y € Q, ondésigne par ¢, une fonction surharmonique
dans Q de support {y}.

Tutorime 3.28. — Soit o un domaine dans un espace
Q B.S. Alors, les énoncés suivants sont équivalents :

(1) @ est un domaine du type B.P.,

(1) pour chaque y € o, il existe une fonction surharmonique
> 0 dans o a support {y} qui est de la forme (q, + une
fonction harmonique) dans un voisinage de {y},
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(1) pour chaque y € w, il existe une minorante harmonique
de q, dans o,

(1v) pour tous les domaines w; relativement compacts dans
contenant {y}, sup pyi==co ou p;: est le potentiel unique
([14], p. 458) dans w,, de support {y}, qui est de la forme

(g, + une fonction harmonique) dans un voisinage de {y}.
Démonstration.
(1) == (11).
Soit V un potentiel > 0 dans .y e . Soient «, 3, 3’
des domaines réguliers tels que

yeaxcacd¥ ¥ Il Co.
Soit T' =8 — 7% »
Alors, U = (R%), n’est pas harmonique dans 3, parce
que U est harmonique dans (o —a«) et U < V dans o.
Par conséquent, (U — H%) > 0 dans 3.

Soit h la plus grande minorante harmomque de ¢, dans 3.
Alors, 1l existe un A > 0 tel que

(U— H}) > A(¢g, — h) sur 23’ (1)

(U — Hp) et (¢ — h) sont harmoniques dans T' et (1)
est vrai dans 93 aussi, parce que h — ¢, sur d3. Par consé-
quent, (U — H}) > A(g, — h) sur T.

Définissons

W — H§ + (¢, — k) dans 3§
: U dans (0 — 3)

Alors, W est surharmonique > 0 dans , et donc W

est surharmonique > 0 dans o et de la forme (g, + une
fonction harmonique) dans un voisinage de {y}.

(1) = (i11).

Soit y € w; alors, il existe une fonction surharmonique
V > 0 dans o, de support {y}, telle que (V = ¢, + une
fonction harmomque) dans un voisinage de {y}. Par consé-

quent, il existe une fonction harmonique H dans « telle que

V=g¢q,+ H > 0, et donc ¢, a une minorante harmonique
dans o.
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(1) == (1v).

Par hypothése, la plus grande minorante harmonique de ¢,
existe dans o. Soit F la famille de domaines relativement
compacts dans « contenant {y}. Alors, py:i= ¢, — la plus
grande minorante harmonique de ¢, dans o; et donc
pyi < ¢, — la plus grande minorante harmonique de g,
dans o.

Par conséquent, sup p}i=E ©

(iv) = (i).

Soit F la famille ordonnée de domaines relativement
compacts dans o, contenant {y}, telle que o = U o,
Alors {pyi},e5 est une famille ordonnée de fonctions sur-
harmoniques > 0, et d’aprés (iv), V = sup p}i =& oo. Donc,
dans o, il existe une fonction surharmonique > 0, qui
n’est pas harmonique; par consequent o est un domaine
du type B.P. '

7. Harmonicité a Pinfini.

Prorosition 3.29. — Soit Q un espace B.S. et soit U
une fonction harmonique définie en dehors d’un compact X.
Alors, les énoncés suivants sont équivalents :

(i) pour un compact K er. tel que X < K, U= BgU
dans (Q — K),

(11) U est bornée en dehors d’un compact,

\

(m) U est bornée dans un sens a Uinfint et flux, (U) a
Pinfini est nul. ’

Démonstration. — L’équivalence entre (1) et (11) est évidente,
d’aprés le corollaire 1.15. Par définition, s1 U est bornée,
flux, (U) a linfini est nul et donc (i1) =~ (111).

Pour montrer (ii1) =3 (i1), supposons U bornée inférieure-
ment en dehors d’un compact et flux, (U) a l'infini est nul.
Alors, par définition du flux nul, 1l existe une fonction V
harmonique dans Q telle que |V — U| est bornée en dehors
d’un compact, et donc V est bornée inférieurement en dehors
d’un compact; ce qui implique que V est constante (proposi-
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tion 1.2). Par conséquent, U est bornée en dehors d’un
compact.

DériniTion 3.30. — Soit Q un espace B.S., et soit o
un ouvert dans Q contenant &. Soit U une fonctwn harmo-
nique deﬁme dans o N Q. On dit que U est harmomque a
Pinfint (2) st Pune des conditions équivalentes de la proposition
3.29 est satisfaite; et, une fonction V définie dans o N Q
est dite harmonique relativement & o st V est harmonique dans
o N Q au sens habituel et V est harmonique a Uinfinu.

Rapport avec le cas classique.

Voici comment on peut considérer la définition 3.30 plus
haut, comme une généralisation de la notion correspondante
dans R2.

Dans R2, on notera Dj et Aj les domaines ou |z < r
et |z] > r; Ay = A U {@}; M;(0) la moyenne d’une fonction
U sur la circonférence |z| = r.

Soit « un ouvert dans R?® contenant {@}. Une fonction
U dans o est harmonique si elle I'est sur @ — {@} au sens
habituel et en {@} finie continue, égale 3 M;(0) [pour O
fixe et r alors assez grand, ou encore quel que soit Ay < o].

Cette définition au point {@} revient a supposer, dans le
développement, (comme dans § 4, chap. I), pour [z| = p,

Uls) = K+ alog -+ 3 #Y,(0) + 3 X0
p

que « etle premier X sont nuls, et par conséquent, lim U(x)
x>
existe. Ainsi, une fonction U définie dans un ouvert o de

R2?, contenant {A@}, est harmonique relativement 3 o si1 et
seulement si U est harmonique dans o — {@} au sens
habituel et U est bornée dans un voisinage de {@}.

Base de voisinages réguliers de QL.

Parce que Q est dénombrable a I'infini, on a Q = U K,
ou {K,} est une suite croissante de compacts e.r. On peut

(?) Dans [4], M. Brelot a introduit les notions de I’harmonicité et la sousharmoni-
cité sur les ensembles ouverts de R* (n > 2) mémes, contenant le point a I'infini,
de maniére a conserver des propriétés fondamentales comme le principe du maximum.
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donc considérer (Q — K,), n > 1, comme une base d’ouverts
réguliers de @.

Notation. — Soient K compact e.r. et U définie sur d2K.
Notons par BxU la fonction H$ X ou U est U sur oK

* * I
et 0 en A. Dong, si f est finie continue sur dK, Bxf = Bgf.

Prorosition 3.31. — Dans un espace QB.S., soit U
surharmonique définie en dehors d’'un compact X. Alors, les
conditons suivantes sont équivalentes

1) pour un compact K e.r. tel que X <« K, U > BgU dans
© I;{) P q

(1) U est bornée inférieurement en dehors d’un compact.

Démonstration.

(1) = (n).

Soit U > 2 sr 2K. Alors, BxU > Bxa = BgA =1
dans (Q — K); etdonc U > BxU dans (Q — K) implique
que U est bornée inférieurement a 'infini.

(1) = (1).

Soient U>2 en dehors d’un compact A et K un compact
er. tel que A = K. Soit V=U — 2 > 0 dans (@ — A).
Alors, V > BxV dans (Q — K); c’est-a-dire dans (Q — K),
U — 2 > Bg(U — 1) > BsU — Bga = BgU — & et donc
U > BxU dans (Q — K).

Dérivition 3.32. — Sotent Q un espace B.S., et U sur-
harmonique définie en dehors d’un compact X. On dit que U
est surharmonique a Uinfint sv Uune des conditions équivalentes
de la proposition 3.31 est vérifiée.

Potentiels de support L.

Dans un espace Q B.S.; soit K un compact e.r. Il existe
alors dans (Q — K) wune fonction harmonique H > 0,

tendant vers 0 sur dK telle que Iim H(z) = oo (d’aprés

>

a
la démonstration du théoréme 1.18). Par définition 3.32,
cette fonction H est surharmonique (et non harmonique) a
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Pinfini. De plus, si A > 0 est harmonique relativement a
(Q—K) et h < H, alors h =0; en effet; & est bornée
dans (Q — K) et tend vers 0 sur dK, et donc A =0
(corollaire 1.15). En conséquence, par analogie, on peut appeler
H un potentiel relativement a (Q — K) et de support Q.
Voici une conséquence immédiate de cette interprétation.

Prorosition 3.33. — Soit Q un espace B.S. et ¢, un
potentiel > 0 dans un voisinage de xz, € Q et de support z,.
Soit ¢ wun potentiel +* 0 relativement a un voisinage de @
et de support @. Alors, il existe une fonction s dans Q telle
que

(1) s est harmonique dans Q — {x,},

(11) s = (¢o + une fonction harmonique) dans un voisinage de
Xy, et

(1) s = (A + une fonction harmonique) relativement a un
poisinage de &

En effet, ¢ est une fonction harmonique > 0 dans
(Q — K), K étant compact, telle que lim ¢(z) = o et donc

x>
flux, (p) & linfini n’est pas nul (proposition 3.29).
Alors, comme dans la démonstration du théoréme 3.4, on
construit une fonction s dans Q telle que

(a) s est harmonique dans Q — {0} telle que s = (@4 +
une fonction harmonique) dans un voisinage de z,, et

(b) s = (A + une fonction harmonique bornée) en dehors
d’un compact; c’est-a-dire s = (A¢ + une fonction harmo-
nique) relativement & un voisinage de A.

Sur la proportionnalité des potentiels de support Q.

Soit K un compact e.r. dans un espace Q B.S. Soit
H#i la classe de fonctions U positives ==0 harmonique
dans (Q — K) tendant vers 0 sur,dK. Donc, s1 U e ¥,
U est un potentiel relativement au vmsmage (@ —K) de @
de support A. Relativement & ce voisinage, s’il y a propor-
tionnalité des potentiels de support @, alors tous les éléments de

% sont proportionnels.

Dans le..cas particulier ot Q =R? et K = {|z| < r},
il est évident qu’il y a proportionnalité des potentiels de
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support A relatif & R? — {|z| < r}. Mais, dans le cas
général, il n’y a pas de proportionnalité de tels potentiels,
comme I’exemple suivant le démontre :

Soit Q = ]— o0, o[ avec des fonctions affines continues
comme harmoniques localement, et soit K = [a, b]. Alors,
il existe deux éléments non proportionnels U,, U, e #%
tels que pour chaque U e #x on a U= \U; 4+ 2,U,; par
conséquent, 1l n’y a pas de proportionnalité des potentiels de
support @, relatif au voisinage (Q — K) de @.

Dans la suite, on introduit la notion de dimension harmo-
nique a 'infini (suivant la méthode de M. Heins [19] pour une
surface de Riemann) qui est étroitement liée avec la multi-
plicité des potentiels de support Q.

8. Dimension harmonique a Pinfini.

Dans un espace Q B.S., si K est un compact e.r., soit
% qui désigne la famille de fonctions harmoniques > 0
dans (Q — K), tendant vers 0 sur dK.

TatoriME 3.34. — Dans un espace Q B.S., sotent K et L
deux compacts e.r. Alors, il existe des applications additives et
positivement homogénes R: i — g et S: Hx — H;

telles que RS =1 et SR = 1.

Démonstration. — Nous pouvons supposer K = L; en
effet, étant donné deux compacts K; et K, -e.r., on peut
toujours trouver un compact K; e.r. tel que K; U K, < K.

Soit ® un domaine régulier tel que L < . Introduisons
les opérateurs M, Bx, B, et T =B/M comme dans le
lemme 3.1. Alors, pour un U e #; il existe un élément
unique ¢ € ¢ (dw) tel que (1 — T)e = U sur do.

Alors les fonctions Me et By(M¢) + U sont égales dans
(0 — L) (lemme 3.1) et donc la fonction V définie par Mg
dans (o — K) et par By(Me) 4+ U dans (Q — L) est
harmonique dans (Q — K) et Ve #g. Posons RU=V.

Pour une fonction V € #6§, définissons

SV =V — B,V e %;.
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Alors, pour un U € #;, RU est la plus petite fonction de
la classe #% qui majore U sur (Q — L). En effet, soit
H e #x% la plus petite fonction de #x qui majore U sur
(@ —L). Alors, RU>H dans (Q — K) et donc,
(RU — H) est une fonction harmonique > 0 dans (Q — K)
telle que dans (Q — L),

RU — H = By(Mg) + U — H (par définition de RU)
< Biy(Mg) < o, dans (Q — L).

En conséquence, (RU — H) est une fonction harmonique
bornée dans (Q — K), tendant vers 0 sur dK; et donc,
RU — H=0 (corollaire 1.15).

On en déduit que si Ve % alors V > SV dans (Q — L)
et done, V > R(SV) dans (Q — K).

Aussi, dans (Q — L),

V—-R(SY) < V-5V
= BLV (par défimition de S)
< sup V dans (Q — L).

oL

Par conséquent, V — R(SV) est bornée supérieurement
dans (Q — K) aussi. Ainsi;, 0 < V— R(SV) est bornée
dans (Q — K) et tend vers 0 sur 2K, parce que V et
R(SV) -0 sur dK. Done, V= R(SV) dans (Q — K),
par le corollaire 1.15.

Considérons maintenant une fonction U e #. Alors,

dans (Q — L),

S(RU) = RU — B (RU) (par définition de S)
=U (par définition de R)

et donc, st Ue # ona S(RU)= U dans (Q — L).

Dérinimion 3.35. — On dit que U e Hx est un élément
minimal de % st pour tout Ve FHx tel que V < U, on a

V=2U, (0 < < 1)

Prorosition 3.36. — Un élément U e #; est minimal de
¥t si et seulement st RU est minimal de #0x.
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En effet, soit U minimal de ;. Si he #g tel que
h < RU dans (Q — K) alors RU — k > B, (RU — &) dans
(Q — L); clest-a-dire, Sh < S(RU)=U dans (Q — L),
et donc, Sh = AU. Par conséquent, h = A(RU); ce qui
implique que RU est minimal de #6%.

Réciproquement, supposons U e #; et RU un élément
minimal de #x. Soit He #{ tel que H < U. Alors,
RH = A(RU) et donc, H =2AU; ce qui implique que U
est un élément minimal de 6;.

Cette proposition démontre que le nombre d’éléments
minimaux de #% ne dépend pas du choix du compact K
e.r.

On dit qu'un élément minimal U € #65 est normalisé su le
Flux, (U) & linfint = 1. Soit JF la famille d’éléments
minimaux normalisés et distincts de 6%,

Derinition 3.37. (M. Heins [13]). — Dans un espace Q B.S.,
pour un compact K e.r., soit F la famille d’éléments minimaux
normalisés et distincts dans ¥x. St F contient n éléments,
on dit que la dimension harmonique & Uinfini de Q est n.
(ce qui est indépendant de K).

Prorosition 3.38. — Soit Q un espace B.S. Si la dimen-
sion harmonique a Uinfint de Q est > 1, il existe des fonctions
harmontiques non constantes dans Q.

En effet, soient h,, h, deux éléments distincts de
correspondant a un compact K e.r.; c’est-a-dire, pour
1=1, 2, e #x et Flux, (k) a l'infim est 1. Donc,
h = hy — h, est harmonique dans (Q — K), tendant vers 0
sur 3K, et ayant le flux & l'infini nul; aussi, h n’est pas
bornée (autrement h serait = 0 d’apres le corollaire 1.15).

D’apreés la définition de flux nul, donc, 1l existe une fonction
U harmonique dans Q telle que |U — h| est bornée en
dehors d’un compact. Comme h est non bornée dans (Q — K),
U n’est pas constante dans Q.

Remarque. — Si la dimension harmonique a l'infini de Q
est 1, 1l n’y a pas toujours de fonctions harmoniques non
constantes dans Q. Voict un exemple :

Soit Q = [0, ©o[. St U est une fonction continue dans Q,
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on dit que U est harmonique dans Ja, b[ s1 U est linéaire
dans Ja, b[; on dit que U est harmonique dans [0, b] si U
est constante dans [0, b[.

Alors, Q est unespace B.S. avecla dimension harmonique
de Q alinfim 1; etles seules fonctions harmoniques dans Q
sont les constantes.

TutoriMe 3.39. — Soit Q un espace B.S. et soit K un
compact. St la dimension harmonique de Q a Uinfini est 1,
il existe un unique composant connexe non relativement compact
de (@ — K) (comme dans R?) et il est du type B.S. ou B.P.
selon que K est localement-polaire ou non.

Démonstration. — Soit L un compact e.r. tel que K < L.
On va démontrer que (Q — L) contient un seul composant
connexe non relativement compact (qui est nécessairement un
S-domaine correspondant & L); d’ou le résultat.

Si possible, soient o, et w, deux composants connexes non
relativement compacts de (Q — L). Q étant B.S., o, et o,
sont nécessairement S-domaines (proposition 1.10). Alors, pour
i =1, 2, il existe une fonction harmonique h; > 0 dans o;
tendant vers 0 sur 3L (théoréeme 1.17). Définissons U;
dans (Q — K) égale & h; dans «; prolongée par 0 ailleurs.
U,, U, € #; et elles sont non- proportlonnelles c’est une
contradiction, parce que la dimension harmonique de Q a
Iinfini est 1 implique que tous les éléments (% 0) de #7
sont proportionnels.

Enfin, notons par o cet unique composant connexe non
relativement compact de (Q — K). S1 K est non localement
polaire, (Q — ) est non localement-polaire et donc o« est
du type B.P. (théoréme 3.27). Si K est localement-polaire,
(@ — K) est connexe et donc o = (Q — K); dans ce cas,
«» est nécessairement du type B.S.

TatoriMe 3.40. — Soit Q un espace B.S. et soit z, € Q.
Il existe une fonction surharmonique q dans Q de support z,,
et bornée supérieurement au voisinage de Q. Dans le cas ou la
dimension harmonique de Q a Uinfint est 1, s’il y a la propor-
tionnalité (de potentiel a support ponctuel) locale, alors pour
toute s surharmonique dans Q de support {xz,} et bornée
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supérieurement au voisinage de A, on a s = (cq + une cons-
tante) dans Q ou c¢ est une constante > 0.

Démonstration. — Soient K un compact e.r. e¢ o un do-
maine régulier tels que z, € K < K < w. Soit P >0 un
potentiel dans o de support {z,}. Soit H > 0 une fonction
harmonique non bornée dans (Q — K) tendant vers 0 sur
dK. (Pour I'existence d’une telle fonction H, voir la démons-
tration du théoréeme 1.18).

Eaxistence.

D’aprés le théoréme 3.7, 1l existe une fonction' U dans Q,
harmonique dans Q — {z,}, telle que U = (AP + une
fonction harmonique, dans © et U = (H + une fonction
harmonique bornée) dans un voisinage de @.

H étant > 0, 2 est < 0; autrement dans Q, U serait
une fonction surharmonique non constante et bornée inférieu-
rement dans un voisinage de @, ce qui n’est pas possible
(proposition 1.2). U

Ainsi, 1l existe une fonction q<= ——> dans Q satisfaisant
les conditions du théoréeme. A

Unicuté.

Supposons maintenant que la dimension harmonique de Q
a I'infim est 1; aussi, 'axiome de proportionnalité locale.

Soit s une fonction surharmonique dans Q, de support
{z,} et bornée supérieurement dans un voisinage de Q.

(Bs — s) est harmonique, bornée inférieurement et tend
vers 0 sur dK. Par conséquent, d’aprés la proposition 1.14,
(Bs —s) 2 0 dans (Q — K); et la dimension harmonique
de Q al'infini étant 1, ona Bs — s =uH dans (Q — K)
ou p > 0.

La proportionnalité locale entraine (comme dans le théoréme
3.6) que s = (cP 4 une fonction harmonique) dans o ou
s > 0.

Ainsi, I’allure de s, comme pour ¢, est déterminée par P
(dans un voisinage de z,) et par H (dans un voisinage de @).

Par conséquent, comme dans la démonstration du théoréme
fondamental (théoréme 3.7), il s’ensuit que s = (cq + une
constante) dans Q ou c¢ est nécessairement > 0.
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