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FEUILLETAGES
TRANSVERSALEMENT ANALYTIQUES

DE CODIMENSION 1
ADMETTANT UNE TRANSVERSALE FERMÉE

QUI COUPE TOUTES LES FEUILLES
par Maurice GARANÇON

1. Introduction.

Ce travail est inspiré par une note de Mr Claude Lamoureux,
dans les comptes rendus de l'académie des sciences [3] ; dans
cette note on trouve, entre autres le résultat suivant : « Si M
est une variété connexe, sans bord, de dimension n > 3 et 9
un feuilletage de classe C2 et codimension 1, transversalement
orientable, sans holonomie, et s'il existe une transversale
fermée coupant toutes les feuilles de ^, alors le groupe abs-
trait (ip)^(wi(F)) est indépendant de la feuille F. » (ip
désignant l'inclusion de la feuille F dans la va.riété M.)

Si nous appelons <pp : TC^F, x) -> GQ une représentation
d'holonomie de la feuille F, dans le groupe Go des germes
de difféomorphismes de la droite réelle, préservant l'origine,
nous montrons que le résultat ci-dessus admet la généralisation
suivante : « Si 9 est transversalement analytique, TCi(M)
abélien, et s'il existe une transversale fermée coupant toutes
les feuilles, le groupe abstrait (ip)^(Ker (pp) est indépendant
de la feuille F. »

Ce résultat n'a rien de surprenant, puisque dire qu'une feuille
n'a pas d'holonomie c'est dire que Ker<pp == 7Ti(F).

On démontre de plus que les feuilles à holonomie non nulle
sont fermées et que le groupe abstrait (ip)^(7ti(F)) est le
même pour toutes ces feuilles.
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2. Généralités.

Nous commençons par rappeler quelques résultats, qui nous
seront utiles par la suite. D'abord la proposition bien connue :

2.1. PROPOSJTION. —- Soit M une variété munie Sun feuil-
letage 9 Hê classe (^, 0 ^ r < œ, et de codimension q.
Considérons p : M -> M, un revêtement connexe de M. Alors
9 = p"1^) est un feuilletage de ]M, de classe C' et codimen-
sion q, dont les feuilles sont des revêtements des feuilles de 9.

Dans la suite, et sauf mention du contraire, nous ne consi-
dérerons que des feuilletages de classe C^ 2 ^ r < œ, de
codimension 1, transversalement orientables.

Nous appellerons :
IF l'inclusion d'une feuille F dans la variété M.
(ip)^ l'homomorphisme induit entre 7Ci(F, x) et 7ti(M, x),

x étant un point de F.
ÇF une représentation d'holonomie de 7ti(F, x) dans le

groupe Go des germes de difféomorphismes de la droite réelle,
qui préservent l'origine. Dans ces conditions les deux énoncés
suivants sont équivalents :

i) Ker (ip)^ s Ker y? pour toute feuille F d e 9 .
ii) Toute transversale fermée, de ^, représente un élément

d'ordre infini du groupe fondamental de M.

Pour la démonstration voir [1] théorème 2.4.
Nous appellerons condition (A), l'une quelconque des

deux conditions équivalentes ci-dessus.

2.2. PROPOSITION. — (voir [1] cor. '2.7). — Soit M une
variété munie Sun feuilletage 9, de codimension 1, transversale-
ment orientable, et qui satisfait à la condition (A). Soit p :
M -> M un revêtement connexe de M, alors le feuilletage 9
de M satisfait à la condition (A).

Si a ; est un lacet basé en un point x^ nous appelons
G(a, x) le sous groupe de ^i(M, x} engendré par la classe
d'homotopie de a.
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2.3. PROPOSITION. — ([!]) prop. 2.12). — Soit M une variété
munie d'un feuilletage de codimension 1, qui satisfait à la condi'
tion (A). Soit a une transversale fermée coupant une feuille F
en un point x. On a alors

(l'pL^F, ;r) n G(a,a;) = {e}.

Si maintenant nous appelons C^ le commutateur du groupe
7ti(M, ^), on a

2.4. COROLLAIRE. — Avec les mêmes hypothèses que la propo-
sition 2.3, si une feuille F vérifie la relation

C, c (ip)^(F, x)

il n'y a pas de lacet dans F, homologue à une transversale
fermée coupant F.

Preuve. — Supposons qu'il existe un lacet y basé au point
x, et contenu dans la feuille F, homologue à une transversale
fermée a qui coupe F en un point y. Considérons ly^
une courbe sur F, joignant le point y au point x. Le lacet
ïi == ̂ *ï^1 est basé en y, et est homologue au lacet y-
Finalement a et Yi sont homologues. Il existe donc un
élément c, dans Cp tel que yi^ et a soient homotopes
avec point de base y. Comme c est homotope à un lacet
dans F la classe d'homotopie de a est dans

(^WF,y) nG(a,i/).

D'après la proposition 2.3, a est nul-homotope, ce qui contre-
dit la condition (A).

2.5. PROPOSITION. — Soit M une variété de dimension
n ^ 3, munie d'un feuilletage 9 satisfaisant la condition (A).
Considérons deux transversales fermées disjointes a et (3 qui
sont librement homotopes. S'il existe une feuille Fo qui est
coupée par a et pas par (î alors

i) Fo n'est pas fermée.
ii) il existe une feuille Fi, contenue dans l'adhérence de Fo,

qui contient un lacet y homotope à a. De plus y représente
un élément d'ordre infini du groupe d'holonomie de Fi.

13
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iii) Si de plus, le feuilletage satisfait la condition

^ <= (^7Ci(F,^)

pour toute feuille F, la feuille Fi donnée par ii) n'est coupée
par aucune transversale fermée homologue à a.

Preuve. — Soient a et (3 : S1 -> M les deux transversales
fermées considérées. Soit /': S1 X I-»" M une application de
classe C2, qui réalise l'homotopie entre a et (î, c^st-à-dire

f|S1 X {0} =oc et fIS1 X {1} =(3.

On peut supposer que f est en position générale par rapport
au feuilletage 3». Le feuilletage induit sur S1 X I, est un
feuilletage avec singularités qui, puisque 3 est transversale-
ment orientable, peut être considéré comme constitué par les
trajectoires d'un champ de vecteurs partout entrant sur
S1 X {0}.

Les singularités de ce champ sont des centres ou des points de
selle, et on peut supposer qu'il n'y en a pas deux sur une
même feuille.

On sait qu'au voisinage d'un centre toutes les trajectoires
sont femiées; et si on considère un voisinage d'un point de
selle il y a deux trajectoires qui y aboutissent et deux qui en
sortent.

Considérons alors la feuille Fo et soit Lo une composante
connexe de sa trace sur S1 X I. Lo coupe S1 X {0} et ne
coupe pas S1 X {1}, deux possibilités (non disjointes) sont à
envisager :

i) Lo contient un cycle limite dans son adhérence.
ii) Lo contient un point de selle. Nous montrons maintenant

que i) se produit toujours. Supposons donc que Lo contient
un point de selle p; Lo est donc composée d'au plus quatre
trajectoires, deux «entrantes» en p, et deux «sortantes».
Soit ?i la trajectoire qui sort de S1 X 0 et se rend à p.
Soit ?2 une trajectoire qui sort de p; ^ ne peut aller couper
S1 X {0} à cause de l'orientation choisie, ne coupe pas
S1 X {1} par hypothèse, donc contient un cycle limite dans
son adhérence, ou retourne à p. Dans ce dernier cas, il reste
une trajectoire l^ qui sort de p. l^ ne peut couper S1 X {0},
ni S1 X {1} pour les mêmes raisons que Zg; et ^ me peut pas
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retourner à p, sinon il y aurait 3 trajectoires entrantes en p.
Ainsi 7s contient un cycle limite dans son adhérence. Ceci
montre que i) se produit toujours, et donc que Fo n'est pas
fermée.

Soit C le cycle limite que nous venons d'obtenir, c'est soit
une courbe simple, soit une courbe en forme de huit, composée
de deux trajectoires homéomorphes à la droite réelle, et d'uh
point de selle. Soit Fi la feuille contenant l'image f(C) du
cycle C. Puisqu'il existe dans Fo une courbe qui s'enroule
aîutour de f(C), et contient /"(C) dans son adhérence; jf(C)
représente un élément d'ordre infini du groupe d'holonomie
de Fi.

Dans le cas où C est une courbe en huit, l'image d'au moins
l'une des boucles du huit représentera un élément d'halonomie
d'ordre infini. On peut donc supposer que C est une courbe
simple. De la relation Ker (^)* c Ker <pp^ on tire que f(C)
n'est pas nul-homotope dans M, et a fortiori C n'est pas
nul-homotope dans S1 X I.

Finalement C sépare S1 X I en deux composantes
connexes chacune étant un cylindre. C est donc homotope
à S1 X {0} et ainsi f(C) est homotope à a. En posant
y = /'(C) on a prouve ii).

Pour prouver m) il suffit d'appliquer le corollaire 2.4 à Fi.

3. Feuilletages transversalement analytiques
de codimension 1.

Dans ce paragraphe nous reprenons les résultats démontrés
en [4], et nous montrons que ces résultats restent valables si
la condition: (^p)^ : 7Ci(F, x) -> 7ti(M, x) est injective pour
toute feuille, est remplacée par la condition (A) : Toute
transversale fermée représente un élément d'ordre infini de
^i(M).

Cette généralisation, bien que triviale, a l'intérêt de s'appli-
quer aux feuilletages transversalement analytiques, puisque :

3.L LEMME, (voir [2]). — Soit M une variété munie d'un
feuilletage S, de codimension 1, transversalement orientable, et
transversalement analytique. Alors le feuilletage 9 vérifie la
condition (A).

13.
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3.2. LEMME. —Considérons M une variété munie Sun
feuilletage 9 de codimension 1, et vérifiant la condition (A).
Soit F une feuille de 9 telle que (^F)»^i(F, x) contient le
commutateur C.p du groupe 7Ci(M, x). Soit x un point de F
contenu dans une transversale T, et F un élément du pseudo-
groupe d^holonomie de ¥ au point x. Alors si U <= T est le
domaine de dé finition de F, V ensemble U n F est un ensemble
de points fixes pour F.

Preuve. — Soit y 1e lacet de F, en x^ associé à F. Consi-
dérons H : (— 1, 1) X 1 ~> M, une application qui réalise F :
c'est-à-dire que:

i) H((U)-Y(()
ii) H(u, t) est, pour u fixe, dans une seule feuille.
iii) H(u, t) est, pour ( fixe, une transversale en y(().
iv) H(u, 0) et H(u, 1) sont dans T.
v) F(H(u, 0)) = H(u, 1).

Considérons les points y == H(u, 0) et z == F (y).
Soit rvïy le segment, porté par T, d'origine z et extré-

mité y. Les lacets y et ^ == H(u, .)#my sont homologues,
H permettant de réaliser une déformation continue de l'un
sur l'autre.

Supposons que y soit dans U n F et que y ^ z. Il
existe alors une transversale fermée S, coupant F en y,
et homotope à ly avec point de base y. (voir [Ijlemme 2.2).
Finalement la transversale fermée S est homologue à y. Ceci
contredit le corollaire 2.4, donc y == z.

3.3. PROPOSITION. — Soit M une variété compacte, munie
(Kun feuilletage 3», de codimension 1, satisfaisant à la condition
(A). Supposons que pour toute feuille F, le groupe
(iF)^TCi(F, x) contient le commutateur C.p du groupe ^i(M, x).
Alors il n'y a pas de feuille exceptionnelle à adhérence minimale.

Preuve. — Considérons F une feuille exceptionnelle dont
l'adhérence K est minimale. Soit T une transversale telle
que K n T soit un ensemble compact non vide- K n T est
minimal exceptionnel pour le pseudogroupe d'holonomie
agissant sur T. D'après [5] il existe un élément F dé' ce
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pseudogroupe et un point x de K ^ T, tels que F (a;) == x
et F'(a;) == 1. Ceci implique que x est un point fixe isolé
de F. Cependant si F.g est la feuille passant par x, T n F.p
est un ensemble parfait. Le point x est donc un point d'accu-
mulation de T n F., — {x}. Par le lemme 3.2 T n F3'
est un ensemble de points fixes pour F, ce^ qui contredit le
fait que x est un point fixe isolé de F.

3.4. THÉORÈME. — Soit M une variété compacte^ munie
Sun feuilletage 9, de codimension 1, et transversalement
orientable. Supposons que 9 satisfait la condition (A), qu^il
n^y a pas de feuille compacte et que pour toute feuille F le
groupe (ip)^Wi(F, x) contient le commutateur Ça; de Wi(M, x).
Alors 9 est un feuilletage sans holonomie.

Preuve. — II n'y a pas de feuille compacte, ni d'ensemble
minimal exceptionnel. La variété M est donc minimale, et
toutes les feuilles sont denses. Soit x un point de M, et F
la feuille passant par x. Soit T une transversale coupant F
en x, et F un élément du pseudo-groupe d'holonomie de F,
tel que FÇx) == x. Si U est le domaine de définition de F,
on a U 0 F est partout dense dans U, et par le lemme 3,2,
F est l'identité.

Comme nous l'avons déjà remarqué au début, les résultats
que nous venons d'obtenir sont valables pour les feuilletages
transversalement analytiques. Cependant pour ces derniers
nous obtenons le résultat supplémentaire suivant :

3.5. THÉORÈME. — Soit M une variété munie d'un feuille-
tage 9 transversalement orientable et transversalement analy-
tique. Alors toute feuille F telle que (ip^Tr^F, x) contient le
commutateur C^ de ^(M, a?), est propre ou sans holonomie.
En particulier toute feuille de ce type, dont l^holonomie est non
triviale est propre.

Preuve. —Soit F une feuille telle que C.p est contenu
dans (^p)^i(F, x) et supposons qu'elle n'est pas propre. Il
existe une transversale T, qui coupe F en un point p, tel
que p est point d'accumulation de F n T — {p}. Si F
est uïi élément du pseudogroupe d'holonomie de F, tel que
F(p) === p, le lemme 3.2 permet d'affirmer que F n T est un
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ensemble de points fixés die P. Il existe donc une suite de
points fixes de T, convergeant vers p. Comme F est ana-
lytique il a le germe de l'identité en p.

4. Feuilletages possédant une transversale fermée
qui coupe toutes les feuilles.

Nous considérons dans ce paragraphe, des feuilletages de
codimension 1, classe C", 2 < r < <o, transversalement
orientables, et qui possèdent une transversale fermée qui.coupe
toutes les feuilles. Rappelons que, lorsque a et un lacet basé
en un point x, nous appelons G(a, x) le sous-groupe de
7Ti(Mi, x) engendré par la classe d'homotopie de a.

4.1. LEMME. — S o i t M une variété de dimension n ^ 3,
de groupe fondamental TCi(M) abélien^ munie<Kun feuilletage 9
de codimension 1, transversalement orientable, et d^une transver-
sale fermée a quicoupe toutes les feuilles. Appelons pa : Ma-> M
le revêtement connexe de M, relatif au groupe G(a, x) et sup-
posons que 9 satisfait la condition (A). Alors tout relèvement à
de a dans Ma est une transversale fermée qui coupe toutes les
feuilles du feuilletage ^a = pa'1^)-

Preuve. — Considérons ai et ocg .deux relèvements de a
passant respectivement par les points x^ et x^ tels que
p(a^) = p{x^) = x. Soit c un chemin de x^ à x^ et consi-
dérons le lacet basé en x^ c^a^c"1. Comme y == p(c) est
un lacet en a;, on a

jP^W^1) = ÏAY'"1

et hpmotope à a, donc c^a^c"1 est homotope à ai, et
ainsi ai et ag sont librement homotopes.

D'après 2.2, 9^ satisfait la condition (A) et de plus
TCi(Ma) est abélien, nous pouvons donc appliquer 2.5. Suppo-
sons qu'il existe une feuille F qui n'est pas coupée par ai,
dans Ma. Comme a coupe toutes les feuilles dans M, il
existe un relèvement 03 de a qui cotipe F. Comme ai et 03
sont librement homotopes, par 2.5 il existe une feuille Fi,
qui n'est coupée par aucune transversale homotope à a^.
Ceci étant impossible, ai coupe toutes les feuilles de ^a-
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4.2. THÉORÈME. — Considérons M - une, variété connexe de
dimension n> 3, et 9, feuilletage de classé C^ û> S? r ^ 2,
codimension 1 et transversalement orientable. Supposons que 9
satisfait à la condition (A), que Wi(M) est abélien et qu^il
existe une transversale fermée a qui coupe toutes les feuilles.
Alors dans le revêtement, universel pîM -> M de- M, il existe
une transversale difféomorphe à la droite réelle R, qui coupe
toutes les feuilles de S === p"1^) en un et un seul point.

Preuve. — Considérons les revêtements ]M -— Ma -p^- M.
Soit ai une transversale fermée de 9^ qui est un relèvement
de a par py,. Par 4.1, ai coupe toutes les feuilles de 9^.
Ceci implique que toute feuille P de 9, est coupée par un
relèvement de ai. Soit f: R -> M un relèvement de ai,
et L = f{R) son image. Si g : R -> M est un autre relèvement
de ai, il existe une transformation de revêtement h : M -> M
telle que h o f= g. Mais comme [ai] est un générateur de
Wi(Ma), on a nécessairement h(L) == L. On en tire que
/'(R) = g(R), donc que L coupe toutes les feuilles.

Il reste à voir que chaque feuille n'est coupée qu'en un seul
point. Supposons qu'une feuille est coupée en deux points, il
existe alors une transversale fermée ([1] lemme 2.2) Comme 9
satisfait à la condition (A), cette transversale fermée repré-
sente un élément d'ordre infini de 7r;i(M) = 0. C'est une
contradiction.

5. Holonomie et revêtement*

On considère M une variété connexe, de dimension n ^ 3,
de groupe fondamental 7ti(M) abélien et un feuilletage de
dasçe 0'', de codimension 1, et transversalement orientable.
On suppose que 9 satisfait la condition (A), et qu'il existe
une transversale fermée S, qui coupe toutes les feuilles. Consi-
dérons p : M -> M le revêtement universel de M, et G(M)
le groupe des transformations de revêtement. On sait que
G(M) est isomorphe au groupe fondamental de M, TCi(M).

»5.L LEMME. "-- Le groupe G(M) agit sur M en préservant
le feuilletage 9. :
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Preuve. — Gôri&idérdns g : 'Si -> 3M une transformation
de revêtement. Sôit^ y =^= g{x)^ et z un point dans la feuille F
passant par x. Appelons l^ un chemin de z à a?, dans F.
On a po g(^) === p(lzx) est un chemin dan^ une seule feuille
de 9. Ainsi g(iy est contenu daniâ une seule feuille, et donc
g(z) est dansia même feuUle que y.

D'après le théorème 4.2, nous savons que dans M il existe
une transversale L difféomorphe à la droite réelle, qui couvre
S et qui coupe toutes les feuilles de 9 en un et un seul point.
Les transformations de l(Ï induisent alors des difféomorphismes
de la transversale L. Ces difféomorphismes sont obtenus
comme suit : Si g : ]M ->tSi est une transformation de revête-
ment, on définit hg : L -> L par la relation

^(L^F) -L ng(F)

hg est bien défini en vertu de 5.1.

5.2. LEMME. ———— hg^g. == hg 0 kg..

Preuve.— On veut prouver qu'étant donné un pointi x
dans L, les points g o g1 {x) et g[hg.{x}) sont dans la même
feuille. Comme g préserve les feuilles il suffit de montrer que
g ' ( x ) et hg.{î) sont dans la même feuille, ce qui est vérifié par
construction de hg..

Étant donné une transformation de revêtement g et un
point x dans L, il existe une et une seule classe d'homotopie
[a] dans 7Ci(Mip(5)) telle que le relèvement d'origine x,
d'un lacet a représentant [a], ait extrémité g(x). Nous
pouvons donc définir une fonction.

^:G(M)^^(M^.p(x)}

en posant 4^(g) == [^]- II est bien connu que ^ est un
isomorphisme.

5.3. LEMME.—Soi t x un point de L, et F la feuille passant
par p{x). Alors x est un point fixe de hg si et seulement si
^(g) est dans (^^(F, p(x)).

Preuve. — Par définition de hg on a : hg{x) == x si et
seulement si x et g{x) sont dans la même feuille. Ceci est
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équivalent à dire qu'il existe un chemin Cy contenu dans une
feuille et joignant S à g{£)y ou encore que [p(c)] == ^s(g\
est dans

(^WFi,p(5)),
d'où le résultat. i

Nous montrons maintenant que lorsque hg possède un
point fixe x, rholonomie associée à ^s(g) est entièrement
déterminée par hg.

Considérons donc une transformation de revêtement gy
un point x de L tel que hg(x) == x. Soit Tg le difféomor-
phisme d'holonomie associé à ^s(g) et q111 opère sur un voisi-
nage U de p ( x ) dansi a transversale fermée S. Soit C un
voisinage ouvert de x dans L tel que pu == pC est un
difîéomorphisme sur U.

5.4. LEMME. — On a T'y1 == pu o hg o py1.

Preuve. — Considérons a un lacet sur F, basé au point
y = p(r£), qui représente ^(é?)- S011 H : 1 X 1 -> M, l'appli-
cation telle que :

i) H(0, ( )=a (^ ) . '
ii) H(u, () ==== C(, est, pour ( fixe, une transversale fermée

passant par a(().
iii) Co et Ci sont contenues dans u.
Fg est alors déterminé par la relation r^(H(u, 0)) == H(u, 1).

Posons H(u, 0) == y et H(n, 1) === z pour un u fixé. Soient
y = pu^y)?z = pu^2)-

Étant donnés a et b deux points de U nous désignerons
par n^ la partie de la transversale S, qui va de a à b
dans U, et par h^ son relèvement dans tj, qui va de p\^[a)
à puW

Posons y^) == H(u, ^) et considérons les lacets suivants,
basés en z: n^y^ et n^ai^n^1 ils sont homotopes, et
rhomotopie peut être réalisée par une modification de H.

Le lacet n^y se relève dans M en un chemin composé
de n^ entre z et y, puis de y? un chemin contenu dans
la feuille de y.

D'un autre côté n^^n^1 se relève suivant le chemin
composé par : la transversale n^ de z à 5, un chemin à
de x à g(^), puis le chemin g(n^1) qui va de g(£) à g ( z ) .


