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1. Introduction. :

* Récemmient, R. Sakamoto [10] a démontré, sous une hypo-
thése dite de Lopatinski uniforme, I'existence et I'unicité de
la solution du’probléme mixte hyperbolique dans des espaces
de Sobolev convenables; mais cette hypothése de Lopatinski
uniforme exclut par exemple le cas de ’équation des ondes
avec condition de dérivée oblique sur le bord. Dans ce travail,
on se propose, en se restreignant au cas d’opérateurs homo-
génes a coeflicients constants, d’étendre les résultats de [10]
sous une hypothése de Lopatinski non nécessairement uni-
forme et de caractériser les problémes mixtes hyperboliques
bien posés. Pour cela, on se raméne & un probléme équivalent
sur le bord en adaptant au cas hyperbolique la technique du
projecteur de Calderon.

Cet article est divisé en deux parties: résolution dans les
espaces de fonctions C®, puis résolution dans les espaces
de Sobolev, ot on établit une inégahité de I’énergie dans laquelle
la non uniformité de la condition de Lopatinski se traduit
par une perte de régularité: que l'on précise.

2. Enoncé des principaux résultats.

. Précisons tout d’abord quelques notations. Le point géné-
rique de R™ est noté (z,y,t) avec ze€ R,ye R*1 teR;
la variable duale de (z, y, t) est (&, 7, 7); on pose aussi
z=(y, t), L= (n, 7). Soit R = {(z, y, t) € R*"|z > 0};
si ueC”(R™) et keN, on pose y,u= (Dku),, (avec
D, =ii£;>; C2(R™+1)  (resp.: C3(R") désigne P'espace
des fonctions u = u(z, y, t) de C>(R™*!) (resp.: des fonc-
tions ¢ = ¢(y, ) de C*(R")) qui sont nulles pour ¢ < 0;
enfifi, les espaces de fonctions 4 support compact sont indi-
qués par un zéro en indice (exemples: Cg’(R"), Gy (R™+1)).

Soit P(D,, D,, D,) un opérateur différentiel & coefficients
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constants homogéne de degré m. On fait I’hypothése

P est hyperbolique dans la direction du « temps »
No = (0, 0, 1) et I’hyperplan {z = 0} n’est pas
caractéristique pour P.

(A)

On se donne ' opérateurs différentiels homogénes &
coefficients constants B,D,, D,, D) (j=0, ..., p' —1;
degré B; = b)) d’ordre au plus m — 1 par rapport & D,.
On considére le probléme mixte ():

( P(D,, D,, D)u={f(x,y,t) pour (z,y,t)eR*
By(D,, Dy, Dul.—o = gy, t) pour (y, t) €R";
]=0,..,un —1,
ou on traduira éventuellement la nullité des données de Cauchy
en imposant u =0 pour ¢t < 0.

Nous poserons

(+)

m—1

Bj(Dm, Dy, Dt) = IZ-: Bj,k(Dz)D£ (] = O, LS ] P‘l - 1)

et nous considérerons la matrice

B(D.) = (By,u(D:))y=0....0'—1
k=0,...m—1

Il sera souvent commode d’exprimer les conditions aux
limites dans (x) sous la forme condensée B(D,)yu = g, avec
Yu = (You, Y Ym—lu)’ 8= (go, ERX) gp.'—l)'

Afin de caractériser les opérateurs-frontiére B; pour lesquels
le probléme (+) est bien posé dans des sens convenables, il est
utile d’introduire ce que nous appellerons la « matrice de
Lopatinski ». Pour cela, désignons par I' la composante
connexe de N, dans l’ensemble des N e R™?! tels que
P(N) # 0; on sait (voir [4]) que T' est un cdne convexe
ouvert et que P est hyperbolique par rapport a tout N e T.
Posons Ty =T N {£ = 0}. Pour £ e R"—il;,, désignons
par E5()) =0, ...,n — 1) les zéros en &, distincts ou non,
du polynéme P(E,{) tels que Im& > 0; il est facile de voir
que le nombre total p de ces zéros est indépendant de
e R* — ily; suivant Agmon [2], on fait I’hypothése

(B) Le nombre p’ d’opérateurs-frontiére intervenant
dans (x) est précisément .
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Pour {e R* — iT, posons P+(E, H (& —E&7 (%)),
et désignons par Bj(§, {) = E B x(2)E* le reste de la division

euclidienne, entre polynomes en g, de By&, %) par P*(§, )
G=0, .. — 1); nous appellerons matrice de Lopatinski
(pour le probléme (x)) la matrice carrée

B'(C) = (B}.h(c>)1,k=o,...,p—1

Notons que son déterminant R({) est précisément le déter-
minant de Lopatinski associé au systéme de polyndémes en
& P+; B;(j=0, ..., o — 1)) (voir [6]); enfin, lorsque la
condition de Lopatinski R({) # 0 est vérifiée, désignons par
A(%) = (A} k(8))s.k=0,...,p—1 la matrice inverse de la matrice
de Lopatinski B’(¢)

Pour étudier le probléme (x) dans les espaces de fonctions
C®, 1introduisons la condition

Il existe un cdne ouvert convexe Iy, avec
Noely =T,

tel que pour tout céne fermé épointé K < T,
(L) il existe ¢ >0 et 6 > 0 satisfaisant.

IR(Z) = ¢/Im ¢}

pour

LeR"—iK et [{ =1.

Signalons que cette condition est réalisée dés que R(z) # 0
pour ¢ e R* —il\y (voir [3'], [8]).

Le but de la premiére partie de cet article est essentielle-
ment d’introduire les opérateurs qui serviront a discuter le
probléme () dans les espaces de Sobolev; toutefois, notons
qu’'on établira le

TrtoriME 1. — On se place sous les hypothéses (A) et (B).
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour toutes f € C°°(R""") g € CZ(R", CP), le probléme ()
admet une solution unique u e C3(R%H).

(i) La condition (L) est satisfaite.
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Un théoréme analogue, mais relatif aux systémes du 1°T ordre
a été 1nd1que par R Hersch [6"] et prémse par K. Kasahara
8] /

Avant d’énoncer les résultats de la seconde partle prec1sons
les espaces que nous utiliserons’ (voir [4] Y Pour s, reR et
¥ > 0, ‘désignonls par H, , ((R™1) Pespace des u e (R
telles que e Yue H, (R™*); la norme dans "H,,; Y(R""‘l)
est définie par : .

e = - /. ..+1<az+|c&2>|c|2'|e—r‘ u(t, n, o)l* d dn do

'

j=t

ob T =(n, 0 — in) 2R =2l + @ + 72 [t = § ﬁ,,' et

ou e iy est Ia transformée de Fourier de e Yu.
On définit de méme H,, (R"), avec

93y = Ju|T¥1eTo(n, o)[* dn do.

Enfin, H,, (R} est lespace des restrictions a R
des dlstrlbutlons appartenant a H,, Y(R"Jfl), il est muni
de la norme-quotient correspondante, que ’on note |ul, .y
Lorsque r = 0, on posera :H,,,,'Y”—_— Hyy et |ulry= |u|‘,.{

Nous emploierons' les notations H ., = ' H;,, et

SER
Ho., =L JH,.

Pour etudler le probléme (x) dans ces espaces de Sobolev,
nous renforcerons 1’hypothése (A) en la remplagant par

P est strictement hyper.'b'oliqu‘e dans la direction N,,

(A")  |et 'hyperplan {x = (0} n’est pas caractéristique
pour P,’ '

et nous utlhserons la condition suivante, ou. 0 est un réel
> 0. : )
n eXISte C >0 tel que la matrlce A(C) vérifie

C ~
(Ly)  |1AE) < g pour ¥ = (7, o —iy), x>0
4(n, o) e R", IC|—~1 I k=0, oy — 1.
Signalons que si R(%) 0 pour vy >'0, ‘alors'il existe 6
tel que (Lg) soit vérifiée (voir [3‘], [8']).
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On démontre le

TaktorkmE 2. — On se place sous les hypothéses (A7) et
(B). Soit 6 un réel > 0. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) Pour tout y > 0, pour toutes fe Hy gy (RL),
8 € Hm—l—b_,-+0;y(Rn) (] =0, ..., 0 — 1)7

le probléme (x) admet une solution unique u e H, _;  (R%1),
qui vérifie

m—1 C
Y|u|?h,—1;y -+ 2 <'Yju>12n—1—j;y < ;ﬁ<— lf'oe Y
Jj=0

p-1
+ 20 <gj>12n—1-—bj+9;'r>’
J:

ou C est une constante indépendante de f, g, y. De plus, st
f, g sont nulles pour t < 0, alors u est nulle pour ¢t < 0;
enfin, st fe Hiw,((R:?), g€ Hiw,((R", G¥), alors

ue H, . (R

(1) La condition (Lg) est satisfaite.

Notons que dans le cas particulier 6 = 0, la condition
(Lg) est précisément la condition de Lopatinski uniforme
[2], [10]), et Iimplication (ii) = (1) est alors démontrée dans
[10]. Dans certains cas non uniformes (6 > 0), des résultats
moins explicites ont été donnés par Agemi et Shirota dans [1].
Dans le cas uniforme, il y a également des résultats pour les
systémes du 1°T ordre: H. O. Kreiss [8”] et J. Rauch [9'].

On termine ce travail par ’exemple de ’équation des ondes
avec condition de dérivée oblique au bord.

Une partie des résultats de cet article a été annoncée dans
une note aux C.R. Acad. Sci., t. 272, p. 868-871 (1971).






PREMIERE PARTIE

Etude du probléme mixte dans les espaces de fonctions C*.

Nous supposerons, pour cette premiére partie, que P, B
vérifient les hypothéses (A) et (B).

3. Réduction a un probléme sur le bord.
Soit E la solution élémentaire de P(D,, D,, D,) définie
par

3o Ee> = @aew [ FRDI= T g g0 )

(p € Co(R™1), y > 0 arbitraire).
On sait (voir [4]) que le support de E est contenu dans le
cone I'* = {VeR"MV.N >0 pour tout NeTl}, céne

dual du céne T'. Si fe CZ(R%1), en considérant un prolon-
gement fe C3(R™1) de f, et remplagant u par

U — (E * f)l:c>0’

on voit qu’'on ne change pas la condition (i) du Théoréme 1
quand on se restreint au cas f = 0. Dans cette premiére partie,

() Dans tout ce travail, les transformées de Fourier-Laplace seront le plus sou-
vent signalées seulement par la présence des variables duales §, %, T = o—iy,
{ = (n, ©) des variables =z, y, t, z = (y, t); ainsi, les notations ¢(£, §{) et

860 = fran et ola, ) do ds
seront synonymes; de méme, la transformée de Fourier-Laplace partielle

j; R glz, 2)dz
sera notée ¢(z, §).
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nous allons donc considérer le probléme mixte

§P(Dw, D,)u=0 pour x>0

B2 IB(D)yu—g

et étudier la condition

Pour toute 'g'e C”(‘R",""CV);! il ‘existe u e C2(R%)
unlque verlﬁant (Z? 2). .
, 7 e arn sregy s leboren o whognt

Pour cela, nous allons transformer (3.2) en un probleme
équivalent sur le bord {z = 0} en adaptant au cas hyper-
holique la méthode des;potentiels telle qu’elle:est développée
dans [5], [9]. Rappelons tout d’abord la formule des sauts:
a toute fonction wue CZ(R%1) associons la fonction u®

égalea u pour x> 0 et nulle pour x < 0 alors, si Pu =0
pour z >0, on’azs Moo n e et o

(3.2)"

o5

@3 - s P = f’(w)«
ou, pour ¢ = (¥, ..., ¥n_) eC:(R", C™), on a posé "
‘4 m—1m—1—j : \"' L
34) Po=1"3 ZEMJWMM®MM

Jj=0

(3 demgnant la mesure de Dirac en O dans R) avec -

(Da,-,D) ZP( )

k=0 .
i )

Si ueC‘”(R"“), verlﬁe Pu—,-O pour m > O il résulte'
de (3.3) que l'on a:

@5 w*Pwmmﬂjﬁw

B IR IV L PR R R AN

et on est donc condult letude d’un tel potentlel de multl-
couche ,

-

PROPOSITION 3.1. = Soit tin entier ] O alors’ U applwatwn
kI‘(?/) ) e o = (E * (DJS( ) ®¢))'ac>0

appligiie €3 (R") "dans’ C2(R"™): Pour tout entier "k >0
ona v =E, ;+x{, ou E,; est une distribution (indepen-
dante de {) homogéne de degré ““nm 4 m —j— -k — 1, 4
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syp{gort”dans:l_{e cénq I_:;, e't.q'ui admettla t"ranéformée d’e;Lap‘lq‘cg‘

:
1

. ) -k ' .
e B = g @ER ),

B(E, ©) 2 ;
ol C,“‘( ) est uti confour de {Im§ > 0} entourant les zéros
EHC) =0, ook —1) de P(g, ).

La demonstratloﬁ dé cette proposn;ion est’ une adaptatlon
de la preuve du théoreme 2 1 4 de [5]; on cOmmence par eta—
hhr le

L}:.MME 3.1. — Avec les notatwns de la proposzt’wn 3,
én a pour ye CP(R?), l eacpresston sutvante du potentwl

NG (E*(Dfam))( . e
: e = P Y 77 ¢ - do _.iz_éid
(x>0, 2 REC = [n,'0'— ix)). e

Démonistration. — Si p'e CF (R) avec Supp p < ]~— 0, O[
legahte (3.1). montre, grace a une deformatlon de contour,
qu'on a: ‘ '

(B8) Erle @) 2 .
)1 » izw €% p(k)
e )d"’,“’ fm«,m s

(@ >0, ze R T =(n, ot—ay)h .

Pulsque P est homogene, on peut choisir C*(%) de la
formé CHZ) ={r|C+ ou’ G+, ' ¢ontour borné dé {Im € > 0},
entoure {EF(Q)f] =0, S e =1y |C| =1, y >0} (on
notera que cet ensemble est borné puisque {zr = 0} n’est
pas caracterlstique pour P).; Supposons maintenant que

f p(®) dz = 1; pour e > 0, -posons piz) = Dj<ip< >>

de sorte que’ p, — I¥3 ‘ dans ‘§'(R)" lorsque ¢ —0." Mon-
trons que le second membre de (3.8) (avec p = p.) converge
dans D(RY™) quand ¢—0; .on a

D i [ e gy

| g
! €>0 o C“"(‘C)L P(g, c) » C""(‘C) P(E, C)

&
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Md < C ltl”‘ :
»[;lc* P(§, %) &l < (x > 0, C constante)

cette majoration résultant de la constructmn de Ct+ et dela
minoration immédiate

(3.9) [PE, ¢) > [P0, ImZ)| (TeR, LeR"—il)

du polyndéme hyperbolique homogéne P.

L’égalité (3.7) s’obtient donc en faisant tendre ¢ vers 0
dans D’égalité (3.8) correspondant & p = p,.

Revenons & la démonstration de la proposition (3.1);
par dérivation sous le signe somme, on vérifie que le second
membre de (3.7) est dans C”(RY"™), et !par conséquent
¢ € C*(R%*") lorsque ¢ est & support compact; ce résultat
subsiste si on ne suppose plus ¢ & support compact, car la
restriction de ¢ & un ouvert relativement compact ne dépend
que des valeurs de D’/3 ® ¢ dans le cone rétrograde issu de
cet ouvert, qui ne dépendent elles-mémes que de la restriction
de ¢ & un ouvert relativement compact. En supposant de
nouveau ¢ a support compact, il découle de (3.7) que:

19(z) = (2m)™" [L B, (0)¢(2) dn do,

avec

ou
310) E Q)= [ 5o mar &= o—i), v>0.
’ et P(E, €) 2x ’
Or, le second membre de (3.10) garde un sens pour
e R —ily,

et définit alors E, ({) comme fonction holomorphe de ¢,
homogéne de degré — m+j4+ k+ 1, avec

g+t
|P(0, Im T)|
Pour achever la démonstration de la proposition 3.1, il

suffit donc d’appliquer la proposition suivante, dont la preuve
figure en appendice:

|E, ;%) < C (C constante).

Prorosition 3.2. — Soit T'; un céne ouvert convere non
vide de R™; considérons son cone dual T'i = {z € R"z.{ > 0
pour tout § € T';}. Pour qu’une fonction F soit la transformée
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de Laplace d’une distribution homogéne de degré d, a support
dans T3, il fautetil suffit que F soit holomorphe dans R —iT',,
homogéne de degré — n-— d, et telle que pour tout céne fermé
épointé K < T,, il existe 6eR et C >0 satisfaisant
|IF(§)] < CIIm g|® pour ¢ eR*—iK, [{ =1

Remarque 3.1. — Le fait que Supp E, ; soit contenu dans
It résulte directement de la propriété supp E © T'*; nous
avons préféré I’établir en utilisant la transformation de Laplace,
car une technique analogue sera indispensable plus loin.

Introduisons maintenant le projecteur de Calderon. Si

ke N, la proposition 3.1 et (3.4) montrent que pour toute
g e C2(R", C™), on a:
m—1-

(1) nlEsPold =3 Qe

ou Q,, distribution & support dans I';, admet la transfor-
mée de Laplace,

(312) Qu(0) = __1_”'“5‘1» (e
a kL : CHY P(E, C) Jj=0 Hi i1

(¢ e R* — iI'y)
homogéne de degré k — 1, avec

g
(343) 1 < €56 Ty

DerintTioN 3.1. — On appelle pr0]ecteur de Calderon Dopé-
rateur de convolution associé a la matrice carrée de distributions

(3.14) Q = (Qk.l)k.lzo,....m—-l
De (3.5), (3.11), (3.14) et de la proposition 3.1, on déduit la

Prorosition 3.3. — Pour que u vérifie
%u e C3 (R
Pu=20 pour z >0
il faut et il suffit que ¢ =yu vérifie
e Cs(R" Cm)
Qrxo=vy

et on a alors u= (E « pv)|m>o‘
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RIS SR ' AR SN IR P

4 Imag¢ du projecteqr de Calderom ) |

Tout d abo;'d lapphcatlon de la proposnlon precedente a
la fonction u = (E* Pv),wo avec v € C3(R", C™) arbl-
traire, montre" ‘que Qw Q * = Q #w, ‘et donc que -

Q*0) = Q). (¢ € R* — m)

ee quil. Justlﬁe le nom de prOJecteur donne a Q
On se propose maintenant de caractériser le sous-espace de
C™ image du prOJecteur Q%) (T e R —ily).

LemmMe 4.1. — Sozt w = (Wo, cey w,,,__l) e C"; on a
QX)w = w si et seulement si la solution U(z r) du probléme
de Cauchy ordinaire S

(4.1) %YI(JD”__’ Ev) U(2) :O (qwic_, YU’% (U(0), ..., D™1(0))

est bornée pour = > 0. T )

Démonstration. — Si w = Q({)w, ' posons
_ [t ot 5
(4.2) U(x)— fm P c),+,§1<m PJ+I+1(“)W@!e e

T est claquue U(z) est bornee pour z > 0, et que
P(D,, Y)U(z) = 0; d’autré part, (3.12) montre que

v YU = Q(C)W)

donc yU = w. Réciproquement, si la solution U de (4.1)
est bornée pour z > 0, il est immédiat, & ’aide de formules
analogues a (3.3), (3.4), (3.5), qu'on a D’égalité (4.2) pour
z > 0, et par conséquent w = yU = Q({)w.

Donnons une deuxiéme caractérisation de I'image de Q(¢);
par définition de P+(§, {) (voir le § 2), les solutions bornées
pour z >0 de P(D, {)U(z) =0 sont exactement les
solutions de P*(D,, {)U(zx) =0; elles se représentent, en
fonction des données initiales arbitraires D*U(0) = w,
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(k =0, i!.,u—"1) aumoyen de la formule analogue & (4:2):

1 e dE
4, U = . L — J pizt —_—
( 3) (117) f::ﬁ»(t) P+(&;’E)'j+l§1< Pj+l+1(c)wée 2in
ou on a poséugrlyi"(é, 2 P+ jéj
En calculant les traces de U a l’alde de (4.3), on obtient le
Lemme 4.2. — Soit w = (w,, .. , ;,,,_1) € C on a
QX)w =w si et seulement si »" = QH)w',' oW on a posé
w= (', &), & = (wo, ..., Fp), w—(wp,..,'w,,,_l) et
QH(8) = (U dE))k=p,...,m1, avec
l=0,....y-‘—1 B ' !

o { e  dE
64 @)= g 2 P,+f+l<c>a+ S
, , ; v (LeRM—ily).

Notons que Qi (%) est holomorphe en ¢ e R"— T,
homogeéne de degré k — I, et bornée pour |{| =1 comme le
montre l’expressmn du sécond membre 'de (4.4) a Paide de
résidus ‘& P'infini; ‘on a doné

(4.5) |QF.(C ] < C]§|"" (T € R* — Ty, C constante),

et Qi ({) est par conséquent, dapres la proposﬂuon 3 2,
la transformée de Laplace d’une distribution' Q3 a support’
dans T%; si on considére la matrice de distribution

Q+ = (Qk 1)

m-—19
o k-1

le lemme 4.2 1mpllque, avec des notatlons ev1dentes, la

[ g

ProrpositioNn 4:it..— Soit 1w :esi(y, ) € ’C“"(R" C™) s  alors,
la condition Q *¢ = ¢ équivaut a la! condition
St ll ook ‘
(4.6) V” — Q+ * V, b

Revenons maintenant au prpbl¢me mixte (3.2); nous allons
transformer la condition aux limites B(D )Yu = g en tenant
compte de la relation Q =y = yu.i .} IR
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Pour cela, considérons ¢veCs(R" C") telle que Q«o=y;
on a alors

(47) B(D,)y=T=x9, avec T =B(D,)Q.
D’aprés (3.12) la transformée de Laplace
T(%) = (le(t)){:: B
de T est donnée par / . |
T;,(%) w{)‘lgi_ »-::—t Poisa(8) 'Qdiin (€ e R* —ily).

Mais By(£, {) est égal 2 BJ(E, {) modulo P+(§, ¥), ce qui
permet de remplacer B,(&, ) par Bj(§, ) dans l'intégrale
précédente, et d’écrire : - ‘

p—1
(48) T.(8) = 2 Biut)Qud®) (=0, ..., v —1;

- 1=0,...,m—1).
Remarquons que Bj ,({) est holomorphe en § e R"—:il,,

homogéne de degré b; — k et bornée pour |{| =1; on a
donc

(4.9) B (0] < ClY>* ({eR"—Ty)

et Bj,.({) est la transformée de Laplace d’une distribution
Bj . & support.dans Iy, ce qui permet d’écrire (4.8) sous la
forme

T=B,*Q'

ou B’ est la matrice carrée de distributions (Bj K k=0, ..., p—1

et Q = (Q l)k =0..... b=t

-1
En revenant a (4 7) on obtient ﬁnalement
B(D,)y =B’ x ¢/,
d’ou le
Lemme 43. — St 0 e C2(R" C™) vérifie Qx¢ =0, alors
(4.10) B(D,)v =B’ + ¢
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- En combinant les propositions 3.3, 4.1 et le lemme 4.3, il
vient la

ProrosiTron: 4.2. — Soit. ge C3(R" Ct); pour que u

vérifie _ ‘

u € C3(RE™)

3Pu =0 pour z >0
B(yu) = g

il faut et il suffit que ¢ = yu vérifie

p = (¢, ¢")

o' e C3(R", CF)

B'x¢'=g

pf = Qtx ¢

et on a alors u = (E % Po),.,.

5. Résolution du probléme sur le bord.

La proposition 4.2 montre que la condition (3.2)" équivaut
a la condition suivante:
Pour toute ge C:(R", C¢), il existe ¢ e C3(R",
C!) wunique vérifiant B’ x ¢’ = g.

(5.1)

Par conséquent, la démonstration du théoréme 1 est ramenée
a celle de la

Prorosition 5.1. — Les conditions (5.1) et (L) sont équi-
valentes.

Commengons par montrer que (L) implique (5.1). D’aprés
la proposition 3.2, ’hypothése (L) signifie précisément que-
la matrice A({) inverse de B'({) ({ € R* —il';) est la trans-
formée de Laplace d’une matrice de distributions

A= (Aj.k)J.Ic:O.....p-—-l
a support dans ['j. On a alors
(56.2) AxB =B xA=8QR®1I

ce qui prouve que la condition (5.1) est satisfaite, avec
(5.3) v = A=xg
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't Montrons maintenant guée (5.1) implique  (L); I"hypothése
(5.1) signifie que I'opérateur B’: ¢ ——B’*¢ est.un iso-
morphisme de CZ(R", G¥); puisque tous les operateurs cons1-
dérés eommutent avec’ies translations, 'isomorphisme inverse
b de B’ est nécessairement de la forme N = Ax¢
(p e CZ(RY) ou (A= (Aj"*,,), ¥=0,,u—1 st une matrice
de distributions. : : ey

En remarquant que (A, @) = (A * 9) (0) = (fog)(0) pour
¢ € 7, on obtient

(8]

(5.4) Supp A < {t > 0}
d’ou : o ‘
(5.5) AxB =5®1

D’autre part, pour tout ¢, € R, "la distribution A se
prolonge en une forme linéaire continue ¢ +—— (chp) (0) sur
Pespace des ¢ € C* nulles pour ¢ > &, ce qui implique:

(5.6) L’intersection du support de A avec tout demi-
espace ' {t < t,} est compacte. ST

Les propriétés (5.5), (5.6) permetteni d’égaler les déter-
minants (au sens de'la convolution) dans I’égalité (5.5), d’ou

(5.7)  (det A) » (det B') =
Ije céttevegalite et de Phomogénéité de detB’, on' va
déduire que detA est homogeéne; en effet, s1 ¢ € C°°(R")
on peut ‘écrire § = (detB) «, avec ¢ eC®, nulle pour ¢
assez grand (4} = (det A)x¢); pour A >0, 'pdsons
on(x) = cp(——~); si d est le degre d’ homogenelte de det B/,
on obtient alors : ‘ PR o
(det A, ;> = <det A ((&Et B') « $)>
= A"~4¢det A, (det B)xd>
= A" det A« det B/, a{q) = x—"—d¢( )
= A det A, 9>
ce qui montre que”det'A’ est hon’io‘géiie de degré — 2n'— d.
L’homogénéité de det A.:et les propriétés (5.4), (5.6) du



CARACTERISATION DES:PROBLEMES MIXTES HYPERBOLIQUEs 211

support de A impliquent que ['enveloppe. convexe du support
de ‘det A .est.un cone de la forme .I'}, .oli I';’ est un céne
convexe . ouvert ~contenant . N,.. En notant . det A(Y)
(¢ e R* —iI';) la transformée de Laplace de det A, on
déduit de (5.7) que det A(C) det B'(C) =1 pour

puisque det B'(¢) = R({), la validité de la condition (L)
découle alors de l’apph'cation de la-propesition 3.2 a la fonction
det A({) dans le cone 'y N T';. La pr0p0s1t10n 5.1 est donc
complétement demontree e

Pour la résolution du probleme mixte dans les espaces C~,
notons. qu'on obtient, en combinant la- proposition 4.2 et

(5.3), la

‘Prorosition 5.2.-— Quand ‘la. condition (L) est satisfaite,

Punique solution ue CL(RY?) du  probléme muvte (3.2),
avec geC“’(R" Cr), est donnée par: :

(58)  u=(Ex*Po).o :ou vp_=(p',;ﬁp"),§;
: oo v=Axg V" =Qrsxv,
et o A a pour transformée de Laplace la matrice-inverse A(%)
de la matrice de Lopatinskv B'(%).

Terminons ce paragraphe par deux remarques.

Remarque 5.1. — Sur le cas des données de Cauchy non nulles.

Lorsque les hypothéses (A), (B), (L) sont vérifiées, on peut
déduire du théoréme 1 un:-résultat d’existemce.et d’unicité
pour le probléme mixte dans le quadrant  {z > 0, y e R*7,
t > 0} avec données de Cauchy pour t= 0, sous réserve que
les données vérifient des conditions naturelles de compati-
bilité pour t=w =0.

Remarque 5.2. — Sur la vitesse de propagation.

Dans le cas du probléme de Cauchy pour P, la vitesse de
propagation est définte par la donnée de ’enveloppe convexe
I'* du support de la solution élémentaire E. Dans le'cas du
probléme mixte, et sous I’hypothése (L), les formules (5 8)
montrent qu’ on obtient encore une vitesse de propagation

finie, puisque Supp Q* = I't, Supp A @ T'F; ou on a désigné
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par T, le plus grand céne T, pour lequel la condition (L)
soit réalisée. La vitesse de propagation pour le probléme mixte
peut étre supérieure a la vitesse de propagation pour le pro-
bleme de Cauchy; ce fait a déja été précisé dans [7], [12],
et le cas de ’équation des ondes avec condition de dérivée
oblique au bord sera détaillé au § 13.

6. Cas des espaces H. .

En vue de la seconde partie, nous reprenons rapidement
certains des points précédents dans les espaces de Sobolev
H..,y (voir le § 2); dans tout ce paragraphe, on pose

= ("l, G — iY): ‘
avec ne€R", 6eR, vy >0, et on continue a se placer
sous les hypothéses (A), (B). c

D’aprés les majorations (3.9), (3.13), (4.5), (4.9), les opéra-
teurs de convolution par E, Q, Q*, B’ se prolongent en opé-
rateurs continus des espaces H,,., correspondants; de plus,

lorsque la condition (Lg) est satisfaite, A({) est la transfor-
mée de Laplace d’une matrice de distributions

A= (Aj,k)j,k=0,...,p.—1
a support dans {t > 0}, qui vérifie
(6.1) AxB =B xA=38Q®1I

et I'opérateur de convolution par A se prolonge aussi en
opérateur continu de H, ,(R".

ProrositioN 6.1. — Pour ve H_,.((R"), les conditions

Qxv=v¢ et ¢ =Qtrx¢" sont équivalentes. Si elles sont
vérifiées, on a B(D,)yv =B’ ¢

Démonstration. — 11 suffit de reprendre, i partir du lemme
4.2, les preuves de la proposition 4.1 et du lemme 4.3.
De la proposition précédente et de (6.1), on déduit le

CororLAIRE 6.1. — On suppose (Lg) satisfaite; alors pour
toute ge H, . (R CV¥), il existe ¢ € H,_, (R" C¥) unique
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vérifiant ,
: B(D,)y = g
(6.2) Qe =9
et on a

(63) ¢=(v¢"), ¢ =Axg o = Qtx ¢

Prorosition 6.2. — Soit u e H, _;,4(RY™?) vérifiant
Pu=0 pour z>0. Alors u= (Ex*P(yu)),5, et
yu = Q * yu.
Démonstration. — On vérifie, par continuité, que la formule

des sauts P(u®) = P(yu) reste valable sous les hypothéses
de la proposition 6.2; on en déduit u = (E * P(yu))|,., puis
yu = Q * yu. \

CororLaIre 6.2. — On éuppbsé la condition (Ly) satisfaite.
Si ueH, _;,(RY?) vérifie ‘

Pu =-0 pour z>0
“{B(yu) =0

alors u=0.

Démonstration. — Posons yu = ¢; d’aprés la proposition
6.2, ¢ vérifie (6.2) avec g =0; le corollaire 6.1 montre
alors que ¢ =0, et donc u= (E*Po)|,.,=0.

Prorosition 6.3. — L’opérateur ¢ — (E % Po)| ., est
continu de H,_ [(R", CG™) dans H,, (R,

Démonstration. — Soit je N; s1 ¢ e Co(R"), posons
o = (E % (D/3(2) ® ¢))|sor Solent s', reR et y > 0;
d’aprés (3.9), on a:

|<P|s’,r;'f < "E * (Djs ® “I’)":’.‘r;y < ?{ "])]8 ® q’":’,r;y

Or 1l est facile de voir que

. | \ . . 1
"DJS ® q’":',r;T < Cs’,r(¢>:’+r+j+1l2;¥ S1 s +] < — 7’
d’ou

C

o . P 1
(6.4) lolsrny < o Wesrpapsy 1 S ] < — 5
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D’autre part, puisque Py =0 pour x > 0, et puisqae
{z =0} n’est pas caractéristiqu¢ pour P, on obtient,
en adaptant la démonstration du letnme 2.1.1 de [5] '

(6.5) I(pI_,,Y < C, ,|cp|,., iy (s r réels arbltralres) R
Soit maintehant se R - arbltralre choisissons r tel que
el < ——%—, il vésulte alors de (65) ot de (6:4) fitec
s§f=s—r) que ' '
(6 6) |<P|s Y < C “s‘y’<4)>;+1+1/2;7

L

ce qul etabllt la prop0s1t10n 63

Remarque 6. 1 — .On verlﬁa saps. dlfﬁculte que l egahte (8. 7 )
reste valable lorsque yeH, . ;((R"), de sorte que

2= (Ex (D8 @ ¢))eso .

admet alors la transformee de FOuner—Laplace partlelle

SRR TO ceitEl ' d __E_
ol =W | B 62

Notons en partlcuher que P+(D,, C)cp(a; ) =20 (:L' > 0).

Remarque 6.2 — On verra dans la seconde partle comﬁlent
on peut amehorer les estimations du type (6.6) lorsqu on
suppose P strictement hyperbohque

Les proposﬂ,lons 6.1,.6.2, 63 entrainent la

PROPOSITION 64 — Sozt g € H+w (R ; CP). Pour quému
vcnﬁe L o e

N 4. u' € H+w;e7(Rn+1) R R - P .
Pu=20 pour x>0 0
(B =g
il faut et il suffit que v = yu vérifie

v = (v, o")
7)o" € Hyw3(R7, G¥) ;
B x¢' =g Gt

" = QFtx¢

et on a alors u = (E * P“’)‘{a’»o-\
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CoroLLAIRE 6.3. — Quand la condition (Lg) est vérifiée,
Punique solution wu e H.w,((R%™) du probléme (x), avec
fe Hiw,y(RY), ge How; u(R", C¥) est donnée par

(6.7) yu = (E* f)izs0 + (E % P)aso,
ot fe H,w;((R™1) est un prolongement de f, et ot
g = (¢, ¢") e Hiw;y(R", C)
est définie par

(6.8) o = A* (g — By(E* f))

o = Q% o

Démonstration. — En remplacant u par u — (E * f) .0
et g par g— By(Exf), on se raméne au cas f=0; 1l
suffit alors d’appliquer la proposition 6.4 et (6.3).






DEUXIEME PARTIE

RESOLUTION DU PROBLEME MIXTE
DANS LES ESPACES DE SOBOLEV

Cette partie est consacrée pour l’essentiel 4 la démonstra-
tion du théoréme 2. La démonstration de la suffisance de la
condition (Lg) constitue la partie délicate de ce travail
et occupe les § 7-8-9-10, tandis que la nécessité de cette condi-
tion est établie au §11. Dans §12, on propose une autre méthode
de démonstration de la suffisance de (Lg). Enfin, au § 13,
on applique le théoréme 2 4 un probléme mixte relatif a ’équa-
tion des ondes.

On supposera dans cette deuxiéme partie, sauf mention du
contraire, que les hypothéses (A’) et (B) sont satisfaites.

7. Suffisance de la condition (Lg) : réduction du probléme.

On suppose (Lg) vérifiée; il s’agit de démontrer I’asser-
tion (1) du théoréme 2. L’unicité de u a déja été démontrée :
5 . , . Py . 99y
c’est le corollaire 6.2. Pour établir I'existence de u et I'iné-

galité d’énergie, on va se ramener au théoréme suivant.

TatortMe 7.1. — On se place sans les hypothéses (A’),
(B), (Lg); alors il existe C telle que pour y > 0, f e G5 (RYH),
g € Hy ,((R",C¥) la solution unique u e H,_(RY") du
probléme mixte () vérifie Uinégalité d’énergie:

m—1 - ‘
(7.4) vlulf v + 3 <ydha-iiv

T e S
< 1 [‘7'”3.0;7'1‘ 2 '<gl>m—1—-bj+0;‘f]
J=0
Admettons provisoirement ce théoréme et montrons com-
ment il implique les résultats cherchés.
En effet, étant données e Hy g (RY™), g € Hu1s10:1(RY),
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on considere des suites f, € Co(RY?Y), g, € Cy (R
Gg=0, ..., 0 —1) telles que f,5=>f et g ,—~->g dans
les espaces correspondants.

D’apres le corollajre- 6.3; on jsait que;le probléme (x) admet
une solution unique u,€ H,_ (RY?)  pour les données
{f» &, v}qﬁL,megahte (7ed) rx&on;tre qug\ Uyy (Tesp.. y;u,) est
une suite aeCauehydansHm —31(RE) (resp. dans H,_,_;, +{R™),
donc u, converge vers une limite u dans H, _,;; et yu, a
une limite dans H,_,_;y; d’autre part,le théoréme des traces
(cf. . [4]) montre; gue . yjuy,—> y;u dans H,,,_l.‘,._m iy et par
-qonséquent yuy, —>'yu dans H, , ;, ce gui prouve a ila
%limite que U, Y%, fy g, vérifient. (+) et..l, inégalité (7.1).

- Enfin, d’aprés: le corollaire 6.3, on 'sait aussi que si f, .et
,gj . sont. nulles pour ¢ < 0. alors u, lest aussi-eta la hmlte
1l en est de méme de u. , ’

1l ne reste done qu’a. demontrer le theoreme 7. 1 pour cela
on commence par exprimer Y4, u en fonction de [ et ig.

i
[ R A

8. Expreséions de yu et u en fonction des données.

Sous les hypotheses du théoréme 7,1, 'existence et-] unicité
de ue H+w,Y(R"+‘) ‘décotlent du coro]lalre 6.3, il suffit
.donc de démontrer I'inégalité d’ energle (7.1); On a déja ob;tenu
Texpression suivante de u N

=E» f—l-E Py

avec veH, *r<R" C”‘), de sorte que (v‘mr 'remarque 6. 1)
la transformee Fourier- Laplat:e partlel]e “ulz, ) de ‘ulz, 2)
vénfie © . ; : ;.
<°E : :
Cop+ e€>f(&, t) (E, %) di o
(8.1) PHD;, 4 u(a:, t) = =L Fen (:c> 0‘)

ou on a posé P(§, {) = P"‘(&, L)P (%, %).
Par définition des polyndmes Bj(:; ¢), on a:

( ) Bj(Dm t) - Sj(Dan )P+(Dx7 c) + B"(Dz’ C)

ou Sj est un polynome en E que 1§ on note

m—-l ‘

SfE ' PENGE
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_.Par déformation de contour dans (8.1), et compte tenu:de
(8.2), 11 wvient

B, D) = i) - hz., 8.ul0) [ R

=T © P7(E, ) 2
ou C—(7) designe un contour de demi-plan {Im & < 0}
entourant les zéros £5(%) (=0, ..., m — p.) du polynéme

P(E, ¥) tels que Tm'E < 0, cest-a- dlre les zéros de P‘(E C)
L’inversibilité de la ‘matrice de Lopatinski permet d’écrire
p—1

(8.3) mau(l) = 2 Ay (0)8(8)

‘“JZhAHC) . f fa:, <L~@f’%%>dx

Notons pour la suite que T hypothese (Le) et I’homogénéité
des polynomes B; et P’ permettent'd’obtenir facilement les
majorations sulvantes, avec une. constante C 1ndependante

de v >0:

L IAU( ) < mk_b
(B4 IS, n(c)l <C |qb’+h+u
IPF() < Clge.

D’autre part, en écrivant P+ sous la forme

i

<D@, c> D’“'+ 2 P*(t )DL

on obtient, compte’ tenu de l’expresswn (8.1), les' égalités
suivantes qui permettent d’e‘(prlmer n lmporte quelle trace
de u en fonction des p premiéres. :

(85) Tppt(8) = — 2 PJI( )Y_"ﬂu(C)

‘ : "—izEEh.”d&
- )d
T, T C)(f-(op & 0 ) 4o
pour heN. . .

Donnons mamtenant une expressmn de u qui sera utile

au § 12 . ; b g Voo TSpad
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La formule des sauts, pour I’opérateur différentiel P+(D,, ¥),
s’écrit : "
PHD,, {)(u'z, t)) = (PHD,, Lu(z, ¥))°
1 .
+ = 3 Pia(@)oid®@vy.ul)
v j+i+1<p .
ce qui améne a poser ' "

(86) uo(a” ) = ¢(z, ) + w(=, ¥)
ou ¢ et w ont pour transformées de Fourier en =z
1 ,
/ _ + 0
8‘7) V(E’ C) P+(g’ t_,) g-’c(P (Dx7 t)u(x, C))
1

(8.8) w(E,¢) = Pt (Q) v ()8

iP+(§, C) j+1§1<u
et de facon analogue 4 la proposition 3.1, on a la représentation
1 etk |
~ i Joro PHE, ©)
S Pr(@)vuk)Et de(z > 0).

JHI+1<®

(8.9) Diw(z, )

Nous allons maintenant démontrer I'inégalité d’énergie (7.1)
dans un cas particulier, celui ou 'on a les conditions de Diri-
chlet au bord et f=0.

9. Cas des conditions au bord de Dirichlet.

Dans ce cas, on peut établir I'inégalité d’énergie au moyen
d’une technique du type inégalité de Girding. On commence
par une proposition, d’abord démontrée par Sakamoto [10],
et que l'on reprend ici.

Prorositron 9.4. — Soit P(D,, D,, D,) un opérateur de
degré m satisfaisant & Uhypothése (A'). Alors il existe C
telle que pour tout y > 0, on ait

¥| ulrﬁ—lw < C (—Y— lPulﬁ;y + 3 <Yju>3n—1-—j;7>
Jj=o

pour tout ue H, (R3").
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Par densité, 'il suffit de la démontrer pour wu e Cy(R%),
En adaptant une technique maintenant classique intro-
duite par Leray, on pose

QE, 7, %) =20 (5, m, %)

et 'on va démontrer le

Lemme 9.1. — Il existe des constantes C et ¢ > 0 telles que

(9.2) — Im f ™ Jen Py Qu dz dz
m—1

> cyl ulrﬁ—l;r —C jgo <Yju>r?l-—1-—-j;‘r

pour ueCy=(RY?) et y > 0.
Ce lemme implique immédiatement la proposition précé-
dente, puisque

—Im [ [ e Pu.Qudz dz < [Pulo;y| Qulo:y
< CIPqu;ylulm—n-{
< sYlulrﬁ—l;Y + ZET |Pu]3;.{

pour tout ¢ > 0.

Démonstration du Lemme 9.1. — Posons
P(g, €) = Eo P,%)¥, Q(E, ¥) = j§o Qy(%)¥

(avee P,=1, Q, =0, Q,(C) réel, { = (9, ¢ — i1)).

On peut écrire
©3 —Im [ [ ewPuQudsds
R'l
-f i Y a6 4(8)Diu(z, {)Diu(z, {)dzxdn do

i» J=0
en posant

2id,(8) = — P(0)Q,(€) + P,X)Qu(X),

de sorte que dij(i) est un polyndéme homogéne en (9, o, ¥)
de degré 2m — 1 — i —j et tel que

S a8 = — Im (P&, OQE, ¥) (E<R)

i J=0
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Sicon désigne par (&, n) (k= 1, ...; m) les racines en =
de - P(§, 3, 7) = 0. on obtient ‘ :

mW@OWEO~¢2(Hh44ﬂnN)

=1 \k7#J .

et comme le ¥ du deuxiéme membre est une expression
m—1

symetrlque des racmes T ON peut Iécrire z a j(§)5‘+j

ou a;(f) est un polynome homogene en (n, o, Y) de degré
2m — 2 — 1 — j; par conséquent, il vient

m

9.4 Y aQEH=v g .(z;)gi+j_

i J=0 iy ,1 Jj=0 ;
Par intégrations par parties en 2z, on déduit de (9.4)
(9.5) f S, a,(¢)DiuDlu do dn do
(1] i J=0 L :

400 m—1 I
—y f S a,,(t)DiuDlu dz dn do + R(u),
o ° i J=0

ou R(u) désigne les intégrales sur le bord z =0, de sorte
que

(9.6) IR < €3 tddas

Jj=0

L’homogénéité des a; permet d’écrire

(9.7) ff D‘uDLudxdndc——fF ) dn do
lJ—~°

avec
m—1
F(u) = i'j2_0|c|2m~2-t~1a <m )f D;uar: C) Diu(z, ¥) dz.

Pour établir I'inégalité (9.2), il est commode de démontrer
d’abord l'existence de constantes C et ¢ > 0 telles que
Pon ait

(%)Ef4m)rnu ) Dillde =
> 03, [ IDUEE do—CS IDUO)

Jj=o Jj=0

pour tout Ue Co(R+) et Y > 0.
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Pour cela on défimit :- T R PURTIFFPTRNE FTICE

. e U(D(O) N ol o @
(9:9) V(x)‘ - H) - ; <j§o. ! ml> M,) p /0
V( )——— O ‘ pOUI' ;1; < O : c it

ou ¢ €Cy(R) egale a1 au wowlnage da 0.
On a par construction Ve Ci~1(R) et par Parseval

' 9.10) "'ji_l <|Cl>f DV (%) DV (@)dz
=3 () fever s

On utilise maintenant le fait que les racines =,(§,: ) sont
réelles et distinctes deux a deux pour (&, 7)e R* — {0},
ce qui implique que I’on a avec ¢ > 0

m—1

(9.11) Y e (QEW > ofE 4 Yt
i =0
pour (&, m, 6 —wy)eR*X C et v >0
et par conséquent il découle de (9.10) _
912) 'S a (%) " DV(2) DV (a) da
i, j=0 0 . i

mo1 |
> f |D'V ()| da
d’ou Pon déduit I'inégalité (9.8) en remplagant A par son
expression (9.9) dans (9.12). . z
On applique alors I'inégalité (9.8) a Ua)=u (—-——; C>,
il vient l ¢l

Flw > o3 14%e= [ |Dula, 0t do
m—2

—CX Klg""‘l"‘l‘z’lDéu(O 9k
=0
et compte tenu de (9 7) on en déduit apres 1ntegrat10n en
(m,
m—1 _—
913 f f ay(%) Diu(e, ¥)Dlu(, O dedn do .

i j—“
m—g

2 clulpay —C zo_ <Yju>3.-1—1—1/25~{-
J:
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Enfin, en utilisant (9.6) et en remarquant que
YV UD m1—gamsy S YU m-1-5iy

Pinégalité (9.2) découle de (9.3), (9.5) et (9.13).

En appliquant ce qui précéde au probléme mixte avec les
conditions au bord de Dirichlet et f =0, on va démontrer la

Prorosirion 9.2. — Pour tout ge H;((R", C¥) Dunique
solution wue H, _ ;4(RY?) de

Pu =0, z>0
YU = 8p =0, ..., p—1

vérifie U'inégalité
(9.14) - Yulnay < G Z (8P m1-siy
avec une constante C indépendante de g et y > 0.

Démonstration. — Comme Pu =0, i découle de§(8.4)
t (8.5)

Y<Yp.+hu>m—-l—-p.—h T S < G 2 Y U) mmt-53y

et 'on conclut en utilisant (9.1).

10. Majorations de yu et u dans le cas général.

Le point essentiel de la démonstration de I'inégalité d’éner-
gie (7.1) réside dans la

Prorosition 10.1. — Soit un opérateur P‘venﬁant [(A"),
alors il existe C telle que :

" et E _C_ 2(—pp-+h+1)
W0.) [N [ g 4 de < I
pour y > 0, :
et —izk : ’
10.2 e g r < C 2(m+p+h+1)
102) 7| b gy 8] de < e

pour vy >0 (h=0, ..., m—1).
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Démonstration..+~"A pplidaons la propositiom (0:2) en prenhnt
go="‘=gp—2:=0’ gef—}—g‘eﬂ-i-m (R)

- g
on trouve , )

:\' 4% :f! v " "u'm.....l i é 0 <g>m-—j-l- Y-
soit exphcltement

L T O B T S VS A SRR TR

(10.3) \f(; f |CI2(m—1-——k)l D" ( 0| dxdv;éic s
L f |C|2(m_*‘5 Igét lg d*) dc k = 0 ,m=— 11)'.

' Comme P+(Dx, Cule, ") = b;- 31 vient Paprés (8.9)*“'

oy Dris v =ge). [p R A

d’ou en posant ;

L) = | )

et Co E .
et gk
j(;(() P+€ C da‘ R

et en reportant dans (10.:3) .

106 f |A(E 2HCIZ(K“"“‘UI ( dv) da < f Ih |2 dv; da.
On remarque ‘alors que pour g € C"“(R") h(-q, c — w) decmt
en tant que fonction de (7, ), une partie dense de L2{R");
le théoréme surles multiplicateurs de L2(R”) -nous montre
que Vi, ' SR ~

e C
lgfre—tvL(R) < =
.
ce qui prouve inégalité(10,1). Quant. & (40.2) elle se déduit
de (10.1) en remplagant P(5,. ¢} par le polynfme P(— &, %)
qui vérifie aussi les hypothéses (A').
- Démontrons - maintenant la majoration (7.1) pour  Yu
en se plagant sous les hypothéses du théoréme 7.1.
1
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. De la formule (8.3) et des inégalités: (8.4), on: tire ... ¢:

YU ma—i;y S ) E. gD n-1-bp; v
R = 3 A
+iin 3, [l ( f If(w, % dx>

.<£+” f c®: ;_:’52) dF, .

d'od, d'aprés (10.2), il vient pour k=0, .. ', w—1

dx>dv;dc(k-—0 9—1)

(10.7) <y,,u),.,_1_,‘ y < 'YC <2 <gj>m-1—-b,+0 X ”‘“mo 8 >

Pour les m — p derniéres traces, on utilise (8.5) et on
majore encore grace a (10.2)

p—1 ,
(10.8)  {Ynpldma—n—p;y S C jgo YU mmt—ngiy

c [ : oo
+on Lﬂ|f(x,§)l dwdnidc (h=0,...,m—pu)

et en remarquant que

109 [ [ 1w O dwdndo < Sgiflhey

on en déduit que (10. 7)5 reste vraie pour k -—b(} . m — 1.
Pour majorer u, on. combme (10.7) et la proposmon 941,
a au ~

(10.10) YIulm;l iy < ( ffo r+ 2%+1|f|°0 T

L0 + ;;5 z <gj>3a—1—b,+0;y>'

et d’ autre part’ Fhypothésé que z=2: 0 n’est pas caracté-
ristique pour’ P permet d’obtemr (von' le lemme 2. 1 1 de [5])

R ulm.—-l:jr».s.{- CY Iflg,—-l,‘r + [ulm—j,l.:xl,) S ( Iflo Y + Yl ulm—-l y)
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soit, en reportant dans (10.10)

vlulz._m < C(——ma; i+ T%;,;m yea % z &y, ,)

ce qul acheve, compte tenu de (10 8) et (10 9), la démonstra-
tion de l'inégalité d’énergie (7. 1)

11. Nécessité de 1a~conglitidn (Le)-

Supposonis maintenant que l’assertion (i) soit satisfaite
pour un certain 8 > 0 et démontrons qu’alors (Lp) est
vérifiée.

En prenant f=0, l’assertlon @) 1mphque en particulier,
grace a la proposmon 6.4, que pour toute ge H, (R C¥)
il existe ¢ = (¢, ..., vp,_l) eH,,. (R CE‘) unique telle que

v B'x¢' =g,
Pinégalité d’énergie s’écrit

. oa—1 C ¥ ‘ : |
(11.1) . 2 <?j>3|—-l—j;Y < ;ﬁ jéo <gj>3n—l—bj+0;7>

et de plus on sait que si g est nulle pour ¢t < 0 alors ¢
Pest aussi. L’application g —¢ défimit donc un opérateur
linéaire continu de Cg°(R", G*) dans C~(R", C*) qui com-
mute avec les translatlons, il est donc de la forme

o' —-A*g

ot A= (A k)o <y, k<p— est une matrice dlstrlbutlon telle
que

(11.2) Supp Aj R 0},
On a par construction :
(11.3) S A+sB'=3®1,

‘on déduit, en procédant comme auw § 5, que les A;, sont
“des’’ distributions ‘homogénes, et donc tempérées, dont ‘on
de51gne la transformée de Laplace en % par Cor

A(T) =e—T‘A(n, o). . pour = Ty > 0.
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D’autre part, I'inégalité (11.1): mbntre:ique: Jappdicationi -
G o e eIt

est un multlphcateur de L”(R") de norme L°° majorée

Pk Qb Festad-dire . T vl et e e
- ) IR S ST TS I N T
(11.4) sup. ess |A, 4(0)| < %;q/—w, |
(", G)ERM Y
D’aprés (11.3) on »a:dpalement =« 4

A&Z)B’(l) L pow: presque tous les. (n, ) € R"

en pa“rtlcuher

detA( (c)—ipp,-

x

et d’apres ("11 4} on’ a pour ‘presque- ‘tous'les*‘f(-n, d')* N

oo

"57

-----

(115 R > IW‘¢=&—J zb+w>

mais les deux membres de (11. 5) sont C“‘ en’ (7, ) done
P'inégalité (11.5) est vraie partout, ce qui prouve.que R(g) # 0
pour y > 0 et par conséquent on a, d’apres (11.4),

AT ) Y T -A‘ C T T
R A AR R T A foats vX IJK',I;(C)I '\‘ Ye rV!, H o I P ‘

3

faite et ceci termme la demonstratlon du théoréme 2.

Rema.rque 11 1 — Pour 0 reel > O 1ntr0dulsons la COIldl-
'tlon v

(4) |1l existe G > 0 tel que
IREI = C*
pour {=(n, ¢ —uy), [ =1 et v >0...
Il est évident que (5!’9) impligue. (Lg); mais, reclproque-
ment, (Ly) implique seulement (44).. Ceei prouve néanmoins
que dans le cas 6 =0 (condition de Lopatinski uniforme)

ou dans le cas p =1, la condition (Y;) est équivalente
a (Lg) et donc-a la condltlon (@) du théoréme 2.
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Lo t ¢ ESITALY

1

12. Autre méthode de démonstratlon dela sufﬁsance de (Lo)

" On se propose’ &’ étudier les nayaux qui permettent d’exPr,l—
mer la solution uw de () en fonction des données (vou- 8. 6),
(8.7), (8.9)) quauﬁd féC“’( "“) et ge Hyely BRI

Posons . L
(12.1) $(z, §) = (Dz,t; E*f)(w, S
on sait que (voir (8.1)),
Wz, O =(BHD,, Tulz, OF
¢t. par deﬁmt;on de 2 on p¢ut écrire |

1

shoo (E’ {) P-(.(E t) (§'°(*"3, ))

Deﬁn1ssdn§ ‘

de sorte que ‘
v(:v, )“ Vl(w, z) - "2(97, t) ‘

avec

)= e (e ~LeY

Explicitons le noyau qtu”p'érﬁét’ d’exprimer ¢, en'fonctibn
de f
Yoo AR d
9’(33, = f za& E C) Zi

et par une ‘déformation de contdur facile a justifier

[ G |
wwm )= [ e Eﬁé(—g—mn b - m2 0,

puls en remplagant ¢~ par son expressmn (12 1)

(z, Z:)‘: c*(’t)Pf(,E" C)(f—"e-w ‘ B
N ( %‘i)m)d)dg

i
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et en remarquant que f(z, {)=0 pour z < 0 permet
d’ecru-e

___L__ d f __ﬁ_ d ,
he P 0 oo PR PO
d’01‘1 ﬁnalement,l’expressmn smvante de vy

(123) (@8 = [ Gla, 2, Of (@, 0 da’ @ >0

avec le noyau G ‘défini par:

1 ei.z:E
124) Glma' 0= [ mfy

e
— dE' ) dE.
(Lm<a—a'>P—<a,c> E) :

En utilisant les inégalités vérifiées par la solution u de (x),
on va en déduire les propriétés du noyau G. On. a:

u=w-—+ v+ ¢

or 'inégalité (10.1) permet de majorer w d’aprés son 'expres-
sion (8.9)
C #-1

(12.5) [#]a-1;y < e 3 Y @aa—pp
: j=0 Lo

z<0

on majore ensuite ¢, en utilisant le

Lemme 12.1 — Soit un opérateur P de degré m vérifiant
(A"), alors il existe une constante ¢ > 0 telle que:

(12.6) [P(E, %)z = Cy2(|%|2 + &)™ &|* pour tEeR
E=(m oc—1y), ¥v>0 '

Démeonstration. — La minoi'a'tion
(12.7) . P& QP > Cy*(E + o)

est classique pour un opérateur strictement hyperbolique dans
la direction t. Les deux membres: de (12.6) sont homogénes
de degré 2m, il suffit donc d’établir (12.6) pour &* + [{]* = 1.

Comme {z = 0} n’est pas caractéristique, il existe ¢ > 0
ét e >0 tels que-les conditions |{|2 < e E* 4 [2=1
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impliquent |P(§; §)]2 2 C et a fortiori A o
P o

I (g R IC[’ ‘

lorsque || > ¢ et £2 + |Z§|2 =1, on a d’aprés (12. 7)

2
|H&§W?ﬁf?caéi‘

ce que démontre le lemme. -
On en déduit la majoration suivante de ¢,

(12'8) lpllm =15y = u‘)lllm -1 ‘{ lflo Y
On est malntenant en mesure d etudler le noyau G.

- Proposrrion 12.1 — Souit P venﬁant (A") et G défini
par (12.4) alors il existe C telle que

(12.9) f f . | DEG(z, ', 0|2 dz da’ < %Ic|2(~m+h+l)
0o Jo. .

Démonstration. — Elle est analogue a celle de la proposition
10.1. Considérons la solution ue H,,., du probléme ()
avec les conditions de Dirichlet :

(Pu=f |

yu=0 j=0 w1 avec f € Gy (R
U= =0, ...,

Dans le: cas de ‘Dirichle‘t on a R(L)—- 1 pour y >0,
donc la condition L, est satlsfalte et par conséquent 1'iné-
galité (7.1) donne : co

|ula, —1,1 lf'oy

et comme ici u = "_1.:,'&‘ vy, ON dedu;t) de (12.8)‘"_

lbzlm,—-.lh;T < —Y—zlﬁ%,y’ S
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c’est dire en explicitant:de premier meémbre ' o o
(12.10)

m +°°f Iclz(m—l—k)f Dka .’D, t) f(x C) dz’ da: d") do
|
lflo -

et comme on a cette inégalife oniix" toute fe C3°(R'_‘,_"") le
théoréme sur les multlpllcateurs de.. L*(R") implique que G
satisfait bien A (12.9). S

Remarque 12.1 — ;La démonstration des propositions 10.1
et 12.1 est basée surles propositions 9.1 @t 9.2 qui sont une des
formes particuliéres de I'inégalité d’énergie dans le cas des
conditions au bord de Dirichlet. D’autre part;: les majorations
(12. 5) et (12.8) montrent qu’une démonstration directe des pro-
positions 10.1 et 12,1, permettrar, d’obtemr immédiatement
I'inégalité d’énergie (7. 1) sans avoir a traiter au préalable le
cas particulier de Dirichlet. Ainsi, en exp11c1tant par le théo-

réme des resldus les - intégrales ! qux interviennent
dans ces deux propositions, on pourralt esperer en déduire les

majorations fondamentales (10.1), (10.2) et (12.9); malheu-
reusement, nous n’y sommes complétement parvenus que dans
des cas partmul;,ers, par exemple si P vérifie. la condition
supplémentaire d’Agmon : S

Pour neR™, ceR ‘les zéros mdels & de
P(€, n, 6) = 0 sont de multiplicités au plus double.

13. Exemple : équation des ondes
avec éondxtmn de dérivée obhque au bord.

On cons1dere loperateur des ondes
22 ™ol % . .
P(Dy, Dyy D)= 5 — B = — 75 (ic1 w=1)
et la condition de d&rivée 6bliq:u’é définie par T'opérateur’”

n—1

B(D,, D,, D) = — + E B} 3y (B;e R)
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Ees conditions +i{A’) e [B) sont saniqfafites, pat. conséquent
on pourra appliquer les théorémes 1 et 2 si on: montre la

PROPOSITIO;N 134 — Le probleme miite (*) relatzf auz
operateurs P, B venﬁe la condmon (L) avec r, = = {(n,7) e R
N i

|'q| ——1+—IB—I—2 et la condztwn Le avec 6 = v— %_1

Pour ¢ =(n, 7)€ C* posons ¢f)=*— X 7% on a
par deﬁnltlon de I‘0 ) ‘ =

Dy — (LeRY q(7) > 0 ot 5;0}

et pour {eR"— il le d.éterminant . de. Lopatinski esf
(13.1) R(t) V()-I-Bn
ou V' des1gne la racine carrée de partle 1mag1nalre > 0 et

3 - (31’ st ﬁn—l)
~Commengoens par établir le

Lemme 13.1. — Pour ¢ e R —iI'y on a
| Im\/q(C) Vg(Im %).

Démonstration. — Remarquons d’ abord que l'on a I’lnega-
hte e 7 J ’
(13 2) lm \/z&'-'- Lb ¢ >1{bl 'pour . ¢ >90,a,beR

qui se prouve par un calcul &lémentaire.
S1 on des1gne encore par ¢ la forme bilinéaire symetnque
ass001ee a4 la forme quadrathue g, 1l V1ent

g(( zqReC —q Im{ —}—ZLq(ReI ImC)

< C mC‘ W/ Im )x,_ﬁ (t)

ou imp 'RIPOSE - o RS
d(%) = (g(Re €, Imf) )“ -+ q(Re §)g(Im ¥).
144 lewame'13.1 dépoule de' Papplication de (13.2) 4 .cette
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expression de:.q, ce qui est hclte 51 on venﬁe que d(t) 20
Or, en explicitant i . :

(193] 40 = (Re=Im e 3(Re I )(Re 7.Im )
‘ s —I— (Re . Im 1; ]Re 11[’ Im -q)

Le deux1eme membre de (13 3) est un trinéme du second
degré en Rer, dont le discriminant

- gIm Y)(Re 9. Tm 9) — [Re nlf|Tm af2) "
est une quantité < 0 pour ImZeT, et par consequent
o dvy =0
¢e qui termine la démonstration du lemme 13.1.

Démontrons maintenant la proposition 13.1.

On a:
IR(®) > Im R(% Im\/—-—ﬁlmn
et grice au lemme 13 1, il vient _ ;
(13.4) |R(2)| = Vq(Im ¥) — |g|.|Imy| pour’? e R* — iT,.
Définissons le cone a AT D
o = {& = (m, 7) € To; Vq(¥) — (B[] > 0}

Alors si K est un cone fermé épointé de Ty, (13,4) montre
qu’il’ existe ¢ > 0 telle que |R(Z)] = ¢/Im ¢ pour
e R - K, |qu=,,1,

ce' qui demontre la proposmon

Remarque 13. 1 — L’application du theoreme 2 avec 6 = 1
a ce probléeme mixte compléte les résultats de [37,'[7], [8]
dans le cas particulier du probléme mixte dans un demi-
espace pour des opérateurs a coeflicients constants.

Remarque 13.2. — Le cone dual de [, est définirpar .
Fo = {(y, ) e R |yl < VI+I*.2},

on en déduit, compte tenu de la remarque 5.2, que la vitesse
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de propagation sur le bord z =0 est majorée par V1 + |B|2.
Mais par ailleurs on peut montrer que cette vitesse est effec-
tivement atteinte [7], [12]; on a donc, si1 |B| # 0, lexemple
d’un probleme mixte _pour lequel la vitesse de propagation
est strictement supérieure a celle du probleme de Cauchy
qui ici vaut 1.

APPENDICE.
Démonstration de la proposition 3.2.

On utilise les notations de cette proposition.

La condition est nécessaire. Soit T une distribution (de la
variable z € R") homogéne de degré d a support dans I'};
elle est donc tempérée et vérifie

emiz T e‘.‘J"(R") - pour — Im¢el,,

et donc (voir par exemple [11]) la transformee de Laplace F
de T

(A1) F() = é"% T(Re §) = (T, %)

est holomorphe dans R" — iI'; et vérifie la propriété sui-
vante :

(A.2) |pour tout compact K de T, il existe C et
pe R tels que

IF(X) < C(A +[¢)f = pour ze R —iK.
De (A.1) et de 'homogénéité de T on déduit que pour A > 0
F(AL) = (T, ) = 2a=T, ¢7%*) = 2=""F(p)

ce qui montre que F est homogéne de degré d' = — d — n.
Si maintenant K est un coéne fermé épointé de I';, on
obtient ‘ .
Re ¢ . Im¢ > ’
F@)| = “\F
7 (fimg * Fm )
, ¢ >P ;
< CImY <1 + ,-—Im Cl

< QImye+(Imy + ) |
< C)Im g|*-e pour feR*—:iK et gl = 1.
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- Montrons maintenant que ta condition est suffisante. Soit F
une fonction holomorphe, flans R* — LI‘g, ‘ hompgvene de. degre
d' et telle que: ~ ©. . ‘

pour tout cone fea-me épointé. K< Pl, il ex1ste
C>0 et 6eR tels que

IF@Q)| < QIm¥®  pour ¢ eR —iK
et |g=1. =

Si K est un cdﬁlpaéi de T,, on a:

Q%)l C““’mcf<‘3““*/

{eR )

'-~’l()| IU“

ce qui montre que la propriété (A 2) est-satisfaite et par consé-
quent (voir [11]) F est la transformée de Laplace d’une dis-
tribution T telle que ™% e$(R") pour — ImY eT,.
On vérifie que T est homogene de degré d= —d"'—n
par un calcul analogwe & celui fait pour F.

Montrons enfin que SuppT < T, soit Bel; et

i

¢ € D(R")

telle ‘que suppe < {8.z < 0}, on a:
(A3) (T, 0> = [ Fla — i?B)5(x — irB) de

(avec A > 0 arbitraire et HT) = 21:)*" o e%(z) dz)s
or, par hypothese
. |F (« — iag)] < CA%(r + Iai)"“
et par Paley-Wiener, on a pour tout ke N

‘ .
A+ [

ce qui montre que le second membre de (A.3) tend vers 0
quand A —> o o dou (T, ¢> =0,

13(e — 28)] <
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