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REGULARITE DES SOLUTIONS
D’UNE EQUATION PARABOLIQUE
NON LINEAIRE
AVEC DES CONTRAINTES UNILATERALES
SUR LA FRONTIERE

par Hugo BEIRAO DA VEIGA et Jodo-Paulo DIAS (1).

0. Position du probléme.

Dans la suite on désignera par Q un ouvert borné et
connexe de RY de frontiére I', variété de dimension N — 1
et de classe C! (?), Q étant localement situé d’un seul coté
de T.

On notera par A, le cylindre Q X ]0, t[, avec
0<t<gT< + oo.

En particulier, on pose A = Ar.

Le point générique de Q sera noté =z = (z;, ..., Zy).
Avec (z, t) on désignera le point générique de A.

Cec1 étant, soit (3)

HY(Q) = {v e 12(Q)[Dyw e L2(Q), t =1, ..., N},
ou Dy = b%i au sens des distributions.
Avec ‘

N
Vy = (D197 ey DN")a " VV"%’(Q) = 2 " Di"'"%’(ﬂ)a
i=1

(Y) Chercheurs du « Instituto de Fisica e Matematica » (Lisbonne).
(%) On peut affaiblir cette condition.
(3) On ne considére que des fonctions réelles.
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la norme usuelle de H!(Q) est donnée par
Iolte = l9lixe + | Volix
Avec |K on désigne le convexe fermé de H(Q) défini par
(0.1) IK = {ue H(Q)u > 0 (*) sur I'}

L’espace des fonctions continues sur Q et l'espace des
fonctions hélderiennes d’exposant « € ]0, 1] seront désignés
respectivement par C°(Q) et C>%Q).

Si ¢eC%%Q) on pose

|#(z) — o(y)l
Plg, @ = SUPp ———
[ ]“ ac,J'Epﬁ lw_y|a
TEY

Si on se donne se [1, + [ et un espace de Banach X
on note avec L0, T; X) I’ensemble des fonctions ¢—> ¢(t)
fortement mesurables de ]0, T[ & valeurs dans X telles que

[olvo.0 = Ji 1013 d)" < +

S1 s = 4 o on donne la définition correspondante habi-
tuelle.

En particulier, s1 X =L/Q), p > 1, alors lespace
L0, T; L7(Q)) s’identifie avec I'espace L»*(A) des fonc-
tions ¢(z, t) réelles et mesurables en A telles que (en sup-
posant p et s finis, sinon on fait les modifications évidentes)

0.2)  lolpan = ([, (Jolol@ Oipda)™ d)* < + oo

On pose

(0.3) = {r e L0, T; H{(Q))|¢' € L2(0, T; L(Q))=L2(A)}
ou ¢'(t) est la dérivée définie par

(0.4) [ w(e(t) de = — [T o(t)e’(t) dt, Ve € D(]0, T[)
Ona ¥ < C%[0, T]); L}Q)) d’ou on peut définir pour ¢ e D

05 Jefy = (max [o@lua@)® + | Velta

St

(%) Au sens des traces sur I
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L’espace ¥ peut s’identifier avec l'espace de Sobolev
H(A).

On donne des définitions analogues dans le cas ou ’on rem-

place A par A, L’espace correspondant a U sera alors
noté 9, _

Finalement on désignera par C***2(A), « € ]0, 1], V’espace

des fonctions réelles ¢(z, t) définies en A, telles qu’il existe
une constante c telle que

0.6) lola, 1) — o(a’, O) < ello — @) + e — ¢]o),
¥, 1), (&, £) € &,

On pose, pour chaque ¢ e C**%2(A),

0.7 [#]a, a2, A = Inf ¢ vérifiant (0.6)
O lolilanm s = 19lon + [eam  C)

Ceci étant on se donne p et s, 1 < p,s < + o, tels que

0<2£ %<1 i N>2
(0.8) L N1 N4
’7<2—p‘ —8-<1 S1 =

09) =1y

On notera avec p, et s, deux constantes définies par

1 _ 1., % 1
_1_=L_|___XO__ 1

So s N+ 2y s

ou r’ est donné par
717+—1—=1 si 1<sr<+ o

(8) €%« «/2(A) est un espace de Banach pour la norme HE-Wle, afe, o-
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On se donne aussi des fonctions réelles Bx(w, ¢, y, 2z),
k=20,1, ..., N, définies en A X R X RY mesurables en
(¢, t)e A pour tout (y, z) e R X RY¥ et continues en
(y, z) € R X RY pour presque tous les (z, ) € A. On sup-
pose encore qu’il existe des constantes positives a et @
et des fonctions b, f, d, m, g, e, h non négatives et mesurables
en A telles que pour tout (y, z) € R X RY et pour presque

N
tout (z,t)e A ona (avec z2= (%, ..., 2), |22 = ) zzi>:
. 1=1
. : 2 __ 2 _
mﬂ)%ga@n%nz>ﬂn b, Oy — f (x, )
|Bo(2, 8y, 2)| < dla, 0)]z] + m(z, t)|y| + g(=, 1)

(0.12) |Bi(z,t,y,2)| < @lz + ez, 1)]y| + h(=, 1),

=1, ...,
Soit finalement u(z, t) une solution du probléme suivant
(0.13) u(z, t) eV

et de plus
(1) pour presque tout te ]0, T[ ona u(tf)eK et

JawO)(e(@) — ulz, 1) da
+ 3 faBi® t,u, Vu).D(v(a) — u(z,1) da
+ fg By(z, t, u, Vu).(¢(z) — u(z,t)) dv > 0, VeeK.

(11) u(z, 0) = uy(x), ot wu, est donnée dans L2(Q).
S1 lon pose
N
Yo (7, t) = 3 Bi (2, t, u, Vu).cos (r(2), z),
i=1
ou n(x) est la normale extérieure & I' au point ze T et
S=T x]0, T[

alors on peut vérifier que (0.13) est une formulation faible du
probléme aux limites avec des contraintes unilatérales sur la
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frontiére défini par

u,(x’t) -

bz

13

DBi(z, t, u, Vu) 4+ By(z, t, u, Vu) =0 dans A
u(z, t) > 0

) q’u,B (.12, t) >

u(z, 0)

=

,  u(z, t), (x,t) =0 sur S,
ug(z) dans Q.

Nous démontrons dans ce travail les résultats suivants qui
ont été annoncés dans [2] avec un aspect un peu simplifié :

TutoriME I. — Supposonsqueles hypothéses (0.11) et (0.12) sont
périfibesavec b,f,m, d?,e®, h*e LP5(A), ge LP%(A) etque u, e L*(Q).
Alors u e L*(A). De plus, étant donnée une constante ¢ > 0
lexiste ¢ =c(c,N,Q, T,a,p,s) = 0 telle que, st

max(llbnp,s,A7 ”f”p,x,A) ”m”p,s,A’ ”d2]|p,s,A, ngpo,s,,A,
lwol. ) < ¢
alors
ul.,A < ¢,

Tutorime II. — Supposons que les hypothéses (0.11) et
(0.12) sont vérifiées avec b, f, m, g, d?, €%, h® € LP*(A) et que
uye K nCXQ), ne]0, 1]. Alors il existe des constantes
c>0 et «e]0,r], ne dépendant que de N, Q, T, a, @, p, s

et A, telles que ue C»*%(A) et, de plus,

(0.14) ||ulllZ are, & < e{[wol} @ + [Flp/s A+
1A A + [ula Allglss A |
Bl L NG o 1 PN o 1 PPN ol 1l PR ol L PRND

Les théorémes I et II seront démontrés avec la technique
des troncatures introduite par E. De Giorgi (cf. [4]).

On utilisera dans ce travail des méthodes analogues.aux
méthodes décrites par O. A. Ladyzenskaja, V. A. Solonnikov
et N. N. Ural’ceva dans [6].

La majoration (0.14) est obtenue avec la technique utilisée
dans [1].

Un premier résultat de régularité dans des espaces du type
C%=bB(A), concernant les équations linéaires paraboliques a
coefficients discontinus, a été obtenu par J. Nash (cf. [9]).
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Des résultats du méme type ont ensuite été étudiés par plu-
sieurs auteurs avec des méthodes diverses.

Le probléme unilatéral parabolique étudié dans ce travail
a été introduit (avec un opérateur linéaire) par J. L. Lions
et G. Stampacchia dans [8] (cf. aussi [7]). Des résultats de
régularité holderienne pour les fonctions x — u(z, t), défi-
nies en Q, se trouvent dans [3] et [5].

Dans un article prochain nous étudierons les propmetes de
régularité L~ et holderienne d’une solution plus faible
(uw e L3(0, T; HY(Q)) n Co([0, T]; L#(Q))) du probléme consi-

déré dans ce travail.

1. La régularité L~.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréeme 1.
Soit k > |upl. o et posons dans I'inéquation (0.13), (1),

k s1 k
k

= {un} = u s1 Z

NV

Intégrons 'inégalité obtenue entre 0 et te ]0, TJ.
On obtient

A1) [} faw'(u = (0" dods
+ § o JaBi@ = u, Vu)Du — {u}¥) da d=

+ [ [ Bola, 7, u, V) (u — {u}¥) dz d= < 0.

D’autre part, puisque k > |u(0)[,q, on a

(1.2) [ Jow' (u — {u}) du ds
ffgu—{u} A(u — {u}¥)dzd~

= & lu— (liak = 5 I(u — (@} Ol o

De (1.1) et (1.2) on obtient, avec

u® =u — {u}r et Q) = {(z, v) e AJu(z, ) > k},
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et compte tenu de (0.11)

1

D) [u®(t)|20 + a j;k(‘) | Vu|? do dr < fQ,,(z) bu? dx dr
+ f(;k(t) fdm dv + »l;k(t) d' Vul u® dx dr
+ Jowo m|u|u® dz dx
+ ka(') gu® dx dv

Ceci entraine, puisque |Vuldu® < % | Vul|? 4 —3—d2(u("))2,

1 .
(1.3) 5 lu®(@)lie + % ﬁz,m | Vu|? d de
< 2 ﬁzkm b(u®)? dz dv + 2k ﬁm b dz dr
+ = fw B (u®) dy dr

+ ﬂlk(t)f dz dv + 2];2,‘(‘) m(u®)? dz dr

+ 2 [ mduds + [, o gu® da ds.

En appliquant cette inégalité & ~ € [0, t] et compte tenu
que le second membre est une fonction croissante de ¢ on
obtient aisément

(14)  [u®l, = max [u®(x) [0 + fo,|Vul? deds
< 4max (1, ) [ fo,, 0O do de + R f, 0, da ds
4 j“?;,(t) gu® dz dv + f o0 f dz d'r],

ou
2
e=2<b+m+ i) 0, = 2(b + m)
Posons
1 _ 4/, 1N, 4 _ 1/, 1
S?‘2<i o ()
(1.5) (x=2§°’ Xo 6tant défini par (0.9)
g=p(1+7y); r=351+ 7
On obtient
(1.6) L=
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et aussi (remarquons que 0 < o <1 s1 N > 2,0 < %0 <

si N=1)
ge |20+, 20F2 ]

bo| =

(1.7) re£2(1+x)
g€ [2(1 + %), ],
—+X] i N=1

r e |4,

ce qui implique, en particulier,

s quz,N—z%[, rel2, o[ si N3 2
€12, 0], rel[4 o si N=1
)

Etant donné (1.8) on peut appliquer 2 u® Dinégalité (3.8)
du chapitre II de [6]. On a alors

(1.9) [u®ly, A, < Blu®|p,

ou
1_1
q 2

B = Bl(Na F’r’ q) + \/iTllrlQl

|Q| étant la mesure de Q.
Cela étant, on va majorer les termes du second membre de
(1.4) de la maniére suivante:

oo 0u®) dzdx < [0, Al (u®)? Iy, -

En effet on a

(NS

y Qu(®) 2 2X

Qi ®

R R P

q q s r r
D’autre part
1 (@®)2]

= [u®]] 000 < B2u®},

< (| Qe

o fa

-
iy QO

1y -

y Qud) =11z, - Qu®
2 2K K AR

X
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Donc, on a
(1.10) ﬁ)k(‘)ﬁ(u("))z dz dv < 0], A-B? u‘*’]f\t.(tl/’l Q|1/)2x
On a aussi, avec A, (E) = {z € Qlu(z, &) > k},

(1.49) e [, o0 dvde < K180, a 1113500
= 0: 0, a ( fo 1AL(E)7 d8)
2. 1+X

= k2 0.],. A (ﬁlAk(E)l'/qu) '

(avec la convention 0°= 0).
Estimons les deux termes qui manquent. On a

(1.12)  [oofdzde < Iflpealll} o0
2. 1+X

= Iflpen (fy 18BN dE)
(113)  fou0 84 dz d7 < lglp o alu®lgr 00 1115500

1+

< Ll a-Blu®la, ([ 14BN dE) 7
|u®|}, + 16 max (1,a7)B%| g|3, ., A

1+X

r

IR

<

16max(1,a™?)
([ 1Ag@mde)

Supposons alors
(1.44) ¢t < t, = [16 max (1, a™t)] =g~ Qe8] 2% ,

De (1.10) on en déduit

1

e (k)] 2
16 max(1,a7) [u®lA

(1.15) J; O dodr <

Alors de (1.4), (1.11), (1.12), (1.13) et (1.15) on obtient
1 ¢ 2.1—4-]'
5 [u®l%, < 4max (1, a™) kznelu,,,s,f( [ 1ade da)

- (6 max (1, a) 8 gl o a1 Do, ) 2 AN 2E) "7
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1.e.
1+,
(1.16)  [u®|p, < ex]04]32 A ku(k, 1) "
1+X
+ ca(llglpe s n + 1FIXE A)u(k, 8) T

avec ¢ = ¢(a), ¢ = Cz(@.‘,v _@?),

f|A E)MdE  si g < o
mes{&e[O t]| |A()I¢O} si q= oo
Posons : ‘
Y1 = ¢ ]9, ‘1’/23 As Yo —'Cz(H "Po s’ A + "f }»/2s A);
SRR ke = Juolw
et sowent | > k > k,.
- Compte tenu de
(147)  B.Ju®lp, = Ju® A,
. 3 T r..
(S Ss @ — Ry dz)™ de)" > (1 — kudl, o

et de (1.16), on obtient

(118) (I — k)u(l, 0" < Byik[w(k, e+
+ Bya[u(k, OV VE > k > ko, te [0, £].

En raisonnant comme dans la’ démonstration du théo-
réme 6.1 du chapitre II de [6], on en déduit qu’il existe une
fonction ¢(&, N, Q, T, a, p, s) > 0, £ € R, qu'on peut sup-
poser vérifiant ¢(&, .) =¢(&§, N, Q, T, a, p, 5) > &, telle que

(119) max (" 01 " s, Ao "f”p,s,A? : Il,gl'po!:,!Ao)' < E o
(1200 Ttolg < 2
entrainent v

sup. ess., u < ¢(&, .)
. "IA,O'-' . [

On obtlent de méme, en raisonnant avec
o= (i)}, = max (u(0, K, k< — Jul..0

mnf. ess. u > — ¢(§, .)
A,
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et donc (1.19) et (1.20) entrainent

lule, A, < @& )

Travaillant d’une fagon analogue dans I'intervalle [t,, 2¢],
avec k > |ul, A, = [u(t)]. o et k < — |uf, a,, on obtient
que (1.19) et (1.20) entrainent

lul., A, < @[2E, ), -]

Par induction, et compte tenu de (1.14), on arrve a
démontrer complétement le théoréme I.

2. La régularité holderienne.
Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme II.

2.1. Estimations a priori.

Supposons que les hypothéses (0.11) et (0.12) sont vérifiées
avec b, f, m, g, d?, €%, h* € LP*(A) et soit u €V une solution

de (0.13), (1), (1), telle que wue L™(A) (%). Posons

(2.1) ' M = u|. A
| iz, ) = b(z, )M? + f(x, 1)

1(2.2) gz, t) = m(x, )M + gz, )
| hy(z,t) = e(z, )M + h(z, t)
On en déduit : :
(2.3) fi, g, ke LPi(A) .
3 Bya, t, u, Vu).Dals, §) > d Vu(z, O — filx, O

i=1

(2.4) {|Bo(=, t, u, Vu)| < d(z, &) Vulz, &) + &z, 1)
‘ |Bi(z, t, u, Vu)| < a|Vu(z,t) + Mz, t),t=1,..., N,
pour presque tout (z, t) € A X :

‘Dans la suite on désignera par k une constante telle que
(2.5) . ., —M<k<M
Ceci étant désignons par B(z,, R) une boule ouverte de

.(°) 11 suffit, pour que cela soit “vléri:ﬁé, que u, e‘Lv""(Q) tcf. le théor. I).
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RY de centre z,e€Q et de rayon R > 0 et par &(x, ?)
une fonction réelle lipschitzienne dans RN telle que

(26) 0 < gz, t)<1 et support £ < B(z,, R) X R
Posons pour te 0, T
(2.7) v, = u(t) — E2u®(¢)
(ou u® =u— {u}¥, {u}= min (u, k).
Supposons encore qu’on ait
(2.8) k>0 s1 B(zy, R) n T # @.

Alors ¢, €K p.p. en ]0, T[. Soient alors k vérifiant (2.5) et
(2.8), v, définipar (2.7),0 < t < t, < T. Compte tenu qu’on a

ﬁh fQ u'(u —1v) dz dr = ﬁ"' fQ (u®) E2y® (tix dr
= — || u® 2 [t __ ° (K)\2 ’
2 [u®(z, 7)&(=, 7)]2 alf j: j{‘) (u®2E.8'd x d=

on déduit de (0.13), (i),

1 8
29) = [|u®(x, )é(z, 7)[3 0l — ®2E.E dr d
29) 5 149, D Ditalt — 7 [ (8.8 do ds

Ny

+ 2 ﬁ fQ Bi(z, 7, u, Vu)(E2Du® + 26u®DE) dz dr
i=1

+ ﬁ‘o fQ Bo(, 7, u, Vu)t2u® dz dr < 0.

D’autre part, compte tenu de (2.4), on a

210) 3 [“[.B Vu)E2Du® dz d

(2.10) Z‘lﬁ fg (z, 7, u, Vu)E2Du® dz dr
>a [ [, ol Vul*Er dzde

to

— [* foofidzds, o A7) = {we Qulx, )> k).
(2.11) 221 [ faIBia, = u, Vu)Eu®|DEl dv ds
< 2N[a [* [, .| VulEu®| VE| do ds

to

+ .]: ,/:i,‘(-c) hlgu(k)l VE| dx d‘r]
(2.12) ft. IBy(, 7, Vu)|E2u® dz dx

j; « 8 VulE*u®|dz dr + f j; « 81&%u® dz d-.
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et encore
(2.13) 2Na [ ﬁk(T)|Vu|Eu(")|VE] dz dv
Aty
<2 f | Vu| 22 do de
Jt A (D o
+ 16a1Neg [ [0 (u®)2| VE|2 du de
(2.44) 2N [* [, mEu®| VE| do ds

<Nt f Ao ME? dz dv + f ﬁ o WP VE? dg dr
(2.15 ) j:* w4l Vul|E2u® dz d<

t

to to
< f | Vul2E? de dv + 16M2a— f &2E2 dg dn
t o A D) ¢ A®

(246) [" [, g8 U0 dude < 2M [* [, gt duds

On obtient de (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13), (2.14),
(2.15) et (2.16)

(2.17) —;—llu(")(m, ©)E(, 7) |3 Aol |
a [
— Vul2E2
+ D) f' ﬂ’ml u|?8? dz dr
< max (2, 16a2N?a, N2, 16271
[ﬂ“ j:&k(x) (u®)2(| VE|2 + E|E'|) dodr + j;"‘ f&,,(r) Oz dy d'r:]
u

o
(2.18) @ =f; + Mg, + M2d® + R e LP<(A).
Soit  Qu(t, &) = {(z, 7)€ Alt < v < &, u(z, 7) > k}, P, §,

X, ¢ et r définis dans (1.5)
I vient

(249) [*[o @8 dzds < |0, alElRn 0w
. 2(1 +

< 108un ([ (foot de) ) 7

si N et p sont différents de 1, ou

% 21+ %)
< “(I)“p,s,A<ﬂ “g(T !1m+‘2&(t)d7> ‘
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si N=p=1, puisque dans ce cas on a
g = o, r=4, comme 1l est aisé de voir.
Dans la suite on supposera pour simplifier

(2.20) M<1 et [®,.2<1

A la fin de la démonstration on reviendra sur ce point.
Ceci étant on pose

(2.21) Au(zo, R; 7) = {z € Bz, R) N Qu(z, 7) > k)
(2.22)  Qulm, R; ¢, 1)
= {(z, 7) € (B(zm, R) n Q) X [t, t[|u(z, ©) > k}
(2.23)  wi(mo, R; 2, 1)
_ A, By <) Mde s g < w
~ (mes {re It ] |Au(@o, R; 7)) #0} si g=

Alors, compte tenu du fait que &(z, ) = 0 pour z ¢ B(z, ,R),
on déduit de (2.17), (2.18), (2.19) et (2.20):

(2.24)  |u®(z, t)E(z, t)]3, A it
+ a] Vu®E| ng(Jc,,‘ R;t, t)
< "u(k)(x’ t)E(, t)ll%, Ao, R; 1)

o om0 (WO VEHEE) dmds+w, 20, Rt 1)

ou
¢ =¢(N, a, @)

2 (1+‘L)]

En raisonnant avec o = u(t) — Eugy(t),
up = u — {u}, {u}, = max (u, k‘),

k vérifiant (2.5) (ce qui entraine ¢, € K méme dans le cas ou
B(z,, R)N'T # @) on arrive de méme a

(2.28')  Jugy(z, t)E(=, to)"%,A,"(z.,,n;t,')
+ a| Vugt|} Qe Rty < | U (T, 1E(Z, )13, Aso v, 1)

0| om0 VEI* + 18] s + i, Rty 1) 47|
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> Ai(zo, R; ) = {z € B(z,, R) N Q|u(z, ) < k}
Qi(@o, Rs t, t) = {(x, 7) € (B(m, R) N Q)X ¢, to[|u(z, =) <k}

to 1
, Ad(z, R; =)™ si g<
s Rty ¢ _ 4 M, R ig=
k(%o o) %mes {r et t[| |Ax(zo, R; 7)] #0}sig

En choisissant convenablement la fonction £ on obtient
a partir de (2.24) et (2.24') les majorations suivantes :

Soit py < 1 une constante positive qu’on choisira au
paragraphe 2.2. Posons

__ (min (dist (zy, T'), pq) s1 xy € Q
(2.25)  po(m) = 39(/) si gp €T

et solent
(226) 0 <t <t<to<T, 0<op<R < pola)
Alors on a, avec ¢ = (N, a, a),
(2.27) max lu®(z, )3, Ay p,‘:)

S < | utk )<51” tl)nz Ao, R; 1)
"’ c[( —p) ”llu“’llz Qun R; by, D

u+w
+ wx (%, R 1y, to)]

ou . k>0 s 7, el

LTt

(227) max Juw(@, 73 alee;0

< Jug(®, G2 A, s -
+ C[(R - 9)_2 " u(k)“g,Qk(onRZ'n 1o)
2a+0
_+ B’ (xo, R; t, t)] »
(2.28)  |u®|3,z0 0,010 o '

= max |u®(z, )”2 A, 3.7 + || Vu® I3, Qu@o, P Ly o)
t<t<t

< c{[(R — é)—z + (t — t:.)_l]" U3, 0y Rt 1)

2
+ o3P R 1, ),

k>0 s €l

ou

(2.28") lu(k)le;‘(mo,P:t, to) '
< C{L( — P)_2 + (t — t1) 2 Ml ug 3, Qk(.r,o R;t, 1)

oA+
+ pi” (%a R; 1, 1)}
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(2.29)  [u®|® 0 pi0.0 < 1u®(2, 0)13 4,00 m;0)
+ c[(R — ¢)2| u(k)[|§,Qk<z,,n;o, 0
2a+pn
+ P-; (xO’ R; O’ t)],
ou
k>

0
(229)  [uwlbienpio.o < Tw(@ OIE s w0
+ c[(R — p) [ uwl3, Qlzs, R;0, )
2a+p

+ o] @, R; 0, 8]

s 2o €T

2.2. Lemmes préliminaires.

Dans la suite on supposera N > 2. A la fin de cette sous-
section on enlévera cette restriction.
Compte tenu de la régularité de la frontiére T, il existe
des constantes p, € ]0, 1], 6y, 65 € ]0, 1[ telles qu'on a
(2.30) 80| B(zo, o)l < |Q(ao, o)l < O|B(wo, ¢)l,  Vzm €T,
Ve € ]0, pol, ou Q(zo, p) = B(z, p) N Q

et aussi, si ¢ € HY(Q), Ay(zy, p) = {z € Q(z, p)|¢(x) > k},
A},(xo» P) = {ze Q(xo, P)lv(x) < k}

Lemme 2.0. (De Giorgi, cf. aussi [6], [1] et [5]). — Soit
A <1 une constante. Alors il existe une constante B, (ne
dépendant pas de ¢) telle que pour tout z, € Q et tout

p €10, po(z)]
(po(®o) défint par (2.25)) on a

(1) | A(@o, p)l < A Q(2, p)| ==

(2.31) (I—E)| Ao, f)l < Bop Jayeo r-Aaopy | VU(z)| dz, VI > k
(1) | Ai(o, p)] < N Q(z, ¢)| =

(2.31")

(1 — K Ai(@o, o) < Bop Jure, oy aigen ol VU@ dzy VI < kK,
(i) @el,¢>k sur Bz, 20) N T —(2.31")

Ceci étant, revenons aux hypothéses de 2.1 sur la fonction
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u et introduisons la notation suivante

(2.32)  A(my, p; by, t2) = (B, p) N Q)
X, [0 <t <t <T)

Dans la suite on représentera par ¢ une constante ne dépen-
dant éventuellement que de N, Q, T, a, @, p, s. Sauf mention
explicite, aucune constante introduite dépendra d’autres
parameétres que ceux-la.

Avec une démonstration analogue a celle du lemme 7.1
du chapitre II de [6], on établit le lemme suivant, compte tenu
des estimations (2.27), (2.27’) et de la premiére partie de 'iné-
galité (2.30) si =z eT':

LemMmEe 2.1. — Il existe des constantes 6 > 0 et b€ ]0, 1]
telles que :
(i) Si pour 2z €Q, p < po(m), 0 <t <T on a (avec
k>0 s1 el
1

(2.33) |Au(2o, p35 1)l < 5 |20, o)l
et v
NX
(234) H=  sup  (uz,) — k) > ¢ ()
A@or Pt 8+ QFD
alors

(235) lQ(xO) P) - Ak+3/4ﬂ(x0, ) t) = le(:L‘o, P)I’
Vie [t, t + 0e%] N [ty, T]

(ii) Si pour @, €Q, p < po(%), 0 < 8, < T on a

[

(2.33) |Ak(#o, ¢35 t)l < 5 [2(30, o)l
et
Na
(2.34) H = sup  (k— u(z,t) > p?
A& P tas b+ 6FY
alors

(2-35’) |Q(xo, P) - Ai'c——s/m'(-’l’o, e t)l > bIQ(»’”o, P)la
Vte [t, t; + 0p2] N [4, T]

() Pour simplifier I'écriture on écrira sup. = sup. ess., inf. = inf. ess.
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Compte tenu des estimations (2.28), (2.28") on démontre
le lemme suivant comme le lemme 7.2 du chapitre II de [6]:

LemmEe 2.2. — Il existe une constante 6, > 0 telle que

(1) Si pour € Q, o < po(x,), 002 < t, on a (avec k > 0
st Zpel)

(2.36) |Qulao, 3t — 062, 1)) < 6;p™
et g :
. ; NY
(237) = H = sup (u(z, t) — k) > p 2
‘ A@or 05 te—0 F% to) :
alors

(2.38) ‘QH%(%, £t e(_;—)z, to>' —0

(ii) Si pour m € Q, o < po(m), 802 < &, on a

(2.36") |Qu(xo, £5 o — 0p%, to)| < 6,p™F

et
. ) NX
(2.37") H = sup’ (k— u(z,t)) > p 2
Ao, P35 to—6P2, to)

alors

(2.38) [ Qiwi(®o, p[2; 6 — 8(p/2)%, )| = 0.

Lemme 2.2'. — Supposons u, € L*(Q). Alors il existe

une constante 0; > 0 telle que ,
(1) Sipour x, € Q,p < po(%), 002 < T,k > sup u(z,0) (ce

qut entraine k > 0 si 2 €T), ona Q@ £

(2.39) |Qu(@o, 05 0, 0p%)] < 0™
et

NY
(2.40) H= sup (u(z,t) —Fk) >5p?
Ao, P3 0, 02

alors

(2.41) | Quime(zo, 0/25 0, 8(p/2)?)] = 0.

(i) Si pour € Q, p < po(m), 002 < T, k < inf u(z, 0),
on a Qo 0)

(2.39) |Qi(x, ¢35 0, 0p2)] < Bjp™+2
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et
NX
(2.40") H = sup (k— u(z,t) > p?2
A@o P50, 66
alors
(2.41") | Qiena(Zo, ©/2; 0, 8(p/2)%)] = 0.

Esquisse de la démonstration du lemme 2.2":

Compte tenu des estimations (2.29), (2.29) la démonstra-
tion est analogue a celle du lemme 7.2 du chapitre II de [6].
En effet, I'inégalité k& > sup u(z, 0) entraine la nullité du

Q@) )
premier terme du second membre de (2.29).

En travaillant avec (2.29) dans ces conditions, et avec un
changement de coordonnées en ¢ convenable, on achéve la
démonstration comme celle du lemme cité. Méme raisonne-
ment pour établir (11).

LemMme 2.3. — Il exuiste un entier positif s, tel que pour tout

(2o, to) € A, avec t, > 0, et pour tout o tel que 0<p < 9"—2:—”0—,
0(20)2 < &, on ait ou

NX

(2.42) osc. (u; Ax, ¢f2; ty — 0(p/2)%, ) < 29Hp 2
ou alors -
(2.43) osc. (u; Az, 0/2; to — 0(p/2)% &)
1 .
< (1= gom) ose. (45 Alaw, 265 & — O], )

(avec osc. u = sup u — inf u)
A A A
Démonstration. — S1 x5 € Q la démonstration est celle
des lemmes 7.3 et 7.4 du chapitre II de [6]. Si z, € I'; étant
donné le caractére unilatéral de Ia condition sur la. frontiére,
on doit faire certaines modifications. La démonstration dans
ce cas se fait comme suit: '

Posons v ‘
By = su u(z, t),
A (@0, 205 to—0(20)%, to)
g = inf u(z, t)
A@o, 2P to—0(2P)8, to)
e | ) ®
O = (b — [k, 'P~=—L‘2—2=l&1—7=9~2+—2'
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Choisissons s, entier vérifiant

(2.44) si > 3+ —6?2—
1

ou 0, est défini1 dans le lemme 2.2 et ¢ est une constante a

préciser ultérieurement, dépendant seulement des naramétres
habituels.

Supposons donc

NX
(2.45) o > 2%ty 2
Alors ou bien on a
(2.46) p<0
ou
(2.47) w=0

Supposons vérifiée (2.46). Posons
w

l———“z"l_ﬁ’ k=‘l-2+%’ C?i.

Comme ! <k<u<0, ona u(t)>k sur Bz, 20) N T
pour te [t, — 0p2%, t,] et donc, par le lemme 2.0, (iii) il vient

© ' .
(248) goa|Aly 0 (@ 65 O] < Bor f@ [ Vulz, i) do
avec
(2.49) Do(t) = A o (@, p58) — A & (%, p; ?)

Pa +oom 20+1 P + 20+1

Intégrons (2.48) entre ¢, — 6p2 et ¢, élevons au carré
et appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz:

(250) <2t’i_*-i>2 j:oep’ A;’+zv+1 (-’L'o, P t)iz @
< 8300 ([0 f g, | Vil 012 dm de) ([ 0 194(0) dt)

D’autre part on a

(2.51) ﬁ,epf@ | Vu(z, 0)? de dt < I (s

2‘ Ao, p; t—0 % to
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Appliquons alors (2.28") avec k = p, + %;
R = 2, t, =1ty — 4002, -t =1t, — 0p2.

Il vient, compte tenu de (2.51),

(252) [0 Jayo | Vulas O]2 da de
< cf[e® + (300%)7"] <P~2 + % — &Lz)z Xn(2p)™
. 4002 4 [[Xn(2p)N]7940p2 ]2 A4},

ou Xy est la mesure de la boule unité de RY.

Compte tenu de (2.45), (2.50), (2.52) et de (1.6) on en déduit
(253) Q). o (@ o3 b= 06" &) < co™ [, L1Di(0) de

2a+l

pour o€ [1, s; — 1] (par exemple). Mais
2 54 ’Q xm P5 to — 692’ to){
o
‘Q mxo,P’to_ep’to)

2v+l

pour o € [1, s; — 1] et donc, par addition, on tire de (2.53)
t (2.54)

(2.85) (s1 — 1)’Q;‘1+9_(xo, p; to — B2, to)‘2

an
< cp™20p2, Anp™ = cp2™HD

Alors par (2.44), il vient —%— < —% _ < 62 et done

s —1 s —3°
256 ‘Q xo, Ps to - 092, to) <

zu

019N+2

Par le lemme 2.2, (ii), on a, compte tenu de (2.56),

X

’ = (O] — 2
(2.87) H' = U <P~z e u(z, t)> <e

ou alors

(2.58) Q. o _m(®, /25 to — B(p[2)%, to)l =0

24 2
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Supposons (2.57) vérifié. Alors il vient
NL
(2.59) inf u(z, 1) > pp + 2i —

Ao P25 to—06(P/2)2, to)

> wy + i;ﬁi—*;’ compte tenu de (2.45).

De (2.59), 1l s’ensuit qu’on a (2.43).

Si (2.58) est vérifié, alors on a

4
(2.60) inf wz, ) > pp + 2 — H
A, 0125 to—BR/D*, (o) 25 2
(O]
>t Ykl
puisque
, )
H < o

Donc on a aussi (2.43).
Supposons maintenant ’hypothése (2.47) vérifiée.
Dans ce cas ou bien on a .

1
C(261) AL (@ e5t — Be%)] < 5| Q(a, o)l
e
ou alors .
. , S R TR L
(2.62) ‘Ape+—‘;’- (Toy 580 — ePz)l < D} | (o, )l

Etant donné que ces deux cas se traitent d’une fagon ana-
logue, supposons {2.62) vérifiée.
Posons .
S e = anf  u(z,h). O
Ao, 5 te—0% to)

Si uy > wa + 5.y aloss il vient
0scC (u' A( T _ezt))u< ___) I;‘<".i /1 . 1. ;;‘.‘;_:
: ’ Zoy P35 to R I MU Re < 2__:‘.*_1_

ce qui’ entraine (2.43). o
Supposons donc py < py + oo O posons

H = —u+ (ua + -20—)>
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On a, par (2.45), .

e ® )

Y
J— 2
2"4 23|+1 2 2~‘A+1 > P

pour r e [1, 5]
Appliquons le lemme 2.1, (i1) avec

@ .
k‘=l¢2+-2—,‘" et t, =ty — 0p2
il vient

(2.63) iQ(xm p) — AEI,,,.‘_Q_&H'(:L‘O’ e t)’ 2 b]Q(xo, 9)|’,

) 2rt 4
T OVte [tg— 0p%: ]
Mais, puisqu’on a
3

ot g — 7 H >+

I o

T om

‘o

on

_3
4

il s’ensuit de (2.63) que
iQ(xo, P) - A';,_'+_u_)_(x07 ) t)! > bIQ(xO) P)'

Qri+2 |
¢’est-a-dire

TR AL (et < (1 D))

ori+s )

Vte [to — 00% ']

On peut donc appliquer & u(f), t € [ty — 0¢?, t.,‘] le.lemme
(O]

2.0, (ii), avec k = p, + ;’ et 1= ps + gorp

6 =7 + 2 [3,% + 2].

Ainsi avec o€ [3, s; — 1] on a (2.48) avec Dy4(t) donné
par (2.49) et cela pour _tout te [t, — 8p? ]. La démons-
tration s’achéve comme dans la premiére partie avec obten-
tion de (2.43). ’

Lemme 2.3". — Suppdébné 1v7'u7u'ntenan,t,u0 e|K n CoNQ),
2 €10, 1] avec [uplr o < 1 et soit y=min <A, %) Alors

il existe un entier positif sy, dépendant aussi de A, tel que
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I~

pour tout z, € Q et pour tout p tel que 0 < p < 9—"(2% ,

on ait ou
(2.65) osc. (u; A(x, p/2; 0, 8(p/2)2)) < 25+
ou alors

(2.66) osc.(u; Az, p/2; 0, 6(p/2)2))

1
< (1 — g ose (w3 A, 205 0, 0(20)%)
Démonstration. — Posons
W = sup u(z, t), pp = inf u(z, t),
A0, 2030, 620 A0, 205 0, 620
- w (O]
© =gy — Wy u=—“‘-§“2=u1—7=uz+—2—
Choisissons s; entier vérifiant
(2.67) 25 > 4
' ¢’
(2.68) $1 2 4 + @

ou 0; est défini dans le lemme 2.2’ et ¢’ est une constante
a préciser ultérieurement et ne dépendant que des parameétres
habituels.

Supposons que (2.65) n’est pas vérifié. On aura alors, pour
Z, xl € Q\xO) 29))
4
Julz, 0) — u(a', 0)] < &b < Bo7 < 2 ¢ < -

compte tenu qu’on a
(2.69) o > 29T > 2"+19112Z
On peut donc conclure

(2.70) ose. (u(z, 0); Q(z,, 2¢)) < —‘Z-

ce qui entraine ou

(2.71) sup u(z, 0) < p; — —
Q@o, 26) 4

ou alors
(2.72) inf u(z, 0) > p, + %

Qo 26)
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Supposons (2.71) vérifié. On a alors
A pums (o 25 0)=0

2!

Posons wy = sup u(z, t)
A@ 250,089
. , &)
Si 1 S By — 9eiH

alors il vient
, 1
osc. (u; A(zy, 03 0, 00%)) < g — gy < <1 - 2s;+1> ©

ce qui entraine (2.66).

Supposons alors u; > p; — et posons

9sit+1

H=y — (ul — §)> ri€ (2, 5]

Ny
2

H > %_%ﬂ > 2:;’+1 > 2 par (2.69)

Alors par le lemme 2.1 (1) on a, avec k =y, — —5—‘;—,
Q(xo’ P) - Aw_g_'_ﬁH(xO? ) t)‘ > bIQ<x07 P)]a Vte [0’ 692]

2" 4

(Remarquons que (2.71) et u(z, 0) € [K entrainent k > 0).
Etant donné que

® 3 ) 3 o - I

Y1 — 2,-’ +Z’H< B1 — 27‘4 _I__Z 2,-‘ =P'1_2r,+2

on en déduit, pour r, € [2, 5],

(2.73) A, _ o (@, p5t)] < (L — b)[Q(x,, p)], Ve [0, 00%]

2r1+2

(&) l_ (0]
7 b=m

6 =r +2e4 s + 2],

on peut appliquer & u(t), t € [0, 002], le lemme 2.0 (i).
Ainsi, avec o € [4,5;y — 1] on a

(2.74) 522 (A, w (20, o5 ] < bop [@ I Vula, )] da

20+1

Alors, avec hk = p, —
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ou
Dlt) = A, (@058 — A, _ o (2 e;1), Vie(0, 0p?]
20 20+1
D’autre part, on a par (2.29), avec R =2p et k=yp, — _;_c_,

fop f@o‘vupdwdt < | (e
“39" (f*l~“1+ ’2?> %y (20)70 0% + [[Xx(2p) ] 77002 }2"““0]%

A(-To £;0,0p%

(puisque u®(z, 0) = en Q(=z,, 2p) par (2.71)).
En raisonnant comme dans la premiére partie de la démons-
tration du lemme 2.3 on arrive a

(2.75) (s ——4}Q _w (%, p; 0, 6p%)

2’1

p2(1‘14-2)

ce qui donne, par (2.68)
(276) |Qu. w .','60, P53 0 ep)

< eipN+2.

La démonstration suit comme dans le cas cité avec apph-

cation du lemme 2.2’; (1), pour k = p, — a la place du

lemme 2.2, (11).
Donc on a (2.66).
Finalement s1 (2.72) est vérifié la démonstration se fait

d’une matiére analogue et nous nous dispensons de I'indiquer.
Revenons maintenant au cas N = 1. D’une fagon paralléle

a celle employée dans le § 7 du chapitre II de [6] on peut adap-

ter & ce cas la théorie développée dans cette sous-section.

(O]
pE

.o .. . Q
Ainsi, en choisissant, par exemple, p, = min 1,—|2—| » on

obtient encore les lemmes 2.3 et 2.3' pour N = 1.
Dans la suite on supposera donc N > 1.

2.3. Démonstration du théoréme II.

Soit (2, t) € A. Posonsv

271 ez &) = min (solan) ) s 0
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Les lemmes 2.3 et 2.3’ entrainent, compte tenu du lemme 5.8
du chapitre II de [6], les deux lemmes suivants:

t

LemME 2.4. — Soit (x, &) €A avec t, > 0 et soit

e < il ).

Alors on a
osc. (u; Az, p3 to — 002, ) < cprdp®
ou
§ = min <~ log, <1 — 5’1:1), _N2_X>
¢ = 4° max (wo, 9 T 911%>
0y = o0sc. (u; Az, o135 to — 003, t)-
Lemme 2.4'. — Supposons u, e K n C**Q), xe]0, 1]

avec [uolh g < 1. Sotent z,€Q et p < po(m). Alors on a

osc. (u; Az, p; 0, 0p%)) < c'pgfob
ou

B = min <— log, <1 — 2—1;;>» Y>’ Y = min <)\, ~N§X->,
¢ = 48 max (o, 2%HH7p]),
@y = osc. (u; Az, p; 0, 8p2)).

Done, avec
c=¢N, Q, T, a, a, p, s, )
o« = min (3,B) =«(N, Q, T,a,a, p,s,\) ona:

Tutorime 2.5. — Supposons u, e K n C*}Q), 2 € 10, 1]
avec [ugl, o < 1. Alors

(2.78) osc. (u; A(zo, p; to — 992, &)) < ¢ max <%’ 1) e*
1

VP < Pl(xm to) Si (xm tn) € X et to > O’

(2.79) osc. (u; Az, p; 0, 0p2) < cmax<::‘:, 1)9“

0

Vo < po(%o) st my e Q.
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Sous les hypothéses du théoréeme 2.5 on a alors
CoROLLAIRE 2.6. — Si (%, ty) €A et t, > 0p ona
(2.80) osc. (u; A(zo, p; ty — 002, &) < cp% Ve < po
Si 2,eQ ona

(2.81) osc. (u; Az, p; 0, 0p2)) < cp*, Vo < po.

Démonstration. — Commencons par établir (2.80).
Si zy el ou dist (zy, I') > pg, (2.80) est une conséquence
immédiate de (2.76). Supposons donc 1z, € Q et

diSt.(.’l}o, F) — po(xo) < 96.
Soit yeT tel que po(m) = dist.(zy, y). Alors ou

(i) Po(Zo) < 96/2
ou
(ii) po(2o) > 96/2
Dans I’hypothése (i) distinguons: les trois cas:
(1.1) 0 < p < polmy) < Po/2
(i.2) 0 < pola) < ¢ < 042
(1.3) Pol2 < p < po
Cas (1.1): »

On a, par (2.78),
(2.82) osc. (u; Az, po; to — 903, 1))
< osc. (u; Ay, 2p05 to — 0(2p0)2, to)
(080. (u; A(y’ P(,); by — 0962, to))’ 1> (290)a
Po”

< ¢ max
< cpg

(o ¢ désigne une constante du type cité dans le théoréme
2.5).
D’autre part, il vient aussi de (2.78),
(2.83) osc. (u; A(zo, p; t — 90%, )
osc. (u; A(%y, po 3t — 008, to), 1> 0%
Po

< ¢ max
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De (2.82) et (2.83) on en déduit (2.80).
Cas (1.2):
Par (2.78) 1l vient
0sC. (u’ A(“’m ps to — 6927 tO))
< osc(u; Ay, 2e; th— 0(20)%, 1))
< ¢(20)%, ce qui entraine (2.80).
Cas (1.3):
(2.80) est immédiatement vérifiée, puisque, dans ce cas,

a

osc (u; Az, p; to — 892, 1)) < 2 < 2(4’—) < cp®
Po/2

Dans I’hypothése (i1) distinguons deux cas:

(1.1) P > po(%)
(11.2) P < pol®)

Dans le cas (ii.1) il vient p > po/2 et donc (2.8) est immé-
diate. Dans le cas (ii.2) il vient de (2.78)

osc (u; A(zy, p;to — 002, 8)) < ¢ max< 92(1 ) 1> p*
(1]

X} I;?\

ce qui entraine (2.80), puisque po(z,) >

La démonstration de (2.81) se fait d’une fagon analogue
en utilisant (2.79) a la place de (2.78).

CoroLLatre 2.7. — Si (2o, t)) €A et 0 <ty < 0p2(x,)
alors on a (2.80).

Démonstration. — L’hypothése de 1’énoncé entraine

.
p1(Zo, b)) = \/TO’ Le., tp = 6ol
Distinguons les deux cas

(1) 0 <p<p<
(i) 0 <pp<p<
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Voyons le cas (1):
Par (2.81) il vient
(2.84) osc. (u; Az, p1; to — ¢}, %))
= osc. (u; Az, e1; 0, 8e3)) < cof
Mais, de (2.78) 1l vient
(2.85) osc. (u; A(zy, p; to — 002, &)
< ¢ max (050 (u; Ao, P13t — 008, to)), 1>pa

a

P1

e (2.84) et (2.85) on obtient (2.80).
Voyons maintenant le cas (1) :
Par (2.81) il vient

osc (u; Az, o5t — 00%, %)) < osc (u; Az, ¢; 0, 0p?)) < cp*

CoROLLAIRE 2.8. — Si (@, t,) € A et 0p3(x,) < f, < Opg?
alors on a (2.80).

La démonstration du corollaire 2.8 est analogue a celle
du corollaire 2.6 pourvu qu’on utilise le corollaire 2.7 pour
majorer 'oscillation dans les cylindres dont ’axe passe par le

point y(yeT, dist (2o, y) = po(2))-
Ainsi sous les hypothéses du théoréme 2.5 on a

(2.86) osc (u; A(%o, o5 to — 802, 1)) < co%,
V(Z, &) €A, Ve < pg
Soient (z, t), (2', t')e A. Supposons d’abord

t—t 1/2
max[lx—~x|,< > < Po-

Il vient de (2.86)

— 1/2
lua, 8) — ule, )] < omax [l — o1, (152

(lfv — |+ It — t|*®).

Supposons maintenant
, It — t'\12
max[|x~—a:|,< 5 ) ]
Il vient

— ¢ 1/2
lu(, &) — u(@', )] < 2¢'s* max [Iw — a2, (“ . ") )

c(lz — &'|* + |t — t'|*).

WV
o
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Donc, on a

u e Co®42(A), « € ]0, A]
et, de plus,
[u]a,am,A ¢
ou ¢ et o nedépendentquede N, Q, T, a,a, p, s et A.

Pour achever la démonstration du théoréme II nous allons
maintenant nous débarrasser des hypothéses (2.20) et

[uo])\,g < 1.
Soit alors

o = [ o+ [ulea+ P35, >0
et posons

4= oy, Bzt y,1)=01B,1{, oy, 0z), k=0,1,.. N.

Puisque K = o K il est aisé de_voir que @ vérifie (0.13), (i)
avec les B, remplacés par les B,.
De plus, on a, compte tenu de (2.4), et avec

fl = o7%f}, g =owlg, by = 07 hy
Bz, t, @, Via).Di(z, t) > a|Vi(z, t)2 — filz, t)
i;', Vﬁ)l < d(a", t)lVﬁ(.’L‘, t)l +g1(x’ t)
|Bi(x, t, @, Va@)| < a@|Va(z, &) + h(z, t), i=1, ...,N,
pour presque tout (z, t) € A.
Soit & =f; + |@|. ag + |&]2 ad® + B = 02@
11 vient
fy(x)=1(z, 0) e K NC*XQ) et max([do ], 0| &]x APl 4) <1

On en déduit, appliquant & @ la théorie antérieure :

e Co%%(A), «€]0, 2] et [@)a, a2, A S €
ou « et cdépendentde N, Q, T a,a, p,s et A

Donc, on a u e C***2(A) et

[¥]aae A < .o =c([uolr,0 + luloa + [ PI3%A)

ce qui entraine (0.14), compte tenu de (2.2) et (0.7).
La démonstration du théoréme II est ainsi complétement
achevée.
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