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RELATIONS ENTRE LA CONVEXITE
DANS LE COMPLEXE
ET LE PROLONGEMENT DES PROPRIETES
DANS LE REEL

par S. MANDELBROJT

Les deux premiers chapitres de ce travail, tout en portant
sur des sujets qui peuvent paraitre, & premiére vue, trés
distincts, sont étroitement liés, surtout par leurs applica-
tions.

Si, en effet, le chapitre I met en évidence le fait que le
logarithme du module d’une classe trés large de fonctions
entiéres (de type =) peut étre borné sur chaque rayon issu de
Porigine par la somme de n|y| (z = z + iy) et d’une fonction
concave de log|z] qui est (& des constantes prés) la méme
qui limite les logarithmes des modules des valeurs prises aux
points entiers, une application (il est vrai, trés particuliére)
de ce résultat conduit aux énoncés moins forts, mais semblables
a quelques-uns des faits établis au Chapitre II. Dans ce dernier
chapitre on démontre que, sous certaines conditions portant
sur les coefficients de Fourier, quelques propmetes importantes
de la fonction correspondante, valables a priort sur un seg-
ment partiel (arbitrairement petit), ont nécessairement lieu
sur le segment [— w, =] tout entier.

Le chapitre III indique la profonde parenté entre les méthodes
utilisées dans notre théorie des séries adhérentes et celles
employées dans nos travaux plus anciens concernant notre
forme spécifique de la quasianalyticité. Ce sont, par exemple,
les mémes opérateurs qu’on utilise dans les deux cas.
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14 S. MANDELBROJT

Remarquons, d’ailleurs, qu’un résultat du Chapitre I,
précisément une application du théoréme II, porte le méme
caractére que quelques-unes des généralisations, fournies par
plusieurs auteurs, de notre ancien théoréme sur les fonctions
« petites » au voisinage d’un point, et dont la série de Fourier
est lacunaire (pour la bibliographie concernant de tels théo-
rémes, voir [3]).



CHAPITRE 1

TatoriME I. — Sotent o(t), a(t), C(t) (t = 0) des fonctions
ayant les propriétés suivantes :

C(t) est une fonction convexe de logt, w(t) ne décroit pas,
o(t)[t ne croit pas.

(1) | lim 20 gl —®
@) lim sup ((t)) <1
(3) a(t) = oft)
%) lim f‘)g)t ~

Soit F(z) (z= =+ ty =re’) une fonction entiére satis-
faisant aux conditions suivantes:

(5) |F(z) < ei+am—win,
et pour tout entier n:
(6) log |F(m)| < — Ciln).
Conclusion. — Aux fonctions o, «, C et & tout couple de

nombres a, b, avec 0 <a <1, 0 < b < 4, correspond un
K = K(w, «, C; a, b) tel que pour tout z:

(7) |F(z)] < Kemrkectn;

et, si U'on suppose, en plus, que C(t)[t ne croit pas, & o, a, C
et @ tout a avec 0 <a <1 correspond un Kl = K (0, o
C; a) tel que

(8) IF(@)| < Kyerreco,
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Démonstration. — Posons
Fz) 1§ (=1Fn
©) sin w2 T _.Zw z—n Q(z)-

Quel que soit ¢ > 0 donné, désignons par D, ’ensemble
complémentaire de la réunion des disques

|z —n| < e(l+ 0 < n < ©).

La série dans (9) converge uniformément dans D, car,

d’aprés (4) et (6):

2|F(n)] < oo.

Posons
o(z) — LG,
sin ©tz

et désignons par D.3(0 < 8 < =/2) la partie de D, ol
larg z + =[2| < 8.
On a sur Di;:
(11) ()] < Aew—Comm00
ou A est une constante; car, d’'une part, dans D,:
 |sinwz| Tt < ke
(k constante), et, d’autre part, de ()}, o(t)/t| résulte que
(cos 8)w(r) < w(cos3d.r).

I1 résulte alors de (2) que la fonction @ est bornée dans
D¢ s si 8 est suffisamment petit.

Les termes dont la différence, dans (9), définit Q(z) ont
les mémes singularités, qui sont des pdles simples de mémes

résidus. Du fait que sur tout arc de rayon r = n -+ 5 (n = 0);

compris dans ’angle >3, on a, d’aprés (5)

are z + —
g2t 5

log|®(z)| < «(r) + L =o(r) (L constante),

une telle relation ayant aussi lieu pour la: somme intervenant
dans (9), on voit que sur les mémes arcs on a, quel que soit
n>0:

log |Q(z)] < «(r) + const. = o(r).
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 Mais si, 3 est choisi suffisamment petit, Q(z) tend, d’aprés
(2) et (11) vers zéro lorsque z tend vers I'infini sur les droites
largz + =2 = 3. On en conclut, d’aprés le principe de
Phragmen -Lindelsf, en utilisant (3), que Q(z) est une fonc-
tion bornée aussi dans langle |larg z + =[2| >

Les considérations qu’on vient de développer condulsent
a la constatation: Q = 0.

On a donc:

F() _ 1 5 (= 1Fix)

sin w2 T z—n

Il résulte d’ailleurs de (4) que, quel que soit le polyndéme
P, on a encore
Z|F(n)P(n) < .
Et, en utilisant (1), on voit aussi que
a1y F(P() _ 1 g (— 1'F()P(n)

sin 7z T zZ—n

(pour le démontrer, il suffit de remplacer dans les raisonne-
ments précédents F(z) par F(z)P(z), et «(r) par
a(r) + mlogr,

m étant le degré de P).
Posons aC(e®) = Cy(z). On a Cy(z)/z - o, Ci(x) étant

une fonction convexe de x; posons alors:

(12) B(t) = sup (at — Cy(2)).

De la convexité de C; résulte que

(13) Cs(a) = sup (at — B(),

et (4) conduit aussi a P’égalité (voir [3])

(14) lim 20 — o
t>o t
(B(¢) est, d’aprés la terminologie que j’ai introduite, la
fonction convexe associée de Cy(x)).
Ci(z) peut alors aussi étre écrit sous la forme:

(15) Ci(z) = max (zt — B(t)) = xt, — B(¢,),
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T

décroissante. ‘
Posons, pour n > 0:

avee lith t, = co. La fonction B(f) est évidemmient non

I

c, = e %3,
1 résulte de (13) que \
G < €9 0% — g0 (0 3 0, r > 0).
Si 2p est le plus 'petit entier pair positif supérieur a ¢,

(ou supérieur a la plus petite valeur t, vérifiant I’égalité (15)),
on voit, a partir de (13), que pour r assez grand:

e — gCi(log1) ?9—1"”-

Il résulte aussi de (14) que:

Iim ¢* = 0.
La série

(16) o(z) = 3 b*"c,z*"
nzl :
représente donc une fonction entiére paire, quelle que soit

la constante b. S1 0 < b < 1, cette fonction satisfait, pour
r assez grand, a 'inégalité

(17)  (br)~2eCCn < 3 b2c,r® = o(r) = max |p(z)|

n>1 |z|=r
< [max (c,r2") ] 3 b < b’ 29,
»>1 2zl — b

Posons, pour m entier quelconque :

Sa(z) = X b*cz.
r<nsm
En appliquant (11), avec P(z) = S,(e7%z), ou 0 < 6 < 2=,
on obtient: '

(18) F(2)S,(e %) = —1)"Sp(e~®n)(Fn)

sinnzz( ,
z—n

'Et eomme S,(¢%z) tend uniformément sur tout compact
vers ¢(e~'%), et qu’il existe une constante P indépendante
de m et de n, telle que:

(19) |F(n)Sa(e ¥n)| < Pe—01nd+aC(nD,
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on en conclut que pour tout 6 (0 < 6 < 2=):

F(2)p(ez) — s’ir;nz 5 (= '1)"2F(_n);>(e“'°n).

Il résulte aussi de (18) et (19) que pour tout z:
|F(z)p(e9z)] < Se™’! (S constante)

(car, pour tout entier n et tout z: |sinwz/n(z — n)| < €™7).
On obtient (avec z = re¥)

|F(z)le(r) < Seml”,

et (17) nous permet d’écrire, pour r suffisamment grand,
P, étant une constante,

(20) |F(z)] < Py(brjremtsiecen,

ce qui prouve (7).

Comme C(t) est une fonction convexe de logt, la relation
(4) montre qu’elle croit pour ¢ suffisamment grand, et si{’on
suppose, en plus, que C(#)/t ne croit pas, (8) résulte immédia-
tement de (7).

La démonstration du théoréme I est ainsi achevée.

TatoriMe II. — Supposons que les fonctions o(t), «(t),
C@t) (t = 0) satusfassent aux conditions suivantes:
o(t) ne décroit pas, w(t)[t ne croit pas, C(¢) est ure fonction
convexe de logt, les relations (1), (3) et (4) sont satisfaites ;
a( 1

t

~—

(21) lim sup <

i) 27
et, en posant
a*(t) = sup a(q),
t:1t$)1$t+1
. o 1 .
(22) lim sup 0] =d < 1.

Soit F(z) une fonction entiére satisfaisant aux conditions sui-
vantes ¢
pour y > 0:

(23) |F(z)f < emrmete,
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pour y < 0:

(24) |F(z)] < o7+,

pour n entier quelconque: |

(25) log [F(n)] < — C(|n).

Conclusion. — Aux fonctions o, «, C et & tout couple a, b,

avec 0 <a <1—4d,0 <b <1, correspond un K, = K, (o,
a, C; a, b) tel que '

(26) |F(z)F(— 2)| < Kyerlv1—acon,

Et st Pon suppose, en outre, que C(t)[t ne croit pas; d ,«,C et
a a, avec 0 < a <1 —d, correspond un K; = Ky(o, «, C;
a) tel que

(27) |F(z)F(— z)| < Kge*l71=¢0.
Démonstration. — Considérons la fonction
(28) " Fy(z) = F(@)F(— 2).
La fonction F,(z) satisfait 4 l'inégalité
(29) |Fi(z)] < e@™l71—=trd+2a),
On a
(30)  Fi@) = F(F(—2) — F'(— 9F();
on peut aussi écrire
(31) |F'(n) < max [F(z)].

Quel que soit d' avec d' > d, (22), (23) et (31) permettent

d’écrire pour |n| assez grand

(32) |F'(n)] < eF—w®+a%nD < gn—o®+dc(nD,
et, d’aprés (25) et (31), 'si Yon choisit d < d' < 1:
(33) IFi(n)] < Ae—0-xm;

et les inégalités (4) et (33) permettent daffirmer que les séries

(34) i Fy(n) , § Fi(n)

% (2—n) “Zz—n
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convergent uniformément sur tout compact ne contenant
aucun entier.
Considérons alors la fonction

(35)  Qs) = 2L .L[i(F;(n)» L Fun) >]

(sinwz)? =2 | S \z—n = (z — n)?

Q(z) est encore une fonction entiére, car le premier terme du
second membre de cette égalité n’a pas d’autres singularités
que des poles du second ordre dont les parties principales sont
les mémes que celles des poles (d’affixes n) du second terme.
On continue alors a utiliser le méme raisonnement que celui
qu'on a employé dans la démonstration du théoréme I, pour
démontrer que Q(z) = 0.

11 suffit maintenant de construire la fonction ¢ intervenant
dans la démonstration du théoréme I (voir (16)), en utilisant
une constante a telle que a <1 — d’, de remplacer dans
(35), Fi(z) par F,(2)S,(e®z) et de passer & la limite pour
obtenir une inégalité, qui, comme dans la démonstration du
théoréme I, conduit au résultat voulu.

Démontrons maintenant les lemmes suivants.

Lemme 1. — Soit {n;} une suite d’entiers positifs croissants,
mesurable, de densité D, c’est-a-dire

(36) lim - = D.
ny

A(z) étant le produit canonique correspondant a {n;}, Cc'est-
a-dire

(37) Am=n0—%)

nj

il existe une fonction «(r) avec

(38) a(r) = o(r),
telle que |
(39) log |A(z)] < =Dly| + «(r).

Désignons par E = E(A) I’ensemble de toutes les fonctions
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«(r) men négatives satisfaisany & (39) et soit, pour r > O:
(40) e(z) = borne inf a(r)..
cEr :

La fonction e(r) sera..appelée l'excédent (de la mesure)
de la suite (mesurable) {m;}. On a évidemment ¢(r) = o(r).

‘Démenstralion. du lemme 1. — Cette démonstration est
largement basée sur le theoreme smvasnt de V. Bemstein (j1].

page 271):

“e St {)c } et {u,} somt deux suites mesurables de denan
D’ > 0, 51 Pon pose ‘

C(_z) = <1— hg)’ . Kz) = H-(i T >' e

alors, .quel que soqt e > 0, on peut lm iau'e corresp(mdre un.
m tel .quion. ait : « :
( o

C()

e

< eelz]

R

pour tout |z = Re, z > 0, quin’appartient pas 4 un ensemble
Q = Q(gq; {r}) ». Il I:esulte d ailleurs, de quelques remarques
dé V. Bernstein qué si Roys — A 2 h > 0, (n21), l’ensemBle
Q peut &tre choisi de la maniére suivante (v01r My pp 256,
259, 271) : autour de chaque X, on construit le carré défini
par

’ h
e=nl<e<gy
lyl < ¢
Q est la réunion de ces carrés. :
Il résulte de ce théoréme que, si

c’est-a-dire, si C(z) = sin ®Dz/nDz, etsi {u,} est de densiké
D, on a, & 'extérieur de Q:

K(Z) J < ea(r),

sin Dz

#Dr
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avec a«(r) = o(r). Et comme
sin z

z

< .eI.Yl’

on en tire cy SRR
|K(z)| < em@rHae, ]

Si on remplace dans la derniére inégalité K(z) par A(z)
({wa} par {n;}), on obtient le résultat voulu pour D > 0.
La démonstration du lemme pour D = 0 résulte immédia-
tement du fait que le type de la fonction entiére A(z) est
au plus égal & =D; si donc, D = 0, on obtient, quel que soit

e >0, pour r > r,:
|A(r)] < e

Le lemme est ainsi démontré dans tous les cas.

Lemme II. — St {n;} est une suite d’entiers positifs crois-
sants, et st N(t)u— E 1, on a pour r > 0:

- (rt) dt
(41) logA ir) 2f t(i—l—t’
On sait en effet que [5]:
N o\ * N(x)d~
log A(ir) = log II (.’l + e ) = 2r* f; A
Un changement de variable v = r¢ donne le résultat voulu.

Remarque. — 1 résulte de ce lemme que si {n;} est mesu-
rable, de densité D = 0, Pexcédent e(r) de cette suite satisfait

a Uégalité
—9 f N(rt) dt
1+ 1)
Takortme III. — Soit feL[— =, =], et supposons. gué
(42) f(@) ~ 3 (@ cos n& + b, sin na).

n>1 §
Sotent {n;} et {m,} deuxr suites complémentaires de la
suite d’entiers positifs, la'suite {wy} - étant mesurable de densité
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D <1, Cest-a-dire:

(43) lim-L- =D <1,
y
la suite {m,} étant telle qu’il existe une fonction x(t), non
négative, convexe de logt pour laquelle

log |an,| g
o (44) o < — y(my).

. log | bn,| :
" Supposon's”quje'v f(2) =0 dans les intervalles
]—#®, — x4+ =D[, Jr=— =D, 1:[.,

et posons pour =D < h < 2r — =D:

+h |
f()| de.

(45) I(h) = —log |
A : . - . :
Soit J(h) une  fonction (prenant des valeurs finies) qui croit
vers Uinfini lorsque h décroit vers =D et telle que

(46) J(h)'< I(h),

et désignons par o(r) la fonction définie, pour r assez grand,
par
- AR = o (SR
(47) )= (h X nD).

Si, e(t) étant Pexcédent de {n;}, les relations ‘suivantes
sont satisfaites, en posant e*(t) = sup e(r):
: ' -1
e*(t)

(48) lim sup 2 = p <1
(49) lim sup :—)((% < —;—; =
et st
Do oft)
(50) lim {055 = e,
Y 4 — .
(51) f 1 dt = o,

la fonction f est nulle presque partout.
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Démonstration. — Posons
62 ew = feea

Lorsque h e J=D, 21: — =D[ on peut écrire pour y > 0
53) 10 < [ F Qe e

< e—:l(h)+1c(1_n)y + f If (2)|dt.e==m
{ ce"a*")?( —~Jh). + e—(h—nD)y)

ou ¢ est une constante. Sl y > 0 est assez grand on peut
choisir k" de sorte que '

_ )
A — = 5
ce qui permet d’écrire pour .y > 0:
B4 [0() s Ao,

ou A est une constante. |,
Il est évident, dautre part que pour y < O

(%5 ) I‘D( < Agmmtbr

(nous avons ch01s1 la méme constante A dans (54) et (55)).
Avec e(t) efcant Texcédent de {m;}, on a, en posant

B AR = (1——”)

n2
P'inégalité .
(57) log |A(z)] < =Dly| + e(r),
ou 1 _
(58) o(r) = or).
Considérons alors la fonction
(59) F(z) = ®(:)A(3).

. On a, d’apres (54), pour y > >0:
- (60) IF(2)] < Aemoon,
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et pour y < 0:
(61) AF@E)] < Agmmte0,

On a, d’autre part, d’apres (52) (57) (59), (42), (44), (48)
quel: que soit::;p’ :avec:- p <. p’ < 4, pour k suffisamment
grand :

(62) log|F(m,) = log|®(m,) + 1og|A(mk)l
= log |ay, + ibn| + log| A(m,)| + log =
— y(m,) + e (mk) + log = + log 2
= y(my) + ¢*(m,) + log = + log 2
(1-—p) (m,‘)+log 1c+log 2.

Comme F(n,) =0, il existe une constante A= A(p")
telle que pour tout entier -m:

(63) log |[F(m)l' <'A — (1 — p')y(Im]).

11 suffit maintenant d’appliquer le théordme II (avec C(t)
remplacé par (1 — p’)y(r)) pour voir que la fonction F(z)
définie par (59) vérifie I'inégalité

(64 |F@F(— ) < Lewha-roen,

NN A

quelles que soient les quantités a et b telles que ‘
O<a<l—p, 0<b<t, L= L(o,e¢, v; a, b).

Comme e(r) = o(r), on voit, d’aprés (60) et (61), que
F(z)F(— z) est une fonction entiére de type exponentiel;
en tenant alors compte de (64) pour z =z, réel, et en appli-
quant la relation (51), on voit, d’apres la solutlon classique
du probléme de Watson, que F( z2)F(— z) = 0; en définitive,
®(z) est identiquement nulle, donc f(x) =0 p.p., etle
théoréme est démontré.

TratortMme IV. — Soit fe [— =, n], et posons (42). {nj} et
{m,} étant deux suites complémentaires d’entiers positifs, sup-
posons qu’il existe un o, avec 0 < o < 1, tel que

1

nj

(65)

et, y(t) étant une fonctibn non negatwe, conveze de lbé t,
supposons que (44) et (51) aient liew. "'I(h) étant défini pour
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0 < h < 2r par (45), définissons 3(k) comme. dans le théo-
réme III (dans Uénoncé actuel on a évidemment D = 0),
et destgnons par a(r) (pour r ‘assez grand) la fonctwn deﬁnw
par

(66) me=w<§?>

Supposons que (50)iai‘t liew et que pour un o, > o on ait
pour i suﬂisammeint‘ Egraryd s

(67) (1) > to

(68) ‘off) >

Dans ces conditions f () =0 “presque partout.

Démonstration. — On voit fac1lement que ce théoréme
est un cas particulier du théoréme 111, car, avec les notations
du lemme II, on a pour teut ¢, avee ¢ < gy < 1:

N(t) < 1

peur ¢ sufﬁsamment grand et ce méme lemme permet donc
d’affirmer que (ici D =0) e(t) < Rt (¢ > 1), ou R est
une constante. La suite de la démonstration (simple apphcatlon
du Théoréme III) est évidertte.

' Remarque. — Il suffit. de supposer (65), (67) et (44), y(t)
étant non negatwe convexe de logt, sattsfazsunt @ (51), et de
supposer que

(69) ﬁmmﬂ%ﬂms~“

wo —logh, 1—o¢

pour conclure que f(z).=0.(p.p.)

n effet, on voit facilement que ces conditions 1mp11quent
eelles du théordme 1V, la condition (69) entrainamt une mega-
lité de la forme (68).

La démonstration du théoréme suivant est une synthese
facile des démonstrations des théorémes I et T11.

TatoriME V. — Sozt F(z) une fonction entiére satisfaisant
a Uinégalité o ’
(70) |F(z)| < ema-PlrHac—win,

ot 0 <D <1, wt) étant une foruction non décroissante satis-
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faisant & (1) w(t)t étant une fonction non croissante, a(t)

satwfmsant a (3).
v Les suites {n;} et {m,,} etant complémentau'es de la sul,te
d entiers positifs, avec {n;} mesurable de densité D et d’excé-

dent e(t), supposons que

() +eft) g

(71) lim sup ()
C(t) (t = 0) étant une fonction conveze de logt, supposons que

(72) lim SO —

log

(73) lim sup C(t) =d <1

(74) log |F(+ my)| < — C(my).

Soit, enfin, A(z) le produit canonique de {n;} (défini par
(56)).

Auz fonctions o, a, C, d la suite {n;} et aux quantités a
et b quelconques,avec 0 < a <1 —d,0 < b < 1, correspond
un K, tel que

(75) |F(z)A(z)] < Kem™yecen,

En revenant au produit canonique A -de {n;} (défini
par (56)), on voit a partir du lemme I, que si {n;} est mesu-
rable, de densité D, a tout € > 0 correspond un r, tel que
sin (r/D)z

A(z)

pour r > r, z variant dans le domaine R (0 <gq< -%—)

< eE"

(76)

qui est le complémentaire & la réunion des carrés Iw t ny < 9
IyI < g |
(Ry={dz¢(lz £ n| < g1yl <.
Posons , »

(77) |A(z)] > @8 (z¢ R,
et soit pour chaque r > 0: R

dy(r) = Inf:p(r)
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le Inf étant pris par rapport & tous les B satisfaisant a (77).
La fonction d,(r) sera appelée fonction de défaut de la suite
mesurable {rn;}, dans R,  On a évidemment dj(r) = o(r),
(dy(r) =0 lorsque dur) < 0 et dyr) =d,(r) si dy(r) > 0).
En se rapportant alors au théoréme V, on démontre faci-
lement le théoréme suivant:

Tutortme VI. — Si les conditions (70), (71), (72), (73)
(74) du théoréme V sont satisfaites, on peut affirmer qu’il existe
une constanté T = T, telle que, lorsque z € R, (voir la démons-
tration du théoréme N pour la définition de R,), on a

(78) IF( )I < Te"(l—D)UI—aC(br)Mq(r)
ol dy(r) est la fonction de défaut de {n;} dans R, a et b

étant définis comme dans Uénoncé du théoréme V.



CHAPITRE I

Des théorémes concernant Tes fonctlons reelles appartenant
L[~ =, 1:] de nature semb].'able 4 celle du théoréme I11,
mais blen généraux, peuvent Btre étaT)Ils en partant d’un tout
autre point dé vue. En reahte tout ce qui precede a été entre-
pI‘lS a partir des nouvelles: démonstrations. qu'on a chexché
4 donner aux faits établis par l'auteur concernant particu-
herement Ta nouvg]le IlOthIl de qu.as1analytw1te, portant sur
réme dont la Remarque sur la page 29 donne une certaine
1dée.

Notre but, en définitive, est de traiter le probléme général
suivant. (A) désignant une certaine propriété, qui peut étre
par exemple, la dérivabilité finie ou indéfinie, le fait que les
dérivées successives vérifient certaines inégalités dont —
I’analyticité ou la quasianalyticité peut étre un cas particulier
— indiquer des conditions portant sur les coefficients de Fourier
d’une fonction f appartenant & L[— =, =] pour que du fait
que f posséde la propriété (A) sur une partie I de [— =, =]
résulte que cette fonction posséde la méme propriété (ou une
propriété semblable) sur l'intervalle [— =, =] tout entier.
Autrement dit, nous cherchons des propriétés des coeflicients
de Fourier d’une fonction appartenant a L[— =, =] per-
mettant d’affirmer que la propriété (A) puisse étre « prolongée »
de I = [— =, =] & lintervalle [— =, =] tout entier (}).

Commencons par un lemme qui nous servira souvent dans
la suite.

Lemume III. — St la suite d’entiers positifs {n;} est telle que

2—1—— < o,
ny

(1) J’ai posé ce probléme pour la premitre fois et donné quelques réponses dans un
Mémoire déja ancien [9].
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et st A(z) est le produit canonique de::{n;}

(79) AR =1 (1 - %) L8 (— A)en,
J
ona ¢o=1,c, >0 (n > 1), — logc, est une fonction donveze
de n et
"

Vi W3 ‘ Y
> (c*“’) <o
¢n
Démonstration. — On peut écrirq pour m>1:
. [ . \
c'." N ("J.nj. : n,) »(]k ? ],, pour * P

On peut donc dire que dans chaque somme définissant
Cmy1 1nterviennent les mémes facteurs que dans ¢,, en ajou-
tant & chacun un nf ; distincts de tous les termes nj,
(p=1, 2, ..., m) intervenant dans c,. Aussi bien dans
CnCrt2s | QU dans ¢y interviennent, vdans les  sommes
qui les forment, des prodults de 2m + 2 termes, chacun étant
de la forme n}; mais, tandis que tous les produits de la
forme n?n3,...n% n ....n%  oluinterviennent m -+ 1 couples
njnj avec p=gq (chacun intervenant, bien entendu, au
phm une fms) peuvent se présenter dans chy;, chaque prodmt
qul intervient dans c,Cn,.2 contient au plus m couples
njnj, avec p =y. Autrement dit, la somme définissant c},,
contient tous les termes que contxent CaCmys ‘€t . d’autres
termes positifs. -

Donc - .- . . . |

Chp1 2 CmCmt2s

ce qui prouve que — 210g Cuyy < — (log ¢n - l0g cpta), et la
convexité de’ — logc, est établie. ' ’ '
Nous avons démontré, d’autre part, dans [4;j qu'en posant

1

._;}B — sup Cz(n+h),
S nze P
on a

La convéxité:de - log 05 ensemble-avéc (80), ‘permet: alors
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d’affirmer (voir [5]) que
1
2
(81) o 3(E) <

et le. lemme .est ainsi démontré.

%

Cororraire. — Il résulte du lemme 111 que, st les conditions
et les notations de celui-ci sont conservées, il existe une suite
positive {y,} (n > 0) avec hm yi* =0, telle qu’on ait encore

| VRSN S
(82) z( Ya n+1> < .
Yn-{-] cn

En désignant, en effet, par {N,} ‘uné suite d entiers positifs
strictement eroissants tels que.;

3, (vﬂ>2’ < Lp,;.

n}N Cy.' ER I T :
ou L, tend vers zéro en décrmssant 1l sufﬁt de poser pour
Nysn<Nyu'(p>1)

ToYmbn ]__,‘
_ 'S ’ N
et de ch01s1r convenablement Yos Y1s Y25 o ;TN pour aboutlr
au résultat. -
Une telle suite {y,} (Y,, > 0, lim y}/" = (82) satlsfal-t)

sera appelée suite lide d la suite {n;} (elle n’existe que:si
Zn;! < o0; nous verrons d’ailleurs (voir page 39) que la série
(81), elle-méme, diverge lorsque Zn;! = ). La fonction -

(83) $(2) = Dy,

sera appelée fonction (qui correspond a {y.}) Ulée a la suite
{n;}. '

Le produit (qui converge)

R

fournit la suite {N,} appelée suite associée d la suite .{n,}
(toute suite {A,} avec lim sup n/a,=D® < o admet,
comme on le voit dans [5] une suite {A,} associée).
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Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréeme
sulvant

TatortMe III. — Soit feL[— =, =], et supposons que
(85) f(x) ~ Z(a; cos njx 4 b, sin n;z)

avec , v
) 2‘7%,“ < w.

Soit 1= ¢y — 7ma, a9+ ma] < [— =, =], et supposons
que [ ‘est p fois dérivable sur 1 avec '

(87) Max | fO(z) = b,

“Quelle que soit la fonction ¢ lwe a la suite {nj}, il existe
deuz constantes A > 0, A > 0, ne dependant que de ¢ telles
que

®8) ol +15) < Adg ()N, (> 1)

{N;} étant la suite associée & la suite {n;}.

Il suffit de démontrer le théoréme pour le cas «y = 0.
En suivant un raisonnement décrit dans [5] (page 102) (ou
dans [6], page 86), on voit, d’aprés (82) qu’en posant

s * ; PR l‘- ) . Hd
89) My, =12, M, =(Y—+*—> (n> 1), My, = 1,

n cn+1 Cn

ou les vy, sont définis par (83), et, en posant

M, _ e
(90) , z M= % s

on peut construire une fonction ¢(z) satisfaisant aux condi-
tions suivantes: ¢(z) est une fonction paire, indéfiniment

dérivable, de support [— Z —-—] 0 < q:( ) < 1; ol2) =1
pour |z| < —[t—; ‘
(91) [¢®(z)] < "M, (n > 0)

(92) \ q)("?<— %) = o® <_Z_> =0 (n > 0).
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~Soit'p, = p 4 3, et enchoisissant 3; > 0 (j=1,2, ..., py)
tels que R

Py 1 )
: % 8, <\—§-)-

posons

93) 3(z) = 2"‘3132 5, f dt, f dty --
f ez +t, + --- + tp.) P

8P4

On"péut évidemment écrire pour ¢ 2> 0, et r>0:

(94) 3C+(z) =

% R g
[f’dtl —a,dt"mj:éy M(xt—l-t1+...v+tlp‘)d&],

s
D’autre part, si ¢=1, on peut aussi écrire:

1
2°13,3,. . s,.

fdt,,..v.f —-[q><'><z+sl+ta+ )
oo — b e e + )] ey

en opérant par induction, a partir de (95), on a, pour

(95) 8("+1)( )

(96) |3¢+(z)] <

Ainsi, 3(x) est une fonction paire, indéfiniment dérivable,

de support contenu dans || < 1 <sur' [ : ; Z;]), égale

a-1.sur '[— 3’ ? et satlsfalsant -aux inégalités (96) pour
tout r > 1 et tout q,‘*avec 0<g<pn ' '

Posons maintenant :

(97) 84 4(x) = 8f<-::> cos ez = ZdF"® cos mz.

oot

La fonction 3, ,(z) est encore paire, indéfiniment dérivable,
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et sem support est contenu dams J— wma, wa[. Sur eet inder-

valle 3, ,(z )cosn,,x >0, et 8, ,(z)=cosmz pour [z} < ma'

On a aussi
. 1 a8

1 '
(98) P = — 8¢,kfa:)-cos n,,:v de > — cos? n,z dz
T J-r T J—nas

B W 4 Ny R
;"”k 'tan,;lt;lﬂc'os ¥y [8]1:2(8 - E:)

([a]) de51gne la partle e'ﬁtlere de . a)
- Rasons : »

Lo ae) =T (1 %) = s tpae,

J#k j '
et désignons par.: Ay(f) Vopérateur .
- (100) ‘53 ‘. . A‘(f — -_c(k)fan)f.:_ .

(st fest fhdéfinintent dérivable, et si la Somme cohverge)
Considérons alers l’expressmn

(101) A le)) = Fila) = Tesdi(a).
Remarguwons qu’on:a ,
L (102) - o o lim MR =, o0,

car, dans: le cas ‘contraire, }a classe C{M,} serant quasiana-
lythue et les deux relations (91) et (92) donneralent o =0,
contralrement a lafﬁrmatlon que - (a:)‘ ——‘1 sur 1a:|‘< %
On peut donc remplacer dans (91) (voir [5], page 227) ‘M,
par - 2M;, ol -log M;- ‘est la régularisée convexe de: logM,;

comme on a aussi lim Mj = .c0, ‘la. eenvexité de log M°
permet d’affirmer que M: tend vers l'infini en croissant a
partir de n > ng..

D’aprés la définition (97) de 3, ,, on a
-

(103) 89."12(27) l= (na)an 3(2::) <;w;> cers nao-

— i;__ @n-1) [ T
CL, 3 <_na>smn,,p:

()t
4o = 1)"n£"8}<£> co8 myz.
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Il existe donc une constante ' A, ne dépendant que de ¢,
telle que (il est évident que « < 1):

(104) el < A (22%)" M,

Comme ¢ < c(n > 1) (c? =¢, =1), on voit, d’apres
(89), la définition de la fonctlon 4, fonction liée & {n;},
(et (83)) que (101) a un sens (la série converge absolument et
uniformément sur R) et que :

(105) [Fu(o)l = 143000 < A 3 v (222" = 4y (22)

(Nous avons posé ici A = 2).
En utilisant (96) on voit, d’ailleurs, que F,(z) est p fois
dérivable. Le support de F,(x) est celui de 3, ,(z), cest-

a-dire [— 7_80—" 7—8“- et on a, en particulier, d’aprés (93):
A An,
R A

En tenant compte de (99) et (97), on peut écrire
(107) Fyl@) = X lpcosmz = Y, ¢ 3 (— 1)"d{*¥v2" cos vz
=== 2 d» (2 (— 1)"d‘.v3") cos vz = X d®PA,(v) cos vr;

tout en rappelant que, d’aprés (99), A (nj) =0 lorsque Jj #k,
et que, par contre, A (nk) N3, {N,} étant la suite associée

a la suite {n;}. :
Rappelons maintenant le théoréme de Young: si fl et fi

appartiennent & L[— =, =], avec
fi(z) ~ L4 ; (a, cos nz + b, sin nz) |
2 n/l

fo(z) ~ i+ S (dn,coénx+g;sinnx), (

.om2t

ou la série écrite au second membre de cette égalité converge
umformement, alors - ‘

108 — [T @) f (@) de = B0+ 3 (0, + bisa).
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La fonction f; étant la fonction f. del’énoncé et la fonction
fo étantlafonction F{P, ou I =p si p estpar,et [=p+1
si p est impair, on a, en vertu du théoréme de Young (le
support de Fk étant sur [— 7, wal),

(109) — f @FP() do = = [ f(@)FP(e) do

T J—xa
= Za,,jAk<nj)(-—— 1)2 .nljdy"k).
(La série 2 Ay(ny)nidi*® étant absolument convergente

du fait qu'e, F(’)( ) est au moins [+ 2 fois dérivable).

Or, d’apres (99), Au(n) =0 pour j # k, et Ay(n,) = Ny
En intégrant alors par parties p fois le second membre de
(109) on obtient :

(110) —i—f fP(2)F¢=P(z) dz = a, Ny (— 1)2nid{®®.

Dans cette égalité [=p si p est pair, et =p+1
si p est impair.

En utilisant alors (105), ou (106), selon la parité de p,
d’une part, et (98), d’autre part, on obtient I'inégalité (88)
(lorsque ag = 0), et le théoréme est ainsi démontré.

On écrira fe HL, si feL[— =, =], et si

(111) f(®) ~ Z(a; cos njx 4 b, sin n),
la suite {n;} étant telle qu’il existe un A>1 pour lequel
(112) | ﬁ? >A (= 1).
J

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme
suivant.

Tatorime VIIL. — Soit fe HL, avec (111) et (112) satis-
faits ; supposons que, sur
I = [0y — mat, g + wa] = [— m, Tc], fe C{M,}.
En posant

(113) T(t) = sup Lo
n>1

n
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suppesons que L'une des conditions swmicantes soit satisfaite:
10 T(r) = o pour r suffisamment grand;

20 Il existe deux constantes y > 0, 8§ > 0, telles que pour
r suffisamment grand

(114) log T(8r) — log T(r) > r.
On peut alors offirmer que e C{M,+,} sur [— =, =].

Démonstration. — Remarquons que de (112) résulte que la
suite {N,}, associée a la suite {n;}, satisfait & I'inégalité:

g
(115) Nt > (A? — 1)+l BT,

On a, en effet,

Mo Al <p<k), D<-L (p>h).
n, n,

Donec

ne n2
— log N, = log H(—g—i).ﬂ (1 -——g>>
p<i \Tp P>k p
« 2 (k—1)log (A2 — 1)
1 Ag 1
-3 Kz—r——(k—i)log(A —1) AT
On voit, d’autre part, que si les ¢, sont définis par (79),
quel que soit © > 2, la suite 7y, =n"c(n > 1) est une
suite liée d la suite {n;} (pour la définition, voir page 20),
la fonction '

(116) - (z) = Znrc,22"

étant alors une fonction liée & {n;}. Il résulte, en effet, de
n, > A*'n; (k> 1) que, quel que soit o > 0, la série
Zn;® converge; la fonction A(z) (définie par (79)) est donc
une fonction entiére d’ordre zéro, et, quel que soit 3§, > 0,
on a pour n suffisamment grand: 0 < ¢, < rn%". La
suite {y,}, qu’on vient de définir, satisfait donc, quel que soit
l > 0, pour n suffisamment grand, a I'inégalité :

(117) Yo < .
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~Dong, la fonction ¢, définie par (146) est une fonction
entiéere d’ordre zéro. On a aussi

(118) z < on )1/2" < .

Tn

Mais log <—L'—> = onlogn est une fonction convexe
c’l

de n, on peut donc tirer de (118) (voir [5]) la conclusion
que o h :

(119) > (-Y—_ﬂﬂ)% <
Cn Yat1
La suite {vy,} et la fonction ¢ qu’on vient de définir
sont donc bien respectivement une suite et la fonction corres-
pondante, lides & {n,}. :
D’apres le theor@me VII il existe alors deux constantes
A et 1, dépendant uniquement de ¢, telles que pour deux
entiers j > 0 et p > 0 quelconques on a, en supposant que

sur 1:[fOa) < kM, (n >
(120)  nlla) + b)) < ARMy ()N,

Comme ¢ est une fonction entiére d’ordre zéro, on a, quel
que soit p > 0, pour z assez grand T >z,

(121) [()f >

Ainsi, d’aprés (115), (120) et (121), il existe une constante B
tels que

(122) (o) + b)) < Bk—njﬁp( —1"6(1)0 7 >0, p>0)

(B étant indépendante de j et de p).
En posant log (A2 — 1) = — L, on peut écrire

L&+ (G >1).

L B
(123) ol + bl < —2
T (=L
()
Mais lim—n]— =0, il suffit donc de choisir p < y pour

J
vair, & partir de (123), que si ’hypothése 2° de I’énoncé du
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théoréme est satisfaite, il existe une constante C, indépen-
dante de j, telle que
Y

)
(124) Iajl+lbjlsceﬂ < Cﬂ (i > 1)
() T()

Si, par contre, I’hypothése 1° de I’énoncé est satisfaite, la
conclusion du théoréme résulte immédiatement de (123),
car f est alors un polynéme trigonométrique.

Il résulte de (124) que pour j > 1, p > 0:

(125) wla) + 1) < Chd(ks) Xz
J

La série Znj! étant convergente, on voit que sur [— w, «] :

IfP@) < 3 njlla) + b)) < Gk8)Mpa (p > 0),

ou (; est une constante.

Le théoréme est ainsi complétement démontré.

Rappelons qu’une classe C{M,} est dite dérivable sur R
sila relation fe C{M,} sur R, implique f’e C{M,} sur R.

Cororratre pu THEOREME VIIL. — Si C{M,} est dérivable
sur R, la conclusion du théoréme peut étre remplacée par
feC{M,}
sur [— =, =] : - .

Si lim MY* = o, logM; étant la régularisée convexe
de log M,, chacune des conditions équivalentes suivantes

(126) (M)t = O(M3"),
(127) log M; = O(n?)

est nécessaire et suffisante pour que C{M,} soit dérivable
sur R.

Si liminf MY* < o, la classe est évidemment aussi
dérivable.

Ce corollaire peut donc aussi étre énoncé de la fagon sui-
vante :

Si on ajoute aux hypothéses du théoréme VIII, la condition
10 de Vénoncé VIII a lieu, ou lim M}* = o avec (126), (ou
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son équivalent (127)) a lieu, on peut affirmer que fe C{M,}

sur [— =, «].

Remarque. — 11 est important de noter qu’avec les hypo-
théses du théoréme VII on peut remplacer dans Yinégalité
(88), qui constitue la conclusion du théoréme, la quantité

Mo, (= max |[f®(z)] sur I) par M, = ﬂ If9(@)| da.
Les derniéres lignes de la démonstration du théoréme justi-

fient facilement cette remarque.
Nous pouvons alors démontrer le théoréme suivant:

Tatorime IX. — Soit fe L[— =, =], avec les conditions
(85), (86) satisfaites. Soit {I,} une suite d’intervalles contenus
dans [— =, =], la longueur «, de I, tendant vers zéro.

St, quelle que soit la constante ¢ > 0, on a pour une fonction
¢ lide a {n;}:

) 1:§2¢< >f|f (2)| da = 0,

la fonction f est identiquement nulle (p.p.).
La démonstration de ce théoréme est immédiate en partant

e (110), avec I=p =10 et (103).

CoroLLAIRE DU THEOREME IX. — Soit fe [—=, =l
Supposons (85) avee o
(129) 2Ll o
n;

pour un o tel que 0 < o < 1.
Définissons I(h) par (45), et supposons que

. o logl(h) | s
(130) — e=lmsp 0% > T

Dans ces conditions f est identiquement nulle (p.p.).

Cet énoncé constitue mon ancien:énoncé dont j’ai parlé
plus haut, et qu1 a été repris par plusmurs auteurs, pour &tre
généralisé. Il est intéressant — et important — ‘de leé comparer,
par exemple, & la remarque de la page 15, ot dans la formule
(69) intervient lim inf, tandis que dans l’inégalité semblable
(430), qui intervient dans le corollaire qu’on vient d’énoncer,
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intérvient lim sup, ce qui- constitue, étant donné le sens de
I'inégalité, une condition bien moins restrictive. . :

Pour démontrer le Corollaire du théoréeme IX, il suffit de
faire les remarques suivantes: A(z) déSIgnant le produit
caronique de {n;} correspondant avec -

A(z) = Z(— 1)z,

on a, quel que soit 7y, > 0:
1 2”(0 m) ’
(131) el < A1,< _ > T ns )

ol A, est une constante, dependant de w,. Silon choisit

les constantes =m;, m,, m; de sorte que ¥y, >0, n, >0,

ns >0, m+ M+ =y <(f—0o)/o—p on voit, qu’en

posant v, = ¢, (n**t™)*" on a, d’aprés (131)

—an (1= qy—m,

(132) 1o < A 0T
Il en résulte immédiatement que {vy,} est une suite lide

a {nj}, que la fonction ¢(z) = Zy,2*" est, ainsi, une fonction

liée a- {n;}, et que, pour k donne

()

A, et A; étant des constantes indépenddntes de «.
En choisissant maintenant une suite {h,} tendant vers
zéro en décroissant pour laquelle

1(h,)
(134) 2 log by

(133)

< A eA,(nkla.)(l—")h—T

_P,‘

et en posant I, =[— =, — x 4 h,], on voit, d’aprés (133)
t (134), que, pour tout k fixe:

1imq,< )flf(a;[da;—-O

ce qui suﬂit d’apres le théoréme IX, de demontrer le corollaire
énoneé.

i-Avant de termmer ce chapltre, nous allons mdlquer quelques
cas simples du théoréme VIII.
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Lorsque M, =T(Bn) (B > 0), on a log T(r) ~ # (pour
la définition de T(r) wvoir (113)).

Ainsi, pour une classe de Gevray quelconque C{I'(Bn)},
B > 0, la condition 2° du théoréme VIII est satisfaite; ceci
a donc, en particulier, lieu pour la classe des fonctions ana-
lytiques sur un intervalle (B = 1).

Ainsi, d’aprés le théoréme VIII, si fe HL, etsi f appar-
tient & C{I'(Bn)} sur un intervalle partiel de [— =, =],
f appartient a cette classe sur l'intervalle [— m, =] tout
entier; et, en particulier, si f est analytique sur I<{— =, =],
cette fonction est analytique sur [— =, =]. Ce dernier fait
— Danalyticité de f sur un intervalle partiel I entrainant
son analyticité sur [— m, ©] — peut évidemment étre consi-
déré comme une version du célebre théoréme d’Hadamard
sur les séries lacunaires (@ la Hadamard) admettant le cercle
de convergence comme coupure. '

Faisons une derniére remarque concernant les séries de
Fourier de la forme (85) satisfaisant 4 la condition (86). Cette
condition est fondamentale, du moins pour pouvoir appliquer
la partie essentielle de notre méthode.

En effet, si (86) n’est pas satisfait, les quantités c,, définies
par (79), et qui sont par conséquent données par

2
=)
nn,...n

(les j, 1intervenant dans le méme terme étant tous dlstmcts
entre eux) satlsfont a lmégahte

1
(nlnz np o e

Autrement dit, si la condition (86) n’est pas satisfaite, on a

Tt = o,
et comme — logc, est une fonction convexe de n, cette
relation est équivalente a
5O
c’l

Il n’existe donc, dans ces conditions, aucune suite {y,}
li:ée a‘} {rn}; le.as fonctions possédant les propriétés (91) et (92)
n’existent, évidemment pas, non plus.



CHAPITRE HI

- Ce chapitre porte un caractére plutdt heuristique. Nous dési-
rons comparer deux méthodes de démonstration utilisées dans
mes différentes publications — dont celle-ci — portant sur des
branches d’analyse essentiellement différentes, mais qui, en
réalité, relévent, comme on s’en rend compte, aprés une étude
approfondie, du méme pr1nc1pe

Dans la théorie des séries adhérentes, ou tout 51mplement
dans celle des séries de Dirichlet admettant une abscisse de
convergence absolue, on opére d’une fagon qu on peut résumer
ainsi : une suite de nombres positifs strictement croissant
vers linfini {),}, admettant une densité supérieure finie

. n ne :
Iim sup =D*< oo,

et la série de Dirichlet .
(135) f(s) =Zde™ (s=0+ i)

admettant une abscisse de convergence absolue o, étant
données, on considére un domaine de la forme

B = |_J s, =R),
G=>0y

(la réunion de disques fermés) avec R > D°, ou la fonction
f(s) peut étre prolongée analytiquement. On peut évaluer

|di] (k > 1) & partir du maximum de |f(s)] sur C(o,, nR).
Pour le faire on utilise loperateur défini par (99), cet opé-
rateur étant défini, cette fois-ci, par

| (136) Az =11 <1 — %) =3 (— 1)yc®zn,

j#k J

et on l’appliqué, lorsque s € C(oq, ®R), sur le prolongement
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analytique. .f de la série (135) Autrement dit, on considére
la fonction »

(137) Fi(s) = .AZ(f ) =Z(— 1)"02;’1’. @(s).

Cette série converge uniformément et absolument sur tout
compact contenu dans

(138) B, — LJ (s, nr);

G20

ou ¢ < r < R — D’ En raisonnant d’une maniére tout a fait
analogue a celle utilisée dans la démonstration du théoréme
VIII, on trouve que st ¢’ — xR > o,, on peut ecrlre, lorsque
(139) F ( ) =2 (= 1)reif @(s)
=3 1) c(k) Z d)\zn —\js

(-
; dje™* 2 — 1)t = ; d;A, )\j A= d A (A e hE
 Cette égalité est aussi valable dans B, et, en particulier:

(140) Fy(os) = duBy(hi)e e
{A,} étant la suite associée & {1,}, on peut aussi - écrire

(141) dye ™% = A Fy(o) = A, g (— 1)ef @ (o)

= A, 3 (___' 1‘)uc§k)£_2_ﬁ£f f(z) dz
" [

271 z—0o|=7R (Z - 60)2n+1

. i _ n (k)_b_?:_ 1
T 2 A fl,_,,o,z,tn %f (=) 2»: (= 1 day" <z — "o>% da.

Cette égalité est semblable, et joue exactement le méme réle
que I’égalité (110) (avec p =1=0). F, de (110) est remplacé
icl par

(142) 3 (— e 2 ( ! )

n bcﬁn z — 0'0

la fonction analytique simple,

remplissant ici le role
de la fonction (appartenant & une classe non quasianalytique)

81’,‘(%> du chapitre II.
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- Pour obtenir I'inégalité cherchée pour |4, ilsuffit de remar-
quer que (142) n’est autre chose que L(z — op)/(z — 6,),
ou L(¥) est la transformée de Laplace de Z(— 1)"¥¢2".
Remarquons, d’ailleurs, que les opérations précédentes sont
valables, ear X(— 1)"c“° est, dans. les' conditions: envi-
sagées, une fonction entiére de type au plus égal & =D* (voir
[5]), la série (142) converge donc umformement et absolument
pour |z — oo > =D% -
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