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BASES DE SCHAUDER
DANS CERTAINS ESPACES

DE FONCTIONS HOLOMORPHES
par NGUYEN THANH VAN

Introduction.

La théorie des bases (de Schauder) dans les espaces de
fonctions holomorphes joue un rôle important dans la théorie
générale des bases (dans les e.v.t.), beaucoup de résultats de
cette dernière ont été établis auparavant pour certains espaces
de fonctions holomorphes, le théorème de Dragilev-Dynin-
Mityagin qui affirme que toute base d'un espace de Fréchet
nucléaire est absolue est un exemple important parmi bien
d'autres. Cependant la théorie des bases dans les espaces de
fonctions holomorphes ne se réduit pas à ce rôle de modèle
particulier, elle a son propre intérêt et ses résultats les plus
fins ne semblent pas susceptibles d'être généralisés sans
grande difficulté aux e.v.t. généraux; d'autre part des bases
assez « bonnes » peuvent être utiles pour l'étude de certains
problèmes d'approximation des fonctions holomorphes. C'est
à cet aspect qu'est consacré le présent travail.

Chapitre 1.

Avant d'aborder les bases de Schauder, nous croyons utile
de donner quelques propriétés générales des systèmes biortho-
gonaux dans l'espace des fonctions holomorphes sur un ensem-
ble fortement linéellement convexe au sens de M. Martineau.
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Ces propriétés résultent de la proposition suivante : E étant
un ensemble f.l.c. c: c", F c: c"1, T e Ï(H(E), H(F)), {^}

une suite <= Ho^[E^, {FKÎ une suite <= H(F), les propriétés
suivantes sont équivalentes :

00

— Vfe H(E), S <A ?K> FK converge (resp. converge abso-
lument) dans H(F) et a pour somme T(/*).

00

— S PK-FK converge (resp. converge absolument) dans

H {[ E X F) vers le noyau de T.

Chapitre 2.

Soit E une partie de C. Une base {FJ de E est dite
simple de 1̂  espèce lorsque chaque F^ est un polynôme
vérifiant F^O) = n ! et F^^O) =--0 VK ^ 1, elle est
dite simple de seconde espèce lorsqu'il existe un point a e E
tel qu'on ait pour tout n :

Fi^(a) = n !, F^(a) = F,(a) = ... = F^>(a) - 0.

Ces bases possèdent de remarquables propriétés, en voici
une relative aux bases simples de l3"6 espèce : si {F^} est
une base de H(œ) où co est un domaine de Carathéordory,
alors {F^} est une base commune des espaces H(XJ avec

3ip==\ze[^: G(z,[îs, co) <log p j u es, p> 1.

Nous appliquons ces propriétés à l'étude asymptotique de
certaines suites de valeurs extrémales de la théorie d'approxi-
mation quadratique.

Enfin nous généralisons la notion de base simple aux espaces
de fonctions holomorphes de plusieurs variables, nous déter-
minons toutes les bases simples de l'espace des fonctions
holomorphes sur un polydisque et calculons l'ordre et le type
d'une fonction entière de plusieurs variables f en fonction
des coefficients X^ du développement ^ ^&FK de f suivant

KeN"
{FK}, en supposant que {FK} soit une base d'un certain
espace de fonctions entières.
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Chapitre 3.

Nous étudions le problème suivant : soit û un domaine
de H et soit / une partie de û telle que 0\-^ soit connexe,
existe-t-il une base commune pour les epsaces H(ti) etH^-La réponse est positive dans le cas où ti\% est un domaine
régulier pour le problème de Dirichlet, ^ étant supposé
compact. Plus précisément nous montrons que si U est une
mesure finie positive sur ^ absolument continue par rapport
à la mesure harmonique de ^ (ou plus généralement U
est une mesure admissible au sens de Widom) et si L^(/, U)
désigne le sous-espace fermé de L2^, U) engendré par les
polynômes, alors il existe une base orthonormale {e^} de
Ljî(%, U) qui est une base commune des espaces H(i2) et
H(x) et qui en plus possède la propriété suivante :

lim [Max |^(z)| I1/71 = R^ Va e ]0,1[
n^oo L -?er« -I

41
où I\ == {z e Q\5c : h{z) == a}, R == exp —, <p == Flux de

9p
h(z) à travers tout contour séparant % et ^ t2, h{z} désigne
la mesure harmonique de Fr. 0. par rapport à t2\x-

Nous précisons notre résultat dans quelques cas particuliers.
Enfin nous présentons un cas où la réponse est négative.

Chapitre 4.

Nous donnons quelques applications de la base {^s}.
Soit {/*„} une base commune des espaces H(Î2) et H(/),

nous déterminons tous les ouverts E de Q. non contenus
dans ^, et tous les compacts E de û rencontrant
(Q\^) u Fr. ^ avec Û\E connexe et régulier pour le pro-
blème de Dirichlet, tels que {fn} soit une base de l'espace
H(E). Une généralisation d^un théorème d'interpolation dû
à Zerner, Lions et Peetre est donnée; et enfin nous établissons

/-j \ o

la formule asymptotique Ec(^) ^ x ^ £; où Eç(%) estlog K
Pe-entropie de l'ensemble â8 des fonctions holomorphes et
bornées en module par 1 dans H(û), calculée dans la métrique
uniforme de ^(x)*



172 NGUYEN THANH VAN

Chapitre 5.

Ce chapitre est de caractère bien classique, il s'agit du pro-
blème d'interpolation d'Abel-Gontcharoff. Nous l'étudions par
la méthode des bases voisines au sens de Paley et Wiener;
cette méthode a déjà été utilisée en 1940 par Boas, mais nous
trouvons qu'une nouvelle adaptation peut donner des résul-
tats beaucoup plus précis, d'autre part l'économie de calculs
que présente cette méthode nous permet de donner notre
résultat dans le cadre de plusieurs variables aussi aisément
que dans le cadre d'une variable. Nous considérons aussi
des problèmes connexes et montrons en particulier que,
pour tout p > 0, si f est une fonction entière de croissance

< tordre p, type —p) (W = constante de Whittaker)

et si chaque f^ n'est pas univalente dans le disque

{z: \z\ ^ n1-11^}

sauf pour un nombre fini d'entiers TZ, alors f est un poly-
nôme.

Les résultats de ce travail ont été annoncés très partielle-
ment dans trois notes aux Comptes Rendus de l'Académie des
Sciences [19].

Je tiens à exprimer ma profonde gratitude à M. Hervé dont
les conseils et les encouragements m'ont été précieux. De
multiples améliorations de ce travail lui sont dues.

Ma gratitude va également à M. Combes qui m'a tant aidé
pendant mes premières années de recherche.

Je suis heureux de remercier M. Martineau pour l'intérêt
qu'il a bien voulu accorder à mon travail, et pour le soin avec
lequel il a lu cette thèse, en tant que Délégué du Département
de Mathématiques.

Je désire remercier également M. Lazard pour le très inté-
ressant sujet de deuxième thèse qu'il a bien voulu me proposer.



CHAPITRE 1

DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE
DES FONCTIONS HOLOMORPHES

SUR UN ENSEMBLE
FORTEMENT UNÉELLEMENT CONVEXE

Préliminaires (Rappels sur les ensembles fortement linéelle-
ment convexes).

<z, u) = ̂  JSfc^fc désigne la forme bilinéaire usuelle mettant
n

en dualité C" avec lui-même, P(C71) l'espace projectif
obtenu en adjoignant à C" ses points infinis. A tout hyper-
plan î: de ?(€"), Ç = {(zo, z,} : Zo^o + <^ î:i> = 0} on
associe le point de coordonnées projectives (Çç, Ç^) avec
Ç o e C et ^eC". *

Si A est une partie de P(C") nous notons par (^A
l'ensemble des hyperplans qui ne rencontrent pas A. L'ensem-

[* . .blé A étant identifié à une partie de P(C") nous pouvons
? ?prendre f fA .

DÉFINITION (Martineau [16a]). — A ouvert {ou compact)

dans C" est linéellement convexe si et seulement si ^ ^ A = A.
Soit û <= C" ouvert. Dire qu'un hyperplan î de coor-

données projectives (î^o? îi) (o^ e G, ^i e C") appartient à

^ Q revient à dire que la fonction ( z^ —> -,—•—-°——— )
\ îo r ^lï si/>/

qui ne dépend que de Ç, est holomorphe sur t2. Donc si
12
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T € Hc'*(tî) (Hc"(ti) est le dual vectoriel topologique de
l'espace Hc'*(iï) des fonctions de n variables complexes
holomorphes sur ti muni de sa topologie Ï — 9 usuelle,
quand il n'y a pas de confusion on écrit H(Q) au lieu de

Hc-W), T 1^ -> , . ^° ^ = 9T(C) est définie. On voit
\ SQ 1" l̂? Si//

aisément que <pr(î) est une fonction holomorphe au voisinage
?de ^ Q et nulle à l'infini, c'est-à-dire un élément de l'espace

Hp(cn).o([Q) = \f^ Hp(cn)([û) : A^) = O J .

DÉFINITION [16a]. — îî est fortement linéellement connexe
si et seulement si û est linéellement convexe et Inapplication

( f \T —> <PT ^st une bijection linéaire de Hc"(t2) sur Hp(cn)o\ ^ Q/.
Par le théorème du graphe fermé, T —> 9r est alors un

isomorphisme vectoriel topologique de Hc»(û) muni de sa

topologie de dual fort de Hc"(t2), sur Hp(c").o\ f û^.
Dans la suite on suppose toujours que t2 soit un ensemble

ouvert (ou compact) fortement linéellement convexe de G".

On met en dualité Hc"(û) et Hp(c"),oU^ P2111 ^a forme

bilinéaire: <f, 9) == Ty(/'), où Tç est l'élément de Hcn(Q)
dont l'image par l'application T -> (RT est 9.

p
Pour simplifier on pose : ^ == ^ il.

1. Représentation d'une application linéaire continue.

Soit E un sous-ensemble de G"*. On désigne par
Hcmxp(c").o(E X îc) l'espace des fonctions des variables
(z, ^) e C"1 X P(C") holomorphes au voisinage de E X ^
et nulles aux points (z, oo). Cet espace est muni de sa topologie
inductive Ï'9 usuelle.

Soit 3î(z, Ç) e HC"XP(C")O (E X %), on pose pour toute
/•eHcn(ti):

^M=<f. î:->3t(^)>.
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T/* est un élément de Hcm(E) et il est facile de voir que T
est une application linéaire continue de Hc"(û) dans . Hcm(E).
On dit que la fonction 3t(z, Ç) représente l'application T.
On constate aisément que deux éléments de Hcmxp^n) ç (E X 30)
qui représentent une même application linéaire continue de
Hc"(t2) dans Hcm(E) sont identiques.

Soit {Ffc, <pfc} une suite dans Hcm(E) X Hp(c"),o (x)* O11

dit que {F^ 9^} représente une application linéaire continue
T de Hcm(t2) dans Hcm(E) lorsque pour toute fe Hc'*(û)

00

la série ^ </*? ?fc) FA converge dans Hcm(E) et y a pour
0

somme la fonction T/*. Lorsque pour toute fe Hcn(t2),
oo

S ^/? 9fc) Ffc converge absolument dans Hc"»(E) et y ao
pour somme T/* alors on dit que {¥^ y^} représente absolu-
ment l'application T.

THÉORÈME 1. — Si {F^, <p^} représente (resp. représente
00

absolument) T alors la série ^ Ffc(z)9k(î) converge (resp.o
converge absolument) dans Hcmxp(c"),o (E X x) et y a pour
somme la fonction 3l(z, Ç) qui représente T.

Inversement si T est représentée par 3î(z, 2^) et 51 la série
00

S F*^)?^) converge (resp. converge absolument) dans
0

HC^XPOT.O (E X /) ^ y û pour somme la fonction 3i(z, Ç)
afor^ {Ffc, y^} représente (resp. représente absolument) T.

Démonstration. — On se borne au cas où îi est ouvert
(raisonnement analogue pour le cas t2 compact).

a) Supposons que {F^, 9^} représente T : Montrons que

S p ^
la suite 3îp(;s, ^) = S Ffc^y/cWc est bornée dans

0 )

HC^XP^.O (E X x)' On raisonne par l'absurde. Supposons le
contraire, alors il existe

— une suite {z^} dont les points d'accumulation appar-
tiennent à E (1) ;

(1) Cela veut dire que pour tout voisinage ^ de E» z^ e ̂  pour K assez
grand.
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— une suite {Up} de voisinages fermés de ^ avec
Up ^ Up^ et n U p = x ;

— une suite croissante d'entiers {Kp}, Kp/^oo telles que
l'on ait pour tout p :

^p+i
(1) Max S F,(zp)<p,(î:) ^ 1.

Çeup Kp

D'autre part, pour toute fe Hc"(û) on a, par le fait que
{F\? Pk} représente T :

lim^, Rp(î : )>=0

où l'on pose :
^p+i

RpW = S F^p)9^).
S

{Rp} converge faiblement, donc fortement, vers 0 dans
Hp(c^o(x)- O11 en déduit que {Rp} converge uniformément
vers 0 sur un certain Up^ : c'est en contradiction avec (1).

Donc {3tp(z, ^)} est bornée dans Hc"*xp(c"),o (E X x)'?
montrons maintenant que {3îp} converge dans cet espace,
puisque l'espace en question est de Montel il nous suffit de
montrer que toute sous-suite convergente {3ÎK } a la même
limite :

Soit 3Î»-^3Î dans Hcmxp^^.o (E X )c)? alors pour tout
z e U, où U est un certain voisinage de E (dans C"1),
et toute f e Hc"(ti) on a :

</•, Ç -> 3t(z, !:)> = lim </•, Ç -^ 3 ,̂ Ç)>.
px»

Puisque {F^, 9^} représente T on a pour toute f e Hc»»(tî) :

Tf{z) = lim S <A 9.> F.(^) = l™ </*; ^ ̂  ̂ p(z, ^)>
p>oo 0 P>oo

pour tout z e Uy, où Uy est un voisinage de E dépendant
de /*. Donc pour z e U n U^ on a :

T^)=</;^3t(z,Ç)>

Donc 3t(z, î^) représente T, c'est l'unique élément de
HC'»XP(C"),O (E X %) qui représente T. Donc toutes les sous-
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suites convergentes {3ÎK } convergent vers la même fonction 3Î.
La suite {3tp} converge donc vers 3t. C.Q.F.D.

b) Supposons que {F^, y^} représente absolument T : On
constate aisément que pour toute permutation II de N la

00

suite {Fn<k), Vnw} représente T. Donc ^ Fn(t)(z)yn()c)(^)
0

converge vers 3t(z, Ç) dans Hc"*xp(c"),o ( E X / ) .
00

La série ^ Ffc^)-?^) est commutativement convergente,o
donc absolument convergente dans Hcm4-p(c'*),o (E X /), car
cet espace est nucléaire.

c) Supposons que T est représentée par 3t(z, Ç) et que
00

^ Ffc(z).Çfc(^) converge et a pour somme 3î(z, Ç) dans
HC^XPCC^.O ( E X / ) . Pour z appartenant à un certain
voisinage U de E on a :

TTO = <A ^ -^ ̂  ^)> == lim </•, î: -> 3tA !:)>
P>00

T/'(z)= S </•, <pk> F,(z).
0

00

Montrons que la série ^ </*, 9^) F^(z) converge uniformément
0

sur tout compact d'un voisinage ouvert de E. Par suite de
00

la convergence de ^ F^ dans Hcwxpcc^.o (E X /) il
0

existe un voisinage ouvert œ de E tel que : pour tout
compact K <=• û>, il existe un voisinage ouvert U de /

00

tel que ^ Ffc(z)<p^Ç) converge uniformément sur K X U.
o

Cela entraîne :
ç

Sup ^ Ffc(z) .Çfc(^) —> 0 lorsque p et q —^ oo.
Cr.OeKxu p

Sur l'espace HP(C")(U) la fonctionnelle f:

A?) = <A 9>
peut être représentée par une mesure M) portée par un com-
pact L de U :

A?)== / f^.
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S </", <Pfc> F,(z) ==(/•, Ç -^ 5 F,(z).9,(Ç)
^ \ P /

=^(| F,(z).9^))^llç

S </*, 9/c> F,(z) ^ ||̂ || Sup S F^).<p,(î:)
îeL | p

Donc :

Sup 2 <A ?.> F,(^) ^ m sup S F^).ç,(î:)2ei 1 7 (^ Ç)€KXL | p

la dernière quantité tend vers 0 lorsque p et q oo.
( p )

La suite ] ̂  </, <p^> Ffc(z) [ est donc une suite de Cauchy
C o )peN

dans Hcîm(cù). Elle est donc convergente dans cet espace,
on en déduit que {F/c, ç^} représente l'application T.

00

d) Si dans c) on suppose en plus que S Ffc(z) .Çfc(Ç) converge
o

absolument dans Hcmxp(c"),o (E X x)? alors iï est facile de
00

voir que pour toute fe Hc»(t2) la série S </^ ?*> Fk est
0

commutativement convergente, donc absolument conver-
gente, dans Hcm(E); donc {F^, 9^} représente absolument T.

2. Suite biorthogonale.

1) Une suite (ou un système) {F/g, y^} dans

Hcn(Q) X Hp<cn).o(x)

est dite biorthogonale lorsque :

<F., <p^> == 8 .̂
On pose :

Ço___(0(2, !:) ==
îo + <^ ^i>

Ço ^ G et Ci e G" sont les coordonnées projectives de Ç.
Soit E une partie de Q. On désigne par IE rapplication

canonique de Hc"(û) dans Hcn(E), il est évident que
œ(z, Ç) représente IE.
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THÉORÈME 2. — Si {Ffc, 9,J est biorthogonale et si {F/J
est totale dans Hcn(Q), alors {F^ Çk} représente IE ^i et

S ^ )seulement si la suite ^ F^(z).<pfc(Ç)[ e5( bornée dans
H /T? ^ _\ o 5peN

C^XP^.O (rL X X}-

Démonstration. — « Seulement si » est évident d'après le
( p \

théorème 1. Supposons que )3tp(z, î) == S FfcC^-y/c^n soitC o )
bornée dans Hcnxpcc^o (E X /). Soit {^tpj une suite
extraite convergente et soit 3t(z, Ç) sa limite, 3l(z, Ç) repré-
sente une application linéaire continue T de Hc"(t2) dans
Hc»*(E) et on a, par suite de la biorthogonalité de {Fp, 9?} :

T(Fp) = ÏE(Fp) = Fp pour tout p,

T est donc identique à IE, car {Fp} est totale dans Hcn(Q).
Il en résulte que 3t(z, Ç) == co(z, Ç). Donc toutes les suites
extraites convergentes {3tp} ont la même limite o)(z, Ç).
Puisque HC"XP(C").O (E X x) est un espace de Montel, ce

00

fait implique la convergence de ^ F^(z) .9^(Ç).
0

Remarque 0. — Avec les mêmes hypothèses, on peut
montrer que {Fp, y?} représente absolument IE si et seule-
ment si la famille ( ^ Fk^)-?^)^ (^ désigne la famille

(kGQ )<J6^

des parties finies a de N) est bornée dans H<y»xP(c").o(E X /)
2) Soit {F/c, 9^} une suite biorthogonale dans

Hcn(û) X Hp<cn).o(x),

{Ffc} est dite une base (au sens de Schauder) de Hc»*(û) si et
seulement si {F^, 9^} représente l'application identique de
Hc«(û) sur lui-même.

THÉORÈME 3. — {F^} est une base de Hc"(û) si {F^}
est totale dans Hc"(ti) et {F^(z) .9fc(î)}keN ^^ bornée dans
Hc"xp«no(û X /).

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du
théorème suivant dû à Dynin et Mitjagin (voir [17]).
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THÉORÈME — Si X est un espace nucléaire et si {x^ x'k}
est une suite biorthogonale dans X X X' satisfaisant les condi-
tions :

— {xif} est totale dans X.
— Pour toute seminorme p de X il existe une seminorme

q ^ p telle que :

Sup q{Xk)p{Xk) == Kpy < oo
avec

q{x,) = Sup {\x,{x)\ : q{x) ^ i, x e X}.

Alors {Xh} est une base absolue de X.
3) On suppose que {F^} soit une base de Hçnftî). Soit

T une application de {F/J dans Hcm(E), E étant une partie
de C"1 : TFfc === Gfc.

THÉORÈME 4. — T peut être prolongée en une application
linéaire continue de Hcn(Q) dans Hcm(E) si et seulement si
c P }
]2 Gfc(z).<pJ^){ est bornée dans Hçmxp/c») o(E X x)-
( 0 )p€N

Démonstration. — Si T peut être prolongée en une applica-
tion linéaire continue de Hc"(î2) dans Hcm(E) que l'on note
encore par T, alors pour toute fe Hcn(t2) on a :

17= S <A <P.> TF, = S </,<p.> G,
0 0

la série étant convergente dans Hc'»(E). Donc {G^, y^}
c P }

représente T et, d'après le théorème 1, ^ ^ Gfc(z) .<pfc(Ç)(
est bornée dans Hc'"xp(c"),o(E X x)- ( p ° y

Réciproquement supposons que )S G-k(z) .<pk(Ç) ( soit
< 0 5

bornée dans Hcwxp(c"),o(E X %). Posons

^^)= i G^).?fc(^).
0

Soient {3tp^} et {3t^} deux suites extraites convergentes
quelconques et soient 3t' et 3î" leurs limites respectives.
3t' et 3t" représentent deux applications linéaires continues
T' et T' de Hc"(û) dans Hcm(E). On a : TF, = TF, == G,
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pour tout k. Donc T' == T^ car {F^} est une base de
Hcn(t2). Il en résulte que 3t' == 3T == X Donc la série

00

5 Gfc.Çfc converge (dans Hc^xpcc^o^ X ^)) et a pour
o

somme la fonction 3t. Il est évident que l'application repré-
sentée par Si est un prolongement de T.

Remarque 1. — D'après le théorème de Dynin et Mitjagin
cité, toute base de Hc"(ti) est absolue.

Remarque 2. — Dans le théorème 4 on peut renforcer la
condition nécessaire :

Si T est une application linéaire continue de Hcn(iî)
00

dans HC*»*(E), alors la série ^ G^(z).<p^(Ç) converge absolu-
o

ment dans Hc*"xp(c"),o (E X %) et sa somme 3t(z, Ç) repré-
sente T.

Démonstration. — Puisque la base {F^} est absolue, pour
00

toute fe Hcn(iî) la série ^ ^A ?/<) G^ est commutativement
0

convergente, donc absolument convergente, dans Hcm(E).
Donc la suite {G^, 9^} représente absolument l'application
T. Il ne reste qu'à appliquer le théorème 1 pour avoir la con-
clusion.

Remarque 3. — Puisque toute base de H<y»(îi) est absolue,
il résulte du théorème 1 l'assertion suivante qui sera utile
dans la suite :

Si tî est ouvert et si {F^} est une base de Hc"(t2), alors
pour tout compact K <= t2 il existe un compact L <= û

00

et une constante finie Mo tels que pour toute série S ^Ffc
convergente dans Hc"(t2) on a : °

1 JA,| /Max|F,(z)|\ ^ Jlk.Max S ^F,(z)|.
0 \ ZGK I 2çL 0

Cette assertion peut être considérée comme un cas parti-
culier d'un théorème de Newns [18].



CHAPITRE 2

BASES SIMPLES

Une suite {F,J de fonctions holomorphes sur une partie
X de C est dite :

— simple de l3'® espèce lorsque chaque Fn est un poly-
nôme vérifiant :

F^O) = n!, F^^O) = 0, V/c ^ 1.

— simple de seconde espèce en un point a e X lorsque :

F,(a) = F.(a) = = . . . = Fi-^a) = 0, F^>(a) == n !

Ce chapitre est consacré à l'étude des bases (de Schauder)
simples. De telles bases ont été étudiées par Whittaker [3l],
Evgrafov [9] et Falgas [11].

Nos résultats sont essentiellement d'une variable complexe,
quelques-uns sont donnés sous forme de plusieurs variables
complexes, mais dans le cadre trivial des fonctions holo-
morphes sur un polydisque (le cas des domaines de Reinhart
s'y ramène).

1. Bases simples de certains espaces de fonctions
d'une variable complexe.

Remarque préliminaire. — a) Pour toute partie X de
C = C u {oo}, H(X) désigne l'espace des fonctions holo-
morphes au voisinage de X muni de sa topologie limite
inductive. Soit E une partie de C, il est bien connu qu'on
peut mettre en dualité vectorielle topologique les espaces
H(E) et Ho(E) par le produit scalaire :

<f^>=f,f{ZWd^ [/^(E), < p e H o ( [ E ) ]
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Y étant un cycle convenablement choisi dépendant de f
et <p (voir par exemple [16 6]).

b) Soit {F»; yj un système biorthogonal dans
H(E) x H o ( [ E ) :

<Fp, <p,> == 8 .̂ :
— Supposons que E soit un compact à complémentaire

connexe et que {FJ soit une suite simple de 1̂  espèce
(respectivement de 2e espèce en un point a 6 E). Pour tout
nombre R tel que le disque D(a, R) == {z : \z — a\ < R}
contienne E on a (2) :

Xa K> W^ dz == <^ ̂ >

=8p,, (C(a, R ) = = {z: |z-a| == R}).
On en déduit par un petit calcul :

<p<^i)(oo) = (n -̂', y,(o)) == y,(oo) = ... = <p^(oo) = 0

(respectivement y^^oo) = 0, VA* > 2).
•— Maintenant supposons que E soit un domaine, alors

avec les mêmes hypothèses on a les mêmes conclusions, car
pour tout r tel que D(a, r) <= E on a :

X..)^)^)^-8^-
c) Dans la suite pour ne pas compliquer le langage nous ne

considérons que les bases simples de 2e espèce à l'origine 0
(on les appellera tout simplement bases simples de 2e espèce)
et, bien sûr, les bases simples de l^ espèce. Cela ne restreint
nullement la portée de nos résultats concernant les bases
simples de 2e espèce.

1. Soit ^ un compact du plan G tel que f ^ soit
un domaine régulier pour le problème de Dirichlet, Leja [13]
a établi l'existence d'une suite de points {aj de ^ telle que :

lim -^ log |L^)j = G (z, [ x, oo ) + log (Cap x)

(») Respectivement pour tout R inférieur au rayon d'holomorphie en a de F ,
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uniformément sur tout compact de ( v , avec :

Lo(z) = 1, L,(z) = (z — oci)(z — 002) . . . (z — aj

G(z, x, oo ) = Fonction de Green de ( v avec pôle au point oo,
Cap x = Capacité logarithmique de /.

D'après un résultat classique de Walsh (voir [28 a], Théorème
2 du chapitre 7; Walsh a démontré ce théorème pour le cas
où / et [ ^ sont connexes, mais sa démonstration s'étend
facilement au cas général) toute fonction f holomorphe
sur «Ttp :

^p= | z e [ x : G ( z , [ x , oo) < l ogp jux

peut être développée en série ^ C^(z) convergeant uni-
0

formément vers f sur tout compact de 3îp, et ceci pour tout
00

p e ]1, oo [. Dans la série ^ CJL^(z) les coefficients C^
0

sont déterminés formellement en posant successivement
z == ai, z == a^ . . ., z == a^, ... ; les C^ sont des formes
linéaires continues de f sur H(3tp), donc {L^} est une base
commune des espaces H(3tp)(l < p < oo).

Ainsi a-t-on prouvé le

THÉORÈME 1 (LEJA). — II existe une hase simple de 1^
espèce {L^} des espaces H(3tp) telle que :

l im( |L^p)^==p.Capx ( V p e ] i , oo[)
nx»

l^l^p == ^P IW2)!
ze^

2. Soit û un domaine de C contenant l'origine 0 et
régulier pour le problème de Dirichlet, on pose pour tout
re]0, 1[:

I, == {z e Q : G{z, û, 0) > - log r}

3t désigne le complémentaire de û et, pour tout ensemble
_ ^ ^

E <= C, Ê désigne l'image de E par l'inversion z —> —•
z

Soit {L»} la base de Leja de H(3t) (voir Th. 1), soit
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{yj la suite dans Ho( [3t) formant avec {LJ un système
biorthogonal (on l'appelle aussi, brièvement, la base duale de
{L,}), c'est une base commune des espaces Ho(Q) (û = [jt)
et Ho(îr), au voisinage de l'infini on a :

^)=——i^-k avec ^^\lsiIt-n+i
^^ o fU si A* < n.

En posant :

9o(2) = 1, <Pn(z) = S an.W^

on a le

THÉORÈME 2. — I I existe une base simple de 2e espèce {<}?„}
des espaces H(I^) telle que:

lim (|<pJ^=———— (Vre]0, l [ ) .
~^" Lap. <ïin^ao

3. Soit i2 un ouvert du plan C à complémentaire connexe.
On ne sait pas si H(û) possède une base simple de l1'6 espèce,
même lorsque û est l'intérieur d'un contour de Jordan.
Cependant on a la

PROPOSITION 3. — 5i {P^} est une base simple de l^ espèce
de l'espace H(t2), alors pour toute suite complexe {a,} la
série Sa^P^ converge dans H(i2) si et seulement si :

^
lim sup la,!17" < ————.F ' "l Cap Q

Démonstration. — Posons p == Cap tî.
A

a) Supposons que lim sup \a^\lln ^ —, montrons que la
P

série Sa^P^(z) converge normalement sur tout compact
K de Q.

Puisque {PJ est une base absolue de H(Q) il existe,
d'après la remarque 3 du chapitre 1, une constante A < oo
et un compact K' <= Q tels que :

|Sa^ ^ A|Sa;.P^K (1)
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pour toutes suites finies {o^} et {a}} telles que a, = a,
ou 0. Soit (ù un ouvert à complémentaire connexe limité
par un nombre fini de Contours de Jordan analytiques dis-
joints tel que :

K' <= co c û) û, Cap œ == T < p.

Soit {?„} la base de H(c>>) formée par la suite des polynômes
de Faber-WaIsh [28&], {FJ est une base simple de i^ espèce
telle que pour toute suite complexe {b^} la série S&^F^
converge dans H(<o) si et seulement si

lim sup [fej17" < —.

Puisque {P,J est simple de l1'® espèce on a:
n—l
S A./=• '

F == P ,,.Py* n x n

Donc (1) donne :

(2)

|Pn|K < A|F .̂.

Puisque lim sup ja,!1^ < 1 1< — la série
P T

converge d'après (2). Donc la série SjaJjPjK converge.
SH|F»k.

b) Supposons maintenant que 2aJ\ converge dans H(Q),
donc normalement sur tout compact de Q (car {P^} est

A

une base absolue de H(t2)), montrons que lim sup jaj1^ ^ —
p

Soit <o la réunion des intérieurs d'un nombre fini de Con-
tours de Jordan analytiques disjoints dans Q, soit {F^}
la base de Faber-WaIsh de H((x>). En raisonnant comme dans
a) on voit que la série S|aJ|F^K converge pour tout compact
K <= û>, donc :

4
lim sup |aJ1^ ^ ..———
n>ao Lap. û)

On peut choisir œ tel que Cap œ soit arbitrairement voi-
sine de Cap t2, donc :

4
limsuplaj^ < -——..n>oo Lap. i2
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4. Prolongement des bases simples.
Soit c«) un domaine de Carathéodory, c'est-à-dire tel que

[—<x> et la composante connexe non bornée de &> aient la
même frontière.

PROPOSITION 4. — Si {Pn} est une base simple de l1'® espèce
de H(<x)), alors {?„} est une base commune des espaces H(3îp)
avec :

yi == {z e ^ œ : G(z, ûï, oo) < log p} u û>(l < p < oo )

Démonstration. — Soit {^} la base dùale de {?„}. D'après
le théorème 2 du chapitre 1 on a...:

Pour tout contour (de Jordan) C dans œ, il existe un
contour F dans co et une constante M < oo tels que:

IPJc.IkIr < M Vn. (1)
Posons :

^ = {ze Ext C : G(z, Ext C, oo) == log p}
Y^ = {z e Ext F : G(z, Ext F, oo) = log p}

Puisque ^n(oo) == ^n(oo) == • • • == ^(oo) == 0 une géné-
ralisation du Lemme de Schwarz (voir [29], Lemme 1) donne :

l+nl^^Wr.P-71. (2)

D'autre part une généralisation du lemme de Bernstein
([26a], Lemme 2.1) donne :

IPnl^lPJc.P». (3)

Puisque co est un domaine de Carathéodory on peut choisir
les contours C et F de telle manière que G(z, Ext C, oo) et
G(z, ExtF, oo) soient arbitrairement proches de G\z, ^co, oo).
Ce fait entraîne, avec (1), (2) et (3) :

Pour tout contour y dans 3tp, il existe un contour y'
dans 3îp et une constante M < oo tels que :

IPJï.lUr ^ M vyl-
Donc {PJ est une base de H(3tp) d'après le théorème 3
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du Chapitre 1, car {PJ est totale dans H(3tp) (théorème
de Runge).

Remarque. — En gardant les notations des paragraphes
1 et 2, et en utilisant la même méthode, on peut prouver que

— si {?„} est une base simple de l1"6 espèce de H(/),
alors elle est une base commune des espaces H(3tp)
(1 < p < oo),

— si {<j/^} est une base simple de 2e espèce de H(i2), alors
elle est une base commune des espaces H(I^) (0 < r < 1).

5. Équivalence des bases simples.
Deux suites {x^} et {y^} d'un e.v.t. X sont dites équi-

valentes lorsqu'il existe un automorphisme vectoriel topolo-
gique 6 de X tel que £(a?J == y^ pour tout n.

PROPOSITION 5. — 5i {x^} et {y^} sont des bases absolues
Sun espace tonnelé quasi complet X (sur C) et si pour tout
n assez grand on a :

00

^n == 2 ^nVk avec a^ = 1
0
00

Vn •== S Pfc.n ̂  «^ Pn,n == 1-
0

Alors {x^} et {y^} sont équivalentes.

Démonstration. — Par le théorème de Banach-Steinhaus
on voit qu'il suffit de montrer que pour toute suite complexe

00

{a^} la convergence (dans X) de la série ^ a^y^ équivaut
oo o

à celle de 5 ^^n-o

LEMME ([22]). — Si {x^} est une base d'un espace tonnelé
X et si {N;},ei est une famille de semi normes continues
engendrant la topologie de X, alors pour tout i e 1 il existe
une constante finie A et un indice j e I tels que pour toute

00

série ^ ^W» convergente dans X on ait :
o

N» ( S » )̂ < AN^( S û )̂ Vm, n.
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00

Maintenant supposons que ^ a^ converge dans X, puisque
0

{x^} est une base absolue de X on a :
00

5 |aJNy(^) < oo pour tout / e I.
0

D'après le lemme pour tout i e 1 il existe A < oo et
/ e 1 tels que :

N, ( | /c, n y^j < AN/rrJ Vm, p,

en particulier :

N.(a^yJ=N.(î/J ^ AN^,),
donc :

S HÎW < A S KIN/a:,) < oo,
0 0

cela entraîne, X étant quasi-complet, la convergence (dans
00

X) de la série 5 ^n-
0 QO

De la même façon on montre que la convergence de ^ ^2/n
00 0

entraîne la convergence de ^ ^Wr
o

Conséquences :
a) Soit E un sous-ensemble de C, deux bases simples

de IT® espèce quelconques de H(E) sont équivalentes.
En effet si {PJ et {Q^} sont deux telles bases on a évi-

demment :
Pn==Qn+a^,Q^+ ... + a o ^
Q,==P^+Pn-l.nP^l+ • • • +Po,n.

On se trouve donc dans la situation de la proposition 5.
b) Si Î2 est un ouvert contenant 0 et si {9} et {^}

sont deux bases simples de 2e espèce de H(û), alors elles
sont équivalentes.

En effet par substitution des séries on trouve :

<Pn = ̂  + OC,+î  ^+1 + • • • + ^n+k,n +n+k + • • •

k == <Pn + Pn+l,n <Pn+l + • • • + Pn+k ,n ^n+fc + • • •

c) Si / est un compact régulier et si {PJ est une base
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simple de 1^ espèce de H(^), alors:

l imGP^^pCapx Vp > 1.
n>oo

En effet d'après la proposition 5 et la remarque qui suit
la proposition 4 {P^} est une base de H(3tp) équivalente
à la base de Leja {L^}, pour tout p > 1. L'équivalence
simultanée des bases {P^} et {L^} sur les espaces H(3tp)
(p > 1) entraîne :

lim (IPJ^ -lim (|LJ^ = p Cap x.
n>oo n>oo

6Î) Si il est un domaine régulier contenant 0 et si {^n}
est une base simple de 2e espèce de H(î2) alors par un rai-
sonnement analogue à celui de c) on a :

lim(|kk)^=-^Vre]0,l[:.
Cap 3t

6. Complément à un théorème de Widom.
Dans ce qui suit (paragraphes 6 et 7) ' M désigne toujours

une mesure positive sur %.
Soit / un compact régulier, M) est dite admissible (au

sens de Widom [32]) lorsqu'il existe une famille {^Joo
de sous-compacts de / telle que

— lim Cap %( = Cap /.
t->0

— Pour tout sous-ensemble A de ^ tel que JM)(A) = 0
on ait :

l iminf<o^(A n ^) == 0-
t->0

c4 désigne la mesure harmonique de ^.
Pour chaque n il existe un polynôme

Pjz) = z" + a .̂i z71-1 + . . • + a^o unique
tel que:

M>ï=f\PWdM>,

= Inf n f 1^ + an-i ̂ ~1 + • • • + ao|2 dM>,.(ao. a^..., a^^ec" J 1 1 » 1 • l °1 z

Posons :
|P^=Max|P,(z)|.
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Widom a montré que :

lim (|PJ^ = lim (JH^ == Cap ̂  (1)
n>oo n>oo

PROPOSITION 6. — {P^} e5t uw &ase commune des espaces
H(3lp) (1 < p < oo).

Démonstration. — Soit A = Lj^, (x) le sous-espace formé
de L2^, (i) engendré par les polynômes, on a :

H(x)ÇA (2)
le signe Ç signifie l'inclusion continue. Il en résulte que
toute forme linéaire continue l sur A est une f.l.c. sur H(^),
donc d'après le théorème de dualité de Kôthe il existe une
fonction unique <p e Ho(/) telle que :

Kf) = ̂  f> = f y^A2) dz po^ tonte fe îî{^)

Par l'application l -> y on peut identifier le dual A' de A
à un espace hilbertien A* de fonctions holomorphes sur
^ X et nulles au point oo avec la norme :

ll<PllA.=«^.

La suite {P^} est une base orthogonale de A, soit {<{/„}
la suite dans A* qui forme avec {P^} un système biortho-
gonal, c'est-à-dire:

<^^>=f^WWdz=S^
On a:

— ^(oo) = 0 pour k ^ n, ^"^(oo) = ̂  + ^ !

4 2l7T

- II<MA.=—((Z,.==|IP,.L),
t"n

~" {Pn? ^n est un système biorthogonal dans
H(3tp) x Ho(3îp) (1 < p < oo).

(2) implique :
A*ÇH,( [x ) .

Donc si l'on pose Fp = jz e [ x : G(z, [ x, oo ) = log p j on a :

Ikir, < MpakÛA. = Mp̂ -1 vn. (3)
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En appliquant les lemmes de Schwarz et Bernstein généralisés
et en tenant compte de (1) et (3) on trouve :

|klr, < M(p, e)(l + ^(py)-
|PJr, ^ M(p, e)(l + e^py)"

avec y = Cap/, pour s arbitrairement petit et p e ]1, oo[.
Il en résulte que pour tout T < p, il existe un <y < p tel
que

|PnlrJ^nll\ < M(r, <r) < oo Vn.

{PJ est donc une base de H(3îp), d'après le théorème 3
du chapitre 1.

Remarque. — Cette proposition peut être considérée comme
une généralisation des résultats du même genre dus à Walsh
(voir [28a], chapitre 6).

7. Un résultat analogue au théorème de Widom.

Nous gardons les notations du paragraphe 6 et supposons
que la frontière de / soit composée d'un nombre fini de
contours de Jordan disjoints, œ désigne l'intérieur de ^.
Soit [L une mesure finie positive sur ^.

THÉORÈME 7. — Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) Um^J^^ l imdPJ )i/» < oo

n->w n-xx>

(ii) lim ((A,,)1/" = lim (| PJ ̂ /B = Cap x
n->w n>oo A'

(m) %, (x) Ç H(O)).
Démonstration :
(i) =»- (m) : Posons

lim ((iji/» = lim (|PJJ1/11 = \ < oo (1)
ra^oo n>oo A' ' /

V(z) =limsup-^log|P^)|

V*(z) = Régularisée supérieure de V(z).

On voit facilement que V*(z) est une fonction sous-
harmonique non constante et :

V*(z) ^ log X V ^ e c o .
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Donc en appliquant le lemme de Hartogs on a:
Pour tout compact K <= œ, il existe SQ e ]0? ^[ ^e! <Iue

|P^ M(K, so)(^ - ̂ n. (2)
D'autre part (1) donne : pour tout e e ]0, X[ il existe Mg < oo
tel que

^= [|PjA ^ M,(X~e) 7 1 VM. (3)

Si nous posons pour toute f = 2aJ\ e A == L^(/, (JL) :

^-(SH^2

^=S|aJ|PjK

alors les inégalités (2) et (3) donnent :

l i n i K < MK||/IA vyeA.

Donc pour tout compact K <= œ il existe M& < oo tel que :

|/IK^ ||/IK< MKaniA vyeA.
Il en résulte : L^(%, (Ji) Ç H(œ).

(^u) ===^ (u) : On garde les notations de la démonstration
de la proposition 6. On a :

H(x) Ç A Ç H(œ). (4)
H o ( [ œ ) < ; A - Ç H o ( [ x ) . (5)

Posons :

Pn-^ ^=^n.
^n

{?„} est une base orthonormale de A et {?„$ ^} est un
système biorthogonal dans H(3tp) X Ho(^3 tp ) pour tout
p e ]1, oo [. (5) implique pour tout p e ]i, oo[:

lînir, ^ Mpl|^||A<=Mp VM.
Il en résulte, par le lemme de Schwarz généralisé :

Pour tout e e ]0, p[, il existe M(p, e) < oo tel que

lîjr^ M(p, e)(p - c)-. (6)
Désignons par Ci, 62 • • • ^ les contours de Jordan compo-
sant la frontière de ^; soit, pour chaque i, C; un contour
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de Jordan dans rintérieur de (^ {i == 1, 2, ..., l) et posons
t

C = l J Ci; on a d'après (4) :

|PJc ^ Mc||PjA==Mc Vn
Si Fon pose :

Ext C = Domaine non borné limité par C
Y;? === {z e Ext C : G(z, Ext C, oo) == log p}

alors le lemme de Bernstein généralisé donne :

|PJ^ ^ Mcp".

Puisque pour tout p fixé on peut choisir C de manière
que YÎ? s01^ arbitrairement proche de Fp, on voit facilement
que :

Pour tout e > 0 il existe M(p, s) < oo tel que

|P,ll\< M ( p , e ) ( p + e ) » Vn (7)

D'autre part on a :

1 = X ̂ ^ dz ^ Lplp»!r. • 1 ̂ 1r» (8)
(6) + (7) + (8) donnent, pour tout p 6 ]1, oo[ et tout
s e ] 0 , p [ :

C(p, e)(p - e)» < |PJr, < C'(p, e)(p + e)" n
C(p, e)(p + e)-» < |î,|r, < C'(p, s)(p - s)-» n

II en résulte que pour tout p e ]1, oo[ :

— {?„} est une base de H(3tp)
-limdPjr.)1 /——?. (9)

n>ao

{P^} est donc une base simple de l1'6 espèce des espaces
H(3tp). D'après la conséquence c de la proposition 5 on a :

l i m d P J r ^ ^ p C a p x Vp > 1. (10)
n>oo

Cette formule entraîne avec (9) :

lim (p-n)17" == Cap 5c.
n>oo
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II résulte immédiatement de (10) :

limsupdPJ^ ^ Capx.
n>oo

Si lim inf ([PJy)1^ < Cap /, alors on a aussi
n»«

lim inf {^lln < Cap /, car ^ = / |P^|2 d^.
n>oo ^X

Donc lim inf (jPJy)1^ ^ Cap x et finalement:

lim (1?^== Capx.
n>oo

Fin de la démonstration.
Dans cette démonstration nous avons implicitement prouvé

la proposition suivante :

PROPOSITION 8. — S i 96 est un espace hilbertien de fonctions
holomorphes tel que H(x) Ç 96 Ç H^) et s^ {P»»} est une

suite simple de l3"® espèce formant une base orthogonale de 3e,
alors {?„} est une base commune des espaces H(3L) (p > 1) et
on a:

lim (||PJ^)i/"= Capx.
n -̂oo

Remarque.
— Le théorème 7 et la proposition 8 restent valables quand

ce = x est un domaine de Carathéodory.
— D'après le théorème 7 et le théorème de Widom, si (A

est une mesure admissible sur x alors :

L^(x, (x) Ç H(<.).

On ne sait pas si la réciproque est vraie.

8. Soit Q un domaine contenant 0, on suppose que la
frontière de û est composée d'un nombre fini de contours
de Jordan disjoints dont l'un contient tous les autres dans
son intérieur. Par la méthode du paragraphe précédent on
obtient la :

PROPOSITION 9. — Si 96 est un espace hilbertien de fonctions
holomorphes tel que H(tl) Ç 3-6 Ç H(tî) et si {^} est
une suite simple de 2e espèce formant une base orthogonale de
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3ë, alors {<{/„} e^ im<? 605^ commune des espaces H(Î ) wec
I, == {z e ti : G(z, Q, 0) > — log r} (0 < r < 1)

et on a :
"mai^ll^^CapJî)-!,
n^oo

ou ^ Amgne Vimage de 3Î, = f Q par Viwersion z -» ̂ -.
' z

f7n ea;empZe. - Prenons 56 = Lâ(Q) (espace de Bergman).
Pour tout entier n posons :

E,={/ -eU(Q) : / - (0)=f (0)
=... = /•c.-i)(0) = 0, /•0)(0)=n!}.

Soit /„ l'unique élément de E, vérifiant:

(A»2 = ffa ̂ x + ̂ l2 ̂  ̂  = /^f ̂  IA^ + "/)12 ̂  ̂ y.

Il est connu (Bergman) que {^} est une base orthogonale
de L|(0). Donc on a d'après la proposition 9 :

lim ((A,)1/» = (Cap Jt)-1.
n'>oo

Un résultat analogue a été trouvé par Schiffer et Siciak par
une méthode différente (voir [25], théorème 5).

2. Bases simples dans l'espace des fonctions holomorphes
sur un polydisque et dans certains espaces

de fonctions entières.

1. Notations.

Pour tout z = (z^ zg, ..., jsj e C" et

K=(K, ,K:2 , . . . . K J e N "
on pose :

^==z^ _^K!=(K,!)(KJ) ... (KJ)
2 ==N +1^1 + • • • +k|, 1 1 ^ 1 1 . == Max |^|.

<
Soit m == (mi, mg, ... m^) un élément de N", on écrit

K ^ m lorsque K, ^ m,, K , ^ m, ... et K^ ^ m,; on
écrit K < m lorsque K ^ m et K ^ m. L'ordre $ ainsi
défini n'est pas total sur N" (n > 2).
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On peut définir plusieurs ordres totaux sur N" de la
façon suivante :

supposons que < soit un ordre total sur N71"1, soit /
un entier compris entre 1 et M, pour deux éléments
K == (KI . . . KJ et m = (m^ .. . mj de N" on écrit
K < m lorsque

— ou bien Ky < m^
— ou bien Ky == mj et

(KI, Kg . . . K,-i, K^+i . . . K^) < (m^, mg . . . m^i, m î . . . m^).

On définit ainsi un ordre total sur N". En commençant
par N avec son ordre naturel, on définit de proche en proche
plusieurs ordres totaux sur N"; un tel ordre sera noté <^.
H^(R) (0 < R ^ oo ) désigne l'espace des fonctions de n
variables complexes holomorphes dans la boule

{zee: |ML < R}.
Hn(R) désigne l'espace des fonctions de n variables com-

plexes holomorphes au voisinage de la boule compacte
{^c"): |ML < R}. ^

Ces espaces sont munis de leurs topologies usuelles. Les
bases de ces espaces sont absolues, c'est pourquoi on peut
indexer les bases relativement à N\ La suite {^^KGN'*
constitue une base commune à tous les espaces H^(R) et
îîn(R). On peut mettre en dualité vectorielle topologique les
espaces H^(R) et H^(1/R) à l'aide de la forme bilinéaire :

<.,>_ v /mi»)
\ / î &/ —— Zj T^ 1 V f

KCN" ^ '- ^ !

Relativement à cette dualité le système {z^, w^^g^n est
biorthogonal.

2. Bases simples.

Une suite {pmîmeN" ^e fonctions holomorphes (de n
variables) au voisinage de l'origine est dite simple de 1̂
espèce lorsque l'on a pour tout m :

<P»(z)= S AK,,,^ avec S^-'-r^ ^ K ^ - m
B,eN" (^-K.m—u sl i:v ^ m*
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Lorsque Ton a pour tout m :

9m(^)== S AK,^ avec }Amlm=i . ,.KeN» (AK^==O si K < m.

Alors {<?„»} est dite simple de 2e espèce.
Une matrice n-infinie est par définition une application

de N" X N" dans G. Le produit de deux matrices n-infinies
se définit de façon usuelle :

[AK..].[BK,.]=[CK,.] avec CK,.=,^AK.,B^

[CK.CT»] existe lorsque la série S A^y Bj? ^ est sommable pour
tout couple (K, m) e N" X N". Dans le cas où :

[AK.,] . [BK..] = [BK.J . [AK,J = [SK,J

[BK,,J est appelée matrice inverse de [AR „] (cette inverse
est unique).

Une matrice n-infinie [A^ro] est dite simple de 1̂  espèce
(resp. de 2e espèce) lorsque l'on a pour tout m :

^m,m = l? A.K „ = 0 pour K ^ m (resp. K < m).

PROPOSITION 1 :
a) Une matrice n-infinie est simple de l3'® espèce (resp. de

2e espèce) si et seulement si elle devient une matrice 1-infinie
simple de t^ espèce {resp. 2e espèce) lorsqu'on arrange les indices
suivant n'importe quel ordre < défini sur N" (voir 1).

b) Toute matrice n-infinie de 1^ espèce (resp. 2e espèce)
est inversible et son inverse est aussi de l1"® espèce (resp. 2e

espèce).
Maintenant soit ^m(z) = S A& ^ z^ une suite simple (de

1̂  ou seconde espèce) de fonctions holomorphes au voisi-
nage de 0 et soit [B^n,] I81 matrice inverse de [A^»»].

THÉORÈME 2:
a) {y^JmeN'1 est une ^ase ^e H^(R) si et seulement si :

(lim sup / S (|AK.J + IB^D^'V^" < R
(CJ ^ '^H^00 UeN'1 /

(pour tout r < R
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b) {^nt}meffn est une ^ase ^e H^(R) si et seulement si :

S Pout tout R' > R, il existe r > R tel que
(c&) lim sup ( S (IAK^I+IBK,.!)^^)1^^ R'.

(1"»H •> oo \K€N»

Démonstration. — En raisonnant comme dans la démons-
tration du théorème 4 du Chapitre 1 on a :

LEMME:
a) Une suite {F^}^g^n d'éléments de H^(R) est Vimage de

{^"^OTeN'1 P^ une application linéaire continue de H^(R)
dans lui-même si et seulement si :

(C«)
Pour tout r < R, il existe T > — tel que :

K

S ||FJ,TN'»tl < 00.

où 1 II r désigne la norme j| Saillir == S|aK.|^^^.
b) Une suite {F^}^g^n d'éléments de Hn(R) est l'image de

{-^meN" P^ une application linéaire continue de H^(R) dans
lui-même si et seulement si:

(Q)
! . .Pour tout T > —) il existe r > R tel que
n.

S IIFJrT11"11 < 00.

Fin de l'énoncé du lemme.
Il est clair que :

(Q ̂ ^ lim sup ( II F^B r)'^ < H pour tout r < R.

SPour tout R' > R, il existe r > R tel que
( C ' } ^ .

lim sup (IIFJ,)1/"^ < R'.

Maintenant supposons que {<?„,} soit une base de Hn(R)
(resp. Ïîn(R)), alors d'après la Proposition 1.5 et la Propo-
sition 1 {y^} est équivalente à {^m}, c'est-à-dire {y^}
est l'image de {j^} par un automorphisme de HJR) (resp.
Hn(R)) que l'on note par A. Il est clair que {^n{z) •== 2 BK ^K}
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est l'image de {js"*} par l'inverse de A. Donc, en appliquant
le Lemme 1 on trouve immédiatement (CJ (resp. (C^)).

Réciproquement si (C^) (resp. (CJ) est vérifiée alors
d'après le Lemme 1 les applications :

A : ̂  -> 9, == S AK.^
B : ̂  ̂  ̂  = S BK.^

se prolongent en deux applications linéaires continues de
H^(R) (resp. H^(R)) dans lui-même, ces prolongements
seront notés A et B.

Puisque [A& „] et [BK ^] sont inverses l'une de l'autre
on a :

A o B = B o A = = Application identique.

Donc A est un automorphisme de H^(R) (resp. H^(R))
e^ {?m} es^ une bstse de cet espace. C.Q.F.D.

COROLLAIRE. — 5i {q?^} est une base simple de l1"6 espèce
(resp. 2e espèce) de H^(R) ou H^(R), alors elle est une base
de H^(p) pour tout p > R (resp. p < R).

Démonstration. — Nous allons démontrer le Corollaire dans
le cas où {<?„} est une base simple de l1"6 espèce de H^(R)
(les autres cas se démontrent de la même façon).

(Ça) est équivalent à la condition suivante : pour tout
r < R il existe Ay. < oo et \ e [0, 1[ tels que

^[S (IA..J + IB^D^IHI-H] ^ A,(À,R)«MI.

Soit C une constante > 1, il résulte de l'inégalité précédente :

(Cr)!)'»"^ (|A,,J + |B„J)rll'tlHI-"llj < A .̂CR)"'»".

Puisque A,, „ == B)( „ == 0 pour k s^ m on a :

S (|A»,J+|B,,J)rll'tlHI'"ll < S (|A,,J +|B,,J(Cr)ll<llHI'"l).
k k

Donc :

(Cr)'»[S (|A,,J + |B,,J)(Cr)llklHI'»ll] ^ A,(X,CR)11'"11
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Cela montre que {<pm} est une base de H^(CR) pour toute
C > 1 C.Q.F.D.

Remarque. — Ce corollaire peut être établi par la méthode
utilisée dans 1.4.

3. Application: Ordre et type d'une fonction entière.

Soit A un domaine de Reinhart complet et borné de centre
0 de l'espace C", soit p un entier ^ 2, logpX désigne l'itérée
d'ordre p de log x et on pose par pure convention logo x = x.
Soit f une fonction entière de n variables complexes, on
pose :

M(r, f) = Sup \f{z)\, p = lim sup logçM(r; f)

z/reA r-x» 10g F

p s'appelle le p-ordre de /*, lorsque p est fini et > 0 alors
le (A, p)-type de f est par définition :

,. log,^ M(r, f)a == hm sup pp 1—L-Î-L-/

Soient (A et v deux nombres > 0, on désigne par B^((X, v)
l'espace de Banach des fonctions entières f telles que :

„/.., Q M(r, f)^ == Sup ——--——— < °o.r' expp.i (vr^)

E^((A, v) désigne l'espace des fonctions entières de croissance
(p-ordre, (A, p)-type) < (^, v), E^((A, v) désigne l'espace des
fonctions entières de croissance (p-ordre, (A, p)-type) < ((A, v).

Pour deux couples (a, b) et (a', 6') de nombres réels on
écrit (a, b) ^ (a', &') lorsque : ou bien a < a', ou bien
a == a! et fc ^ fc'. On écrit (a, &) < (a', &') lorsque
(a, &) < (a', fc') et (a, &) 7^ (a', fe').

On munit E^((A, v) de la topologie limite projective de
B^((A, r) avec T > v, et E^((A, v) de la topologie limite
inductive des B^((JL, r) avec T < v.

THÉORÈME 3. — a) Si {9^} est une base simple de l1*® espèce
de E^((JI, v) ou E^((JI, v), a?or5 pour tout entier q e [2, p[
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et toute fonction /'== S X^ de cet espace

W log,-ill̂ llq-ordre de f = a == lim sup
iwi-3 logK

lorsque a > 0 et /îm on a :

W
(A» y)"^?6 de f=

/ lim sup log^
si q > 2

ea

B/c||(|Xj ^(A))^H

lim sup ||/c[| (|XJ rf^A))^"

^i ç = 2
(4(A)=SupM).

2-eA

b) Si {y^} ^ une base simple de 2e espèce de E^((A, v)
ou E^(ti, v), afor5 {9^} e^t une base de l'espace des fonctions
entières 11(0") et pour toute fonction entière f ^ E^((A, v) et
tout entier q ^ p le q'ordre et le (A, q)'type de f sont donnés
par les formules précédentes (formules (3?)).

La démonstration du théorème se base sur plusieurs lemmes.

LE M ME 1. — Le q-ordre et le (A, q)-type d'une fonction entière
/'==SÀ^ sont donnés par les formules {9).

Ce lemme a été trouvé par Lindelôff dans le cas d'une variable
(n == 1) et retrouvé par D. Sato. Le cas n > 1 et q = 2
a été établi par A. A. GoPdberg. Le cas général présenté ici
se démontre sans difficulté par une combinaison des démons-
trations de Sato [24] et GoPdberg [12].

LEMME 2. — {<?„} est une base de E^((JL, v) (resp. E^((A, v))
si et seulement si la suite :

^ ^ y 4(A) (log^H/cll)"^ , ,
rCT L ^(AXIog^lmll)"'"^^-'"2

est une base de l'espace H,(R) (resp. H,(R)) où :

v-i/^
R = R(p, (A, v) = , \-iiy. si p > 2.

v • si p == 2.
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Démonstration. — II résulte du Lemme 2 que la transforma-
tion

/•== So^ -> T{f) == 2^(A) (log^lIfrIDiiWa^

est un isomorphisme de E^((A, v) (resp. E^((A, v)) sur H,(R)
(resp. H,,(R)). On a :

(P* = T (_____9CT_____^Tm \^(A) (log^BmB)"'»»/!^
d'où le lemme.

LEMME 3. — a) Si {<p^} est une base simple de 1^ espèce de
E^(^î ^) ou E^((JL, v), afor5 elle est une base de E^(p, a) pour
tout triplet (y, p, <r) vérifiant la condition : ou bien q est un
entier e [2, p[, ou bien q = p et (p, cr) < ((A, v).
_ &) 5i {(?„} ^( une &a5e simple de 2e espèce ̂  E^((JI, v) ou
E^((A, v), afor5 elle est une base de E^(p, <r) pour (eut triplet
(g, p, <r) vérifiant la condition: ou bien q est un entier > p,
ou bien q == p et (^A, v) < (p, or).

Démonstration. — Nous allons démontrer seulement a), b)
pouvant être démontré de façon analogue.

Cas où q = p et p == [L : En raison du lemme 3 on voit que
le résultat est une conséquence immédiate du corollaire du
théorème 2.

Cas où p > q ou p = q et ( A > p : posons :

A:,.(̂ .B,,̂ ^ |̂A..,(̂ ,B...|,

Supposons que {9^} est une base de E^((JI, v), alors on a
d'après lemme 3 et théorème 2 :

Pour tout r < R(p, (A, v), il existe A,. < oo et \ e [0, 1[

(I) tels que r^'l [-S (A^, + B^ Jr^HWl-l < A^.R)!!^

On pose R = R(p, (A, v). Soit C € ]0, oo[, on a d'après
(1) :

(Cr)!)'"!!^ (A;, „ + BÎ, ̂ lk!HI'»ll] < A^CR)!!"'"
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D'autre part considérons l'expression :

^ _(Iog,-2ll^l)llfc?P(logp-aM|)l)m^^
fc-'" (log^l|/c||)llW(log,_Jm||)ll'»WP

^ ^ r(logp-2Ml ̂  (log,-211^11 W'» r(log,,̂ jM|)̂ -|ll'"ll-ll*ll
" ' " L(log l̂|ml|)^(log l̂|/c||) îj L(log,_Jm||)i/pj

^fc. m Srn
On a:

^k, m < 1- pour /c < m et |jw|| assez grand
e,n —> 0 lorsque J|TO|[ -> oo.

On en déduit que pour |/n|| assez grand:

2 ̂  ̂ (A;, , + B;, ̂ (Cr)!!'1!!-!!'»!) ^ ^ (A; „ + B; J^I^HI»tl
* fc ' '

Donc finalement :

(Cr)!!^^ A^^A^+BÎ.J^Il^l-^l.-j < A,(X, CR)!!1"!!.

Ainsi a-t-on prouvé que : pour tout couple (r^, 7*3) rfe nombres
positifs avec r^ < r^ il existe A < oo et X]0, 1[ tels que

^.ry^W (log^ll^ll)^^,^ ( | ) 1 < A f X r V - n
rl L^ ^(A) (log^llmIDil^l/P (IAfc' ml + IBk' rol)J ^ A(Àr2)" "•

Or d'après lemme 3 et théorème 2 cette dernière assertion
équivaut à ce qu'il faut démontrer.

Raisonnement analogue pour le cas où {9^} est une base
de E^, v).

Démonstration du théorème 3. — II est clair d'après le
lemme 3 que la transformation

f=^^,->g=^^zk

est un automorphisme de E^(p, a) pour tout triplet (g, p, a)
tel que :

— ou bien 2 < q < p (respectivement q > p) ;
— ou bien p = q et (p, cr) < (pi, v) (resp. ((JL, v) < (p, a)).

On_en déduit que pour toute fonction entière fe E^((JL, v)
ou E^(p., v) (resp. f^ E^(p., v)) la fonction g associée est
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de même g-ordre et (A, ç)-type que f. Pour avoir le théorème
il ne reste plus qu'à appliquer le Lemme 1.

4. Remarque sur les bases simples dans les domaines de
Reinhart.

Le théorème 2 peut être transposé de façon évidente aux
bases simples de l'espace H(A) où A est un domaine de
Reinhart complet et borné, car d'après Aizenbert et Mityagin
[1] la transformation :

/•=s^->g=sxA(A)^
où ^(A) === SupA l^j, est un isomorphisme vectoriel topolo-

2

gique de H(A) sur H(U), U désignant le polydisque unité,

13



CHAPITRE 3

EXISTENCE DES BASES COMMUNES

Soient Eo et Ei deux parties du plan C. Une base
commune des espaces H(Eo) et H(Ei) est par définition
une suite de fonctions holomorphes sur un domaine contenant
Eo U EI qui est à la fois une base de H(Eo) et de H(Ei).
Une base {/*„} de H(Eo) est dite prolongeable à H(Ei)
lorsqu'il existe une base commune {^} des espaces H(Eo)
et H(Ei) telle que ^ == f^ sur H(Eo) pour tout n.

Dans ce chapitre nous nous intéressons principalement
au problème suivant : soit û un domaine du plan C et
soit ^ un compact dans iî, existe-t-il une base commune
pour les espaces H(^) et H(Q)?

Pour qu'une base commune existe, il est nécessaire que
t2\5C soit connexe. En effet l'existence d'une base commune
implique que H(Q) est partout dense dans H(^)$ supposons
que û\/ ne soit pas connexe, alors il existe une composante
connexe U de t2\^ dont la fermeture U est compacte
dans Q, et on constate aisément que toute fonction holo-
morphe au voisinage de / est une restriction d'une fonction
holomorphe au voisinage de ^ U U, ce qui est impossible.

Notons que le problème a été résolu dans plusieurs cas
particuliers :

— û = C et / est un continu, par Faber [10].
— iï = C, ^ régulier par Leja [13].
— Q est simplement connexe, / un continu, par Erokhin

^-— û est le disque unité, / régulier par Walsh et Russel [30]
(par une représentation conforme on voit que ce résultat est
valable pour tout û simplement connexe 7^ C).
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Faber et Erokhin établissaient leurs résultats à l'aide de
représentations conformes tandis que Lej a et Walsh-Russell
utilisaient la méthode des points extrémaux. D'après Levin
et Tikhomirov [14], Erokhin aurait généralisé son résultat
aux domaines multiplement connexes ; cependant la démons-
tration est introuvable après le décès de Erokhin.

En 1965, Zakharyuta [33] a donné une nouvelle démons-
tration du résultat d'Erokhin par une technique d'espaces
hilbertiens. Nous allons reprendre cette technique pour résou-
dre le problème dans le cas où û ^ C et û\%. ^st régulier
pour le problème de Dirichlet.

1. Préliminaires.

Nous groupons dans cette section une série de résultats
utiles pour la suite.

1) Soit E un espace tonnelé (sur G), E' le dual de E
et F un autre espace tonnelé. Deux bases {x^} et {y^}
de E et F respectivement sont dites équivalentes lorsqu'il
existe un isomorphisme (vectoriel topologique) T de E
sur F tel que T(^) = y^fk.

Si {x^} est une suite quelconque d'éléments de E, on
pose :

S oo \

S({o^}, E) == {\} : \ e C, Y X^r, converge dans E[.
o )

L E M M E O : — a ) Deux bases {x^} et {y^} de E et F respec-
tivement sont équivalentes si et seulement si:

S(Cc,}, E) = S({y»}, F).
b) Soit {^; Xk} une suite biorthogonale dans E X E'

et supposons que E soit réflexif, si {x^} est une base de E
alors {x'je} est une base de E' et on a:

S(K}, E') = S+({^}, E)
où S^a^}, E) désigne l9 espace des suites complexes {?„}

• °° , ' ,
telles que ^ p^ converge pour toute {X,J 6 S({^}, E).
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2) Soient 9&o et ^i deux espaces hilbertiens avec produits
scalaires (rc, y)o et (x, y)i, et supposons que 3ëi soit un sous-
espace partout dense dans 9&o et que l'application canonique
E de ^ dans 3@o solt complètement continue.

Alors l'opérateur B = (E*E)112 est positif et complètement
continu dans ^ et :

(^î y)o = (Ba;, By)i pour a? et y 6 3ëi.

L'opérateur positif T == (EE*)""172, qui est non borné dans
X>Q et prolonge B~1, a pour domaine de définition 3 ,̂
T(3^) = 3ëo, et

(^» y)i = Ta;, Ti/)o pour a; et y e 36i.

T engendre l'échelle hilbertienne 3ëa (voir [17]), 96^ est
le domaine de définition de T01 avec le produit :

(^? y)a = T^? T^o pour ^ et y e 96^

LEMME 1 (Zakharyuta). — I I existe une base orthogonale
commune des espaces S&o et 3ëi telle que :

(e^ ^a. == ̂  pour tout a e [0, l], avec ^ /f oo.

3) On considère trois espaces hilbertiens 96^ Ç Wo^ Ç 96o avec
les produits scalaires (x, y}^ (i = 0, 1, 2) tels que :

No(^ aQo < N1(0;, x\ ^ N3(0;, x)^

on suppose que 3ëy soit partout dense dans 3^ pour / > i.
Soit Ey l'application canonique de 96^ dans 3ë< (i > /)

on pose :
By = E?,Ey)^, Ty = (EyE^.

On considère les échelles hilbertiennes ^ avec les produits
scalaires :

(x, y)îj = (T ,̂ T .̂

LEMME 2 (Zakharyuta).

3% Ç ̂  ((^ ^)â) < Ni-«.N?-i.(a;, x)^
^ Ç ^5) ((^ a;)îo < Nî.Nr*.^, x^.
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4) Nous désignons par h{z) la mesure harmonique de la
frontière de t2 par rapport au domaine t2\/ et nous posons
pour tout a e ]0, 1[:

i2, == {z e Q\x : h{z) < a} U îc
I\ == {jse ÎT\5c: A(z) ==a}.

|/1,==Supi/'(z)|.
^r«

Soit {/*„; <pn} un système biorthogonal dans H(^) X Ho ^ (, X / :

<fp, ^>=f^Wdz=S^

on constate aisément que ce système est aussi biorthogonal
dans H(t2a) X Ho([ûJ , pour tout a e ]0, 1[, et
H(Q) X Ho( [û ) .

PROPOSITION 1. — 5i une suite de fonctions holomorphes
{f^} est une base commune des espaces H(^) et H(t2), alors
elle est aussi une base de H(ûa) pour tout a e ]0, 1[.

Démonstration. — Soit {y,} l8 suite dans Ho( (,x) formant
avec {/„} le système biorthogonal {f^y <?„} dans
H(x) X H o ( [ x ) , H(QJ x Ho( [û») et H(Û) x Ho ( [û).

a) D'après le théorème 2 du chapitre 1, le fait que {/,}
est une base de H(Q) implique :

^ Pour tout o e ]0, 1 [, il existe & e ]0, 1 [ tel que :
(A) s"? l/nla-ly»!» < °°-
Le fait que {/„} est une base de H(x) implique :

Pour tout b e ]0, 1[, il existe a e ]0, 1[ tel que
(B) Supl/^-lynL < oo.
Donc en appliquant le théorème de deux constantes de

Nevanlinna on a :

(C)
Pour tout a e ]0, a [, il existe b e ]0, a [ tel que :

^p lAla - lyJ t < °o-
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b} Montrons que {f^} est totale dans H(i2a). Pour cela
il suffit de montrer que H(i2) est partout dense dans H(i2a)-

Pour fixer les idées, supposons que i2a solt limité par un
nombre fini de contours de Jordan disjoints 60, (°i, 63 • • • ^p» ^o
contenant tous les autres dans son intérieur, posons :

6; = Intérieur de 6^, Si, = [^(i == 0, 1, ..., p).

Chaque 31; contient un point z; ^ t2. Nous avons :

H(^) == H(6o) e Ho(3ti) e Ho(^) e • • • © Ho(3t,),
d'autre part il est bien connu que :

— {z^eN est totale dans H(6o).
— \-——, ,J est totale dans Ho(3ti) (i = i, 2, . . ., p).

j { vf __ iy ^ ft+l \
( V2 — ^i) 5 »€N

Donc l'espace H(C\{^i, z^ . . ., Zp}) est partout dense dans
H(na). Puisque H(Q) ^ H(C\{zi, Zg, . .., Zp}) on conclut
que H(Q) est partout dense dans H(ûa). Donc {/*„} est
totale dans H(Qa)- Notre raisonnement s'applique également
aux autres configurations de la frontière de Qa.

D'après le théorème 3 du chapitre 1, la totalité de {/*J
dans H(i2a) et (C) impliquent que {/„} est une base de
l'espace H(ûJ.

A C.Q.F.D

2. Théorème principal.

1. Soit <p le flux de h{z) à travers tout contour F séparant

X et [û:A* y - _

1 /- ÔÀ ,<p == — ( — ds
• 27cJr on

ôn: désigne la dérivée de h suivant la normale de la courbe F
on ° ?

posons :
R = exp —•

9
Soit (A une mesure finie positive et admissible (au sens

de Widom, voir par. 1.6 du chap. 2) sur ^ L^(x» I1) désigne
le sous-espace fermé de L2^, p.) engendré par les polynômes.
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THÉORÈME 1. — I I existe une base orthonormale {e^(z)}
de L^(^, (A) qui est une base commune de H(^) et H(û)
ayant la propriété suivante :

lim (j^l^-R01 Vae]0,l [.
1c><x>

La hase duale {e'k{z)} est une base commune des espaces Ho ( ^ t2 )
et Ho( ^ x) ayant la propriété :

lim (K| ̂ ^R- Voce]0 , l [ .
fc>00

La suite de cette section II est consacrée à la démonstration
de ce théorème.

2. Soit {Pn} la base déjà étudiée au par. 1.6. du chap. 2.
Pour tout p > 1 désignons par Fp l'espace hilbertien des

00

fonctions f{z) = ̂  ^P»^) avec la norme :
o

/ °° \1/2

11/1?,-(2 NW11) < ou (3)

on voit facilement que :

Fi = 4(x, tx), Fp Ç Fi pour tout p > 1,
H(3tp) Ç Fp Ç H(3tp) pour tout p > I. (1)

LEMME 3. — Si Von prend, au paragraphe 1.2., ^ == Fp
et S%Q === Fi, alors Wo^ s'identifie à Fpa.

3. On peut supposer sans restreindre la généralité que î2
contienne l'origine 0. Soit {<pn} la base simple de 2e espèce
dont l'existence est attestée par le théorème 2 du chapitre 2.
Pour tout r 6 ]0, 1[ désignons par G,, l'espace hilbertien

00

des fonctions holomorphes f{z) = S ^Pn^) avec la norme :
o

( oo ,.2n\l/2iiyik= ?ki2^) < °o
(s) Note sur (A, : à ne pas confondre avec (A^ du lemme 1.
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X désigne la capacité de l'image de ^ Î2 par l'inversion

z —> —• On a :
z

H(T,) Ç G, Ç H(I,) pour tout r e ]0, 1[. (2)

LEMME 4. — Si 3 î = Ci et 9&Q = G^ alors <%a s'identifie
à G .̂.

4. On pose Hi == Gi et Ho == Fi, on construit les espaces
Ha (0 < a < 1) à partir de Hi et Ho suivant le procédé
du paragraphe 1.2. D'après le lemme 1 il existe une base
commune orthogonale {e^} des espaces Ha(0 < a < 1)
avec :

(^,^)a==^V ^n/^00.

On peut identifier Ha à l'espace hilbertien des fonctions
00

f(z) = S c^{z) avec la norme \\f\\^ finie:
o

U/'BH.== SkIW < °o.
o

On va montrer que {e^{z)} est une base commune des espaces
H(iï) et H(5c). Pour cela il suffit de montrer que :

H(/) = lim ind H^ H(û) = lim proj H,.
aXO a^l

a) H(x) = lim ind H^.
a^O

On peut choisir po et pi < 1 tels que :

3tp^ <= Q et Q <== 3t .̂

On applique le lemme 2 avec S^g == Fp,? ̂ i === Cri et 5êo = Fi ;
en remarquant que 5ê?o == Ha et S^o == Fp? on a :

Fp, Ç H,
Maintenant si l'on applique le lemme 2 avec 3êg = Gi,
3^ == Fp^ et 3^o === FI al01^ on a :

HaÇFp,.
Donc :

Fp, Ç H, Ç Fp,. (3)
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Quand a décroît vers Q, p? et p? décroissent vers 1 et (1)
donne :

lim ind Fp. - H(x) (i = 0, 1),
a\0 ll

donc en tenant compte de (3) on a :

lim ind H^ == H(x). C.Q.F.D.
a\o

b) H(Q) = lim proj H^.
a/<l —

Pour un certain (î assez petit on a : îtp^ <=- Q.
On peut trouver ro et ri(0 < TQ < r^ < 1) tel que :

Ïr^^b ^ c^

(3) et (2) donnent :
G,, Ç Hp Ç G,.

On applique le lemme 2 avec ^ = Gi, 3ëi = G^ et 3ëo === Hp;
en remarquant que 3€^ = H^ avec a i = = a ( l — P ) + P ? e^
^ === G^<-<, on a :

Grî-« Ç H^.
Maintenant si l'on applique le lemme 2 avec ^ëg == Gi, 3 î == Hp
et 3ëo == G-^ alors on obtient :

H<^ Ç Gr«-«.
Donc si Fon pose ai == a(l — p) + p = 6, ri-01 == a(9) et
ri-01 = 6(6) on a :

Ga(6) Ç Hé Ç G^Ô).
Lorsque 8 croît vers 1 alors a(6) et fc(6) croissent vers 1
aussi et d'après (2) :

lim proj G^y = lim proj G^ = H(û).
e^i e^i

Donc :
lim proj HQ == H(0) C.Q.F.D.

9^1

5, II nous reste à établir les formules :

l imdcJ^^R' (Vae]0 , l [ ) {9}
n^oo

lim(|é„|Jl/»=R-a (Vae]0, 1[).

Nous procédons par plusieurs étapes.
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a) Soit A(Qa) l'espace des fonctions continues sur Qa
et holomorphes sur Qa? c'est un espace de Banach avec la
norme uniforme. On a :

H(Q) = lim proj A(Qa) === l™ proj Ha
<x/<l _ ayi

H(x) == lim ind A(Qa) = lim ind Ha.
a\0 a\o

II en résulte que l'on peut choisir une fonction 8^(8) (0 < 8 < 1)
qui décroît vers 0 avec 8 telle que :

kk < ^(8)KllH,==ci(8)^
N1-8 ^ ^(8)||^||H^=Ci(8)(JLr51.

Le théorème de deux constantes donne pour tout

a 6 ]8,, 1 - 8[
Na ^ l̂ l|7l̂ ll-5 ^ ̂  ̂ W

avec
a = (a ~ 8). (1 - 8 - 8,)-i, c(a, e) = c,(8)

et
e = 8i(l — a) + <T(I — 8^) — a.

Puisque e \ 0 lorsque 8 \ 0, nous avons :

k|a < c(a, e)p.î+6 pour tout a e ]0, 1[ et e > 0 (4)
00

b) Soit T l'opérateur qui à chaque x == ^ SA 6 Ha
00 0

associe a;' == ^ Çj^ avec Çj^ == ^^^a. T est une isométrie
0 . . 00

de Ha sur l'espace hilbertien Hî des fonctions f = ̂  Ç^
avec :

( 00 \ 1 / 2( °° \ 1 / 2
== Sl^l2^) <ll;== s 1 ^ 1 2 " - 2 '

0
00

{e'k} désigne la base duale de {^}, c'est une base commune
des espaces Ho \ ^ t2 ) et Ho \ ^ ^ ).

00

Toute f == ^ Ç^ e H^ définit une forme linéaire continue
o

sur Ha de la manière suivante :
00 00

(A !/)a = 5 ^k POUr tOUt l/ = S Wk eîîa',
0 0
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sur l'espace H(Q) qui est partout dense dans Ha cette fonc-
tionnelle peut être donnée par la formule :

(f,y).=f,f{z)y(z}dz

où Y est un cycle dans t2a? cela montre que / définit la
même fonctionnelle sur les espaces Hp pour p e [a, 1[.
Nous avons

Ho ( [ û ) == lim ind Ao(A^) == lim ind Hî,
a^l a^l

MO ( [ x) = lim proj Ao(A,) = lim proj HÎ,
a\o a \o

(A, = [^ Ao(AJ = {fe A(A,) : /•(oo) == 0}),

en raisonnant comme dans a) nous avons :

Kl a < C(a, e)^6. (5)

Maintenant si nous tenons compte du fait que :

1 = <^, ^> =f^e^(z)e^z) dz ^ L<,|eJJ^|a

alors les inégalités (4) et (5) donnent :

A(a, ç^r6 ^ kl a ^ B(a, e)^6 (6)
A(a, e)^^-6 < |̂ | ^ B(a, e)^^6. (7)

c) D'après (6) et (7) les formules (9) équivalent à la formule :

l°g V-k ^ ^ l°g R (pour k —> oo). (8)

On va établir (8). Pour tout a e ]1/2, 1[ on pose :

D ,==Q, nA^,, \f\,=snp\f{z)\
^eD.

/ . _ \e^{z) pour n == 2/c
gTO') - ̂ k4(^ pour n = 2k + 1.

D'après (6) et (7) il est clair que :

c'(a, e)^6 ^ Ignia ^ c(a, e)^^ ( l - [-̂ ]) (9)

{g^} est une base de H(Da), car {^} est une base de H(t2J,
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{^} de Ho(A^) et H(Da) = H(i^) e Ho(A^). Consi-
dérons l'échelle de Riesz {LÇe0^}} avec:

^ == l°g ^fc? ^ == | -̂ - | = partie entière de r—, et désignons
par {k^} sa base naturelle.

00 00

LEMME 5. — La formule S ^ngn -> S ^A etaMiî un
0 0

isomorphisme simultané des espaces H(Da) sur les espaces
Aa(a,) = n L(^an) (1/2 < a < 1).

<r<a

Démonstration. — Le lemme 0 dit que : S Ç^ -> S Ç^
est un isomorphisme de H(Da) sur Aa(aJ si et seulement
si la convergente dans H(Da) de la série S Ç^ équivaut
à la condition {^} e Aa(aJ, pour toute suite complexe
{U.

Supposons que S Çng^ converge dans H(Da), puisque
{g^} est une base absolue de H(Da) on a pour tout e 6 ] 0 , a [ :

Sl^lld' ,,< 0).
2

D'après (9) on a :

sig^^sMgJ^ < oo (^=[-^-])

s peut être choisi arbitrairement petit, donc {în} e Aa(aJ.
Inversement si {Çj e A^(a^) alors pour tout e e ]0, a[
on a :

siy.:--" (^[f])
donc d'après (9) :

SMgnIa--. ^ C'S|?:JtX^< 00

pour e arbitrairement petit. Donc 2 ^ngn^) converge norma-
lement sur tout compact de Da. Fin de la dém. du lemme 5.

Supposons pour le moment que la frontière de iî\x se
compose d'un nombre fini de contours de Jordan disjoints
dont l'un contient tous les autres dans son intérieur, dans
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cette hypothèse on a Iç

LEMME 6. — I I existe une base commune {Çn(z)} pour les
espaces H(Da) (1/2) < a < 1) qui possède la propriété sui-
vante :

e'(a, e)R^ ^ )q>J, ^ C(a, e)R^ (k = [-j-]\

1Démonstration. — Nous rappelons que R == exp — où y
yp

est le flux de h(z) à travers tout contour séparant ^ û et ^.
D'après Walsh (Théorème 3.1.2 de [28c]) si l'on désigne par

BI, B^ ... Bp les contours composant la frontière de Q et
par Ci, Ça ... Cç ceux composant la frontière de î2, alors
il existe une représentation conforme ^ de D === û\/ sur
un domaine A défini par:

1 < A(z - a^(z - a,)^ ... (z - a,)̂
(z - ̂ (^ P^ . . . (^(3^

avec mj > 0, n^ > 0 et S m, == S y^ = 1.

— ^ est une bijection continue de D sur A.
— Les images de Bj et Cy séparent les ay et p, res-

pectivement. Posons :

u(z) = |A(^ - a^ ...(.- «p)-?
^ / /- o \n. /_ o \n^(z-P,)». ... (z-p,)»»

^(^ = , ' (sur le domaine A la fonction h*(z) est
log n

égale à A^-1^)]).
Q;={z:A*(z) < a}, A;= [îT;.

Un autre théorème de Walsh (Th. 3.2.1 de [28c]) établit l'exis-
tence d'une base commune {w,,(z)} pour les espaces H(û^)
telle que :

7, ̂  = A(z — ai)(z — 02) ... (z — aj
•>u (z-^)( ,-^) . . . (z-&,) '

0 < A3t < fëzt|» < B3t < 00 pour z e 3t'

V3Î compact <= [ {a,} n [ {^},
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dans l'expression de u^z) chaque a^ (resp. &„) est un cer-
tain QK.J (resp. (3,).

Soit {^J la base duale de {uj, c'est une base commune
des espaces Ho(Aa) et d'après [28a, p. 190] on a :

CQf^ _ (^-H — fcn) » (^ — fcl) . (Z — b^} . . . (Z — b^}

A . 2 T C i . ( z — a i ) . ( z — a 2 ) . . . ( z — a ^ i )
En posant :

^*/.\ _ ^(z) P0111" n == 2/c
Ynw fR^p,^) pour n==2/c+l
9^) =9:[^)]

nous obtenons la base {9^} du lemme. Fin de la démonstra-
tion du L. 6. Posons :

&„ = k log R (/c = [̂ 1 ), A,(6,) == H L(^)
\ L '- J / <r<a

{^} : base naturelle de l'échelle de Riesz {L^0011)}. Alors
le lemme 6 montre que la formule :

s^->su
établit un isomorphîsme simultané des espaces H(A^) sur
les espaces Aa(6J. Ce fait et le lemme 5 nous permettent d'affir-
mer que la formule :

SÇA^S^=2^9n~>SÇ^

établit un isomorphisme simultané des espaces A^aJ sur
les espaces Aa(6J (1/2 < a < 1). Donc d'après un résultat

de Zakharyuta (théorème 2 de [33]) on a : lim an == 1, c'est-à-
dire log (Afc ^ k log R. n>00 07»

II nous reste à montrer que (8) reste valable dans le cas
général, ce que nous allons faire au sous-paragraphe suivant.

d) On peut choisir ?o et Pi, avec 0 < Pô < Pi < l? tels
que

— La frontière de ûp^ est composée d'un nombre fini
de contours de Jordan disjoints dont l'un contient tous les
autres dans son intérieur.

— La frontière de Q^ est composée d'un nombre fini
de contours de Jordan disjoints extérieurs les uns aux autres.
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Posons :
6,==Q^ eo=Qp,

6, == \z e e,\6o : y ".po < ai u 60.
( P i — P ô )

®a == (X V. = ̂ ^po, fu = ̂ irS.

Les inégalités (6) et (7) donnent :

c(a, e)vr6 < 1/Je. ^ c'(a, e)v^
c(a, e)v,—— ^ 1^1^ ^ c'(a, e)^^6^ === (xg^).

Par le raisonnement utilisé dans c) on voit que

log Vj^ ^ /c log S(/c ~> oo)
avec :

C 1 t T71 ^ ^(z) "•"• POS === exp —9 ^ == Flux de ——i———
+ Pi — Pô

à travers tout contour séparant 80 et l. 61 == ——*——• Donc :
Pi — Pô

log ̂  - k log R. C.Q.F.D.

3. Étude de quelques cas particuliers.

1. Considérons le cas où t2 est limité par un nombre fini
de contours de Jordan dont l'un contient tous les autres dans
son intérieur. Soit {/„} la base donnée comme exemple au
paragraphe 1.8 du chapitre 2, posons :

^^ff^fn^+iy^dxdy.

G,. = espace hilbertien des fonctions holomorphes f = S c^fn

( Qo \ 1 /2
telles que \\f\\^ = S N2^2") < °o.

G! == L|(û) (espace de Bergman).

La relation (2), le lemme 4 et le reste de la démonstration
du théorème 1 sont encore valables, donc on a :

THÉORÈME 2. — I I existe une base {e^} qui jouit de toutes
les propriétés mentionnées dans le théorème 1 et qui est de plus
une base orthogonale de Lâ(t2).
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Remarque. — On voit sans peine que toute base orthogonale
commune {e^} des espaces L|(iî) et L^(^, p.) vérifiant:

KI|L ,̂(I) = 1, Ikllî û)/̂  oo,
possède toutes les propriétés mentionnées, en particulier le
système doublement orthogonal de Bergman (voir [3], p. 14)
pour LI(Û) et Ll(œ) dans le cas où û> === ^ est limite par
un nombre fini de contours de Jordan disjoints.

2. Nous supposons maintenant que la frontière de û\^
soit composée d'un nombre fini de contours de Jordan analy-
tiques disjoints dont l'un contient tous les autres dans son
intérieur, nous posons :

Qo == Intérieur de %, û^ == t2.

Soient 3ëo e^ ^i deux espaces hilbertiens tels que :

H(Q.) Ç ̂  Ç H(Q.) (i=0,l). (10)

THÉORÈME 3. — Si {g^} est une base orthogonale commune
des espaces 96^ telle que :

lignilx == ^ Ïn = tën^/ ̂ '

Alors {gn} est une base commune des espaces H(^) et
H(îi) ayant la propriété :

l im( |gJJi /»==R« Vae]0, l [ .
n>oo

Démonstration. — Toute fonctionnelle (forme linéaire con-
tinue) l sur 3ë( est une fonctionnelle sur H(Qi), elle s'iden-
tifie donc à une fonction <p e Ho \ l/ûj :

l(f) == <<p, f>=f vWfÇz) dz pour toute /*e H(Qi).

De cette manière on voit que le dual ^ de 3^ s'identifie
à un espace hilbertien 3€î de fonctions holomorphes sur

_
Q; et nulles au point infini avec la norme:
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On a :

Ho( [ûo) Ç HS Ç Ho( [t2o) Ç Ho( [tî,) Ç Hî
Ç H o ( [ û x ) (10')

Soit {gn} la suite dans 3^ biorthogonale à {g^} :

<gp^g^ = J^ gp^g^dz == 8p.,.

{gn; gn} est un système biorthogonal dans Ho ( ^ û ï ) X H(co)
pour tout domaine œ contenant ^ tel que û>\5C soit connexe.

Posons A^ == ^ ûa. Nous allons établir les inégalités :

Igniû. ^ c{^^^ Vn (11)
IgniA.^ ^s)Yn-^ VM (H')

valables pour tout a e ]0, 1[ et tout e > 0.
Puisque la frontière de û\/ est analytique la fonction

h{z) se prolonge en une fonction harmonique sur un domaine ^
contenant t2\x- O11 pose :

m = Inf /i(js), M == Sup h{z)

^ == {D U x}^^ e ̂  : /i(z) ^ a}6 (m < a < M).

a) Soient {a^} et {pn} deux suites strictement croissantes
telles que :

m < a^ < 0, lim a^ == 0
0 < (^ < 1, lim (^ = 1.

On pose :
Q:==û^ ^=0^.

il? === {^ U îc}\{z e ̂  : h{z} ~~ an ^ a}.
Pn — an

On a alors :
00

U Q? = ûa, Û? <= Q^ (0 < a < 1)
n=o

(10) nous donne :

l/tûl ^ LJ/1% pour toute /-e ̂  (i == 0, 1)
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en particulier :

\gk\ûi < LJgJ^.^L^-
Le théorème de deux constantes donne ensuite :

l^lûj? < IgJû^-i^lân < Lnït

Maintenant soit a e ]0, 1[ et soit s e ]0, 1 — a[, on peut
trouver ny = 7io(a, e) tel que t2a <= Q^-8, on a donc :

1/Uû, ^ lAlû^ < L^yr6.

L'inégalité (11) est donc établie.
b) Maintenant prenons deux suites {a^} et {^} stricte-

ment décroissantes telles que :

0 < a^ < 1, lim a, == 0,
1 < (i, < M, lim ̂  == 0,

et posons :
A;= [û;.

Nous avons évidemment :
oo

UA;-A,, A;c:A^.v«^
n==o

Un raisonnement analogue à celui de a) nous donne successi-
vement :

Igfck^ LJg,||^==L^ir1

l^lAii^i^ix^-l^lL^ L^P
\gk\^^ \g'k\^ < L^jT^6

(11') est donc prouvée.
Les inégalités (11) et (11') étant établies, le reste se fait

comme dans la démonstration du théorème 1.

4. Un cas d'inexistence des bases communes.

Soit G un domaine régulier (pour le problème de Dirichlet)
et soit F un sous domaine de G, F ^ G. En général H(G)
et H(F) n'ont pas de bases communes, même lorsque G\F



BASES DE SCHAUDER DANS CERTAINS ESPACES 223

est connexe. Voici un cas d'inexistence. On suppose qu'il
existe une suite de domaines G^ telle que :

a) Chaque Gn est limité par un nombre fini de contours
de Jordan analytiques disjoints

w
00

^ c: G^ c: 0,4.1 <= G, U Gn = G
(c)

<o(^, [ FF,. G,, G J-->(), où Z o e G

et (ù ^ z, ^ r n F,.. G^, G, ) désigne la mesure harmonique de
t^r n F^.G^ par rapport à G,.

THÉORÈME 5. — Les espaces H(G) et H(F) n^ont aucune
base commune.

Ce théorème a été établi par Dragilev dans le cas où
G et F sont simplement connexes. Notre démonstration
est inspirée de celle de Dragilev [6&].

Démonstration. — (c) entraîne : pour chaque n il existe
un ouvert E^ [ F n F,.G, sur F,.G^ tel que œ(zo, E^, G^)
converge vers 0 lorsque n —>• oo.

Par un argument standard de « famille normale » on constate
que la fonction h^{z) = <û(z, E,, GJ converge uniformément
vers 0 sur tout compact de G.

D'autre part il résulte du théorème 2 du chapitre 2 que
H(G) possède une base {œ^z)} telle que: pour toute suite

00

{\} la série ^ \^n converge dans H(G) si et seulement si
lim sup |Xj1^ < 1.

Nous démontrons le théorème 5 par l'absurde.
Supposons qu'il existe une base {(pn(z)} commune aux

espaces H(G) et H(r).
D'après un théorème de Dragilev (4), {<?„}, qui est une base

de H(G), est quasi-équivalente à la base {<»>„}. Cela veut
dire qu'il existe une permutation H de N et une suite de

(A) Premier théorème de Dragilev (voir [17] p. 99, th. 12) : Deux bases quelconques
du centre d'une échelle de Riesz nucléaire (finie ou infime) sont quasi-équivalentes.
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nombres non nuls {a,} telles que la suite:

k = a,y^)

soit l'image de {ù>^} par un automorphisme de H(G).
Il est évident que {((/„} est une base de H(F).
Pour tout compact F dans G, on pose :

mp = lim inf [Max l^n^lT^ Mp = lim sup fMax |^(z)n1^1.
n>oo L zeV J n^oo L î€F J

En raison de l'équivalence de deux bases {^} et {œ^}
on a :

Sup mp == Sup Mp = 1.
FCG FCG

On pose :
m == Sup mp,

PCF
il est clair que m < 1.

c) Montrons que m -=fc 1 : En effet si m == 1 alors pour
toute fonction f = ï X^n d6 l'espace H(r) on a:

l imsupIXj^ ^ ———^i,
n>ao î"5Up Wp

Fer
donc S X^n converge dans H(G) et la fonction f est analy-
tiquement prolongeable à G, ce qui est impossible puisque,
G étant différent de F et contenant F, il existe des fonctions
holomorphes sur F et non analytiquement prolongeables
à G.

d) Montrons que m <^ 1 : Supposons que m < 1. Puisque
Sup mp = 1 > m il existe un compact F dans G tel que :
FCG

my == r > m.

Soit e e ]0, r — m[. On peut choisir un entier N assez
grand tel que :

GN => U, hy(z) ^ -^- pour z e U,

où U est un ouvert contenant F et de fermeture compacte
dans GN. Puisque FN==Fr.Grï\EN est un fermé dans F
on a :

lim inf [Max |^(z)|"|1^ ^ m.
n->w L -?eF, J
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On en déduit l'existence d'une suite infinie croissante d'entiers
{yis.} telle que :

lim sup [Max |̂  (z))]1/"* < m.
L yer» " J

Considérons la fonction V*(z) :

V*(z) == régularisée supérieure de V(js)
V(z) =limsup|^(z)|^^

V*(z) est sousharmonique sur Gy et :

V*^ < ^m sur FN
v [z) ^ il sur E^.

Donc :

V*(z) ^ m + ^(z) < m + e/2 pour z e U.

D'après le lemme de Hartogs on a pour K assez grand :

l+n^)!1^ < m + e/2 + e/4 == m + 3e/4 < r,

donc m? < r, c'est en contradiction avec mp == r. Donc
m <|: 1. Ainsi a-t-on :

m < 1, w ^ 1, w <|: 1.

Ce qui est absurde. C.Q.F.D.



CHAPITRE 4

APPLICATIONS DE LA BASE COMMUNE {e^z)}

Dans ce chapitre, sauf indication contraire, Q est toujours
un domaine plan ^, ^ un compact dans Q et on suppose
toujours que 0\% soit connexe et régulier pour le problème
de Dirichlet. On garde les notations du chapitre 2.

1. Prolongement des bases communes.

1. On sait d'après la proposition 1 du chapitre 2 que si
{/„} est une base commune des espaces H(/) et H(Q),
ajors_ elle se prolonge, en tant que base, aux ensembles û^
et t2a(0 < a < 1). On se demande si {/*J peut se prolonger
à d'autres ensembles ouverts ou compacts. Le théorème suivant
est une réponse à cette question.

THÉORÈME. — Soit {fn{z)} une base commune des espaces
H(x) .( H(Q).

a) Si U est un ouvert dans fï non entièrement contenu dans %
et sl {fn} est un^ base de ïî{U), alors U = Qo pour un certain
P e ]0, 1].

b) Si 31 est un compact dans Sï tel que :
— t2\3t soit connexe et régulier pour le problème de Dirichlet.
— 3t rencontre (t2\5c) U Fr.%. et si {f^} est une base de

H(3t), alors ou bien 3t == %, ou bien 3t == îîo pour un certain
P ^ ]0, 1[.

c) Si U est un domaine tel que :
— U\-^ soit connexe et régulier pour le problème de Dirichlet.
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— U => x et U D ii, et si {f^} est une base de Hfll),
alors U == Qg pour un certain (3 e ]0, 1].

d) 5i 31 e5( un compact, Si => ^ et 3t D Q, et 51 {/„}
^( une fca^e de H(3t) afor^ ou fcien Si == ^ ou fcien 31 == Qg
pour un certain (3 e ]0, 1[.

Un résultat semblable a été établi par Dragilev dans le
cas où Î2 est simplement connexe et ^ connexe. Cet Auteur
a démontré dans ce travail l'important théorème suivant :

2e THÉORÈME DE DRAGILEV [1]. — Si {fn(z)} est une base
commune des espaces H(D^) et H(DrJ (0 < ro < r^ < oo,
Dr == {z : |z| < r}) alors il existe une suite de nombres > 0 {\}
et une permutation TC de N telles que la suite :

<Pn(^) = xnA^(n)(^)

soit équivalente à la base {z"} 5ur V espace H(Dy) pour tout
r ^ ]rQ, ri].

Procédons maintenant à la démonstration du théorème.
Puisque la transformation f •==• S c^ ~> g = S c,z" est

un isomorphisme simultané des espaces H(î2a) sur les espaces
H(DR«) (0 < a < 1) le deuxième Théorème de Dragilev
peut se transposer aux bases communes des espaces H(^)
et H(Q) :

Si {fn} es^ une base commune des espaces H(^) et H(Q)
alors il existe une suite de nombres > 0 {X^} et une permuta-
tion TC de N telles que la suite :

9n(^) = VTTO»)^)

soit équivalente à {e^{z)} sur Fespace H(ûa) pour tout
a]0, 1[. ^

II en résulte que si nous désignons par {fn} la base duale

d6 {/nL c'est-à-dire la base de H o ( ^ x ) q111 forme avec
{/*„} un système biorthogonal dans H(^) X H o ( L x ) î alors
la base :

ïn(z) = 1 f^)
An

est équivalente à {e'n{z)} sur l'espace Ho(Aa) pour tout
ae]0, 1[ (A.== [û.).
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L'équivalence simultanée des bases {<pJ et {ej sur les
espaces H(î2a) entraîne:

l™ (IPnla)^ == lim (kl^" == R^ (0 < a < 1). (1)
nx» n>oo / v /

De même on a :

lim (Kla)17' = lim (K)^ = R-» (0 < a < 1). (2)
n>oo n-̂ oo / \ /

LEMME. — Pour (ou( ouvert œ non pid^ e( relativement
compact dans îî\^ on a:

(a) lim [Sup | y^(z)[ 1^" == Sup RW
n»"» Lz-efa» J -?6(*)

(6) lim fSup |9,(z)| -|i/» == Sup R-W.
n>oo L ?€<*) J ^eh)

Démonstration du lemme :
a) La formule (1) entraîne immédiatement:

lim sup rSup |<p^)| I1/» < Sup RW.
n>oo L 7e(i) J 2G(û

Pour avoir (a) il suffit de montrer que :

lim inf. fSup ^(z)) 11^ > Sup FW.
n^oo L zGtû J ^e(«>

Nous raisonnons par Fabsurbe; supposons le contraire, alors
il existe une sous-suite infinie {<?„ } telle que :

lim. Sup. [Sup |y (z)jl^ < Sup RW. (H)
Lzet*) * J jgt; v /

Posons :

^ == ^~ log l<pra^)l ~ (log R) •^
V(z) == lim sup V.(z)

"A^

V*(z) = régularisée supérieure de V(z)

V^z) est sous-harmonique et < 0 dans Q\% (d'après (1)).
Si V*(z) < 0 en tout point z de i2\^ alors d'après le
théorème de Hartogs il existe un e(a) > 0 tel que :

V^(z) < — e(a) pour z e F^ Va e ]0, 1[.

(Fa == {z e û\^ : h(z) = a}), cela entraîne :

lim sup (jçnja)1^ < R^-^) < R»
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c'est en contradiction avec (1), donc V^z) doit s'annuler en
un point ZQ e iï\îc. Puisque ¥'"(2) est sous-harmonique
< 0 dans û\^ on conclut que V^z) == 0.

Or l'hypothèse (H) entraîne :

V(z) < 0 sur un ouvert non vide de iî\%.

On aboutit ainsi à une contradiction puisque V(z) == V*(z) == 0
sauf sur un ensemble de mesure nulle.

La démonstration de (fc) est tout à fait analogue.

Démonstration du théorème :
a) Posons (i == Sup h{z). Il est clair que Qa => U. On va

^€=<U

prouver que tip == ̂  pour cela il suffit de montrer que toute
fonction holomorphe f dans U est la restriction à U d'une
fonction holomorphe dans QQ.

Puisque {/„} est une base de H^), {<?„} est aussi une
base de cet espace $ soit S ûyp^ le développement de f suivant
la base {<pnL iï résulte du lemme que :

lim supjaj1^ ^ R-P.
nx»

00

Donc la série ^ ^n^n converge uniformément sur tout com-o
pact de Qft, sa somme est évidemment un prolongement de
f à Qp. C.Q.F.D.

b} Soit <ù(z, 3t, t2\3î) la mesure harmonique de Fr.3t
par rapport à t2\3l, posons pour tout r e ]0, 1[ :

6, = {z e Q\3l : <û(z, 3t, Q\3t) < r} U 3t.

Si {fn} ^st une base commune des espaces H(Q) et H(3t)
alors elle est une base de H(6^) pour tout r e ]0, 1[.

En appliquant a) on voit que pour tout r e ]0, 1] il existe
un p e ]0, 1[ (p dépend de r) tel que 8^ = ûp. _

II en résulte que : ou bien 3t === ^, ou bien 3t == Qg pour
un certain p e ]0, 1[.

c) et d) : On raisonne comme précédemment, en utilisant
{<pn} au lieu de {<pJ.
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2. Relation avec la théorie des espaces d'interpolation
et le prolongement analytique en plusieurs variables.

1. La base commune {^(z)} nous permet de donner une
généralisation à un théorème d'interpolation dû à Zerner,
Lions et Peetre (voir [4], page 65, théorème 2.1).

Gardons les notations de la section précédente, supposons
maintenant que la frontière de / soit composée d'un nombre
fini de contours de Jordan analytiques disjoints, et posons :

t2o == Intérieur de %, i2i == Q
QÔ = {^X : HZ) < 6} u 5c (0 < 6 < 1).

Avec les notations de l'article [4] de Lions et Peetre nous
avons le

THÉORÈME. — Quels que soient po et pi {avec 1 < p; < oo)
on a :

S(po, e, H(ûo); pi, e - i, H(Qi)) == H(riô)
avec des topologies équivalentes.

La démonstration, que nous omettons, consiste à adapter
celle de Lions et Peetre en utilisant la base {e^(z)} au lieu
de la base de Taylor {zk}.

2. Notre théorème principal du chapitre 3 généralise un
théorème de Siciak relatif au cas où Q est un domaine simple-
ment connexe symétrique par rapport à l'axe réel et % le
segment [— 1, + 1]. Comme le théorème de Siciak le nôtre
peut être utilisé pour démontrer des résultats sur le prolonge-
ment analytique en plusieurs variables complexes, pour plus
de détails nous renvoyons aux mémoires de Siciak [266 et c].

3. Formule asymptotique pour e-entropie.

On suppose maintenant que il soit un domaine borné
dont le complémentaire se compose d'un nombre fini de
continus disjoints de la sphère de Riemann et que ^ solt un

compact régulier contenu dans û.
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S) désigne l'ensemble des fonctions holomorphes et bornées
en module par 1 dans ti, l'entropie de ^ dans l'espace
(°(^) muni de la norme uniforme

||/1 = Max \f{z)\
^et

est par définition la fonction de e > 0 définie par :

E,(%) = log N,(%)

où Ne(îB) désigne le minimum des nombres entiers p tels
qu'il existe p sous-ensembles Ai, A^, . . . Ap de (?(%), de
diamètres inférieurs ou égaux à 2e, dont la réunion U A(
contient S)

Théorème (5) :
JE^^_J_

^o(loge)2 logR T t

Ce théorème a été établi par Babenko et Erokhin, indépen-
damment l'un de l'autre, dans le cas où t2 est simplement
connexe et / est un continu. Le cas général ci-présent a
été traité par Levin (A. L.) et Tikhomirov [3], ces auteurs
ont donné une démonstration délicate basée sur un résultat
de Walsh concernant la représentation conforme des domaines
multiplement connexes (on thé conformai mapping of multiply
connected régions, Trans. A.M.5., Vol. 82, p. 128-146).
Moyennant une base Commune « régulière » des espaces
H(Q) et H(%), nous allons donner une nouvelle démonstra-
tion qui est comparable à celle d'Erokhim [2] par son caractère
« classique », car elle rejoint le travail de Vitushkin qui utilisait
les bases de Taylor, Laurent, Tchebicheff et Fourier.

Démonstration. — Par une représentation conforme on peut
se ramener au cas où la frontière de û est composée d'un
nombre fini de contours de Jordan analytiques disjoints.

a) Fr. il étant analytique, la fonction hÇz) se prolonge en
une fonction harmonique sur un domaine ^ contenant t2\x-

(6) Dans un travail à paraître « Rational Approximation and n-dimensional
diameter » H. Widom montre que le théorème est encore vrai avec des hypothèses
plus générales (ajoutée le 2 septembre 1971).
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Soit b e h(Vi) n ]1, oo[, on pose :

i2* == (U u x)\{^ e ̂  : /i(z) > 6}

<p* = -JL- == Flux de h*(z) ( •== —J-} à travers tout contourb \ b j
séparant ^ Q* et /.

\f\^ = Max \f{z)\ avec y^ == {z e ̂  : A(z) = a}.
^eï.

1/1; == Max \f(z)\ avec yî = {^ e 1̂ : /i*(z) = a}.
^€TÎ

Le théorème 1 du chapitre 3 nous assure l'existence d'une
base orthonormale {F^} de L^(/, p.) qui est aussi une base
commune des espaces H(û*) et H(^) telle que :

lim(|FJ^»=(exp-V)'iy
p*/
1\-«

n>» \ 9 /

lim(|F^/»=(expAA
n*oo \ y /

pour tout a e ]0, 1[ ({Fn} désigne la base duale de {F,}).
Il en résulte :

lim (|FJ«)1/» = R« Va e ]0, 1] (A)

l'ÏmdF^^R-" Va6]0 , l ] . (B)
n>oo

Dans la suite nous allons nous servir de cette base {?„}.
&) Rappelons maintenant quelques résultats connus utiles.
On dit qu'une suite fi, /g ... fp (suite finie) d'éléments

de Ê(^) forme un « e-net » de % lorsque la réunion des boules
de centres f^ et de rayons e contient %.

N^ désigne le minimum des entiers p tels qu'il existe
p éléments /^, /g ... fp de H(Q) formant un « e-net » de %.

Mg désigne le maximum des entiers q tels qu'il existe
q éléments /i, /ss • • • /g de S> avec |[/, — j^ll ^ e pour tout
i ^ j .

On a l'inégalité due à Kolmogoroff :

M,, < N.< N:. (I,)
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On va majorer N'g et minorer Mg moyennant les deux
lemmes suivants :

LEMME 1. — Pour tout 8 ]0, r], il existe k points Zi, Zg .. . Zj,

awc k < (-^\ tels que : LJ {z : |z — z.| < 8} ^ {z : |z| ^ r}.

LEMME 2. — Pour tout 8 0, ^- , il existe q points
/ r \2 J I-

Zi, Z2 • • • Zy avec q > ( ^ tels que : |z,| < r, \z, — z.\ ^ 8
pour i -^ f. V6/

c) Soit 8e]0, R[
L'égalité (A) nous donne :

11FJ ==Max|F^)| < A^+S)"

où A est une constante ne dépendant que de 8.
Si f == 2 c^F^ est un élément de %, on a :

cn= J f^-^nÇz) dz (y est un cycle dans i2).

N < ^l/^IIFn^)! dz < f^¥n{z)\ dz < cte.M^x(F^)j
< c^.MaxIF^)).

^eû

Or (B) donne: Max [F«(z)| < c^.(R — 8)-».
2eQ

Donc: |cJ < B(R — 8)-» (B === cte dépendant de 8 non
de /*). On en déduit:

I^-S1^^ |ik|||FJ < 5 Bç(R ~ Ç)^Aç(l + Ç)\

On peut toujours choisir Ç tel que ' ^ < —~—, donc :
n — Ç R — 8

\\f- S1 ̂ FJ < (AçBç J, (R-8)-^) (R - 8)- = C(R - 8)-
II 0 |{ \ o /

C est une constante indépendante de A

Soit e > 0 assez petit, puisque _ \ 0 il existe un
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n $5 2 unique tel que :

(R - 8^ > Ù et (R ~ ̂  ^ Ù
Pour chaque v(v = 0, 1, ... n — 1) fixons les points
Cy, i, Cv, 2? • • • ? Cy, ^ tels que la réunion des disques de centres

Cy, j et de rayons e^ == - . — c o n t i e n n e le disque
( B ) V i zb)
^ z : |z| < ^ ^ la constante E est choisie égale à

(2 J A(l + 8)-(1 + 28)-) \
Considérons les fonctions :

n==l

^^"fU^~ S ^v .yv -^v ^ "- /v4'^ -̂ n-< == 5 Cv.^.F, (1 < /, < /C,).
0

Soit f = S CyFy un élément de %, nous avons :
|Cv| < B(R - 8)^

donc il existe /y ^ /Cy tel que [ C^ < — Cv| ^ Sy.
On a donc:

!!/'- 4^ - ̂ 11 ^ ? ̂ A(l + 8)v + ̂  c ̂
v=o (M — 6)

^-l—
N^ est inférieur ou égal au nombre des fonctions / / / • • • / »
donc :

N; < n ^.
v==o

En raison du Lemme 1 on peut choisir k^ tel que :

. /2 BY /l + 28\^ 1
""VE"^ \"R^8/ 'e2'*

d'autre part puisque
1 e

on a :
(R - 8)"-1 2 C

1 J-
< oë e , log2C _ ,
" log(R-8) '^ log(R-8) i'
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donc :

i.gN^s î̂ y+ îy,,;.)
R-8log N: < 2n log -^ - n{n - 1) log ——^ + (log e)2 o(e)

1+28log R-8
.log (R - 8) + (log (R-8))2 + 0{S}] ̂  e)8log N; <

R — 8
1+28logr logN: 2llm ^P 7ï——^ < ———e»o r (log e)a log (R - e) (log (R — 8))2

la dernière inégalité est valable pour 8 arbitrairement petit,
donc :

r log N^ 1hm sup & . < ——_
6*0 (log e)2 log R (I»)

d) Soit 8 e ]0, 1[, on a d'après (A) :

Sup |F,(z)| < H.(R + 8)» (H == cte dépendant de 8).
Z6Û '

00

Soit S ap^p une série convergente dans 6(x), on a :
0

II S a,Fp > k 1 appJL^ > /r|a,|
II 0 0 |i

pour tout entier n, où A* est une constante.
On pose :

L^HV^^YT-1, r^--^- f2H v /R+syi-1

-I^KRT^)] >f \R+28;J --(R-^)"

Soit e > 0 assez petit, il existe un n unique tel que r^i > e
et r^ < e, on a :

1log
n ^ (log^)o(e). +log (R + 28)

D'après le lemme 2 on peut choisir les points b^ ^ b^ a, .. ., b^ y
dans chaque disque {z:\z\ ^ r^} avec:

îv >(^)r^Y
2j et \j — &v,t| > -,- pour i TE /.k
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Considérons les fonctions
n-l

4.J<....^= S AV.^.FV avec 1 ^ /, < ç,.
v==o

Nous avons manifestement :

S"Pl4,A,...,^(2)l ^ Sr,SupjF,(z)| < 1
2€û -?eû

d^autre part la distance de deux fonctions distinctes de cette
forme est ^ e^A*(l — 8^ == s. Donc :

Me ^ fl ?v
v=e

Puisque :
T 2 » 2 / 1 —— 8 V 1îv > ̂ ^ (RTTs) ^

log —
re ^ log (R -^ 28) + (^ ï) ̂ ^

on a après un petit calcul :
n—i r 1 "i

log M, > log H îu > , , ^ . ^ + o(c) (log e)2.
v=o |jLOg (M + 2ô) J

On en déduit :
,. . . log Mg 1 ,, .lim mf—6—— ^ ——^ (13)

6->o (log e)2 log R v /

Le théorème résulte immédiatement des inégalités (I^), (la)
et (L,).



CHAPITRE 5

MÉTHODE DES BASES VOISINES

Depuis les premiers travaux de Whittaker (J. M.) et Gont-
charoff (W.) on cherche à établir des relations entre les princi-
pales constantes rencontrées dans la théorie d'interpolation
des fonctions entières ou holomorphes dans un disque (cons-
tantes de Whittaker, Gontcharoff...). Les résultats les plus
avancés dans cette direction ont été obtenus par Cukhiova
et Dragilev [7] et Suetin [27], ce dernier auteur a réussi
notamment à établir l'identité des constantes W et G.

Nous présentons dans ce chapitre une approche de quelques
problèmes de ce genre par la méthode des bases voisines.
Le théorème des bases voisines de Paley-Wiener a été généralisé
et utilisé par Boas [4a] et Evgrafov [9] dans leurs travaux
sur l'interpolation. Dans la littérature il y a plusieurs versions
du théorème des bases voisines dont celle de M. G. Arsove [2]
semble être une des plus générales, la version particulière
suivante, due à M. Pommiez [20c], nous sera utile :

THÉORÈME 0. — Si une suite {<p,n}m€N'* d9 éléments de H^(R)
vérifie les conditions :

<p^(z) == ̂  / ^ ^k,m ̂ \ avec oco,^ == 1
\kW 1

lim sup / ^ l^mk^ ^ 1 P0^ tout r e [O? R[-
m•>oo VkCN^lOi ' /

Alors elle est une base de H^(R).

1. Sur l'interpolation cFAbel-Gontcharoff généralisée.

1. Généralités. Soit À 6 [0, oo[. Pour toute fonction
f^z) = ^ a^ holomorphe au voisinage de rorigine et tout

meN"
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k e N" on pose :

f^Uz)= S a,̂ )̂ )
meN"

avec
/ m\ V^-" . ,

( .̂̂  ((/n^).} sl m > / c -
0 dans le cas contraire.

f^^ est une sorte de dérivée généralisée d'ordre k de /,
lorsque X == 1 on obtient les dérivées ordinaires, lorsque
X == 0 on obtient les restes partiels.

Le problème d'interpolation d'Abel-Gontcharoff généralisé
consiste à déterminer f en connaissant les valeurs f^'^Zj,)
où {^J^N" est une sulte î1111!1-1?!6 de points de n.

Notations. — Pour tout z = (zi, Zg • • - ^n) e G71 on pose

ll^llx- (| N^ ll^lloo - Max |z,|, Ni == 1 1 ^ 1 1
/ m"* V

Ax = {^ : Ni/x < 1 } , ^(Ax) = Ŝ up Iz-l = (^ ĵTMî

mm désigne m^. m^ . . . m;̂ .
On désigne par S^À, r) (0 < T ^ oo) Fespace des fonctions

f holomorphes au voisinage de l'origine telles que :

f / z ) = V T-^^ avec lim sup \a^\uw < T.
m^{^r

On s'aperçoit que :

T f. v _ W^^ ^q^ = 0

An^, TJ — JE^(i^^ X.^) lorsque X > 0.

Î,(X, T) sera muni de la topologie de H^1/X) ou E^(1/X, Xï1^)
Pour toute suite {z/J^N" de points de G", il existe une seule
suite simple de polynômes de n variables {G^ç:^ te^
que :

(A-!)-^.G^>(^)=8^

{G^} est appelée suite des polynômes d'Abel-Gontcharoff
généralisés associée à {z^}.
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Soit C(n, X) la racine positive unique de l'équation :

i ^^=^2.
î=o

PROPOSITION 1. — 5i [|zJL < 1 pour tout k, alors {€„}
est une base de l'espace Î,,(X, C(n, X)).

Démonstration. — La transformation

/•(z) == S a^z"" -> g(z) = S(m!)^z'»

est un isomorphisme de S,(X, C(n, À)) sur H,(l/C(n, X)),

désignons par &„ l'image de —— par cette transformation.
[m if

soit jymLsN- la suite d'éléments de H,(C(n, À)) qui forme
avec {Gg,} un système biorthogonal relativement à la forme
bilinéaire :

(/•==Sa,z'»,g-S^'»)=2aA

qui met en dualité H,(l/C(n, X)) et H,(C(n, X)). On a :

9^)=^/S (k\)-^.{z^.z"Y
\ teCN" /

II résulte du théorème 0 que {9^} est une base de H,,(C(ra, X)),
donc (lemmeO du chapitre 2) {G^} estunebasede H»(l/C(ra,X)).
On en déduit que {G^} est une base de A,(X, C(n, X)).

Définition de la constante W(n, X) : W(re, X) est la borne
supérieure des constantes R(0 < R < oo) telles que: si
/'eîn(X, R) et si, pour chaque m e N", la fonction />(x•'")
possède un zéro dans la boule ~Ky = {z e C» : ||zL < 1}, alors
f est identiquement nulle.

W(l, 1) = W est la constante bien connue de Whittaker.
On a les inégalités évidentes : C{n, X) < W(n, X),
W(ç, X) < W(p, X) pour q > p . D'après Suetin [27] :

Donc :

y < W(l, X) < 1.

C(n, X) < W(ra, X) < 1.
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2. Examinons maintenant de plus près la suite {G^} des
polynômes d'Abel-Gontcharoff généralisés. On voit que G^
est de la forme :

G,(.)==(m!WS 8.-p,.(p!)-^)
\P^m /

chaque coefficient 8^ ^(/c < m) est déterminé par le système
d'équations :

S ^-p-g. m{p O"^^ ̂  0 P0111*tout î tel que m — /c ^ ç < m
P^m-9 * . -

Su. m = 0

Donc 8,, ^ est un polynôme indépendant de m des variables
^ (^ —'/c ^ ç < m), on le note 8^; m — k ^ q < m)
On pose :

D^== Max |8,(^;0 < q < m}\
ll-2-glloo^l

D(n, X) == lim sup (DJ1^.
m->oo

1
THÉORÈME 1. — W(n, X) = --—,-r.u^n, ÀJ

j[
Démonstration. — a) Montrons que _,-—-r ^ D(n, X).w^n'5 A^

Pour cela on raisonne par Fabsurbe en supposant le contraire :

—1—- < D(n, X).
W(n, X) v ^/

soit Re]w(n7x)?D(n?40na :

lim sup DJR-ll"1" = + oo.
llmll^oo

On en déduit l'existence d'une suite infinie {^}yg^ d'élé-
ments de N" telle que :
D^.R-^11 -> oo, DçR-'l^' < D^R-ll^ll pour tout q < m^

Pour chaque /, soit {Z^ y} ^^ une suite de P01111^ de la

boule Ao vérifiant l'égalité :

D^=|8,/Z^;0 ^ k < m^

soit {G^y}^^ ^ smte des polynômes d'Abel-Gontcharoff
(ïytf ̂

généralisés associée à {Z^y}, on pose: Py == - — ^ m p j '
-^
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On a:

TOI < 2 ^(NJW^
*<"1^ ^OT,

< S R-ll'cll(l|zL)pll(^!)-x
fcem,

< S R-^i'dNL)11'1"^')^
k€N'1

Donc :
— {Pj} est une famille normale sur G" lorsque À > 0.
— {Pj} est une famille normale sur {z e G" : Uz||^ < R}

lorsque X = 0.

Il en résulte l'existence d'une suite strictement croissante
de nombres entiers {j\}hw telle que :

— {Pj } converge uniformément sur tout compact de C71

vers une fonction F lorsque X > 0.
— {Pj } converge uniformément sur tout compact de la

boule {z e G" : ||z||^ < R} vers une fonction F lorsque
À =0.

Dans les deux cas F est holomorphe sur un voisinage de

la boule unité A(), car R > —-——r ^ 1.
W(n, X)

Pour tout k fixé la suite {Z^ j } admet au moins une
valeur d'adhérence que l'on désigne par Z^, on a :

F e ^(X, W(n, X)), F(0) = 1,
F^-^Z^^O pour tout / c e N »

cela est contraire à la définition même de W(n, X).

Donc w^T) > D(n' x)-
b) Montrons maintenant que —-——- ^ D(n, X). Cette\\[n, À)

inégalité résulte immédiatement du

LEMME 1. — 5l l l ^ f c i l o o ^ 1 pour tout k, alors la suite
{GOTÎOTÊN" associée à {z^kw1 es^ une base de V espace

^(''D^T))
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Démonstration. — Reprenons les notations données lors de
la démonstration de la proposition 1, on voit sans peine que :

Max |<pk(z)| < C^.R" pour tout R, 0 < C(R) < oo.
11.2-1[.0<R

D'autre part pour tout R > D(n, X) on a :

Max|Gfc(z)| < S I^-MIR'"" < R""" S D^R-ll^l
îoo<R ,/<Sk ' ./eN"

< (^R^Rll"", 0 < 6(R) < oo.

On en déduit que la série ^ &fc(z).y^(W) est sommable dans
H(A' X A") où : k€N'1

A ' = { z e C " : ML < D(n,X)},

^-l260'11211^^)^

Donc {Gfc} est une base de H(A') et {G^} est une base de

( 1 \Sn ^i ~r^——^ V On a ainsi prouvé en même temps leD(n, X)/

THÉORÈME 1': 5i 1 1 ^ 1 1 oo ^ 1 pour tout k, alors {Gjn}
est une base de Ï^(X, W(n, X)).

3. Examinons maintenant le cas où :

limsup lImll^Oog^ll^lD-^.II^L ^ 1. (1)
m-><x>

(ç est un entier ^ 2, lorsque q ==2 alors log^-g ^==logo rc==a;).

LEMME 2. — {G^}^eN" est une base de l'espace E^ (p, o)
si et seulement si la suite :

,^^ y / log^U^II Ym+'tll/nm+/c||\^'n+'cll
wl ^\ïog^\\m+k\\) \ H m|| ;

ym+k

^.llmll^log^Hmll)-^.——

es( une &a$e de H^(R) a^ec :

_ (cr1^.^ si ç > 2
K == ((a^e-^ si ç= 2.
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Démonstration. — Nous allons établir le lemme dans le cas
où q > 2.

Nous savons que si le ç-ordre d'une fonction entière est fini
et strictement positif, alors son (A^, î)"type est donné par
la formule :

"'f = "s,;:" (c»^"»""""" î £., i»-i y""'
où les a^ sont les coefficients de Taylor de la fonction entière.

Donc :

'"^-Ï;:^002^^^-'-1--)1!»-!)1'''"''
Or la formule de Stirling donne :

lim ((m!)-^^-!!7»")1^!7»!! == 1,
Hmll-X»

donc :

a^e-^ = lim sup ((ïog^\\m\\)W^\\m[\-^W\(m Ol^aJ)17!!7"".
CT->oo

On en déduit que la transformation

f(z) = S a^ -> g{z) = 2 (log^||ml|)llwtl/P(m!)À||ml|-xllCTIIa^OT

est un isomorphisme de E^ (p, o) sur H^. cr-17?).
Si l'on désigne par G^ l'image par cet isomorphisme de

la fonction \\m\\^ .(m !)-x.(log,_2||m||)-"m"/P.G„ on s'aper-
çoit que {<?„,} est précisément la suite d'éléments de
îîn{e~^. a11^) qui forme avec {G*J un système biorthogonal.
Donc d'après le lemme 0 du chapitre 2 {G^} est une base
de EUp, o) si et seulement si {<p^} est une base de
H^.^P).

Démonstration analogue pour le cas où q = 2.

THÉORÈME 2. — 5i {^}^g^" vérifie la condition (1), a;or5
{G^g^n est une base de l'espace E^ (p, R) avec :

_ ((W(n,X))F.p-i si ç - 2
rl- i(W(n,À))F si ç > 2.

Démonstration. — Nous allons démontrer le théorème dans
le cas où q > 2 (démonstration analogue pour q = 2).
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(1) implique l'existence d'une suite {^}^g^n de points de
la boule unité Ao == {z e C71 : \\z\\^ < 1} telle que :

lim ||̂  - \\m^ (log,.jm||-^.zj = 0.
m^oo

Nous reprenons les notations du lemme 2 et posons :

, , . lm / 1 ^ ^ / log,_2||TO|| ||TO+/c||)•\l""+tll ,„.„U2 )=^^e-^.z = ^ (,——&? " " „ • " „ „," ) e-^""".
k6N"\logï-2ll7n+/('ll 11^11 /

_»i+k
(^ll/nlI^og^llmID-^F)'-.-^

^m+fc

^(^ - S (^)k —i-
fceN'1 [ ^ - l

II suffit de montrer que {^} est une base de H^(W(n, X)) .
Pour cela on utilise le fait que {^} est « assez voisine »
de la suite {<p^} qui est une base de H^(W(n, X)) d'après
le théorème 1'. On a :

+m(^) = .S , .̂ m^+j avec ao, ^ == 1.

La base {<pî,} est équivalente à la base {2^}, donc {+„»}
est une base de H^(W, n, X)) si et seulement si la suite :

U^-^.f 5 ^^'\ (oo.,=l)
UeN" /

est une base de cet espace. On applique le théorème 0, on pose :

W== s |^jriyii,
J^o

on va montrer que h^{r} —r 0 (HTO|| -> oo) pour tout
r [0,_W(n, X)[.

Soit :

F <z} - ̂ (z) - ̂  - y a (y (z* Y zj+i\m{ ' ~ z- - À ay- m {L [zm+JI "(i^)~
On a:

I»/, ml < 5 IW; m + / — 1 < Ç < T O + /)||^ J

où les fc, „ sont les coefficients de Taylor de F^.
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Soit r < W(n, X), il existe R e ————-9 oo| et
JW(n, X) L

T e ]r, W(n, X)[ tels que : rR < 1 et rR < 1.
D'autre part il existe A(R) < oo tel que : D, ^ A(R)RII Î!lVl,

de plus: |fc,J < M^.THl1", MJr)= Max |F,(z)|. Donc:
112- l loo^ 'C

|o,J < A(R)M,,(T).Riyil( S (TR)^"I)
\ l'GN" /

Ur)<M.W.AR).(^y(^y

/i^(r) converge vers 0 pour m—>• oo, car on peut vérifier
à l'aide de la formule :

F (r\ - \ ^g^MI /ll^+^ll^1""-^-'"1

lmw ,À»log,-Jm+/c||\ \\m^ )

e-^(zjm\\^ (log^M)-^——(/c!)^

"^^"(^

que Mn,(T) converge vers 0 pour tout T < 1.

COROLLAIRE. — Avec la condition (1) pour toute fonction
/" e E^(p, R) et tout entier p e [2, ç] la fonction

^^â.^^
est de même p-ordre et (A^, p)-type que /*.

Démonstration. — Conséquence immédiate du théorème
précédent et du théorème 3 du chapitre 4.

Remarque :
a) Soit W(n, X, p) la borne supérieure des constantes C

(— C^\telles que : si fe E^ p, — ) et si pour tout m e N" la fonction
P /

f^ m) possède un zéro dans la boule {z e G" : \\z\\^ < m11^'^}
alors f est identiquement nulle.

Il est très probable que W(n, X, p) == W(n, X) pour tout
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p e ]0, oo [. L'égalité W(l, À, p) = W(l, X) a été établie
par Suetin [27].

fc) La même méthode nous permet de retrouver facilement
l'extension donnée par Kamenetsky et M.me Macintyre à un
théorème de Schoenberg : Si {Zp}poq est une suite de nombres
complexes dont les valeurs d'adhérence appartiennent toutes
à [— 1, + 1] et si f est une fonction entière non identique-
ment nulle telle que f^^p) = 0 pour tout p, alors f

ne peut être de croissance moindre que (ordre 1, type -7-)-

c) Indépendamment de nous, Rubel et Taylor [23] ont aussi
étudié l'interpolation d'Abel-Gontcharofî des fonctions ana-
lytiques de plusieurs variables par la méthode des bases
voisines. Cependant leurs résultats sont d'un autre genre.

d) Le théorème 2 et son corollaire généralisent tout en
précisant les résultats de Pommiez [20a] et Combes [5].

2. Sur les différences divisées successives.

1. Soit {X^} une suite de points d'un domaine D et f
une fonction holomorphe sur D, on définit la suite {f(n)}
par les égalités :

fw = f, W = (2 - \}-1 • [/'(,-i)(z) - ̂ -i)(^)]

pour n = 1, 2...
On écrira :

W = [f(\}, f{^} •-, f(^}, fW pour n == 1, 2 . . . .

Les {f(n)(^)} sont appelées les différences divisées successives
de f relatives à la suite {^n}-

M. Pommiez [206] a étudié le problème de l'interpolation
par les valeurs que prennent les différences divisées successives
en une suite de points. On va montrer que dans ses résultats
la constante a (0,536 < a < 0,537; a est la racine positive
de l'équation 4rc4 — x3 + x2 + x — 1=0) peut être rem-
placé par la constante C = W(l, 0).
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2. A désigne le disque unité, soient {\J et {z^} deux
suites de points dans A; on désigne par {C^(js)} la suite
simple de polynômes telle que :

L^(CJ = 8^ pour tout (m, n)

où L^ désigne la forme linéaire :

un-y^i),/^) ...,AUA^)].
THÉORÈME. — 5i lim X^ = 0 et si lim sup |;sJ ^ C, alors

la suite {C^(z)} est une base de V espace H(A).

Démonstration. — Posons

Po(z) = 1, P,(z) = (z - À,)(z - ̂ ) . . . (^ - ÀJ,

il est connu que {P^(z)} est une base de H(A) et que la
transformation T :

f = S a^P, -> g == S a,^

est un automorphisme de H(A).
Soit {<pn(^)} la suite d'éléments de H(A) qui constitue

avec {Cn(z)} un système biorthogonal, nous avons :

ço (»\ — p (»\ { \ _L V "»+fc(g)±^-^-fc(^)^<^W — ̂ ^ l 1 -r 2j p r \ p / \ ;
\ fc=i ^n^^ - -^n^n; /

T9n(^) = ^n(^) - ̂  fl + S ^ ̂ A)^
\ k=l ^n^n/ /

Si {z^} désigne une suite dans {z : |z| ^ C} telle que
-n

lim (z^ — z^) = 0 et si <p^(z) désigne la fonction ,————^

nous avons < n v / — — v / -> 0 uniformément sur tout compact
de A. z

En raisonnant exactement comme dans la démonstration
du théorème VI, on voit que {^n(^)} est une base H(A).
Il en résulte que {C^(z)} est une base de H(A). C.Q.F.D.

3. THÉORÈME. — Si lim (log^n)"'1^)^! ==0 et si

lim sup (log^Tz)-1^!^] ^ 1
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alors {Cn(z)} est une base de E^p, R) avec :
çp

R = — lorsque q == 2, R = CP lorsque q > 2.

La démonstration se fait comme précédemment.

4. Soit E(l, A*(6)) l'espace des fonctions entières f de type
exponentiel fini telles que :

W < k{Q) pour |6| ^ -J-

où A/6) désigne l'indicatrice de f et /c(6) la fonction:

/c(6) = cos 6 log (2 cos 6) + 6 sin 6.

On munit E(l, /c(6)) de sa topologie standard de limite
inductive d'espaces de Fréchet.

THÉORÈME. — Si À^ = n pour tout n et si

lim sup -n——— < C,
1 n \

alors {C^{z)} est une base de E(l, /c(9)).

Démonstration. — Comme Monsieur Pommiez l'a indiqué
dans sa démonstration, il suffit de montrer que la suite :

w =^(i+î(;sn "^). v,^ "; ̂ t+1 z^\ k=i {n + 1) . . . (n + /c) /

est une base de l'espace H(A). Pour cela on raisonne comme
précédemment.

3. Univalence des dérivées successives.

En 1940 Boas [4&] a établi le résultat suivant :

THÉORÈME. — Si f est une fonction entière de type expo-
nentiel plus petit que log 2 et si les dérivées successives de /*,
sauf un nombre fini, ne sont pas univalentes dans le disque
unité, alors f est un polynôme.
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Ce résultat vient d'être amélioré par G. A. Read [2l],
qui a remplacé la constante log 2 par 0,7259 (constante
trouvée par S. S. Macyntire). On va améliorer encore une fois
le théorème de Boas.

Soient {a^} et {b^} deux suites de points du disque
unité A, on considère les fonctionnelles :

/•(»-l)(oJ - /-»-l)(fcJ

»'(»n-&n)un =
(n>l) ?0 si a. = h.

Lo(n=w'

si a, ̂  &„

On désigne par {P,(z)} la suite simple de polynômes qui
forme avec {L,} un système biorthognal, c'est-à-dire :

L»(Pm) = ^n.m pour tout (n, m) e N2.
On peut représenter Pn(z) sous la forme d'un déterminant

aï—bï

p6^ = (re—l)!. . .2!l!

1 z
1 «g-feg

2(a,—6,) 3(a,—fe,)
Q 1Q

0 l! alZ=Lol
a^—b^

2!

z»
«g4-1 — ŝ4"1

(n+l)(ao-^)
q;—6;
^1—^1

yi(«g-1 — -̂1)
Og—— 63

...(n-1)! y-1-^
^(^-l—^n-l)

Lorsque a^ = = & „ = = a^ alors Pn(z) est le polynôme de Gont-
charoff G^z) :

1 z z2 ... z"-1 z"
1 0 a§ ... a;}-1 ag
0 l! 204 ... (n—l)a;-2 na?-1p / \ _ ____^_____ ^ -^. ^<A]

"'•W-(n_l)i ... 2!1! 0 0 2!

Ô Ô Ô
On peut écrire :

(n—1)! ra!an_i

P,(z) = n! ̂  (— l)"-"?,-̂ »», 0^3 ..., a,_i, fe^ ^+1 •.., <»,-i) —^f!
G,(z) = n! ̂  (- l)»-̂ -,.̂ , OM-I ..., a,-i) ̂
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avec

Pn^ ^l ' • • » ^n- l» ^O» ^l • • • ^n-l)

1

(n 1)! ... 2Î1!

1
8n(^ a!» ' • • > ^-i) (n — 1 !) ... 2 !1 !

^-&§ ^-^
2(ao—6o) 3(ao—6o)

i ^-fcî
«i—A

0 2!

0 0 (n

ao aS . . .
l! 204 ...
n 91

Ô

ag+i — ^g+i
(7.+l)(ao—^)

^ î — ^
^l—^l^-i^-l)
^ 2 — — ^ 2

,^ n!(a^i—6^i)
/ ' 2(a^-^)

ag-1 aS
(n — l)aï-2 naî-1

(n—i)\ 7i!a^-i

II est clair que :

Pn^o, • • • ? ^-i? ^î • • • ? ^-i) ^ gn^o, ai . . . a^_i)
Pn(0o, . . ., a^_i, fco? • • • î ^n-l)

~" (^0 — ^o)(^l — &l) . . • (^n-l — ^-l)

r0 dao P rfai . . . f6""1 g^(ao, ai . . ., a î) da î
t/ ûo U a\ v û^—i

Max_ |p^ao, . . . a^i, 6o? • • • ? ^-i)! == Maxj^(ao, . . ., a^_i)|
a^et^eA "î A

Donc d'après le théorème 1 on a :
^

lim sup / Max_ \p^a^ . . ., a^-i, b^ . . ., ^-i)!^17" = ^7
">00 Vaiet^eA / vv

où W désigne la constante de Whittaker.
Par les arguments déjà utilisés on démontre le

THÉORÈME. — Si lim sup nÇlog^n)'1^ Max {|aJ, |&J} ^ 1
n>oo _

alors la suite {P^{z)} est une base de l'espace E^(p, R) avec:

Wp lorsque q = 2R =
WP lorsque q > 2.
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COROLLAIRE. — -Si y e E ^ p , R) et si chaque f^\ sauf pour
un nombre fini (rentiers yi, n^est pas univalente dans le disque
D-

D,= {z:\z\ ^ n{log^n)-^}

alors f est un polynôme.

Remarque. — On peut étudier par la même méthode l^uni-
valence des dérivées généralisées ^x*n\ les résultats corres-
pondants sont faciles à énoncer.

Note. — Après avoir terminé la rédaction de ce chapitre
nous avons pris connaissance du travail sur le même sujet
de Buckhoitz (6), l'Auteur y démontre en particulier le corol-
laire ci-dessus dans le cas où q = 2 et p == 1, sa méthode
est différente.
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