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UN PROBLEME D’EXTENSION LINEAIRE
DANS LES ALGEBRES UNIFORMES

par Nicolas Th. VAROPOULOS

Soit X un espace compact et soit A C C(X) une algébre uniforme
sur X. On dira que E C X, un sous-ensemble compact, est un ensemble
de type I(1) (cf. L}]) si pour tout f€ C(E) il existe une f € A telle
que flg=fet |l fIl=1fIl. On dira que E est un ensemble d’inter-
polatlon 1sométr1que si pour tout fEC(E) et tout € > 0 il existe une
7 telle que flE =fet IFI<Ufll +e.

On notera aussi par A(E) Palgébre A(E) = A/I(E) SC(E) ;
I(E) ={f€A ; £~1(0) D E} munie de sa norme quotient.

Dans cette note on va partiellement généraliser les résultats de

A. Pelczynski et Michael (cf. [2], [3]) et on va démontrer les deux
théorémes suivants.

THEOREME 1. — Soient X un espace compact, A une algébre uni-
forme sur X et E un ensemble métrisable de type 1(1), alors il existe
une application linéaire

T:CE)Y>A ; ITIs<1
telle que Tflg =f, VfECE) .
THEOREME 2. — Soient X un espace compact, A une algébre uni-
forme sur X et E CX un sous-ensemble compact métrisable qui est

d’interpolation isométrique. Alors pour tout € > 0 il existe une ap-
plication linéaire

T=T : CE)>A ; ITI<1+c¢
telle que Tf|z =f, Vf€CE) .
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Démonstration du théoréme |,

Soit D, ={z€C;|z|<1},j=1,2,..., une suite de disques
complexes ; en utilisant alors les hypothéses, on peut trouver une suite
de fonctions {f,- €EAILISLj=1,2,...} telle que I'application

F:SpA > D= ;ﬂ D, ; F& ={f()., xESpA
=1

est biunivoque sur E et envoie E dans un ensemble F(E) qui est pic
interpolation pour I'algébre A (D) (des fonctions “analytiques’ sur D).
En utilisant alors le théor¢me de [3] on obtient une application li-
néaire isométrique S : C(F(E)) > A(D) telle que composée avec
ﬁ‘ :A(D) - A (le calcul symbolique induit par F) donne ’application
cherchée T = F SolIp oulg: C(E) = C(F(E)) est I'identification
de C(E) et de C(F(E)) induite par F.

Avant d’aborder la preuve du théoréme 2 on va démontrer la
proposition suivante

PROPOSITION 1. — Soit X un espace compact et soit EC X un
sous-ensemble fermé de X et A C C(X) une algébre uniforme sur X,
soit aussi € A(E) une fonction a valeurs * 1 (f(e) =1 Ve€E)
telle que || fllogy = 1 alors pour tout € > 0 il existe 76 A telle que

1Fr<t ; sup |Im F(x)| <E&; suplf(e) fleyl<e
La proposition 1 est une conséquence immédiate du théoréeme de

Hahn-Banach et du lemme suivant (pour le passage du lemme 1 4 la
proposition 1 cf. (4], § 6).

LEMME 1. — Soient X, E, A, f comme dans la proposition 1 et
pLEMY (X) une mesure de Radon positive sur X, il existe alors un
filtre de fonctions { f,, € A, (= la boule unité de A)}, . tel que

Im f 0 pour la topologie o(L™(X ;m) ; L' (X ;)
Tole ;;» f pour la topologie o(L™(E ; lg) ; L' (B ;ule)) .

Preuve du lemme 1. — Notons par ©® I’adhérence pour la topo-
logie faible o0 = o(L*;L!) de A, dans L”(X ;) ; @ CL™(X ; u) est
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alors convexe, compact pour la topologie g, il est contenu dans U, la
boule unité de L™(X ; u) et il est fermé par multiplication ponctuelle
ie. © est un demi-groupe multiplicatif. (Pour vérifier ce dernier point,
observons dans un premier temps que A, . © C © et que ceci entraine
que ©. 0 C0).

Notons alors que
©, ={f€E6 ;f(e)=1 (p.p.w eE€EE}

est un sous-demi-groupe fermé de O.

En utilisant alors un théoréme de [4] (dans [4] § 4 le théoréme
est donné seulement pour un © autoadjoint, mais il est valable dans le
cas général cf. [5], Ch. IX § 3.3) on obtient une décomposition de X
en deux sous-ensembles boréliens disjoints X, , X, C X

X, NX, =0, X,UX, =X)
tels que
VeE®, px)=1 (p.p.wx €X, (1)

P, €0, ¢o(x,)=0 (p.p. wWx,€X,. 2)

Soit alors Y, €© une fonction telle que Y,(e) = f(e) (p.p.w)
e €E. (Une telle fonction existe toujours a cause de notre hypothése
IIfIlA(E) =1), on a alors wg €0, et par conséquent (1) et (2)
entrainent que, si on pose 0 = Yy,9,€0O;,, on a Imb(x) =0
(p. p. 1 x €X). Pour satisfaire toutes les conditions du lemme, il suffit
donc de prendre pour notre filtre {}: € A}, r un filtre qui converge

pour la topologie o(L* ; L') vers 6 (?; yel 9).

COROLLAIRE 1. — Soient X un espace compact, A C C(X) une
algébre uniforme sur X et E C X un sous-ensemble métrisable d’inter-
polation isométrique de A. Alors pour tout u € Cg(E) fonction con-
tinue réelle sur E et tout € > 0 il existe fE€ A telle que :

Al <llull+€ 5 supllm f(xX)| <€ ; flg =u.
xeX

On déduit facilement le corollaire 1 & partir de la proposition 1
en utilisant Hahn-Banach et le fait que toute mesure sur un espace
compact métrisable s’approche en norme par des mesures de support
totalement disconnecté.
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Remarque. — La proposition 1 aussi bien que son corollaire est
valable dans le cadre plus général d’une algébre de Banach ASC(X)
(munie d’une norme plus fine que || ).

Démonstration du théoréme 2. — Soit X, E, A comme dans le
théoréme 2. On va supposer pour la démonstration que SpA = X et
on va fixer une fois pour toutes G un groupe abélien compact métri-
sable et ¢ : E = G une application telle que pour tout caractére de
G, x €G il existe une fonction u = u, € Cg(E) telle que

expli u(e)] = x(p(e)) e€E. 3)

(Ceci est toujours possible : il suffit par exemple de prendre G = ™
et d’identifier E 4 un compact de

N=[0,11x[0,1]x---CTXTx---=TY).
On va démontrer alors le lemme suivant :
LEMME 2. — Soient X, E, A, G et ¢ comne ci-dessus alors pour
tout € > 0 il existe :
{a, ;€A ;x€G ,j=1,2,...},

{px,jGM(G) s xXEX ,j=1,2,...}
tels que

i) Card{x€G ; o, ;#0€EA}<+o ;Vj=1,2,...

ii) llyx,i|l<l+8;x€X ,i=1,2,...

i) ;) = [ x(@dn, ;& ;x€EX,i=1,2,...,xEG
G

iv) O‘x.i(e) hgme x (p(e)) uniformément pour e €E ; V xEC

VX ey oy  II<+eo; VXEG.
j=1

Démonstration du lemme 2. — Pour alléger les notations, on va
donner ici la preuve dans le cas G=T = R (mod 2w), ce cas est
parfaitement typique, le cas général (e.g. G = TN) se traite d’une
maniére tout a fait analogue ; on a alors G=2Zen posant
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Xm (D =™ 5 X, €G mez.

En utilisant (3) et le corollaire 1 on peut choisir alors une suite
{8;€ A}°° , telle que

)
B(€) =x(p(eN(=expp(e)) ; 1f(x) =11 <75 ; e€E,xEX,

j=1,2,... 4

ou 8§ > 0 est & choisir plus tard.
On va construire alors, a partir de {ﬁi} , une suite double
{7(’)€A ;mEZ j=1,2,...} de la maniére suivante : pour tout
j =1 on peut développer tout 0 <m <2/*' — 1 dune maniére

unique
j

m= 2 gm2* gm=0,1 (k=0,1,...j).

k=0
On posera alors :

Y = TT g™ i=1,2,... ; 0<m<2*'_1.

On posera aussi (en utilisant (4) et I’hypothése que SpA = X) :

D = (y Dyt =12, ; 1-2""<m<0
¥ =0 i=1,2,... ; |m|=2*",
y§P =1 i=1,2,...

(4) entraine alors que :

IyPI<e 5 v = xuloe) ;i=1,2,
lm| <27*' —1.(5)
Posons finalement :
o) = z ,Y(l) ,Y(I) . m€EZ,j=1,2 6)
m 21+2_lp‘_w m-p p 4 ’ rEe e
En notant alors

+ o

. 1
70)00:%? v4(x) xE€EX,j=1,2,..),
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on obtient tout de suite, 4 partir de (5) et (6) que :

YP@ELXD) 5 Iy P, < 5 o/(x) ={eP N2 . =

m=—oco
=,Y(i)(x)*,y(i)(x) s xE€EX,j=1,2,...

(la convolution * ayant lieu sur le groupe G= Z) ; et ceci entraine
que, pour tout x€X et tout j=1,2,..., il existe une mesure
By i € M(T) telle que

li I <e® 5o = [ emdu, 0, mez. @

(Cette idée de convolution pour obtenir une fonction de la classe
A(Z) a paru pour la premiére fois dans les travaux de Drury, cf. [6],
cf. aussi [4] addentum, [7]).

D’autre part, en utilisant la définition de 'y,(n" ) et (5) et en faisant
un calcul facile on voit que, pour tout m € Z fixé, on a :

lof ™ — el =027 ; (8)

af,{) ]_)—‘: Xm(p(e)) uniformément e €E et que af,{) = 0 dés que

lm|=>2/%1°,
En combinant alors (7) et (8), on voit qu’il suffit de poser

a, i=a,(,{) et de définir u, j comme dans (7)) (m€Z, x €X,
mo ,

j=1,2,...) pour satisfaire toutes les conditions du lemme (quitte
a bien choisir §).
Conclusion de la démonstration du théoréme 2.

Soit € > 0 quelconque et choisissons

{a, ;€A , u, ,EM©G) ; x€X,x€G,j=1,2,...}

qui satisfont les conditions i) — v) avec cet € ; en utilisant alors i),
ii) et iii) on voit qu’on peut définir une suite d’applications linéaires :

L:CG ~A; ILI<1+e (G=1,2,..)

par les conditions :

Li(X)=ax.i€A ; XEG , j=1,2,...
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En utilisant iv) et v) on voit alors que les L’. convergent vers une
application linéaire L = L¢ : C(G) > A de norme inférieure ou égale
a 1+ € telle que I'élément F, = L(x) € A satisfait :

Fy(e) =x(p(e)) ; Ve€EE , VXEG
ceci entraine que I’élément Ff = L (f) € A satisfait :
File) =f(p(e)) ; Ve€E , V fEC).
Considérons alors
Q:CE) > C[G) ; Q:f~>QeCG) , fECE)

une application linéaire telle que

Q<1 ; Qplp(e)) =f(e) V fEC(E)

(cf. [8]) et posons T =Ty = L ¢ Q. On voit alors que T satisfait
toutes les conditions de notre théoréme.
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