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PROBLÈME DE CAUCHY
POUR LE SYSTÈME INTEGRO DIFFERENTIEL

D^EINSTEIN-LIOUVILLE

par Yvonne CHOQUET-BBUHAT

Introduction.

Le but de ce mémoire est de démontrer un théorème d'existence
pour la solution du problème de Cauchy pour le système couplé
d'Einstein et Liouville : un tel système représente un gaz relativiste,
sans collision, soumis à son propre champ de gravitation. La même
méthode permet, avec seulement des complications d'écriture, de
traiter le cas où, de plus le gaz est soumis à son champ électromagné-
tique moyen (équation de Vlasov). Nous traitons ici le cas où les par-
ticules du gaz sont toutes de même masse m > 0 : le cas de particules
ayant un nombre fini de masses différentes (plasmas relativistes) en
découle immédiatement. Il est aussi possible d'adapter la méthode au
cas m = 0 (photons ou neutrinos). Des modèles de galaxies, ou d'amas
de galaxies, relèvent aussi de ces équations : les masses varient alors
continuement entre deux nombres > 0. Nous donnerons ailleurs le
complément nécessaire à la résolution de ce cas. Les méthodes mathé-
matiques utilisées ici pourraient, plus généralement, être appliquées à
des systèmes intégro différentiels non linéaires où les opérateurs dif-
férentiels seraient de type hyperboliques et où les opérateurs intégraux
satisferaient à des majorations dans desalgèbres de Sobolev adaptées à
la résolution des opérateurs différentiels. Un des buts de notre première
partie est de mettre le système étudié, par choix des variables et utili-
sation d'un poids approprié, sous une telle forme. Le plan de ce mé-
moire est le suivant :

Dans 1 nous donnons un bref exposé des concepts fondamentaux
de la théorie cinétique relativiste et nous rappelons, ou établissons,
quelques propriétés générales des équations d'Einstein et de Liouville
qui nous seront utiles.
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Dans II nous démontrons un théorème d'existence locale, dans
des espaces fonctionnels convenables. Nous montrons d'abord qu'à
une métrique donnée est associée, par la résolution d'un problème de
Cauchy, une fonction de distribution et une seule. Nous écrivons
ensuite une application non linéaire d'un espace de métriques dans
lui-même, et nous montrons à l'aide de majorations a priori et du
théorème de Schauder, l'existence d'un point fixe de cette application,
solution du problème posé. Nous donnons enfin, en langage géomé-
trique, le théorème d'existence intrinsèque adapté au problème posé.
Un théorème d'unicité, pour le système d'Einstein-Liouville a été dé-
montré précédemment (cf. [8]).

I. GENERALITES

1. Espace des phases.

L'espace des phases, en relativité générale, est le fibre tangent
T(M) à une variété différentiable M de dimension 4, munie d'une
métrique hyperbolique g. Si (x^) sont des coordonnées locales dans
M on désigne par (x^ ^ p ^ ) les coordonnées locales dans T(M) où les
p^ sont les composantes d'un vecteur p de la fibre T^ , dans le repère
naturel correspondant aux coordonnées x^.

Une particule est un chemin dans l'espace des phases, classe
d'équivalence d'arcs paramétrés, t -^ (x(t), p(t)), où x(t) et p(t) dé-
crivent respectivement la position et l'impulsion relativiste de la par-
ticule. La longueur relativiste de p est la masse propre m de la par-
ticule, cette masse étant une constante, la trajectoire de la particule
est dans le sous-fibre P(M), de fibre

^OOP^=^2 (1-1)
Nous supposons de plus que M est orienté dans le temps et que

p est orienté vers le futur : les impulsions des particules de masse m,
au point x sont alors sur la nappe future, P^ de l'hyperboloïde ( 1 — 1 )
vérifiant en coordonnées adaptées p° > 0.
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Une particule définit une équation différentielle du second ordre
sur M, c'est-à-dire qu'il existe un paramétrage tel que sa trajectoire
soit tangente à un champ de vecteur X sur T(M) du type

x^^.cn
En cas d'absence de forces extérieures, la trajectoire est une géo-

désique, on a
Q^-r^p^ d.2)

Si, de plus, un champ électromagnétique F est présent et la par-
ticule a pour charge e on a

Q^-r^p^+^F^ (1.3)

On vérifie que dans l'un et l'autre cas (et dans tous les cas où
Çf = — F^ p^p^ + /cc, avec f^p^ = 0) le vecteur X est tangent à
P(M).

2. Fonction de distribution. Equation de Liouville.

La fonction de distribution des particules de masse m est une
fonction scalaire, positive, /(x;p) sur P(M) : elle s'interprète en termes
d'élément de volume pour la mesure du nombre de particules traversant
une hypersurface (dimension 6) 2 de P(M) de la façon suivante :

Les éléments de volume sur M et T^ sont :

r î = \ g ^ 2 d ^ x , ^l^d4? (2.1)

où d^x =dxo^dxl^dx2^dx3 , d ^ p = dp°^dp^ ... Adp3

La forme de Leray ù; sur P^ est telle que :

^Adj^^p^—w2)) =0;

Une expression de oj est :
|.,|1/2

û ; = — — — d 3 p , d 3 p = d p l ^ d p 2 ^ d p 3 (2.2)
Pô
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L'élément de volume de P(M) est :

T? A (jù (2.3)

Le nombre moyen(1) de particules traversant S est alors : \ Qj^
où Q est la 6-forme

0 = f ( x , p ) i ^ ( r î / ^ ^) (2.4)

î'xO? A 03) est élément d'invariant intégral absolu pour le champ de
vecteurs X. Il doit en être de même de 6 (c'est-à-dire i^O = 0 et
i^dO = 0) en l'absence de collisions. On en déduit pour la fonction
de distribution / l'équation aux dérivées partielles du premier ordre :

Equation de Liouville :

^L.^^fi^df = (df) (X) = p^ ̂  -h Q^ ̂  = 0 (2.5)

De manière à avoir un tenseur d'impulsion énergie T^ borné nous
serons amenés à poser :

^Oc^^Oc^aJ.p)14 , U .p^U^ (2.6)

où U sera un champ de vecteurs temporel. La fonction / vérifiera
l'équation de Liouville si et seulement si <p vérifie l'équation (on a
poséQ t f=—^^p' i+/ ( t).

pd ê + Qa ̂  ̂  <PN(U ' prl pxp^^ ̂  a7)

-N/^U^^U.p)-1 = = 0

On remarque que

P^V^ =^ ̂ 07,1^ + V^U^) (2.8)

s'annule si et seulement si U est un champ de vecteurs de Killing
pour la métrique g.

( l) au sens des ensembles de Gibbs.
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3. Equations d'Einstein.

Nous supposons désormais que les particules sont la source du
champ gravitationnel, c'est-à-dire que les équations d'Einstein s'écrivent :

^(ï^^dfS ^ ^ F fpdpfS^ ( 3 1 )
J^/^

Nous considérerons, pour résoudre le problème de Cauchy loca-
lement, les équations d'Einstein en coordonnées harmoniques, le ten-
seur d'Einstein s'écrit alors :

^ = - ̂ M a^ ̂  + H^(^ , ̂  g^) (3.2)

où H^ est une fraction rationnelle (de dénominateur une puissance
de |^|) de^, 3 .̂

On sait que, si /vérifie l'équation de Liouville, (2.5), le tenseur
d'impulsion énergie, (3.1), vérifie les conditions de conservation

V^ T^ == 0 (3.3)

On en déduit, par les arguments habituels [4], qu'une métrique
g (dans l'espace de Sobolev H , /A > 4, que nous allons introduire)
solution de :

S^ = T^ , (3.4)

vérifiant les contraintes sur une hypersurface initiale spatiale, est
solution des équations d'Einstein (3.1) (si T^ est dans H^).

Nous résoudrons le problème de Cauchy pour le système (2.7),
(3.2), localement, c'est-à-dire pour des données de Cauchy portées
par un ouvert borné OÛQ d'une hypersurface initiale SQ , dont nous
prendrons pour équation locale x° = 0, et nous construirons une
solution dans un voisinage de co^ : le théorème d'unicité montré
précédemment (cf. [8]) permet, par des arguments classiques (cf. [7])
de construire une solution, par raccordement de solutions locales, dans
un voisinage de l'hypersurface S tout entière.

Ce caractère local de la construction montre que les hypothèses
suivantes ne sont pas une restriction à la généralité souhaitable des
solutions.
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Hypothèse H.

Nous dirons qu'une métrique, de composantes en coordonnées
locales g^ sur un ouvert Î2 de R4 vérifie les hypothèses H si :

1) II existe une constante positive e telle que, sur î2 :

Ir?^ -^1<£ (3.5)

où rf^ est le tenseur de Minkovski, et e tel que les métriques vérifiant
(3.5) soient uniformément hyperboliques sur Î2 avec x° = c^ unifor-
mément spatial (2).

2) g est continuement différentiable et uniformément borné sur
S2 ainsi que ses dérivées premières.

4. Equation de Liouvfflie à paramètres bornés.

Une vitesse relativiste est toujours inférieure à 1 (vitesse de la
lumière). Ce fait va avoir pour traduction mathématique la possibilité
de prendre sur l'hyperboloïde de masse des coordonnées dont le do-
maine sera borné, et pour lesquelles les coefficients de l'équation de
Liouville seront bornés : ce fait simplifiera notablement la résolution
de l'équation.

Prenons pour paramètres sur le m hyperboloïde P^(w ^= 0), quand
x est dans le domaine $~1 (Î2) d'une carte locale où la métrique g
vérifie les hypothèses H, les trois nombres

^=-^ (4.1)

Nous désignons par 3K^ l'image dans R3 de P^ par l'application
P^{^} .

LEMME. - Pour tout A: G <i>~1 (Î2), 3TC^ est un compact de R3,
contenu dans un compact fixe 3K C R3, si g vérifie les hypothèses H
sur ft.

(2) Par exemple £ = ——— , b> 0.
6
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Preuve. - L'équation (1.1) de P^ s'écrit :

8oo(P°)2 + gif(P1 + g01?0) (P1 + g^P0) - g^ g 0 1 g^p0)2 = m2

(4.2)

avec ~g01 = ̂ ih g^ , y éléments de la matrice inverse de g^ .
L'équation de DTC^ dans R3 est donc :

S(̂ ') = - g^v1 -h g01) (yf 4- ^°Q = - ——— + -^-, po > m(^00)1/2

(4.3)
c'est-à-dire que OTC^ est l'ellipsoïde fermé :

W) ̂  ̂ T (4.4)

intérieur à une boule fixe OTI, ne dépendant que de £.
Nous désignons désormais par /(x, v) l'expression de la fonction

de distribution, sur le sous fibre de P(M) de base ^'^ft), dans ces
paramètres v1.

L'équation de Liouville (2.5) est équivalente à l'équation suivante
pour f(x, v) :

i^''-^-^0-
, Q'-»'Q0

^-w- ^
Dans le cas purement gravitationnel A1 est un polynôme des

F^ et v1, en présence d'un champ électromagnétique il s'y ajoute un
polynôme des v\ à coefficients F^ , divisé par p° : sous les hypothèses
H, A1 est une fonction uniformément bornée sur P^"1^)) (si F^
l'est).

Nous choisirons pour U (cf. formule (2.6)) un champ de vecteurs
strictement temporel pour toutes les métriques vérifiant les hypo-
thèses H, par exemple, dans les coordonnées locales :

U ^ = ô ^ , U . p = p ° (4.7)

L'équation (2.7) s'écrira alors, si ^(x, v) est l'expression de ^ dans les
paramètres v1 :
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^(û Ô(^ Ô^û
^^^^-A^^NF^O^où (4.8)

F-^^^^+V.U,); (4.9)

F est borné sur P^"1^).

5. Elément de volume, tenseur d'impulsion énergie.

La forme de Leray cD, sur la fibre P^ , a pour expression dans
les paramètres v1 :

^^ig^^d^v (5.1)
m2

D'où, pour T^

T^^r ^{g^^v (5.2)
w2 ^^x

où ^^ est la fonction, bornée sur Oïl^ si N > 6

^-_P^_' "(p0)^4

Nous prendrons désormais N = 6, de sorte que v^ est indé-
pendant de g.

II. PROBLEME DE CAUCHY
(cas purement gravitationnel)

6. Le problème de Cauchy.

Le problème de Cauchy (local) relatif à un ouvert borné (3) d'une
hypersurface initiale S^ (soit x° = 0) est la recherche d'une métrique

(3) Nous supposerons de plus que o?o possède la propriété du cône — les domaines
XT la possèdent alors aussi.
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g^ dans un voisinage X de o?o et d'une fonction ^p(x,v) sur OTC(X)
(fibre de base X, de fibre OK^) solutions des équations (3.4) et (4.8)
et vérifiant :

g^ = ̂
sur CÛQ (6.1)3^=^)

(p = ^ sur OT£(o;o) (6.2)

où ^ap, V/^, ^ sont des fonctions données, vérifiant les :

Hypothèses sur les données de Cauchy.

1) r?^ - ̂  1 < £ - ô sur c^o , 6 > 0 (6.3)

2) <^, ̂  et V/ appartiennent respectivement aux espaces de
Sobolev

^^IW^o) . ^eH^(o;o) , ^CH^OlÏ^o))

où H^(Î2) est l'espace (de Hilbert) des fonctions ayant des dérivées
(au sens des distributions) jusqu'à l'ordre p. de carré sommable sur Î2.

Domaine X.

Nous désignerons par X la partie dans le futur de o?o(x° > 0)
d'un sousrensemble îî^. de i2 globalement hyperbolique, et admettant o?o
pour surface de Cauchy(4) pour toutes les métriques vérifiant les hy-
pothèses H. On désigne par o?^ l'hypersurface x° = t de X, par X^ le
sous-ensemble x° < t de X.

X,

^ ~
^---ï°—--

(4) C'est-à-dire tel que tous les chemins temporels ou isotropes de î2^ lssus d'1111
point x eîî^., vers le passé, coupent <x;o en un point et un seul - il est facile
de construire de tels domaines, les cônes relatifs aux métriques g vérifiant les
hypothèses H étant tous compris entre 2 cônes déduits (par translation dans
R4) de cônes fixes.
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Domaines 3K.(X) :
On désigne par OT^(X) l'image dans R7, par (x, p) -> (x^ .v^du

sous-fibre de P(M) de base X, pour une métrique g.

7. Espaces fonctionnels E et F.

Nous démontrerons le théorème d'existence en utilisant le théo-
rème de Schauder (toute application continue d'un sous-ensemble
convexe compact F d'un espace de Banach E dans lui-même admet
un point fixe).

Espace de Banach E.

Ce sera l'espace (de Hilbert) des métriques g^0 dont chacune des
10 composantes est dans l'espace de Sobolev H^(X^).

Remarque. - si p. > 3 l'espace de Sobolev H^(X^) est un anneau
(cf. Dionne [6] ch. I).

Sous-espace F de E.

Ce sera l'espace des métriques g^ telles que :

D^€H^(XT)

et llr^-^ll^1^

où £' est une constante positive que nous préciserons, || ||̂ "1'1 dé-
signe la norme de Sobolev

IMÎ - S f |D^|2^ 1/2

l/l^+i J

2) g^ vérifie les conditions (6.1) sur co^ .

PROPOSITION 1. - // existe T\ > 0 tel que toute métrique vérifiant
les conditions 1) et 2) vérifie les hypothèses H si fi > 3 et T < T\ .

Preuve. - L'inégalité de Sobolev :

Sup|M|<c(o;)|M|^
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si œ est un ouvert borné de R1 et p. > — donne, appliquée à l'ouvert

ùj, de R3

Sup | 3o^ | < c(c^) \\g^ - ̂  r^ si ^ > 2
^

d'où (on a o?^ C co^ C O?Q , donc c(cx;^) borné par une constante
CQ , si 0 < t < T^) si T < TQ (arbitraire, fixé) :

Sup |̂  - ̂  1 < Sup | ̂  - ̂  1 + Co ^ ||̂ ^ - r?^ C1 dr
XT ^ ^o

donc :
Sup \g^ - ̂  | < £ - ô + CoT172 ||̂ ^ - r^ H^1

X^ T

d'où la borne (3.5) pour g^0 - r^ si

62

T < ——— = TI^*2p'2 1C^t-

on démontre H^ de façon analogue si ^ > 3,

PROPOSITION 2. — F ^5^ un sous-ensemble convexe et compact
de E.

Preuve. — II est évident que F est convexe ; sa compacité résulte
du fait que, X^ étant un ouvert borné de R4 possédant la propriété
du cône l'application identique de H^^^Xj) dans H^(X^) est com-
pacte et du fait que les conditions (6.1) définissent d'autre part un
sous-ensemble fermé de H^+^X^.), car la convergence dans H^^X-i.)
entraîne la convergence dans C^X-i.) (convergence uniforme) si p. > 3,
X désignant la fermeture de X.

8. Fonction de distribution associée à une métrique g
par un problème de Cauchy.

Il sera commode, pour la suite, de déterminer la fonction de
distribution associée à une métrique g dans des paramètres y qui
dépendent de la métrique mais dont le domaine de variation en est
indépendant.
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La partie spatiale, g^ , d'une métrique g G E admet une décom-
position en carrés :

^X^s-S^X')2

où les a\ sont des fonctions C°° des g^., bornés ainsi que chacune de
leurs dérivées par rapport aux g^ pour g € E.

On posera :
v 1 =~al/yf\goorll2 - g 0 1 (8.1)

l'image de P^ dans les coordonnées (admissibles) y1 est la boule B,
indépendante de x

(B) S ( y ' ) 2 < 1 (8.2)
/

on a d'autre part :

A == ̂ w = \g°° (3/2 | g \112 , (g déterminant de g^) (8.3)

L'équation de Liouville associée à la métrique g s'écrit, dans les
coordonnées y1 :

^ + Ca/y' \800F1'2 - F") ̂  - A^ -^-- NF^ = 0 (8.4)

Problème de Cauchy.

Les métriques g € F coïncident sur c*;o , les m-hyperboloïdes
P^(g) correspondant à ces diverses métriques sont donc les mêmes
pour chaque x G 0:0 , et à une fonction ̂ (x, p) sur P(c^o) correspondra,
quelque soit g ^ F , une même fonction \ p ( x , y ) sur c^o x B. Nous
ferons sur cette fonction l'hypothèse suivante :

Hypothèse sur ^ =^( ; c^)l^o=o

^ e H ^ ( ^ x B ) , (8.5)

H^(o;Q x B) désigne l'espace de Hilbert des fonctions de carré
sommable sur 0:0 x B ainsi que leurs dérivées d'ordre < ̂  ||| ̂  |||̂  ^ B
la norme dans cet espace.

PROPOSITION. — L'équation de Liouville (8.4) û, ri g ̂  F, une so-
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lution et une seule <p E îî^(X^ x B) prenant pour x° = 0 la valeur ^ ,
si p. > 5.

Preuve. - L'équation de Liouville (8.4) s'écrit :

Q{p , Q{Û . ô(/?

^^-â-r-^-^'0 (^
où a1, ^, F sont des polynômes des yj\ à coefficients dans H (X^)
(et même H^+^(X^) pour a1). C'est une équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre dont les bicaractéristiques (c'est-à-dire les
chemins temporels au sens de Leray) sont les géodésiques de la mé-
trique g (d'où le domaine d'influence X^ x B).

L'existence et l'unicité résultent du théorème de Leray-Dionne
[5], [6]. Nous allons dans le cas simple de l'équation (8.6) établir di-
rectement la majoration fondamentale, pour avoir une estimation des
bornes qui sera utile par la suite.

Dérivons p fois (|p| < p.) par rapport aux variables x et y
l'équation (8.6), on trouve, en désignant par C^ des nombres, une
expression du type :

——(D^)+ f c^-Wx-(D^)
ÔX | < ? 1 = 0 ox

p ô p

- S c^-^'x—.^D^)- 2 cgND^FxD^Oi < ? l = o - ày1 1 ^ 1 = 0 "

d'où, en multipliant par D^

ial^i^-h- '̂i1"»0'̂
OÙ

A——ID^I^-I^- 'T ^D' '-<a'x——(D^)D^
2 ^Qx1 9y1 ' i ç i ^ o àx1

Ipl-i P
+ S c p ^ p ^ q ^ i x D^.D^-h S c p ND P - < ^ F.D < ^ ^D P <p

| <y |=0 1 < ? 1 = 0

On intègre sur JIZ(X^), on obtient

4xB ID^I2^^^/^ \DWdxdy+f^ f^ Adr
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Pour majorer l'intégrale / Adr on utilise :
r̂

Qa1 QfS1

— pour le premier terme le fait que —: et —: sont uniformément
Sx1 9y1

bornés sur Xy pour tout g G F : une borne ne dépendant que de F
s.era désignée par CQ , C^ , . . . etc.

— pour le deuxième terme on utilise le fait que

ID^a'- ̂  (D^)-D^K^ |DP^ | 2+

ID^o^l2 ^-(D^)2

puis l'inégalité de Schwarz pour l'intégrale du produit et l'inégalité
de Sobolev sur un ouvert î2 borné de R1

H/Il», < C(Î2) Il/Il (^
"4(^1) "m+v

W^(S2) est l'espace des fonctions de puissance 4^® sommable sur î2
ainsi que leurs dérivées d'ordre < w, on a

->i
Si Î2 == c*̂  x B on a / = 6 donc v > 2 ; mais, pour les fonctions

a1 et <î1 de coefficients a\, fS^ , polynômes des y\ il existe un nombre
Ûî tel que :

III c^ III m <(B Sup ||af|| ^"• "'Wy(^^xB) j* • J W^^^)

donc (pour co^ on a / = 3, v = 1)

"'"'lllw^xB)^ ̂ ^^ s^ "^"H.^(^)

qui donnera
III ̂  III m < Co si m < (iW^^xB) 0

et de manière analogue

"^"'W^XB)^ si w < ^ - 1
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on aura par cette méthode

. ,XB \DP~qai^ ^(D^'rf^rf^j^^Colll^lll^^uo?^ x B

I p l <^ , \q\ <^ - 3

pour IJL — 2 < | ç | < ^ i — 1 on obtient la même inégalité puisque
Dp~qal est alors borné par une constante Cç , (on a supposé fJi> 5).

— pour les troisièmes et quatrièmes termes on procède de manière
analogue : toutefois y est dans H^(o^ x B) et non dans H ^ + ^ , de
sorte qu'il faut aussi considérer à part le terme q = 0, qui vérifie une
inégalité de la même forme parce que

-^-7^ < C(c^ x B) IMII^g si ^ > 5

On déduit d'autre part de l'équation et des données de Cauchy
une majoration de la .forme :

j / ID^I2^^)^ <Coll|^|| |^,B Pour IpK^x
\ WQ x B / u

on obtient finalement la majoration, pour ^ > 5

III V 111^ x B < Co III ̂  111^ x B + CQ /' III ^ 111^ , B dT

d'où
HlAxB <Co' 1 1 1 ^ 1 1 1 ^ , .B^00' 1)

On déduit immédiatement de cette inégalité l'unicité de la solution
dans H'*(Xj,), on en déduit aussi l'existence soit par la méthode de
Lax-Garding-Leray après minoration de l'adjoint, soit en approchant
les coefficients et la donnée initiale par des fonctions analytiques
(pour lesquelles on utilise le théorème de Cauchy Kovalevski) et faisant
un passage à la limite : la méthode de majoration employée précé-
demment conduit à une majoration du type (pour f£T)

111^ - ̂ -i 111^ < Co Ht ̂  - ^_, 111^ (e00' - 1) +
+C'"||^-^_,||^1

(8.7)
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où C'" est une constante dépendant de F, ||| ̂  |||̂  et T (croissante
avec T, nulle pour T = 0), ̂  la solution (analytique) de l'équation
de Liouville (donnée de Cauchy analytique V/^ , correspondant à une
métrique analytique g^). L'inégalité (8.7) et la complétude de H^ ^g
montrent l'existence de ^ dans H^ ^ g , limite de ̂  , solution au sens
des distributions de (8.4), donc au sens usuel car de classe C1 si
^Ll>5.

df
Remarque. — Si ^ G F et V / > 0 o n a / > 0 puisque — = 0 (où

UT
d

— est la dérivation le long des géodériques de g dans P(w)).
UT

9. Application continue de F dans F.

Considérons ̂  G F la fonction îp € H^(X^ x B) (^ > 5) corres-
pondante et le système d'équations aux dérivées partielles linéaires

2^aux inconnues g p

- } 8^ ̂  S^ + H^d^ , 9, g^) = T^ , (9.1)

où ^'tfl(x)= f <ï>'tls(x,y)d3y
B

avec (cf. (5.2), (8.3)).

^(x, y) = <p0c, y) v^(x, y) | g(x) |172 | A(x) l"172 (9.2)

Les coefficients du système (9.1) sont dans l'anneau H^(X^), en
particulier on a $^ GH (X^. x B) donc, pour presque tout x,

4>^(JC^)€H^(B)

et D/ étant une dérivation (au sens des distributions) d'ordre < ^ :
^fjdfs ^ F Q/ ̂  cl3y

B

d'où on déduit
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II T^ ||̂ <(mes B)1/2 ||| ̂  |||̂  < M, IIMIÎ , „ (9.3)

où Mo est une constante (qui ne dépend que de £, e , ô, c'est-à-dire
de F.

PROPOSITION. — Le problème de Cauchy (6.1) relatif au système
(9.1) a une solution et une seule, pour ^ > 5

IEH^(X^)

Preuve. — Le théorème de Leray-Dionne affirme l'existence et
l'unicité de la solution de ce problème, pour p. > 3, nous avons ici
supposé(5) ^ > 5 pour que le deuxième membre, T^, soit dans
H^(X-r). Nous allons établir directement la majoration, pour étudier

i ide façon précise l'application g -^ g ainsi définie. Posons

h^ = g^ - ̂
h^ vérifie l'équation :

- {g^ 9L ̂  + H^i'" , ̂ ) - T^ (9.4)

on dérive p fois et on multiplie par ô^D^^, on trouve : (lesC^ sont
des nombres)

^^o^^oD^)2 -^O.D^^^O^D^^)}^ à, H1

+ ^OoD^)2 S^g00 - ̂  0, D^^) (^ D^^) ao^7' (9.5)

--1- p^1 C^^oDPA^(DP-< ^ i^D< ^^2^)+ S^h^D^^ =
2 ç=o

= ôo D^^ x D^T^^

H1 est un polynôme des dérivées d'ordre p + 1 de h^ qui possède
la propriété que l'intégrale de 9^.H1 sur la frontière (caractéristique,
c'est-à-dire isotrope pour g) de l'émission (relative à g) rétrograde de

(5) II serait sans doute possible d'affaiblir cette hypothèse en utilisant le rôle dif-
férent joué par les variables x et y.
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c^ (qui est intérieure à X^) est non négative. Si g € F on déduit de
(9.5) par intégration sur la partie t > 0 de cette émission, en prenant
| p | < ^ et utilisant des techniques analogues à celles rappelées au
paragraphe précédent

\\h\\y < Ko \\h\\^ 4-Ko /' \\h\\^ ̂  +Ko' /' HTII^ dr + K'"

(9.6)
où KQ et, Ko , Mo , Mo sont des constantes ne dépendant que de F et où

\\h\C1 = Z IIA^C1
t a,fi t

et définition analogue pour ||T|| ~̂t
On trouve en utilisant le système (9.4)

H A H ^ ^ K o ^ l l D C l Ç 1 (9.7)
où on a posé

IIDC||^ l={||8-r7r+l + llïXo}

d'où, compte tenu de (9.3).

\\h \\y < Mo' I I DC||^1 + Ko ^ \\h ||̂ 1 dr +

^^I I I^CoxB^ 0 0 ' - D+KO"
(9.8)

D'où résulte l'inégalité, pour t < T

II h ll^1 < {Mo' I I DC IÇ1 + K II I V/111^^ + Ko"} (c^ - 1) (9.9)

où K est une constante, croissante avec T, nulle pour T = 0.
On déduit de (9.9) l'existence d'un nombre T^ > 0 (dépendant

de F et ||| ̂  |||̂ ) tel que pour

t < T^ < T
on ait

IIAH^e'

Pour t < T^ l'application g •-> g est donc une application de F dans
F.
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Pour montrer que cette application est continue on pose, si g
et g 9 sont deux points de F

G-,--,
et, de même

À 2/ 2G^g'-g
f) 'Y 1 1

si g1 et g sont respectivement les images de g ' et g par l'application
précédente.

Par soustraction des équations aux dérivées partielles correspon-
2

dantes on trouve que G vérifie le système

^ 8^ 8^ G^ + ̂  G^ ô^ j^ 4- H^ - H^

(9.10)
= ^cift — T'tfis

Les techniques des paragraphes précédents fournissent, après ^ — 1
dérivations, une inégalité du type

I IGI^ OM^0'-1)|| G ||̂  p o u r r < T (9.11)

qui montre la continuité (dans H^X^)) de l'application considérée.

10. Théorème d'existence et d'unicité.

En rassemblant les hypothèses et conclusions des paragraphes
précédents, en utilisant des méthodes standard pour le problème de
Cauchy intrinsèque en Relativité Générale [4], et un théorème d'unicité
précédemment démontré [8] on obtient le théorème d'existence et
d'unicité géométrique suivant :

Hypothèses :

1) S est une variété différentiable de dimension 3, de classe
C^^2^ > 5) ; ~g est une métrique riemanienne uniformément définie
< 0 sur 2, K un tenseur d'ordre 2 symétrique sur £,
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gG H^i(2) , KeH^(2) , H>5
^^

(H^(E) espace des fonctions qui sont dans H^(Î2) pour tout ouvert
S2 relativement compact de 2).

2) / est une fonction positive sur T(S2) (fibre tangent à 2)

7 = H^(T(S)) , ^ > 5

c'est-à-dire / GH^ ^(T(S2)) pour tout ouvert ft_relativement compact
de 2 ; H^(T(Î2)) est l'espace des fonctions f ( x , p ) possédant la
propriété requise au § 8 , c'est-à-dire telles que ^(x ,v) G H^(OÏl(î2))
où on a posé :

^(x , v) = ({m2 - g ( p , p ) 3 f(x , p)} o TT (10.1)

où TT est l'application

^>=^-^.^ "")
(les relations (10.1), (10.2) sont liées à l'interprétation qui sera faite
de ~p au b) des conclusions).

3) ^", K et / vérifient sur 2 les équations des contraintes (cf.
[4]).

Conclusions :

1 — II existe un espace temps (¥4, g), une fonction positive /
sur P^) et une sous-variété S de ¥4 tels que

1) 8 et/vérifient le système d'Einstein-Liouville(6)
^/ /^/^€^(¥4) /e=H^(P(V4))

2) II existe un difféomorphisme A de S sur S tels que ;
a) l'image par A de g et K coïncident avec les 2 formes

quadratiques fondamentales de S comme sous variété de (¥4, g).
b) la fonction / prend sur P(S) la valeur suivante

/C^P)IP(S) = 7 ° A'

OÙA' est l'application de T(2) sur P(S) définie par

(6) On dit que /€H^ (P(Î2)) si la fonction ^p(x,y) correspondante (cf. § 4 et 8)
est dans H (î2 x È).
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(x ,p) -> (A(3c),p(Ap))

où A p est le vecteur tangent à S en x image par A de ~p et p(A p)
le vecteur P^(S) (c'est-à-dire de ^(¥4) de projection Ap sur T^(S).

II — Cette solution est unique (à une isométrie près) dans la
classe des solutions globalement hyperboliques maximales (cf. [7])
admettant 2 pour surface de Cauchy.
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