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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES
SUR CERTAINS ESPACES DE BANACH

par Gérard CEURE

Soit B un espace de Banach, on peut mettre sur l’espace
H(B) des fonctions analytiques sur B, deux topologies inté-
ressantes : celle H, deﬁme par les semi-normes portées par
les compacts [1] et celle [2] qui s1 B est séparable est la
topologie bornologique associée a la topologie de la convergence
compacte.

S. Dineen démontre [3] que ces deux topologies coincident
si B est un Cy-module ce qui nécessite entre autre que B ait
une base. On démontre ici que ce résultat est encore vraisiB est
un sous-espace homogéne au sens de Silow de Ll(x) ou =
est le tore & une dimension. L’espace H! de Hardy, par
exemple, est un tel espace dont on ne sait pas [4] s’il posséde
une base.

H/(B) et H,B) ayant d’aprés [5] les mémes bornés, le
résultat annoncé est équivalent au théoréme suivant.

TutorikmE 1. — Soit B un sous-espace homogéne de L(x),
soit T wune application linéaire continue de H,/B) dans un
espace de Banach E, alors T est porté par un compact, c’est-a-
dire est continue dans Uespace H,(B).

La démonstration est décomposée en un certain nombre de
propositions et de lemmes. Rappelons que B est un sous-
espace homogéne de Li(x) si

a) Popérateur de translation est une isométrie sur B;

b) si T'application: t — z, a valeurs dans B est continue,
ou z, désigne la translatée: 6 — 2(60 — t);

¢) la norme dans B majore celle dans L.
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Dans ces conditions [6], les sommes de Césaro o, sont des
opérateurs bornés, de normes 1, sur B, qui convergent forte-
ment vers I'identité.

Soit F un espace de Banach; on se donne une suite o,
dans L(F) formée d’opérateurs de rangs finis, de normes
inférieures a 1, commutant 2 a4 2. On désigne par 1 — ¢,/F,
la restriction de 1 — o, & F, = o (F).

Prorosition 1. — Su quel que soit k, |1 — o,/F,| est le

terme général d’une série convergente alors ['opérateur
n

z, = H [A + (1 — A)o;] converge en norme vers un opérateur
1
compact pour tout: 0 < A < 1.

Démonstration. — a) On démontre d’abord cette proposition
sur chaque sous-espace F,.

Le spectre de 1 — o,/F, est pour ¢ assez grand contenu

dans un cercle de rayon 15 ona donc dans ces conditions :

I[A 4 (1 — )o,)/F, = exp {E Log [1 + (» — 1)(1 — a)]/F,},

or la norme de Log [1 + (A — 1)(1 — ¢,)/F,] est majorée par
— Log [1 — (1 — 2|1 — o;/F,|], cette derniére quantité
étant le terme général d’une série convergente, l'opérateur
2,/F, converge en norme dans L(F,).

p=n

b) Z, peut s’écrire: X, = X} A" P(1 — AP Y w (o) ou:
=0

TEA ™

A,(n) est’ensemble des combinaisons p a p dé\s n premiers
entiers, m () = 6:q) ... 6. Soit gA,(n) I'ensemble des
éléments de A,(n) prenant une valeur < K, K étant choisi
tel que A* < ..

S1 U i AP (L —2A)p Y w(c), onvérifieles relations

TE‘Ap(n)
sulvantes
p=n—K
s Ul S ard —apCeg=2% <¢
Kk p=0
1=K .
‘ , K0, avec Wi, = (1 — a)A A+ (1 — A)gy).

nZj2i

Les opérateurs WX. convergent en norme sur o,(F
P Lt i
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lorsque n tend vers l'infini d’apreés le a), il existe donc un

-

a N. Il en résulte que pour n > N: |Z, — Z,| < 2¢ et les
opérateurs X, forment une suite de Cauchy qui converge
vers un opérateur compact X car X est aussi la limite en

entier N tel que < & pour n et m supérieurs

norme de la suite qui est formée d’opérateurs de rangs
finis. e

Prorosition 2. — St B est un espace homogéne de L'(=w),
alors Uopérateur U, = 2(1 + 6,)1.0, a une norme qui tend
vers 1 et Dopérateur T,= (1 + o,).(0, + o,.) converge
fortement vers U'vdentité.

Démonstration. — Un calcul élémentaire fournit les relations
suivantes :
(1) (1 + o) .0, = 2n2(1 — 2n)
oy p+1 o 2n(n — 1) .
§ (2n2—p)2n2—p—1) ' (2n2—n+2)2n2—n+1) "
WIS (—
2 — n+1"
(2) (1 +o0m)top=—2n*3
1
p+1 2(n* — 1)

(2nt—p)2ni—p—1)(2r2—p—2) P T (m42)(n*41) "

n
T n? 4 1o

Désignons par a,, et b, . les coeflicients des o, dans les
développements (1) et (2) respectivement :

"3 2n?

Un(1)=1:2§ap,n+in2—_;‘_l‘_—1

Puisque les ¢, sont de norme 1, on a

p

2n2 n—1

prom——— DU
. 2n2 2n? . i
—2n2—n—|—1+<_1+2n2——n+1>_1+0<n>

ce qui établit la propriété annoncée pour U,.

10l <
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De méme puisque T,1) =1 ona:

n

Te) = 2= 3 (ays + bpw)lonle) — 7] + 3 (oa) — 2),

n+1

sur tout z dans B.

Puisque o, converge fortement dans B, choisissons N
tel que pour n > N on ait |o,(z) — 2| < . Dans ces
conditions, on a

N
ITua) = ol < 3 lap0+ byl Il

+ e [éllap.n + bp,ml + n"é‘llbp,ml]

or le coefficient de ¢ s’écrit:

n—1 n*—1
- 2 Qp p + Qpp — 2 bp,n! -+ bm,m;
N+1 N+1

il est majoré par:

n—1 n*—1

- 2 ap,n+ QAp n — 2 bp,m+ bnf,n!_: - [1 - Qan,n_‘ 2bm,m]
1 1
2n? 2n?
=t i teri W

Enfin chaque a,, ou b,, pour p < N tend vers 0
lorsque n tend vers l'infini, 1l en résulte que T, z) — =z
tend vers 0.

Soit #6 la famille des polynomes homogénes continus sur B.
Si P est dans # Bp est la forme n-linéaire symétrique
associée a P.

Prorosition 3. — Soit T wune application linéaire continue
de H.(B) dans un espace de Banach E tel que:

(3) ITP)I < Ky™|P|, VYPe%,

K et y étant des constantes données (y > 1).
Alors pour tout entier N, pour tout vy’ > 1, 1l existe une
1+ op
2

constante K’ et un opérateur u, de la forme
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d’indice supérieur & N tel que:
(4) ITP) < K'(v.v)™|P o uy] VP e

Démonstration par Uabsurde. — Si (4) n’avait pas lieu, il
existerait une suite P, dans #6 tel que:

(5)  IT(PH = n(y.y)*"*|P, o u,| pour tout n.

Le degré de P,, que l'on notera &k, est supérieur & n
car si (5) n’avait pas lieu pour tous les polynomes de d° > n,
alors (4) aurait lieu avec K’ = n pour ces polynomes, quant a
ceux de d° < n, I'hypothése (3) fournit par homogénéité
une constante convenable pour (4) puisque les opérateurs u,
sont inversibles. kn

En utilisant la décomposition P, (z + y) = X Ci B} (z, v)

r=o

ou Bj(z, y) vaut .B”"(x’ . T, Yy, r fois, y), on s’apercoit
que (5) entraine I’existence de r, tel que:

(6) ITICEB(ow 1 — o]l > g (v-¥) P ual.

1 . \
Montrons que r, est un 0 <F>, dans le cas contraire apres

. . . r
extraction d’une suite, on aurait - > « > 0. Or:

ke

(1) CiBlow 1 — o) =5 [ Pulost 31 — o] o,

H=p z'n+1

-1 _ dz
=5 J,MP" up2(1 — T,) + U,]

zZ'n+1

U, et T, sont les opérateurs de la proposition 2; pour chaque

z dans B, (1 — T,)(z) a donc une norme inférieure & —
P

et U,(z) a une norme inférieure a <1 +i> |z] pour n
e

assez grand. Il en résulte la majoration suivante :

CiBhlow 1 — an)(@)]|f ™ _ ‘717 24 (1 +—1- Izl
P n[kn e

IP. ]
< 1 (cte)

a

(8)
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p pouvant étre choisi arbitrairement grand, le premier
membre de (8) tend vers 0 pour n infini, ce qui entraine :
CeBir(s,, 1 — o,)
” Pn'un’”

est le terme général d’une série entiére convergeant unifor-
mément sur tout compact de B, mais aussi convergente dans
Pespace H,(B) car ces deux topologies coincident pour les

suites d’apres (6).
CEBa(o0, 1 — o]t
[ P Upe ]

Il en résulte que:
tend vers 0 ce qui est contradictoire avec (5).

On a bien r,,=0<~1—>- Enfin (4) (6) (7) entrainent les

inégalités ke

%[29 sup ITJ -+ [U + 2615IP o wgl > [CiBiz(on 1— o)l

"n Tn _..1;_, 'kn o
K I kn HT[ ( Oy )]" = k _|_ 1 K Yk”P un’"'

Or d’apres la proposition 2, |U,| tend vers 1 et T, est
majoré en norme puisque tendant fortement vers I'identité.
On obtient donc par passage a la limite :

1+ 0(p) > ¥", ce qui est impossible pour p assez petit.
Fin de la démonstration du Théoréme 1. — Soit y, une suite

de nombres > 1 tel que le produit infini Hyk converge

0
vers vy, alors il existe une suite C, de constantes positives et
une suite u, d’opérateurs définis dans la proposition 3
d’indices n, > k, tels que:

9) ITP) < Cilyovs -+ Y™™
[Powunousg...ul, VPedb.

En effet les opérateurs u, étant inversibles,

T(f) = T(F o wig -+ o wif)
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définit une application linéaire continue sur H,(B) qui, s1 (9)
est vral a 'ordre k, vérifie la relation (3) de la proposition 3.
La relation (4) fournit alors la relation 9 & Vordre (k + 1).
La relation (9) est vérifiée a ’ordre 0 pour un vy, convenable
car T est continue.

Aprés avoir remarqué que les opérateurs u, vérifient les
hypothéses de la proposition 1, appelons K le compact

mage de la boule unité « par I'opérateur H u,3. La rela-
1

tion (9) signifie qu’étant donné ¢ > 0, il existe une constante
C. telle que

ITP)| < Ce. |IPII(‘Y+E)(K+ew) VP e #.
Enfin si f est analytique sur B, f est la somme de sa série

de Taylor f= Y P, convergente dans H,B) et l'on a,
0

A étant donné > 1,:

ITAI < % ITP)I < Ce % 1Pl o,k e

1
<75 Cell fllxep+ o0+ ew)-
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