
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

JEAN-CLAUDE TOUGERON

JEAN MERRIEN
Idéaux de fonctions différentiables. II
Annales de l’institut Fourier, tome 20, no 1 (1970), p. 179-233
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1970__20_1_179_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1970, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1970__20_1_179_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
20,1 (1970), 179-233

IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES, II

par Jean-Claude TOUGERON et Jean MERRIEN

Introduction.

Le but de cet article est la démonstration d'un théorème annoncé
dans [7].

Soient OL (resp. &) l'anneau des germes de fonctions numé-
riques, analytiques au voisinage de l'origine de Rp (resp. C00 au voisi-
nage de l'origine de R"). Désignons par Hom((St ,8) l'ensemble des
homomorphismes © de R-algèbres de QL dans S. Si Vit est un module
de type fini sur (St , nous montrons qu'"en général", 3ÏI ®Q & est un
module de Fréchet sur 8 et qu'yen général", pour f> l , lesTORfGÏH ,8)
sont des R-espaces vectoriels de dimension finie, nuls pour

i > sup(dA(31l) - n . O ) .

En particulier, pour tout module de type fini 3TC, sur (9^ = QL, OU «A &
est un module de Fréchet ; en outre l'anneau 8 est un (ï-module plat.
On retrouve un théorème de B. Malgrange, [4].

Le chapitre I traite des modules de Fréchet. Soit &(SÎ) l'anneau
des fonctions numériques C°° sur un ouvert Î2 de R". Un module
OTl(î2) sur 8(S2) est un module de Fréchet, s'il existe une suite
exacte : (0)———><%(Î2) -—> 8^——> OTl(S2) ——> (0),
où C%(î2) est un sous-module fermé de type fini de â^)^ Un module
3TC sur & est un module de Fréchet si J1Z ̂  3TC(Î2)^ /^â, où Î2 est un
voisinage de 0 et 3TC(S2) un module de Fréchet sur8(S2). Un module
de présentation finie OU sur 8 est un module de Fréchet si et seulement
si l'application canonique : Wt ———> Oïl ®^ Si est injective (^ est
l'anneau des germes de champs de séries formelles en 0). Cette
dernière caractérisation est importante, car elle permettra, au cha-
pitre III, d'utiliser des techniques, d'ailleurs très élémentaires, d'algèbre
homologique.
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Nous avons groupé au chapitre II, la partie (d'ailleurs essentielle)
de la démonstration, où interviennent les techniques propres aux
fonctions différentiables. L'inégalité de tojasiewicz y joue un rôle
fondamental. Si (!) ,^) est une ^-strate de &(î2) vérifiant certaines
conditions, et si 31 est un idéal fermé, l'idéal H est fermé (proposi-
tion 5). Ce dernier résultat et le critère de platitude (chapitre III,
lemme 1) entraînent facilement le résultat annoncé (chapitre III,
théorèmes 1, 2, 3).

Nous donnons au chapitre IV trois applications des théorèmes
fondamentaux. Signalons simplement les deux premières. Soit TT un
idéal de QLp : si l'anneau QLp/ir est réduit et équidimensionnel et si
dh(QCp/'iï) < n, "en général" â/OOO. S est "formellement réduit
et équidimensionnel en tout point voisin de l'origine" ; si l'anneau
Qipl-ïï est normal et si dh(QLp/Tt) < n - 1, "en général" ê/00r). S est
"formellement normal en tout point voisin de l'origine". Notons que
les techniques développées dans le chapitre IV permettraient de
démontrer simplement certains résultats de géométrie analytique lo-
cale, en particulier le théorème de normalisation d'Oka et le fait
que le complété d'un anneau analytique normal est normal.



CHAPITRE 1

1. Modules de Fréchet sur &(Î2).

Soit Î2 un ouvert de R". On désigne par S le faisceau sur î2
des germes de fonctions à valeurs réelles et de classe C°°.

Si F est un fermé de î2, on note m^ l'idéal de 8(Î2) formé des
fonctions plates sur F (i.e. nulles sur F ainsi que toutes leurs déri-
vées) et l'on pose S (F) = ê(î2)/m^. On désigne par Tp la projection
canonique : S(î2) ———> 8(F).

Soit (x^ , . . . ,x^) un système de coordonnées de l'espace eu-
clidien R" et soit Si = R[[x^ ,. .. ,jc,j] l'anneau des séries formelles
en x^ , . . . ,;€„ à coefficients réels. Si ;c€î2, l'anneau &(x) est iso-
morphe à ^ (à tout <^G â(î2), on associe sa série de Taylor en x :
l'application de 8(î2) dans Si ainsi obtenue est surjective (théorème
de Borel généralisé) et son noyau est m^). Pour cette raison, l'anneau
&(x) sera noté @^. On a une injection canonique c^ :

&(î2)—> n §?, = §ï(îî).
xeSî

Munissons &(î2)p de sa topologie habituelle d'espace de Fréchet
(convergence uniforme des fonctions et de leurs dérivées sur tout
compact de î2). Soit Oll(î2) un module de type fini sur S(î2) et
considérons une suite exacte :

(*) (0) ———> C%(Î2) ———> 8(Î2)P ———> î>H(i2) ———> (0) .

On munit CTl(î2) de la topologie quotient de &(Sl)p/(3î,(Sî) :
cette topologie r est indépendante de la suite exacte (*). En effet,
soit :

(*') (0) ———><K/(Î2) ———> &W1———> OTl(î2) ———> (0)

une seconde suite exacte. On peut construire un diagramme com-
mutatif :
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(0) ———> <%(Î2) ——> êW ———> 3K(Î2) ———> (0)

^ \j/ >j/̂ W

(0) ———>^(Î2) ——> âCn)^ ——> OK(Î2) ———> (0)

ce qui montre que T^ > T^,. De même r^ < r^, donc r^ = T,^. Cette
topologie sera dite canonique.

PROPOSITION 1. - Si ^ït(Sl) est un module de présentation finie
sur 8(S2) (i.e. ÛÎ(Î2) est un module de type fini sur ê(î2)), les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1)3K(S2) muni de la topologie canonique est un espace de
Fréchet (i.e. <%(Î2) est un sous-module fermé de ^(îî)^,

2) l'application canonique :

3Ïl(î2) tjîl(n) > 311 (Î2) ®^ g?(î2)

e^ injective.

Démonstration. — De la suite exacte (*), on déduit le diagramme
commutatif :
(0)———> ( 0 <%(S2) +

xeSî

+ m;. ê(SÎ)p)/<%(î2) ———> OÏl(S2) ———> n OTt(S2) ̂ ,n. ̂
N^ ^n A

^îî)^. ^îl(î2)

^ !)H(n)^^)^(î2)

où 7 désigne un morphisme fonctoriel évident entre deux foncteurs
exacts à droite. Le module 3TC(Î2) admet une présentation finie :
8^ ———> ê^f ———> J1Z(S2) ———> (0). Puisque ̂  J^
sont des isomorphismes, 7j^m est un isomorphisme. La première
ligne du diagramme étant exacte, l'application iju^ sera injective
si et seulement si <%(Î2) = H <%(S2) + m00 ê(î2)P, i.e. si et seu-

xeSî

lement si (R,(SÎ) est fermé dans S(X2)P (ceci d'après le théorème
spectral de Whitney ; cf. B. Malgrange [4], chapitre II).

DEFINITION 1. - Un module WL(SÎ) sur ê(S2) est un module
de Fréchet s'il est de présentation finie sur ê(î2) et s'il vérifie l'une
ou l'autre des conditions 1) et 2) de la proposition précédente.
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PROPOSITION 2. - Soit Vit (Î2) un module de Fréchet sur ê(î2)
et soit F un fermé de Î2. On a V égalité :

TOR^ (OTKÎÎ), S(F)) = (0) .

Cette proposition est une conséquence facile du lemme suivant :

LEMME. — Soit ^},eN une famille dénombrable de fonctions
appartenant à l'idéal m°p. Alors il existe ^ G m^p strictement positive
sur î2 — F et pour tout i € N, une fonction A, E m^, telles que :
,̂ = A, • ̂ .

En effet, supposons démontré le lemme précédent. Considérons
une suite exacte de modules sur &(Î2) :

(0) ———> CR(ft) ———> SC^ ———> 3TC(Î2) ———> (0) .

Nous devons montrer que l'application :

(^(Sî) ̂  & (F) ———> ê(F)p

est injective, i.e. que : m^ • <%(S2) = Û^(î2) H m^ • 8(^2)?.
Soit {^Eâ^îî), les ,̂ étant infiniment plates sur F. D'après

le lemme précédent, il existe ^€m^, strictement positive sur S2 — F
et, pour tout ; E [ 1 , p], une fonction h^ G m°p, telles que .̂ = A, • ̂ .

Visiblement, (A,) E H <%(Î2) + m^ . ê^ = 0^(0) et
xen

(^,) = ^ . (A,) G m; . <%(S2) , c.q.f.d.

Démonstration du lemme. — Par une partition de l'unité, on se
ramène au cas où Î2 = R" et F est un compact de R". Si

u=(u^..^u,)e&(Rn)s

et si K est un fermé de R", on pose :

||^= sup |D^,Oc)|.
JceK

i € [ l , s ]
\ cj |e [0 ,r]

Si x E R", on désigne par d ( x , K) la distance euclidienne de x à K.
Pour tout entier / > 0, posons U, = {x G R" ; d(x , F) < 1/21};

F, = U, - U,+i, et pour / > 0, G, =(R" - U,_i) U (Û,^). La dis-
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tance entre les fermés F/ et G, est supérieure à—^-. D'après un lemme

classique (cf. B. Malgrange, [4], page 11, lemme 4.2) nous pouvons
construire des fonctions £,GS(R") telles que :

a) e, = 1 sur F, ; £, == 0 sur G, ; d > 0,
b) il existe des constantes Cy indépendantes de î'GN'1", telles

que :
IM^c,.^. (i)

Par hypothèse, .̂ G m^ ; à tout entier r > 0, on peut donc
associer un entier p.(r) > 0 tel que, \/x G U^ et V ^ G [0, r], on ait
l'inégalité :

ll^ll^ûfO^F/2 (2)

On peut supposer la suite /i(r) croissante et tendant vers l'infini
quand r tend vers l'infini. Nous construisons une suite S(z) d'entiers
positifs, comme suit : S(i) = r, si ii(r) < i < ii(r -h 1).

Les inégalités (1) entraînent que la série ^ (—) ' .e, con-
|=M(D 2

verge uniformément sur R" ainsi que toutes ses dérivées. Soit ^'G m^
sa limite. Puisque ^' est strictement positive sur U — F, où U est
un voisinage de F, on peut en modifiant de façon convenable ^',
construire une fonction ^ G S(R'1), strictement positive sur R" — F
et égale à ^ ' dans un voisinage de F. Donc, en restriction à R" — F,
,̂ = hf . ̂ , où les A, sont indéfiniment dérivables sur R" - F :

il reste à montrer que les quotients A, sont prolongeables en des
fonctions plates sur F.

Soit x C U^,) - U^+i) ; alors x G F, avec ^(r) < / < ^(r + 1).
Ainsi :

^^^(^y^oc.Fr. œ
Pour tout s G N, il existe des constantes Cy > 0, telles que :

1 \Sf \\s ||\|/ il5

V,€N et VxeUo-F ^ < C: ̂ L^ (4)

En définitive, si r > s et si x SU^ - U^(,+i), d'après (2),
(3) et (4) :



IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES, II 185

VfE[0,,] 1^1 ^^-^^-^C^^.F)^-1).

Donc, lorsque d ( x , F) ———> 0, ||A,||^ ———> 0, Le. les ^
sont prolongeables en des fonctions infiniment plates sur F, c.q.f.d.

COROLLAIRE 1. - Soit :

(0) ———> Î)K'(ÎÎ) ——> JÏl(î2) ———> 3TC"(Î2) ———> (0)

î^ ̂ ^ ^xûc^ de modules sur S(S2). &' OÎZ/(Î2) ^ îÏÏl"(î2) 50^ (te
modules de Fréchet, ^(îî) ^r un module de Fréchet.

Démonstration. — Les modules OTC^îî) et OIÏ/'(S2) étant de pré-
sentation finie, il en sera de même de OIt(SÎ). Considérons le dia-
gramme commutatif où les lignes sont exactes :

(0) ————> oïi'(n) ————> ynw ————> 7ïi"m ——> (0)

'̂<») ^(") , ^"<»)
3Tl'(î2) ®?(Î2) ———> 3Tl(n) ®S(n) ———> OTC"(^) ® S(Î2) ———> (0)

S \îjn. '(Sî) S /^ (n) ^ y^ "(")
V V ^n TORî^wcn),^^ —> n oiz'(î2)®^—> n OÏK^)®^ —> n oïi"(n)®^—xo)

xeSÏ xetî xefi xefi

D'après la proposition 2, TT TOR^ (3TC"(Î2), ̂ ) = (0). Les
jceîî

applications t^^fi) et ijn."(sî) étant injectives, tjn(n) est injective,
c,q.f.d.

COROLLAIRE 2. — Soit yVLÇSî) un module sur 8(Î2) admettant
une 2-présentation finie :

&(Slf2———>&(Sl)ni———^(ft)"0 ———> Wt(Sî) ———> (0) .

Le module 3TC(Î2) est un module de Fréchet si et seulement si
TORf^ (3TC(Î2), i(S2)/&(î2)) = (0). Dans ce cas :

TORf^ (OTC(Î2), i(î2)) = (0) .

Démonstration. — En tensorisant par 01Ï(Î2) sur 8(î2) la suite
exacte :
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(0) ———> ê(î2) ———> §?(Î2)———> §î(î2)/ê(î2) ———> (0) ,

on obtient une suite exacte :

TOR^ CTZ(Î2), Jï(î2)) ——> TORf^ OH(Î2), §î(î2)/g(î2))———>

Oîl(i2) tjll(n) >CTl(î2)^^g?(î2) .

Le module Oïl (Î2) admettant une 2-présentation finie, on vérifie
facilement que TORf^ (01Z(Î2), §?(Î2))^ 17 TORf^OTC^), Si Y

xeSÎ

Le corollaire 2 résulte alors immédiatement des propositions
1 et 2.

2. Modules de Fréchet locaux.

Un faisceau différentiable OTC sur Î2 (i.e. un faisceau de mo-
dules sur 8>) est quasi-flasque, si pour tout ouvert U de Î2, l'appli-
cation canonique : OTl(î2) ®^m) S(U)———>OTl(U) est un isomor-
phisme (J.C1. Tougeron [8]).

Soit OTl(î2) un module de présentation finie sur ê(î2). Il existe
(R

une suite exacte : 8 (îî)^ —"—> g (12)̂  ———> OT6 (Î2) ———> (0).
Le morphisme ^ définit un morphisme ^ : ^ ———> 8^. Si
OU = coker ^, pour tout ouvert U de S2,3tl(U) = !)lt(î2) ̂ ^ &(U) :
le faisceau 3TC est donc quasi-flasque.

On définit un faisceau flasque S sur Î2 en associant à tout ouvert
^v/

U de ft le module ^'(U) sur &(U) (les morphismes de restriction
sont les morphismes canoniques évidents). Vérifions que ^ est quasi-
flasque, i.e. que l'application canonique : §î(î2) ®^m &(U) ——> ^(U)
est un isomorphisme. Elle est visiblement surjective. Soient

<Pi ,. . . , ̂ W) ; A , . . . , fp ̂  &(U) tels que ^ ,̂ /;. = 0 .
< = i

1 » • • • » Y-p v- v V»"/ » ^l » • . . , J p

D'après le lemme de [8], il existe £Gê(S2), telle que e soit plate
sur Î2 — U, ne s'annule en aucun point de U et les fonctions c- ̂  se
prolongent en des fonctions f\ indéfiniment dérivables sur Î2, plates

sur Î2 - U. Visiblement, ^ </?, f[ = 0 et
!•=;
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t <P,^== t ^-ÎL=(t ^ /^ l /e -O, c.q.f.d.
1=1 1=1 £ ^ i ^ i /

/•s^
Les faisceaux OTÏ et §" étant quasi-flasques, il en sera de même

de OU ®<s §î : en effet, on a une suite exacte :

S1 ^ > &?———>OTl ———> (0) ,

d'où une suite exacte : ̂  ———>^p ———> CTt e^ ^ ———> (0) ;
les faisceaux S^, ^p étant quasi-flasques, 3K ®<s^ est quasi-flasque
(cf. [8], proposition 1). Il en sera de même de ker(t^) où iy^ est
l'application canonique : Oit ———> 3TC ®<g Si.

Soit x G Î2. Si 3Ïl̂  est un module de présentation finie sur ê^ç,
il est aisé de construire un module de présentation finie 3TC(î2)
sur &(S2) tel que WL^ =^W^s(si)&x (Le- m^ est la fibre en x

du faisceau 3K associé au module 3Ïl(S2)). Un tel module OU (Î2) sera
par définition un représentant de WLy sur S2.

PROPOSITION 3. - Si U est un ouvert de SI et si Wi (Î2) est un
module de Fréchet sur &(Î2), Oîl(U) = OTr(î2) ®^^ &(U) ^r MW mo-
d^fe de Fréchet sur S(U).

Démonstration. — II suffit de tensoriser par â(U) sur S(Î2)
rapplication t^/m et de remarquer que 8(U) e^t un module plat
sur 8(S2) (cf. [8], corollaire du lemme) et que ^ est quasi-flasque.

PROPOSITION 4. — Soit yVLy un module de présentation finie
sur &y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) si 3TC(Î2) est un représentant de Vît y sur Sî, il existe un
voisinage ouvert U de x dans S2 tel que Wi(V) soit un module de
Fréchet sur Ê(U). /•^

2) l'application canonique i^ : CT^ ———> OTC^ ®^ ^ ^^
injective.

Démonstration. — Soit OTt le faisceau associé au représentant
î)î^(î2). Le noyau ker(i^) du morphisme canonique :

OTC ———> OU ®^ ^
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est quasi-flasque. La condition 2) signifie que ker(t^)^ = (0) ;
d'après la proposition 4 de [8], il existe un voisinage ouvert U de x
tel que ker(t^)|U = (0) ; Le. t^^ est injective, Le. îW.(U) est un
module de Fréchet sur ê(U). Ainsi 2) entraîne 1) et la réciproque
est triviale.

DEFINITION 2. - Un module 31̂  sur S^ est un module de Fréchet
s'il est de présentation finie et s'il vérifie l'une ou l'autre des condi-
tions 1) et 2) de la proposition 4.

Un sous-module N^ de S^ est fermé si 8^/N^ est un module
de Fréchet. Cela signifie que N^ est induit par un sous-module fermé,
de type fini de &(SÎ)P, où Sî est un voisinage convenable de x.

PROPOSITION 5. - Soit ̂  un module de Fréchet sur ê>^.
On a l'égalité :

TOR^(31^,^)==(0)

(ceci résulte trivialement de la définition précédente et de la pro-
position 2).

PROPOSITION 6. — Soit OTC^ un module sur &y admettant une
2-présentation finie :

S;2———> C ———> &;° ———> ̂  ———> (0) .

Le module CTÏ^ est un module de Fréchet si et seulement si

Dans ce cas :.
TOR^(3H,,^/^)=(0).

TOR^(3I^,^)=(0).

(ceci résulte trivialement de la définition précédente et du corol-
laire 2 de la proposition 2).

PROPOSITION 7. - Soit :

(0) ——> ̂  ax > ̂  fe > CTÇ ——> (0)

une suite exacte de modules sur &y. Si OTC^ et OTC^ sont des modules
de Fréchet, OÏl^ est un module de Fréchet.
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Démonstration. — Les modules 3H^ et 3TC^ étant de présenta-
tion finie, il en est de même de 3î^. Soient ^'(î2), 3TC(Î2), îW(î2)
des représentants sur SI de W^, Oti^, OTC^ respectivement ; OTC',
7K, OTC" les faisceaux associés à01Ï'(î2), OTl(S2), Olf(î2) respective-
ment. D'après la proposition 5 de [8] il existe un voisinage U de x
et une suite de faisceaux :

(0) ———>^lr|U-^^^|U-iî-^îW^|U ———> (0) ,

telle que les morphismes a, j8 induisent respectivement en x les mor-
phismes o^ et (3^. Les faisceaux ker a, Im P, ker j8/Im a sont quasi-
flasques (cf. [8], proposition 1) et

(ker a\ = (W/7lm ̂  = (ker P/ïm a\ = (0) .

D'après la proposition 4 de [8], en diminuant U si nécessaire, la suite
(0) ———> CTl'(U) ———> 31T(U) ———> W(U) ——> (0) est
exacte et l'on peut supposer que OTC/(U) et ̂ "(V) sont des modules
de Fréchet sur &(U). D'après le corollaire 1 de la proposition 2,
3TC(U) est un module de Fréchet. Il en sera de même de W^.

Un exemple. — Soit m^ l'idéal maximal de Sy : m^ est l'idéal
des germes nuls en x et est engendré par les x, - û, (les û, sont les
coordonnées de x). Visiblement, &Jm^ est un module de Fréchet.

Soit N un module sur ê>^ et supposons que dim^(N)<oo.
La suite des m\. N est décroissante et donc stationnaire, i.e. il existe i
tel que m^ • m^ • N = m\ • N. Il en résulte, par le lemme de Nakayama,
que m\ • N = (0). Ainsi N est un module de longueur finie sur
l'anneau noethérien § .̂ Il existe une suite croissante N^ , . . ., Ng
sous-modules de N telle que

No = (0) ; Ns = N et V^-e [0, S - 1 ] N,^/N, ^ &Jm^ .

D'après la proposition 7, N est un module de Fréchet.

PROPOSITION 8. - Un module OIZ^, de présentation finie sur
&y, est un module de Fréchet, si et seulement si ker(t^ ) est un
R-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. - La condition est évidemment nécessaire. Mon-
trons qu'elle est suffisante. Posons OTC^ = ker(i^ ) ; OR^ = W^/CT^.
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On vérifie immédiatement que ker(t^».) = (0). i.e. VKfy est un mo-
dule de Fréchet. D'après la remarque précédente, OTÎ^ est un mo-
dule de Fréchet. Il suffit alors d'appliquer la proposition 7.



CHAPITRE II

Dans ce chapitre Î2 désigne un ouvert de R", 8(î2) l'algèbre
des fonctions numériques de classe C°° sur î2. Si <p = (^ ,. . . , <^y)
est un élément de (S^)/, on note (<p) l'idéal de 8(Î2) engendré
par <Pi , . . . ,<^, et J^(<p) l'idéal engendré par <^ ,. .. ,<^ et tous

les jacobiens ——x ? ' ' ' ' fc où /\ , . . . , f^ appartiennent à (<p).
D(x,^,. . . ,x^)

Si x == Oc^ ,. .. ,x^)€î2, on note ||jc|| la norme euclidienne
de x, et si F C Î2, d(x, F) désigne la distance de x à F. Si F est vide
on pose d ( x , F) = 1.

On pose, pour p > 0, BQc, p) = {y, ll^c — ^11 < p}.

Si Cû = (c0i ,. .. , Cx^) E N" et (^E S(Î2), on note la dé-
D^l^
Dx^

•\ |o?| ,-d' '^nvee • Si K est un compact de î2, et p. G N on pose
ôjc^.1.. âjc^

D^ «,?
IMI^ = sup (^)

xeK.|a»|<M DJX:̂

1.

DEFINITION 1. — Soient F et G deux fermés de Î2, et f une fonc-
tion numérique sur î2. On dit que f vérifie ff(F , G), ou que f vérifie
sur G une inégalité de -Lojasiewicz par rapport à F, si, pour tout
compact K contenu dans G, il existe deux constantes C > 0 et a > 0
telles que : Vx G K |/(;c)| > C d(x . F)^.

DEFINITION 2. - 5'o^wr ^ un idéal de type fini de S(Î2), F
l'ensemble de ses zéros. On dit que 3 est un idéal de tojasiewicz s'il
existe f^H vérifiant S(F , Î2).
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On voit alors que, si <Pi , . . . ,^ est un système quelconque
j / s \

de générateurs de 3, ^ |<^,| (ou ^ <^2) vérifie J?(F , Î2).
< = i v / = i /

PROPOSITION 1. — Avec les notations précédentes, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) 3 est un idéal de -Eojasiewcz.
b) Toute fonction de ê(î2), plate sur F, appartient à rn^-3.
c) Toute fonction de &(SÎ), plate sur F, appartient à 3.

Démonstration. — a) > b) : On choisit un système de géné-
s

rateurs <^ ,. . . , ̂  et on pose/ = ^ <^2. Soit <p une fonction de S(Î2)
f= i

plate sur F. On considère la fonction ^ = <p//, définie et de classe C°°
en dehors de F. Nous allons montrer que ^ se prolonge en une fonc-
tion de classe C°° sur S2, plate sur F.

Pour tout compact K il existe C > 0 et a > 0 telles que :
Vx E K |/0c)| > C d(x , F)^. D'autre part, pour tout multi-indice co,
il existe C' > 0 tel que :

D^l ^ IMI^
V X G K - F — — — O C ) <C" """f . ^ <

Dx^ l/Cx)!^!^

<c--—J^—-—
C^l^dCjc^F^^I^^

Puisque ^ est plate sur F, ||(p||j^' tend vers zéro plus vite que
toute puissance de d(x , F), quand d(x , F) tend vers zéro, et les
DH^
——^j- se prolongent par continuité en des fonctions nulles sur F.

b) > c) : évident.
c) > a) : si SI n'était pas un idéal de -Lojasiewicz on

pourrait construire une suite de points xp ^Sl — F, convergeant

vers un élément x E F, et telle que ^ I^Oc^KdOc^F)^1.
< = i

En remplaçant au besoin la suite x13 par une sous-suite, on peut

supposer que les boules B u^, - d^ , F)) = (fi sont deux à deux
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disjointes. Soit alors £ eg(î2), tel que Cp^) = 1, £ == 0 sur le
C

complémentaire de Ûîy, et HeJl!» < -———,., où 0. est une cons-
• p P d^ , F)

tante indépendante de p. ([4], chapitre I).
00

La série ^ cKx13, F)^ ç _ converge vers une fonction (^G&(î2),
p = i

plate sur F. Par hypothèse <^e^. Or dans ce cas il existerait une
s

constante C telle que 1^(^)1 <C ^ \^(xp)\, d'où
1=1

(KX? ,Fy ^CdÇxP ,F)P+1 ,

ce qui est impossible.

PROPOSITION 2. — Tout idéal fermé, de type fini, de &(SÎ) est
de -iojasiewicz. Cela résulte immédiatement de la proposition 1
et du théorème spectral de Whitney ([4], chapitre II).

2.

Le lemme suivant précise le théorème des fonctions implicites.

LEMME 1. - Soient K un compact de R" et 9 = (Q^ , . . . , 0^)
T)(fi fi \

une application de classe C2 de R" dans R". Posons S = ——1 ? ' " 9 \»
D ( X i , . . . , ^ )

// existe des constantes strictement positives, C, C\ C ' 9 telles que :
V û E K avec ô(a) ^= 0 et Vp^, avec 0 < p^ <|ô(û)|, l'application 6
induit un difféomorphisme de V^ = ff"1^) n B(û, Cp^) sur ûî^,
où ^B^O^C^ISCû)^);^ outre ^ D B(û, C'|S(û)|p^). En-
fin on peut choisir la constante C de telle sorte que,

VxGB(a,C|ô(û)|),

|ô(û)lon ait \8(x)\ >

Démonstration. — Soit û G K, tel que 6 (a) '4=- 0. Posons x — a = y
et X — 0 (a) = Y. On appelle \ la différentielle de 0 en a et on
définit G^ : R" x R" ———> R", par
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G^y , Y) = A^A^OO - (6(a + y) - 6(a)) 4- Y) ,

de telle sorte que X = 6(x) est équivalent à y = G^(y , Y).
La fonction G^ vérifie GJO , 0) = 0 et pour i = 1, 2 , . . ., n,

3G.
—— (0 , Y) = 0. Par le théorème des accroissements finis, il existe3^
C^ > 0 indépendant de a, tel que :

V a e K , avec ô(a) ̂  0, ||G^(0 , Y)|| < ——— ||Y|| (1)

De la même manière, si 0 < h < 1, il existe C > 0 tel que :
Vu G K, avec ô(û) ̂  0, VY G R", \fy, avec

\\y\\ <C |ô(û) | , \fi= 1 ,2 , . . . , ^
on ait

\\^(y^^^(y,^,^(0^)l^———— (2)
IIa^ II IIa^ ^y, II \^
. , . . , , , . 1 6 ( 0 ) 1et aussi |ô(x)| > ———•

On déduit de (2), par une autre application du théorème des
accroissements finis :

\/y, \/y, avec IMI < C|ô(a)| et Il/Il < C|Ô(a)|,

\\G^(y . Y) - G,(/ , Y)|| < h \\y - y'\\ (3)

Soit pg, 0 < p^ < |ô(û)|, et posons C" = —(1 - h).
'-i

Supposons Xe(B,, d'où ||Y|| < C"|6(a)|p,.
Définissons par récurrence une suite x1' de l'espace R" par

les formules : x1 - a = G,(0 , Y ) , . . . , x" - a = G^x"-1 - a. Y).
Vérifions par récurrence sur p que xpf=.^(a, Cpg). C'est vrai pour
x° = a. Supposons qu'il en soit ainsi de x l ' ~ l . Alors :

11^ - a|| < IIG^Cc"-1 - a, Y) - G,(0 , Y)|| + ||G,(0 , Y)||

<A||xp- l-a||+.——.C"|Ô(a)|p,<ACp,+C(l - h) p, = Cp, ,

d'après les inégalités (1) et (3), l'hypothèse de récurrence et le
choix de C". La suite x1^ est une suite de Cauchy ; en effet, d'après (3)
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] |^P_^P-I||= HGJ^-1 -û^-G^-'-^Y)!!^
</î||jcP-1 -x^-2!! .

Donc la suite x^ converge vers un élément 7(X) E B(û , Cp^).
Puisque x^ - a = G^O^"1 - a, Y), un passage à la limite montre

que 7(X) - a = G^7(X) - a, Y), donc que 0(7(X)) = X pour tout
XGÛS^, et 9 induit une surjection de ^ sur tfS^.

Réciproquement, montrons que pour tout x G ^, 7(8 (x)) = x
En effet, x - a = G^(x - û, 9(x) - 9 (a)), et 7(0 (x)) est la limite
d'une suite de points ^p G B(a, Cp^,) tels que x13 - a = G^O^"1 - a,
0(x) - 0(û)). Il résulte alors de (3) que \\x - ^H < h\\x - x^1 \\
et donc que x = lim x19 = 7(0 (x)).p-^oo

Finalement 0 induit une bijection de ^ sur Û3^, qui est un dif-
féomorphisme puisque 6 est régulière en tout point de ^.

L'existence de la constante C' résulte du fait que 6 est lipschit-
zienne. Il suffit en effet de déterminer C' > 0 telle que :

B(û, C'|ô(a)|p,) CB(û, Cp,) et 0(B(û, C'|S(a)|p,))C ̂  .

COROLLAIRE. — Soient (p^ , . . ., ̂  des fonctions de classe C2

sur R", F l'ensemble des zéros de <^ ,. . . , ̂ , ô = _ , 1 '——:—k- ?D ( X i , . . . , ^ )
et K ^AÎ compact de R". ^ltor5 z7 ̂ x^^ d^ constantes H > 0 ̂  H' > 0
telles que :

k1-.,VûGK, ^ |^,(û)|>H|S(û)|inf(|S(û)|, H'd(û,D) .

Démonstration. — On applique le lemme 1 à la fonction

000 = (^i00,.. . , < P f c 00,^+i ,. • .,^)

où x = (Xi , . . . , Xy,), en prenant

p^= in f ( |S (a ) | , - d(a.r)) si û ^ F .

La fonction <p = (^ ,. . . , <^) ne s'annule pas à l'intérieur de
la boule B(û, Cp^), et, puisque 0(B(û, Cp^)) D (%, le point

û'=(0,...0,a^i,...^)
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n'appartient pas à l'intérieur de Û^. Donc V û E K :

t \^(à)\>\\a -e(a)\\>Cff\6(a)\p^>
1=1

> H|ô(û)| inf(lô(û)|, H' d(a, F))

en posant H = C" et H' = —.
v^

3.

Dans toute la suite de ce chapitre on étudiera la situation
suivante : <^ , . . . ,^, ô sont des éléments de &(Î2) ; 3 est l'idéal
engendré par ^ , . . . , ̂  et 3 * celui engendré par îf et 6 ; 2(resp. 2')
désigne l'ensemble des zéros de 3 (resp. 31), et V(ô) l'ensemble des
zéros de ô. On suppose que 8 € J^(<^ ,..., <^), racine de J ^ ( < p i , . . . , <^),
et que pour / = AT + 1 , . . . , s, ô {p. appartient à l'idéal engendré par
^i ,...,^.

PROPOSITION 3. — Si l'idéal 31 est de -tofasiewicz, il en est de
même de 3.

Démonstration. — En modifiant 6, on peut supposer que celui-ci

appartient à l'idéal engendré par les ——1 ? ? k ' Soit K un
D(x^ , . . . ,x^)

compact de i2. Par hypothèse il existe H^ > 0 et a > 0 tels que :

V J C G K ^ l^,(x)|+ \6(x)\>ïi,d(x^f)<t . (1)
i-=i

On peut décomposer K en K == K' U K", où K' et K" sont
définis par

K ' = L G K , f |^,(x)|>^d(;c,Sy}
L ^i 2 J
f H 1

Kff^^xeK,\S(x)\>^d(x^ff^ .

Puisque 2' C S on a :
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V;ceK' t \^(x)\>v-id(x,^)'t
1=1 i

D'autre part il existe H^ > 0 tel que :

V^ G K" I \ D ( < p l " " ' <pk) (x) > H, d(x . S')-, D(x, , . . . , . ) ( , )

197

(2)

où l=(»i,...,^) ( l<Ci<...<^<n) .

On peut alors écrire K" = U K'{' où

^ r ^ ̂  D^ » • • • >^) ^) > ̂  ̂ , ̂ 4.K." = ̂  £ K'A ^ D(x^,. . . ,x^) C^ J

Notons F l'ensemble des zéros de ^p^ , . . . , ̂ . Par hypothèse
V(6) U 2 D F, d'où

d(x . F) > mf(d(x . V(5)), d(x . S)) > mf(H, \8(x)\,d(x. 2)) (3)

pour un ÏÎ3 > 0.
D'après le corollaire du lemme 1, il existe H > 0 et H' > 0 tels

que :

VxGK, S hP,Oc)l>H
(=1

D(<pi, . . ., ^)
DOc, , . . . , x , ) inf( D(v?i , . . - .^fc)

D(^,...,x^)

H' d(x , D) (4)

II résulte alors des définitions de K" et K(", de (3) et (4) que :

Vx€K,", f \^(x)\>î^d(x.ï)'t mf(Hj-d(x.^)'t ,^ inf

H
i

~ /=! (-« (->.

H' 'H3"l-d(JC.2)< t ,H'd(x,2)) (5)H

La proposition résulte de (2), (5) et de K = K' U(UK;').
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4.

PROPOSITION 4. — Si 3 ' est un idéal de -iojasiewcz, toute fonc-
tion de ê(î2), plate sur 2' et nulle sur 2, appartient à 3.

Démonstration. — Nous utiliserons le lemme suivant (F désigne
l'ensemble des zéros de <^ ,. .. , <^) :

LEMME 2. - Soient F et G deux fermés, 2' C F C G C 2, tels

que p 1 ? ? \ vérifie /S(F , G), et soit ^ une fonction plate sur Fu(x^ ,. .. , Xjç)
et nulle sur V. Alors il existe k éléments de ê(î2), c^ , . . ., c^, plats

k
sur F, tels que ^ - ^ o,. ^?, soit plat sur G.

1=1
Montrons comment la proposition 4 se déduit du lemme 2 :

Soit /GS(Î2), plate sur 2\ nulle sur 2. Démontrons que f^-3.
Puisque 31 est un idéal de -fcojasiewicz, d'après la proposition 1 :
fç.m^. '3 \ L'idéal 31 étant engendré sur ê(î2) par 3 et 5, on peut
donc supposer, pour la démonstration, que /G m^. ' 5 et donc que /
s'annule sur V(ô) U 2, ensemble qui contient F. Puisque 39 est
un idéal de -fcojasiewicz, S vérifie -^(2', 2). On peut donc décomposer
v v i i v ^ ^ n ^ • • / • • \ D(<pp.. . , <p^)L en 2 = U 2, de telle sorte que, si ^ = (^ , . . . , ̂ ), ——-————•—

J. - D(x^,... , x^)
vérifie J?(2', 2,). On ordonne de manière quelconque l'ensemble
des multi-indices : j1, i2 ,. .. ̂  , .. ., p < C^, et on pose : Fg = 2\
Fp = U 2,, pour p = 1, 2 .. . ., C^. Alors si f = 0\ . . . . . ^)

/^P

le jacobien D(<pl ? ' " ? ̂ ) vérifie ^(Fp_^ , F^,).u^,^ , . . . ,^)

On raisonne par récurrence sur p : on suppose que/ = ^ + ^-,
où ^p est plate sur Fp.^ et ^p G (<^ , . . . , <p^). En appliquant
le lemme 2 à <p = ^ , F = F ^ , G = F et en remplaçant le jacobien
D(<^ , . . . , <^) D(<^ , . . . , ̂ )
———————— par ——-—————— on trouve queD(xi , . . . ,x^) D(^,.. . ,x^)

^p - S ^ ̂  = ^p+i '
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k
est plat sur Fp. Il en résulte que /== ^,+1 + ^ a, <p, + ^p et la

^
fonction ^p+i == S a! ^i + ^p appartient à (<pi ,. . ., ̂ ). Pour

p = C^ on a donc / = ^ + ̂ \ avec ^f G^ et ̂  plate sur S, et d'après
les propositions 1 et 3, ^G^.

Démonstration du lemme 2. — Nous allons d'abord définir
sur G — F des champs de séries formelles A^ ,. . ., Aj^, tels que

k
pour tout x E G - F, T^ ^ = ^ (T^ A,) (T^ <^,). Puis nous montre-

1=1
rons que les champs A,., prolongés par le champ nul sur F, sont les
champs de fonctions a, de classe C°° sur Î2.

Nous utiliserons la remarque suivante : soit ^ ( X ^ , . . . , X ^ )
une fonction de classe C°° telle que ^(0 , . . ., 0 , X^+i ,. .. , X^) = 0.
Alors

f X F ^
k „< 3^

^(X)=S ^f -^ (^ , . . . , rX, ,X,^ , . . . ,X, )^ .À ^o 3X,

On définit 6 : Î2 ———> R", par

0M = (^i00,. • . ̂ fcW.^+i ,. . .,^) .

Le jacobien de Q est D ^ ? ' " 9 {pk) et, pour tout a E G - F, 0 induit
D(Xi , . . .,^)

un difféomorphisme d'un voisinage de a sur un voisinage de 6(a).
Le lemme 1 indique comment varient ces voisinages quand a reste
dans un compact fixe K, ce que nous pourrons supposer pour la
suite de la démonstration.

Pour un tel compact il existe, par hypothèse, deux constantes
C, > 0 et a > 0, telles que :

VxEKHG. l"?———-^ >C,d(x^f.
D(x^ ,. . . ,x^)

a) Définition des champs A,.
SoitûE(G — F) H K. Avec les notations du lemme 1, où on

choisit p^ = |ô(û)|, 0 induit un difféomorphisme 0^ de V^ sur Ûi^
Pour XG (^ posons : ^(X) = ^(^(X)). On a donc :
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^ (0 , . . . , 0 ,X , , , , . . . ,X^=0 et ^(X)=f X, P ̂
,== i ^o ÔX,

(rx,,...,rx^x^,...,x,.)dr.
En désignant par (S^.(^)) la matrice des cofacteurs de la matrice

jacobienne de 6 en .x, on a :

^(X)=i^(Q^(X))6.'(0,l(X))
OA .̂ y=( (Ut", 0

d'où

VxGV, ^(x) = ^(00c)) = t ^(x) /1 (S ̂  ̂ ) °
(=1 -0 ^/Sl OXy ô '

°(/ , (x.f))^ (1)

où l,(x. t ) est une fonction de classe C°° à valeurs dans Vy :

la(x.t)=0^(t^(x),...,t^(x),x^ , . . . , x ^ ) .

Posons:A,,=^(S^^)o(^.0)^.

Le chemin l^(x, t) dépend de a et les fonctions A^ , aussi. Mais
si x G G, ^ (x) = .. . = <^(x) = 0, et /^(^ , / ) = x. En particulier
l^(x, r) est alors indépendant de a. Il en résulte que la série formelle
en un point xCV^^G de A^ , est indépendante de a et définit
donc sur (G - F) H K un champ de séries formelles A,.

b) Prolongements des champs A,..
Fixons w G N . Nous allons d'abord majorer ||A^ ,|F .

'a
Pour tout multi-indice cj == (a;i , . . ., c^) on obtient en déri-

vant la formule (1)

v^0^.)^ \f'^ a, (2)
Dx" "o ô21^1^^))

D^'lipoù P, ^ (.x:,/) est un polynôme en /, en les ^, (x) pour
^|t^"| ^

Ic^ 'Klûî l + 1, et en les -.—— da(x. t)) pour |(«/'|<M + 1,

dont les coefficients sont indépendants de a.
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De (2) on déduit :
MF'1

"^^(a.F)^' (3)

pour tout a E (G - F) H K.
On voit facilement qu'il existe une constante €3 > 0, telle que

Vjc E V^ d(x , F) < €3 d(a, F). Il en résulte, puisque <p est plate
sur F, que pour tout p^N, il existe une constante C(p), indépen-
dante de a, telle que :

\\\i\Ç < C(p) d(a . F)p . (4)
* a

Désignons toujours par A, les champs A, prolongés par le champ
nul sur F. Pour montrer que A/ est le champ d'une fonction de classe
C00 sur S2, il faut montrer ([4], chapitre I) que, pour tout m G N, il
existe un module de continuité e tel que :
Va e G n K, V6 e G n K, Vjc e R" :

|T^ A,(x) - T^ A,(x)| < (||a - JciF + \\b - JcD £(||a - 6||) .

Nous distinguerons trois cas. Dans chacun d'eux on peut déter-
miner un tel module de continuité.

1) a et b appartiennent à (G - F) H K et

d(a, b) < C' C\ d(a, F)2" < C'|S(a)|2 = C'|S(û)|p, .

Alors, d'après le lemme 1, b G Va • Sur V^ H G le champ A{ est
celui de la fonction A^ ^ II existe alors une constante H ̂  > 0 telle
que :

IT^A.M-T^A.WI^H^IIa-^ir+l lé- jcl l^l la-él l l lA^,!^1

et d'après (4), HA^lÇ^ est bornée quand a décrit (G - F) H K.

2) a et b appartiennent à (G - F) H K et

d(a,b)>CIC\ dO^F)2^.

On voit alors facilement qu'il existe une constante C[ telle que :

ûKû^X^^F)2^

D'après (4), il existe pour tout entier p, une constante H(p)
telle que :
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IT^ A,(x) - T^ A,(x)| < |T^ A,(x)| + |T^ A,(x)|

<H(p) ( ( l 4- lla-xir)^^ + (1 + \\b - xF) d(é , F)^
1 î P P

<H(p)(sup(^^))Ta"(2+ ||a-;cir4-||é-xir)||a - éll^

et il suffit de prendre p > 2a(m + 1).
3) Si a ou 6 appartient à F H K, l'un des deux termes de la dif-

férence |T^A,(x) -T^A,Oc)| est nul et on majore l'autre comme
dans le 2^ cas.

5.

Dans ce paragraphe on suppose, en outre, que Î2 est un voisi-
nage de l'origine dans R".

PROPOSITION 5. - Si 3 ' est fermé, et si pour tout x E S — {0},
T^ 6 n'est pas diviseur de zéro dans l'anneau ^c/T^ 3, 3 est un idéal
fermé.

Démonstration. — Soit y? une fonction adhérente à 3\ Puisque
TQ ^ ^ TQ 3, on peut supposer Tç ^ = 0. Puisque 3c3' et que^' est
fermé, ^ ç - 3 ' :

^ = = 1 ^,1 ^+^i 5 .
i=i

Dans cette égalité on peut supposer que a, ^ et ^ sont plates
en 0.

En effet, d'après le lemme du chapitre I, on peut écrire <p = <p'. ^ff

^ et ^ff plates en 0, ^ ' ( x ) > 0 pour x =^= 0 ; la fonction ^p" qui
appartient ponctuellement à 3, appartient à 31 ([4], chapitre II),
ce qui donne le résultat.

s
Pour tout x ^ 0 on a T^ <p = ^ (T^ a, ̂  T^ </?,) + T^ ̂  T^ fi,

1=1
et par hypothèse T^ <p E T^ 3. Puisque Ty fi n'est pas diviseur de zéro
dans ^/T,5 et que T^ ̂  T^ fi E T^^, on a T^ ̂  E T^.
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Comme on a aussi TQ ̂  == 0 G TQ H , il résulte du théorème spec-
tral de Whitney ([4], chapitre II) que 4^ est adhérente à 3.

D'où (^ = S (a, i + Sa, 3) <^, + ̂  S2 avec ̂  plate à l'origine.
1=1

En itérant ce raisonnement on obtient :
s . p .̂«"^(s. 'i'l',.;.l)<'l+'l̂ ,.t8'"

avec ^p+i plate à l'origine.
Soit K un compact contenu dans V(6). Si dp est un nombre

> 0, on désigne par e une fonction nulle sur ^x, d(x, K) >
^r 11

^(x,K)<^égale à 1 sur •< x , d ( x , K) < —— ^ et telle que :
2dpf

nl^lc | ru eP\ ^ "M
. D^ | dĵ l

où Cj^j est indépendant de p ([4], chapitre I).
Puisque la fonction S^/p+i est nulle sur K, ainsi que ses dé-

rivées jusqu'à l'ordre p — 1 indu, on peut, par la formule de Leibnitz,
déterminer la suite de nombres d de telle sorte que

ii^^^p.iC1 <-^ •
La série ^ ^ p ^ ^ p + i converge alors uniformément, ainsi

p^o
que toutes ses dérivées. Soit a, ^ la somme de cette série. Pour toutp

P
la fonction a, ^ - Y 57 ^1,7+1 est P-plate sur K.

/-o
Par une partition de l'unité on construit alors des fonctions

a, E &(Î2), f = 1 ,. . . , 5, telles que, pour tout p, la fonction
p
1:/=o

a! - S ^^J+l

soit p-plate sur V(ô).
La fonction
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^ - S ^ ̂  = S (^ 57 ̂  - ̂ ) ̂  + ̂  6^

est donc p-plate sur V(5), pour tout p. D'après la proposition 4,

et puisque 3\ fermé, est de -feojasiewicz, la fonction ^ - Y a, < ,̂ ap-
1=1

partient à 3'.

COROLLAIRE. - Soient ^ , . . . ,<^ d^ éléments de 8(Î2). 5'f
^(^i » • . . ^p) contient une puissance de m^m^ est l'idéal de
8(S2) /orm^ d^ fonctions nulles à l'origine), l'idéal (^ , . . . , ̂  )
^ fermé.

Démonstration. - On applique la proposition 5 avec :

3 = (̂  ,..., ̂ ) ; ̂  = s = p ;

^É^+K0^-"9^)^À ! t ^ D ^ , , ^ ) /- i p
On a V(S) = 0 et ô vérifie ^(0 , î2). L'idéal 3 ' = ^ + (5)

est donc fermé. Les hypothèses de la proposition 5 sont vérifiées.



CHAPITRE III

1. Un critère de platitude.

Soit A un anneau local régulier de dimension p, d'idéal maximal n,
de corps résiduel k = A/^. Soit VU un module de type fini sur A ;
supposons OTC^CO). On appelle Wi-suite de A (J.P. Serre, [6],
chapitre IV) toute suite a = = { û 4 , . . . , û ^ } d'éléments dentelle que,
pour tout i, 1 < i < k, a^ ne soit pas diviseur de zéro dans
3H/(ûo , . . . ,a,_i). Wt (on pose OQ = 0). On note (a) l'idéal en-
gendré par û4 , . . . , a ^ dans A.

Soient A la catégorie abélienne des A-modules de type fini ;
6 une catégorie abélienne ; 6 ' une sous-catégorie abélienne de 6
telle que, pour toute suite exacte C' ———> C ——> C" de la caté-
gorie , l'hypothèse C', C" G <â' implique C G (°\ Si T est un foncteur
additif, exact à droite, de A dans 6, on désigne par L,T, le i01"® fonc-
teur dérivé à gauche du foncteur T. La dimension homologique
globale de A étant égale à p, on a L, T = 0, si i > p.

LEMME 1. - Soit Wi un module de type fini sur A. // existe
un nombre fini de A-suites atf de A telles que : pour tout fondeur
additif et exact à droite T de A dans G, l'hypothèse : pour tout a,
Li TCA/CÛ^)) E 6', implique : \/i > 1, L, T(3K) E Q\

Démonstration. - Soit a = {a^ , . . . , a^} une A-suite de A. Po-
sons ûy =={û4 , . . . ,ûJ pour ;G [1 , k] ; OQ = 0 et supposons que
les L^ T(A/(ûy)) appartiennent à G'. Montrons, par récurrence sur
7 ,queW>"l L,T(A/(a,))ee\

Si 7 = 0, le résultat est trivial. Supposons ; > 0 et considé-
rons la suite exacte :

(0) ———> A/(û^) -^—> A/(û,_^) ——> A/(û,) ——> (0)

où û^ désigne la multiplication par a.. On en déduit une suite exacte :
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L,T(A/(û,_^)) ———> L,T(A/û^)) ———> L,_^ T(A/a^)) .

D'après l'hypothèse de récurrence, Vz > 2, L^ T(A/(a.))ee',
c.q.f.d.

En augmentant, si nécessaire, le nombre des suites û^, nous
pouvons donc, dans l'énoncé du lemme, remplacer l'hypothèse par
la suivante : "pour tout a et tout i> 1, L, 'HA/O^Ee'".

Montrons, par récurrence sur la dimension p — k du module
3TC, puis par récurrence descendante sur ^ > 1, qu'il existe des A--
suites de A, telles que l'hypothèse : Va, Vf > 1, L, T (A/û^)) E & '
implique L, T(3K)e<°'.

L'anneau A étant noethérien, il existe une suite croissante :
(0) = OÏ^o C 01̂  C . . . C 01̂  = 3TC de sous-modules de CTt et des
idéaux premiers p̂ . de hauteur > k, tels que V/ G [/, s] ,

^//^-i ^A/p, .

(J.P. Serre [6], chapitre I, corollaire 4 de la proposition 7). Utilisant
la suite exacte des L, T et la première hypothèse de récurrence,
on peut donc supposer que OTC = A/p où p est un idéal premier
de A, de hauteur k.

Sip - k = 0, i.e. si dim(Oll) = 0, nécessairement p = n. L'anneau
A étant régulier, l'idéal maximal n_ est engendré par une A-suite
{û4 , . . . ,0?} et, dans ce cas, le résultat est trivial.

Supposons p - k > 0. Si ÎQ > p, L^ T(!ÏH) = (0). Soit

a = {û^, . ., , a^s

une A-suite de A telle que p soit un idéal premier minimal contenant
(a). On a :

(a) = q^ H . .. 0 q,

où les q, sont des idéaux primaires de hauteur k et, par exemple,
p est la racine de q = q^ .

Considérons la suite exacte :

(0) ——> A/(û) ——> © A/q, ——>STC ———> (0)

où l'on désigne par t l'injection obtenue, par passage au quotient,
de l'application : A 3a^——> ( a , . . . , a) GA^. Visiblement,
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dim(9t) <p - k .
D'après la première hypothèse de récurrence, il existe des A-suites a^
telles que l'hypothèse : Va, \fi > 1, L, TCA/^E &' implique :

L^T(5l)ee' et L^T(A/(û))ee', donc L,^T(A/q)ee ' .

Le module A/q étant p-primaire, il existe une suite exacte :

(0) ———> A/p ——> A/q ——> ae ——> (0) .

où 96 est un module de dimension < p — k. On en déduit une
suite exacte :

L^i T(9e) ———> L,^ T(A/p) ——> L,^ T(A/q) .

D'après la seconde hypothèse de récurrence (celle sur f^),
il existe des A-suites a0 telles que Fhypothèse :

V|3, \/i> 1 , L,T(A/(a^))ee'

implique : L, ^ T(3e)Ge\ D'après la suite exacte précédente,
si l'on a simultanément L^TCA/O^)) G S' et L, T(A/(û^)) E ô' :
L, T(A/p)ee', c.q.f.d.

COROLLAIRE 1. - Soit 3TC î^ module de type fini sur A. //
existe un nombre fini de ^-suites a^ de A telles que, pour tout mo-
dule B sur A, l'hypothèse '.

pour tout a, TOR^A/^), B) est de longueur finie
implique TOR^(3TC, B) est de longueur finie.

Démonstration. — On applique le lemme 1, en prenant pour G
la catégorie des A-modules ; pour Qf la sous-catégorie pleine de 6
dont les objets sont les modules de longueur finie ; pour T le
foncteur • ®^ B.

COROLLAIRE 2. — Un /^-module B est plat (resp. injectif) si et
seulement si pour toute A-suite a de A, on a :

TORf(A/(û), B) = (0) (resp. EXT^(A/(û), B) = (0)) .

Remarque. — Soit a = {a^ ,. . . , a^} une suite d'éléments de A
et soit B un module sur A. Le module Oî^(a) des "relations entre
les û, à coefficients dans B" est le noyau de l'homomorphisme :
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B ^ 3 ( ^ , . . . , & ^ — — — — > ^ û , ^ . G B .
/=!

On a visiblement : TOR^(A/(a), B) = ^(û)/^^) • B.
Le module ffi^(a) contient toujours les relations dites "triviales" :

r^ = (̂  ,. .. ,̂ ) où r^ == 0, si 7 =^ a et ft ;r^ = - ̂  etr^ = a^.
Si a est une A-suite de A ou si (a) = A, ^(a) est engendré par

les relations triviales. "" "

2. En général : dim^TOR^ ( 311, S)) < oo .

Soit^î2 un voisinage ouvert de l'origine 0 de R". Les anneaux
&o» ^o» ^o définis au chapitre I, seront notés respectivement g,®r, 9
(il n'y a aucune confusion possible : nous n'utilisons pas dans ce
chapitre les faisceaux S et S du chapitre I).

Rapportons l'espace euclidien R"(resp. R^) à un système de
coordonnées ^ = (^ , . . . , ̂ ) (resp. j; = (^ , . . . , ̂ )). Soit (ïp
l'anneau des germes de fonctions à valeurs réelles, analytiques au voi-
sinage de l'origine de R^ Soient jw l'idéal maximal de S ; n celui
de û^,.

Désignons par Hom(ûp, S) l'ensemble des homomorphismes
de R-algèbres de QLp dans 8. On définit une bijection 2 :

jBm30=(^ ,...,^) ———>eeHom(û^,&)

en posant : V/e ̂  , Q (f) = /(^ , . . . , 0^) (pour tout 6 appar-
tenant à Hom((a^ , S), on a S-^O) = (00^),. . . , Q(^))).

Soit T : & ——> g? = R[[^c^ , . . . , x^]] la surjection qui asso-
cie à tout germe sa série de Taylor à l'origine. On en déduit une
surjection T^ :

^ 3 (6, ,. . . , Q^——> (T(^),. . ., T(^)) GS^ .

Soit TT la projection canonique : ® w ——> ® m/m2.
P p — —

DEFINITION. - Une propriété <ê relative aux éléments Q de
Hom((S£p , S) est vraie en général, si VÇ G ® m/m2, il existe dans ̂ p
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une provariété algébrique de codimension infinie Ve telle que tout 0
appartenant à S^T^)"^®^ — Vç) H pr"1^;)) satisfasse à © (pour
la définition d'une provariété algébrique, nous renvoyons à [7],
chapitre I, § 1).

Remarque. — II serait naturel d'adopter la définition suivante
(cf. J. Cl. Tougeron [7], chapitre I, § 3) :

Une propriété ® relative aux éléments © de Hom((SK-,ê) est
vraie en général, s'il existe dans ̂ p une provariété algébrique de codi-
mension infinie V telle que tout 0 appartenant à

2(0^" ̂ (^p - V)nem)P """
satisfasse à® .

Avec cette définition, la proposition 1. et donc la proposition 3
de ce chapitre, sont vraies ; malheureusement, nous ne savons pas
démontrer la proposition 4.

Posons 9 = T o 0. Si TT est un idéal de (St on note simplement
0[7r] l'idéal engendré par O(TT) dans & ; par ©[TT]) l'idéal T(0 M),
engendré par 0(7r) dans ^.

PROPOSITION 1. — Soit ÎT un idéal propre de hauteur k de QL .
En général, la hauteur de @[n] est égale à inf(fc, n).

Pour la démonstration, nous renvoyons à [7], chapitre I, propo-
sition 2. En fait, on y démontre le résultat avec l'anneau des poly-
nômes R[y^ ,. . . , y p ] au lieu de QLp = R{{^ , . . . , y^}}, mais la
démonstration se transpose sans difficultés.

PROPOSITION 2. — ([7], chapitre I, corollaire proposition 1). Soit
Î2 un ouvert de R" et soit 3 un idéal de ê(î2). L'application
Sî 3 x ^-~w^> ht(T^(!f)) est semi-continue intérieurement.

Soient 0 appartenant à Hom(û- , ê) ; 3TC un module sur QL ;
B un module sur & : Q munit B d'une structure de QL -module. Le
module TOR^COTC, B) sera noté TOR^OK, B) ; de même OTC®^ B

sera noté 311 ®Q B.

PROPOSITION 3. - Soit a = {û?i , . . ., a^t une (SK^-suite de QLp :
\)si k<n, en général : TORf^/OO, §0 = TORf^/Ca),

^)=(0).
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2) si k>n, en général : TORf^/Cû), Si) est un R-espace
vectoriel de dimension finie isomorphe à TOR°((Ï /(a), ^).

Démonstration. — Soit Î2 un voisinage ouvert de l'origine de R"
et soient ^ ,. . . ,<^ des éléments de ê(î2) induisant respectivement
à l'origine les germes 0(ûi), . . . , @(a^) (donc To(<^)) = ©(û,)).

Soit îf l'idéal engendré par les < .̂ dans S (î2).
1) Si k < w, d'après la proposition 1, en général ht^î^O)) =k.

Supposons cette condition satisfaite. D'après la proposition 2, en
diminuant Î2 si nécessaire, \/x G Î2, htÇT^H)) > k. Ainsi, ou T^) = g^,
ou {T^(<^), .. ., T^(^)} est une S^-suite de Siy. Dans l'un ou l'autre
cas, le module des relations entre les T^(<^.) est engendré par les
relations triviales (cf. remarque du § 1). En passant aux germes
à l'origine :

^(û) • ̂  = ^^a) ; de même : ̂  (a) - ̂  = <%,(û), c.q.f.d.

2) Si k > n, d'après la proposition 1, en général hiÇT^S)) = n.
Supposons cette condition satisfaite. D'abord, le module TOR°((Ï / (a ) ,
§0 est un R-espace vectoriel de dimension finie (car ^/(a).Si est un
R-espace vectoriel de dimension finie, i.e. de support réduit à l'idéal
maximal de §if).

Montrons ensuite que l'application canonique :

ûW/<%^(a). Si ^ TOR^ap/to), Si) ——> TOR0^/^), g?) ̂

-û^(û)/û^ (a) Si .P
est un isomorphisme, ce qui terminera la démonstration. D'une part,
cette application est visiblement surjective. D'autre part, si S2 est
assez petit, l'ensemble des zéros de l'idéal 3 se réduit à l'origine.
Donc, VxEi2 -{0}, T^(^) = ̂  et le module des relations entre
les T^(<^,) est engendré par les relations triviales. Passant aux germes,
on voit que toute relation entre les a^ à coefficients dans Si et plate
à l'origine, est combinaison linéaire à coefficients dans i^de relations
triviales. Ceci prouve que l'application précédente est injective,
c.q.f.d.

COROLLAIRE. - Soit VSt un module de type fini sur QL . En
général :
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TORfCOTl, Si) est un R-espace vectoriel de dimension finie.
Cela résulte de la proposition précédente et du corollaire 1 du
lemme 1.

3. En général TORf(OH , ̂ /ê) = (0).

Soit TT un idéal de QL engendré par des éléments <&^ ,...,$,.
On note IjçW l'idéal engendré dans QL par $^ , . . . , <ï>^ et tous les

D($/ , . . . , $ , )
jacobiens ——-1—————-A--

DO^ • • • ̂ /,)
De même, si î) est un idéal de & engendré par des éléments

^ , . . . , <^, on note J^(^) l'idéal engendré dans S par ^ , . . . , ̂
D(^,...,^)

et tous les jacobiens —————————•D(^,...,^)

On désigne par 3 la racine de l'idéal 3, i.e.

^ = { ^ e & , 3 w G N , ^e^}.

PROPOSITION 4. — 5'o^ 7r MM îd^û/ d^ Cï . En général :

m.e[J^(7r)]C^(0[7r]).

Pour la démonstration, nous renvoyons au théorème de quasi-
transversalité (J. Cl. Tougeron [7], chapitre I). En fait, on y dé-
montre le résultat avec l'anneau des polynômes R[^i , . . . , > p ] au
lieu de QL = R{{y^ , . . . , > / } } , mais la démonstration se transpose
sans difficultés.

PROPOSITION 5. — Soit OU un module de type fini sur QLy
En général, 31Î ®Q 8 est un module de Fréchet sur à.

Démonstration, — Le module 311 étant de présentation finie
(car QL est noethérien), le module 3TC ®@ ê est de présentation finie
sur ê.

Nous procédons par récurrence sur la dimension p — k du mo-
dule 9K. Si OK = (0), i.e. si p - k = — 1, le résultat est trivial.
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Supposons p — k > 0 et admettons le résultat pour tout module
de dimension strictement inférieure à p — k

1) Supposons d'abord que 3îl= QLp/ir, où TT est un idéal premier
de hauteur k de QL Considérons d'abord le cas ir = n(i.e. p — k = 0).
Visiblement, lp(n) == QLp. D'après la proposition 4, en général :
Jp(®[îîD ̂ m' Si < ^ , . . . , < p sont des représentants respectifs de
Q ( y ^ ) , . . . , ©Op) sur un voisinage Î2 de l'origine de R", et si Î2 est
assez petit, Jp(^ , . . . ,<^p) contient une puissance de l'idéal m^ de
8(S2) formé des fonctions nulles à l'origine. D'après le corollaire
de la proposition 5, chapitre II, l'idéal engendré dans 8(Î2) par
les^ , . . . ,^ est fermé et donc a^®Q & == S/(6(^),..., 6(^))
est un module de Fréchet.

Supposons p - k > 0, i.e. TT c n. Il existe une famille { < ï > ^ , . . . , $,}
de générateurs de l'idéal TT et A G (n - TT) H J^($i , . . . ,4^) tels
que, pour f == k + 1 , . . ., s, A • $. appartienne à l'idéal engendré
dans ÛLp par $^ , . . . , $^ (résultat classique, cf. B. Malgrange [4],
chapitre III, § 5).

a) D'après la proposition 4, en général :

w.0(A)CJ^(e(^), . . . ,0(^))

i.e. puisque 0(A)Ew :

0(A)ej^(e(^),...,0(^)).
b) Pour tout / = k + 1 , . . ., s, 0(A) • 0($y) appartient à l'idéal

engendré dans & par 0($i) , . . . , 0(<f>^).
c) On a ht(ir + (A)) > fc D'après l'hypothèse de récurrence,

en général &/@[ir + (A)] est un module de Fréchet, i.e. ©[TT 4- (A)]
est un idéal fermé de S.

d) Considérons la suite exacte :

(0) ———> 0,/TT -^—> 0,/Tr ——> (Stp/Tr + (A) ——> (0)

(où A désigne la multiplication par A). On en déduit une suite exacte :

TORf«S£p/7r + (A), S) ——> S/TT . Si A > S/TT . ̂  .

En général (corollaire de la proposition 3) le noyau de l'appli-
cation SÎ/TT • 9 —~—>il/7T •§? est un R-espace vectoriel de dimension
finie.
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Soient <^ , . .. , <^, ô des représentants respectifs de

0(^) , . . . ,0(<Ï>,) ,e(A),

sur un voisinage Î2 de l'origine de R". Soient^ l'idéal engendré dans
8(Î2) par <p^ , . . ., <^ ; 3' l'idéal engendré dans 8(Î2) par <^i , . . . , <p,
et S.

D'après a), b), c), d) et la proposition 5 du chapitre II : en géné-
ral, 3 est un idéal fermé de 8(Î2) (on choisit, bien entendu, pour
chaque ©, un voisinage Sî assez petit) ; donc 0[7r] est un idéal fermé
de 8, Le. Û^/TT . QLp ®Q 8= 8/0[7r] est un module de Fréchet sur 8.

2) Soit OU un module de type fini sur QL de dimension p — k.
De la suite exacte : (0) ———> S ——> ^ ——> H?/ 8 ——> (0),
on déduit une suite exacte :

TOR^m.l?) ——> ^:OR@(Vtt,Si/&) ——> m®Q 8 -t——>

(OT^Q 8)^ ^.

Le module 3TC»Q 8 est un module de Fréchet si et seulement si
dim^(ker i) < oo (chapitre I, proposition 8). D'après le corollaire de
la proposition 3, en général : dim^^OR^OU, §?)) < oo. Si cette
condition est satisfaite, d'après la suite exacte précédente, OTC®Q 8
sera un module de Fréchet si et seulement si TOR°(3TC,^/8) est un
R-espace vectoriel de dimension finie.

L'anneau QL étant noethérien, il existe une suite croissante :
(0) = V(LQ C 31̂  C .. . C Jïl, = 3TC de sous-modules de VU et des
idéaux premiers TT, de hauteur > k, tels que

V7^[L5],ÎW^,_i ^OLpl^

(J.P. Serre [6], chapitre I, corollaire 4 de la proposition 7).
D'après la première partie de la démonstration et la remarque

précédente, en général : V/E[1 ,5] dim^TOR^QLp/^, ̂ /8)) < °° .
D'où en utilisant la suite exacte des Tor : en général,

dim^aOR^OK ,^/8)) < oo ,

et, en conclusion : en général, OIÎ^Q 8 est un module de Fréchet,
c.q.f.d.

COROLLAIRE. - Soit Oit un module de type fini sur OLy En gé-
néral, TORf^OTl^) est un ^.-espace vectoriel de dimension finie.
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Démonstration, — De la suite exacte :

(0) ———> 8 ———> S ——> Si/S ——> (0)

on déduit une suite exacte :

TOR^(m,^/8) ——^TORfcaH.S) ——>rTOR@(mL^)——>

TOR®^, S / ê ) ———> 3K»Q 8 J-^ 3TC®e .̂

D'après le corollaire de la proposition 3, et la proposition 5,
en général TOR^OTC,^) est un R-espace vectoriel de dimension
finie et Oit ®Q g est un module de Fréchet (i.e. ker i = (0)). Donc
en général : dimR(TOR®( 311,̂ /8)) < oo ; de même, en général :
TOR^( WL,SS/&) est un R-espace vectoriel de dimension finie (car
TOR^OTl.gVg^TOR^at.i/S), où STL est le noyau d'un épi-
morphisme QL^ ———> Oit). Le corollaire est alors immédiat,

LEMME 2. - Soient 3TC un module de type fini sur QLp et
@ € Hom((Slp , S). Si OTÎ^Q S est un module de Fréchet sur & et si
TOR^SII, S) est un R-espace vectoriel de dimension finie, les appli-
cations canoniques :

rTOR@(WL,S)—u—>^OR@(yïL,<S) v > TORfOr^gO

sont des isomorphismes. En outre, TOR^OTC, ̂ /8) == (0).

Démonstration. — De la suite exacte :

(0) ———> N ——> û^ ——> 7(i ——> (0)

on déduit, en tensorisant par & sur QL , une suite exacte :

(*) (0) ———> TOR^CTC, S) ——> N ®Q & a > &q p >
VH^S ———> (0) .

Le module 3Ç = Im a = ker j3 est de présentation finie (car
N ® Q & est de présentation finie et TOR^CTt,^) est de type fini)
et c'est un sous-module de &q : visiblement, 3€ est un module de
Fréchet. D'après la proposition 5 du chapitre 1 :

TORf(OK®Q 8,§0 = TORf(ge , g?) = (0) .

En tensorisant par Si sur & la suite exacte (*), on obtient donc une
suite exacte :
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(0)———> TORfcW^g)®^ ———> N ®Q ^ ——>§^ ——>
OTZ®Q ^ ——> (0) .

Donc TOR®( OTI, @î) ^ TOR^OTt, S) ̂  Si ^ TOR^OTC, S) (on a ce
dernier isomorphisme car TOR^OTC,® est un R-espace vectoriel
de dimension finie). Ainsi, v o u est un isomorphisme.

Il reste à montrer que u est surjective. Le module 9€ étant
de présentation finie, OH®Q S admet une 2-présentation finie. D'après
la proposition 6 du chapitre I, TORf (3TC®Q ê,§0 = (0). En tenso-
risant par ^ sur & la suite exacte (*), on obtient donc une suite
exacte :

TOR®(3TC, S) ̂  9 ——> N ®Q S ——> ̂ q ——>
Vit ®Q^ ————————————————> (0) .

Puisque TOR®( Oit, S) ^ TORfOTC, 8) ̂  ®, on en déduit que u est
surjective.

Enfin, on a une suite exacte :

coker u ———> TOR®( OTC, ^/8) ——> ker i ;

puisque ker i = coker u = (0), TOR^OTC , §/&) = (0), c.q.f.d.
On déduit du lemme précédent, de la proposition 5 et de son

corollaire, le

THEOREME 1. — Soit 3TC un module de type fini sur QL . En
général :

1) V^^Q 8 est un module de Fréchet sur S.
2) \fi > 1, TOR®(3TC , H?/&) = (0).
3) \fi > 1, TOR^STC, 8) ^ MW R-espace vectoriel de dimen-

sion finie et Von a des isomorphismes canoniques :

TORfOÏl , S) ̂  TOR^OTC , ̂ ) ^ TORfcOTC , §î) .

COROLLAIRE. — Soit v un idéal de QLp. En général ©[w] est un
idéal fermé.
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4. Compléments.

Nous complétons le théorème 1 par un certain nombre de
remarques.

A) Supposons p < n.

L'idéal maximal n de OLp étant engendré par la (St.-suite
y = (y\ » • • • » J p ) » d'après la proposition 3.1) : en général,

TORfoa^.g^CO).

Il en résulte, d'après un critère bien connu (N. Bourbaki, [l], cha-
pitre III) que S? est alors un module plat sur OL. On déduit de là
et du théorème 1, le :

THEOREME 2. - Supposons p <n.
1) En général, ^ est un QL-module plat, ie. pour tout module

OÏl sur QLp et tout i > 1, TOR^OTl, gî) = (0).
2) Si WL est un module de type fini sur OL . en général :

W > 1 TOR^OTl , g) = TOR^OTC ,^) = (0) .

Remarque 1. — Supposons p == w ; posons <ïp = Ct et prenons
pour 0 l'injection définie par 0(^) = je,.. D'après les théorèmes
1 et 2, si OU est un module de type fini sur QL, OH^â est un module
de Fréchet ; en outre l'anneau 8 est un (St-module plat. On retrouve
un théorème de B. Malgrange (cf. [4], chapitre VI). De même
®, S sont plats sur (SI. Moyennant celle de Si, le lecteur vérifiera que
la platitude de 9 équivaut au théorème de cohérence d'Oka (i.e.
le faisceau structural d'une variété analytique est cohérent). Ce
théorème est d'ailleurs un corollaire immédiat de la proposition 2
et du corollaire 2 du lemme 1.

Remarque 2. — Nous donnerons ultérieurement des conditions
suffisantes très larges pour qu'un morphisme © : QL ———> & soit
plat. Ces conditions étant vérifiées en général, on a donc le résultat
plus précis : "si p < n, en général 8 est un module plat sur CL".
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B) Supposons p > n.

Posons y^ = (y^ , . . ., ̂ ).

LEMME3. - 5ï TOR®(^/(^), g?) = (0), o^ a pour tout mo-
dule VIL sur QLp et tout i > p -\ TOR®( 3TC, @0 = (0).

Démonstration. - L'hypothèse signifie que {Ô(^) , . . . , ©O^)}
est une 9 -suite de S». Les complexes de l'algèbre extérieure :
K^^ ,... ,y^) et K^QÇy,) , . . . , 0(^)) = K^O^ , . . . ,^) ̂  S?
sont des résolutions à gauche de QLpl(yn) et QLpKy^ ®@ §? respective-
ment (J.P. Serre, [6], chapitre IV). Il en résulte que V f > l ,
TORf^/Q^), Si) = (0).

En utilisant la suite exacte des TOR et les suites exactes (pour
7 > n) :

(0) ——> <VQ^) -^^ a^) ——> <VQ^) ———> (0)

on vérifie que : Vj > p - n TOR^QLp/n , Si) = (0).
Soit 3TC- un module de type fini sur OLp. Démontrons par récur-

rence sur p - k = dim(Oît) que TOR^^ÏZ,, Si) = (0) pour i > p - n.
On peut supposer que 3TC = QL p/7T, où v est un idéal premier de hau-
teur k. Le résultat est démontré lorsque TT = n, i.e. k = p. Si Jk < p,
soit 6 E w — ÎT et considérons la suite exacte :

(0) ————> Û^/TT -s-^ Û^/TT ———> Û^/TT + (5) ————> (0) .

D'après l'hypothèse de récurrence, Vî > p - n,

TORe((a^r+(6),§î)=(0).

II résulte alors de la suite exacte précédente que :

TOR^/TT , @ï) = 6. TORf^/TT, Si) .

Par le lemme de Nakayama, TORf^/îr ,§?) = (0), c.q.f.d.
Soit 3TC un module de type fini sur QL. Supposons 3TC =^ (0).

La codimension homologique de 311 (notée codh(<ÎH)) est la longueur
d'une 311-suite maximale (J.P. Serre [6], chapitre IV). La dimension
homologique de OU (notée dh(Wt)) est le plus petit entier q > 0
pour lequel il existe une suite exacte :



218 JEAN-CLAUDE TOUGERON ET JEAN MERRIEN

(0) ——> QL^ —> a^-1 ——> ... ——> a;0 ——>
Vît ——>(0)

L'anneau QLp étant régulier, on a l'égalité : dhWL) + codh(î)îl) = p
(cf. J.P. Serre [6], chapitre IV, proposition 21).

THEOREME 3. — Supposons p > n.
1) En général, pour tout module Wi sur (X? et tout i > p - n :

TOR®(3TC, §f) = (0).
2) Si 3TC est un module de type fini sur (Stp, 3TC ̂  (0), en gé-

néral : V; > sup(0 , dh(:fïi) - n)

TOR^OTl, S ) = TOR^OTÎ , S) = TOR^OTl, Sï) = (0) .

Démonstration.
1) résulte immédiatement du lemme 3 et de la proposition 3,1) ;
2) d'après le théorème 1, il suffit de montrer qu'en général,

Vf > sup(0 , dh(VTC) - n\ TOR°(OTl , g?) == (0).
Nous procédons par récurrence descendante sur q = dh(Wt).

Si q = p, cela résulte de 1). Supposons donc q < p. On a

codh(îîK) = p - q > 0

et il existe donc a G^ tel que a ne soit pas diviseur de zéro dans OTL
On a dh(WL/a- 311) = ç + 1 et par hypothèse de récurrence, en
général :

W > sup(0 , q + 1 - n), TOR^STc/û. 3TC , S?) = (0) .

De la suite exacte :

(0) ——>orc a > JIT ——> m/a.oii ——> (0)
on déduit une suite exacte, pour i > sup(0, q + 1 — n) :

TOR^OTl, g?) -̂ -̂  TORfOK , g?) ———> TOR0.̂  , g?) -^—^

TORf.^îÏlî.g?) .

Il en résulte d'abord, par le lemme de Nakayama, qu'en général :

Vf > sup(0 , q + 1 - n) , TOR^OTC , g?) = (0) .
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Si q -t- 1 — n < 0, le théorème est démontré. Sinon, q + 1 — n > 1,
et l'on a une injection canonique :

TOR^i ̂ (3K , ») -û-> TOR^i ̂ (OTI, SQ .

Mais, en général (d'après le théorème 1) : TOR^i_^(3IÎ,§0
est un R-espace vectoriel de dimension finie. L'application injective
précédente est donc bijective, et, par application du lemme de
Nakayama, en général TOR^^^(3TC ,3?) = (0), c.q.f.d.



CHAPITRE IV

Dans ce chapitre, nous donnons quelques applications des théo-
rèmes du chapitre III.

1. Les idéaux a^(OK).

Soit A un anneau commutatif et unitaire. Si Oit est un mo-
dule de présentation finie sur A, on a une suite exacte :

(„) Ap-^l-> A^ -°——> OR ———> (0) .

Soit < r E N ; si q — p < k < q, on désigne par a^(M) l'idéal
engendré dans A par les mineurs d'ordre q — k de M ; si k < q — p,
on pose o^(M) = (0) ; si k > q, o^(M) = A.

LEMME 1. - Soit A^ M > A^-°—>3TC ——> (0) une
seconde présentation finie du module 31t. On a, pour tout k E N,
cr^(M) = ^(M').

Démonstration, — Soient (^ ,. . . , e ) la base canonique de A^;
(^ , . . ., e^) celle de A^ . Posons a(^.) = x, ; a'(^) = Xy. Il existe
des C,. G A tels que :

x\ = f C^ x/ .
1=1

Considérons la présentation finie :

^-^—> A^ e ^ -°L—> wc ———> (0)

où c/'O?,) = ^, ; a"(^) = xj. Il suffit de montrer que <^(M) = ^(M")
(car on aura de façon analogue : o^(M') = a^(M")). Soit 3t le sous-

q
module de ker a" engendré par les V G{. C{ — e'., / ^ [ l .^ ] , et

f^i
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identifions A^ au sous-module A^ © 0 de A^A^. Il est immédiat
que : ker a" = ker a' ® 51, et l'on peut donc supposer que :

M' M C
0 -1.'

où C est la matrice des C,y et 1 .̂ est la matrice carrée unité de rang q\
On vérifie alors facilement que, VA: EN, a^(M) = (^(Nf), c.q.f.d.

L'idéal a^(M) est donc indépendant de la présentation (*)
du module OU et sera noté a^(3TC).

Pour tout f cEN, désignons par a^(ViL) l'idéal engendré dans A
par tous les Ç tels que Ç. 3TC soit contenu dans un sous-module de WL
engendré par k éléments. Si 1 est un idéal de A, on désigne par T
sa racine.

LEMME. 2. - On a a'^yVL) C (^(OTÏ) et a^(WL) = o^(3TC).

Démonstration. - Soit A^ M > A^ —a—>3TC ———> (0)
une présentation du module OTC. Si k> q, a^(OTC) = A = a^(Olt) (car
3IÎ est engendré par q éléments). Nous supposerons donc k < q.

Montrons d'abord que O^CSVL) C a^ÇPSt). Si k<q -p, a^(WL) = (0)
et l'inclusion est évidente. Si q — p < k < q, soit ÇEo^(OlÏ) et
supposons pour fixer les idées, que ç est le déterminant de la matrice
intersection des q — k premières colonnes avec les q — k premières
lignes de M. Désignons par (^ , . . . , £? ) et (e^ ,. . ., ̂ ) les bases
canoniques de Ap et Aq respectivement. Le système

(M(£ i ) , . . ., M(e^_^), ^_^+i , . . . , e^)

a un déterminant égal à ç et donc, par la règle de Cramer, $ • Aq est
contenu dans le sous-module engendré par ces éléments. Il en résulte
que : ^ . VtLC (a(^_^),. . . ,a(^)), Le. S G ^(OIT).
__ Pour achever la démonstration, il suffit de montrer l'inclusion :
a^(OTl) Da^(OlÏ). Soit p un idéal premier contenant a^(OTC) et dé-
signons par A:p le corps résiduel de Ap. De la suite exacte :

A^-^ A^-^ m, —> (G) .
on déduit l'inégalité : dim^ (3ltp ®A ^p)^^- Si Ç-3TC est contenu
dans un sous-module engendré par k éléments nécessairement
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^ p, car sinon Ollp serait engendré par k éléments et donc on aurait :
dim^OK,, ̂ p ^p) < k. Ainsi p D (̂ (311) et o^(3TC) D ^(3TC), c.q.f.d.

Remarque 1. - Pour tout entier k> 0, on a des inclusions :

^(î)lI)Ca^(î?1Ï) et a^(3n;)Ca^(m).

L'annulateur Ann(3TC) du module OU est égal à o^WL). D'après
le lemme 2 : a^OH) C AnnOK) et a^VH) = Ann(Olî).

Remarque 2. - Supposons que A est un anneau intègre et soit K
son corps des fractions. Le rang de 31Ï est par définition l'entier
rg(Wi) = dim^COÏl^A K)- Si A = rg(7[L), on sait qu'il existe un sous-
module L de 3TC, isomorphe à ^ h et tel que OTC /L soit un module
de torsion (i.e. il existe Ç G A - (0) tel que Ç • OTC C L). Visiblement :
^^(311) et donc ^(311)^(0).

Supposons h > 0. Si a^_^(3TC) =^ (0), il existe 17=^0 tel que
17 • L soit un sous-module libre de rang h d'un module engen-
dré par h — 1 éléments. Ceci est absurde et donc o^_^(Wi) = (0).
Ainsi :

Le rang de WL est le plus petit entier h> 0 tel que a^(OTC) + (0).

Remarque 3. - Supposons que A est un anneau noethérien
intègre. Si h = rg(WL\ posons HJOTl) = a^ffïL) : H^^tt) est l'inter-
section des idéaux premiers p de A tels que dh(^!t ) > 0 (en effet,
un idéal premier p ne contient pas a^(Olï) si et seulement si 3TC
est engendré par h éléments ; i.e. si et seulement si OTI est un A-
module libre).

Si q est un entier > 1, considérons une suite exacte :

OU ——>(0)

Posons k = rg(9t) : l'idéal o^(9t) est indépendant de la suite
exacte précédente (3TC et q sont fixés) et sera noté FL(31î). En
effet, un idéal premier p ne contient pas a^(9t) si et seulement
si 3tp est engendré par k éléments, i.e. si et seulement si 91 est
libre. On a une suite exacte :
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îÏIÎp ———> (0) .

Le module 3lp est donc libre, si et seulement si : dh(^fi ) <q (J.P.
Serre [6], chapitre IV, proposition 17). Ainsi H^(3TC) = o^(9l) est
l'intersection des idéaux premiers p de A r^fc çi^ dhÇfïL^) > q.

2. Un critère de réduction et un critère de normalité.

Dans ce paragraphe, on suppose que A = R{{x^ ,. . . ,x^}} ou
R[[^i , . . . ,^JL Si 1 est un idéal propre de A engendré par des
éléments ^ ,. . . ,<^, on note J^(I) l'idéal engendré dans A par 1

D^, -••^,J
et tous les jacobiens ————————— •

D(^, . . . ,x^)

L'anneau A/I est réduit si 1 = 1 ; équidimensionnel si T est
une intersection d'idéaux premiers ayant tous la même hauteur.

On pose <%fc(I) = <^(I)nj^(I). Le lemme suivant est une ver-
sion du critère jacobien des points simples (M. Nagata, [5], cha-
pitre VII) :

LEMME 3. - Soient ï un idéal propre de A et p un idéal premier
de A contenant I. L'anneau Ap/I • Ap est régulier de dimension
ht(p) - k si et seulement si <%^(I) <? p.

LEMME 4. — Soit 1 un idéal propre de A tel que A/I soit réduit
et équidimensionnel de dimension n — k. Alors : J.(I) C a,(I) et

/^(<5^(I))>A;= ht(ï) .

(pour la démonstration, nous renvoyons à [7], chapitre I, § 1, 4).

LEMME 5. — L'anneau A/I est réduit et équidimensionnel de
dimension n - k si et seulement s'il existe un élément ô appartenant
à <%^(I) et qui ne soit pas diviseur de zéro dans A/I.

Démonstration. — La condition est nécessaire. En effet, d'après
le lemme 4, l'idéal 0^(1) n'est contenu dans aucun des idéaux premiers
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minimaux p^ , . . ., p^ contenant I. Soit ô^ E(A - p^) H ffî^(I). On
peut supposer que, pour tout i^j, p^ ^ p^ et donc que H p, (f. p^.

/ \ ^'Soit ô jE(A - p,)n( H pj. Visiblement :\^i U

ô = É 5,S;^(I)n(r'i A - p / ) .f = i ^=1 '

Ainsi S n'est pas diviseur de zéro dans A/I.
La condition est suffisante. Montrons d'abord que 1=1. Soit

Ç G 1 et posons M == (I + { • A)/I. Si p est un idéal premier qui ne
contient pas ô, ou 1 ̂  p et visiblement Mp = (0) ; ou 1 C p : dans
ce cas l'anneau Ap/I • Ap est régulier (lemme 3) et donc 1 • A? est un
idéal premier de Ap. Ainsi : ^ G 1 • Ap == 1 • A? et l'on a encore
M = (0). Il en résulte que Mg = (0), Le. il existe ç G N tel que
6^ • { G I. Puisque ô n'est pas diviseur de zéro dans A/I, f G I.
Ainsi 1 = L

Soit p un idéal premier minimal associé à I. Par hypothèse,
ô n'est pas diviseur de zéro dans A/I et donc ô ̂  p. On a 1 = 1 = p H F,
où I' est un idéal de A tel que I' <? p. Ainsi 1 • A? = p • Ap et
^(1)<? P- D'après le lemme 3, Ap/p . Ap = Ap/I . Ap est régulier
de dimension ht('p) — k ; ainsi hf(p) = k, c.q.f.d.

Soit 1 un idéal propre de A tel que A/I soit équidimensionnel
de dimension n — k > 0. Nous allons traduire dans notre langage
le critère de normalité suivant (J.P. Serre [6], chapitre IV, théorème 11) :

L'anneau B = A/I est normal si et seulement si les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées :

1) pour tout idéal premier p de A tel que p D 1 et ht(p) < k + 1,
l'anneau local Ap/I • Ap est régulier,

2) pour tout idéal premier p de A tel que p D I e t A ^ ( p ) > f e + 2 ,
on a codh(Ap/I. Ap) > 2.

D'après le lemme 3, la condition 1) signifie simplement que :
ht(û^^(ï)) > k + 2. Soit p un idéal premier de hauteur i>k -\- 2.
L'anneau Ap est régulier de dimension i, et donc :

codh(Ap/I. Ap) = i - d/î(Ap/I. Ap)

(J.P. Serre, [6], chapitre IV, proposition 21). La condition 2) signifie
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donc que ûfA(A/l)p < ; - 2, pour tout idéal premier p de hauteur
z > f c + 2 , Le. (d'après la remarque 3 du paragraphe 1), pour
i = k + 2 ,. . . , n ; ht(îlf_^(A/ï)) > i + 1.

Si k = n - 1, seule la condition 1) intervient et dans ce cas
A/I est régulier de dimension 1. Nous avons donc démontré le :

LEMME 6. - Soit î un idéal propre de A tel que A/I soit équidi-
mensionnel de dimension n - k > 0. L anneau A/I est normal si
et seulement si ht((R,^W) > k + 2, et pour i = k + 2 , . . . , n :

ht(îïi_^A/ï))>i + 1 .

3. Transfert par 0 des propriétés de réduction
ou de normalité sur TT.

Nous revenons aux notations du chapitre III. Si 3 est un idéal
de type fini de S, on désigne par 3t un idéal de type fini de S(R'1),
chœsi une fois pour toutes et induisant l'idéal 3 à l'origine ; par
V(^) l'ensemble des zéros de 2?.

THEOREME 1. - Soit ÎT un idéal propre de QLp tel que QL/n
soit réduit et équidimensionnel de dimension p - k et tel que
dh(QLp//ïï) < n. En général, pour tout x appartenant à V(@^ïï]) et
assez voisin de 0, l anneau S^/T^Q^H]) est réduit et équidimen-
sionnel de dimension n - k En général, l'anneau S/Q [ir] est réduit
(i.e. sans niipotents).

Démonstration. - La dernière assertion est une conséquence
immédiate de la première et du corollaire du théorème 1, cha-
pitre III.

Supposons d'abord TT =^ n. D'après le lemme 5, il existe A appar-
tenant à n H <3^(7r) tel que la suite :

(0) ———> ̂ p/^ -A-^ OLph ——> QL^ + (A) ——> (0)

soit exacte. On a dh(QLp/ïï + (A)) < n. D'après les théorèmes II
et III du chapitre III : en général, TORf^/TT + (A), Si) = (0),
i.e.
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0(A) n'est pas diviseur de zéro dans ^/©Qr). 9 . (1)

D'après le théorème de quasi-transversalité (chapitre III, pro-
position 4) : en général m. 0(A) C Ï^(@W), Le. e(A)eJÇ(0[ï]) ;
visiblement : 0(A) G a^(0[îr]). Ainsi, en général :

6(A)eâ^(e[7r]). (2)

Soit ô un élément de 8(R") induisant le germe ©(A) à l'ori-
gine. Si les conditions (1) et (2) sont satisfaites, pour tout x appar-
tenant à V(Q[7r]) et assez voisin de 0 :

1) T^(S) n'est pas diviseur de zéro dans ^/T^OÎÏ?]).

2)T^(6)E^(T^(0Î^])).
Le théorème résulte alors du lemme 5.
Supposons TT = n. On a dh(QL Jn) = p, donc p < n. Puisque

J (n) = QL , d'après la proposition 4 du chapitre III : en général,
J (0[w]) D w. Supposons cette condition satisfaite. Pour tout x appar-
tenant à V(0[7r]) -{0}, assez voisin de 0, l'anneau ^/T^(0[îr])
est régulier de dimension n — p (donc à fortiori réduit et équidi-
mensionnel). L'idéal 0[7r] = ( Q ( y ^ ) , . . ., Q(>p)) est une intersection
complète de hauteur p et donc tous les idéaux premiers associés à
cet idéal sont de hauteur p. Puisque p <n, il existe SEût (0[7r]) (en
effet, cet idéal contient l'idéal maximal de S* ) tel que ô ne soit pas
diviseur de zéro dans ®/0[7r]. D'après le lemme 5, Sî/0[îr] est réduit
et équidimensionnel de dimension n — p. Ceci achève la démons-
tration du théorème.

Remarque 1. — Si l'on ne fait aucune hypothèse sur la dimension
homologique de Cïp/îr, on a toutefois le résultat suivant (démons-
tration identique à la précédente) : en général, pour tout x appar-
tenant à V(e[îr]) -{0} et assez voisin de 0, l'anneau ^/T^(0[7r])
est réduit et équidimensionnel de dimension n — k.

Remarque 2. — L'hypothèse du théorème 1 implique k < n.
En effet, on a : dim(<Slp/7r)= p - k > codh((SKp/7r) > p - n (cf.
[6], chapitre IV).

Si M est un module de présentation finie sur &, on désigne
par M un représentant (fixé une fois pour toutes) de M sur R" (i.e.
M est un module de présentation finie sur 8(R'1) tel que
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M ^(R") 8 ̂  M) .

PROPOSITION 1. — Soit 3TC un module de type fini sur QLp.
En général, pour tout x assez voisin de l'origine :

1) htÇa^Çm^^S^^) ^)) > ïnf(n, ht(o'^WL)))

2) rgÇfTC ®Q§ ®<s(R") gî^ :== ^(m)-

Démonstration. — II est évident que
a) o^(01l ®e ê) = e[(^W)] ;

b) To(a^(3TC ®Q ê)) = 0[o^(3Tl)] et pour tout x assez voisin
de l'origine :

c) a^(3K ^eê^R")^) ^ ^(^(OTC % ê))- L'inégalité 1) ré-
sulte de b) et c) et des propositions 1 et 2 du chapitre III.

D'après a) et c), si a^ÇfïL) = (0), pour tout x assez voisin de
l'origine :

a'içÇîïL ®e ê ^(R") ^) == 0) ; d'après 1), si a^WQ ^ (0), en gé-

néral, pour tout x assez voisin de l'origine, a^(JÏZ. ®Q ê ® .«(R") %) ̂  (^) •
L'égalité 2) résulte de là et de la définition du rang d'un module
(remarque 2, § 1).

PROPOSITION 2. - Soit Oîl un module de type fini sur QLp, tel
que dh(WL) < n. En général, pour tout x assez voisin de l'origine :

1) ht(îï^(WL^Q Ê^CR") ̂ )) > "̂  * ht(}îq(ff[C)))

2) dhÇfïL ®Q & ̂ (R") ̂ ) < dh(WL).

Démonstration. - Considérons une suite exacte :

(G)—>src——xa^-1 —>... —>a;° —>
OU ——> (0) .

D'après les théorèmes du chapitre III, en tensorisant par g sur
QL la suite exacte précédente, on obtient en général une suite exacte „•

(0)——>src^& —>§^-1——>... —>&no —>
Olï ®Q ê ——> (0)

et Wi ^Q ê est un module de Fréchet sur ê.
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La suite exacte précédente est induite par une suite exacte
de modules sur S(Î2) (Î2 est un voisinage assez petit de l'origine
de R") :

(0) ——> ffi ®Q 8^(R") 8(Î2) ——> S(S2)^-1 ——> .. . ——>

SÇSîf0———> ^t^ ê^(R")8(î2) ——> (0)

et l'on peut supposer que WL^ 8^^8(S2) est un module de
Fréchet sur &(Î2).

D'après la proposition 2 du chapitre I, la suite :

(0) ——> sfT^î ̂ ^ ^ ———> g^-i ——> . .. ——^

^° ———> OT^^ ^ ^(R") ̂  ———> (0)
est exacte, pour tout xGÎ2. 1) résulte immédiatement de la suite
exacte précédente, de la proposition 1 (appliquée à 91 au lieu de 3TI)
et de la remarque 3 du paragraphe 1.

Si q = dA(3TC), le module 31 est libre et pour tout x assez
voisin de l'origine, 91 ®@ S^R")^ est un module libre sur ̂ . La

dernière suite exacte montre alors qu'en général : rfA(JÏl^8® ^n.§ï )<
<7. Ceci démontre 2). tf(R ) Jc

THEOREME 2. - Soit TT MM ^û/ propre? de QLp tel que QL /TT
soit normal de dimension p - k et tel que dh(QLp/7r) < n - 1. En
général, pour tout x appartenant à V(O[TT]) et assez voisin de 0,
Vanneau S^/T^(e[7r]) est normal de dimension n-k

Démonstration. - Nous vérifions le critère de normalité (lemme 6).
Remarquons d'abord que : k = htW < dh(QLplv) < n — 1 (cf. [6],
chapitre IV). En général, pour tout x appartenant à V(Q[7r]) et
assez voisin de 0 :

1) D'après le théorème 1, ^/T^(0[7r]) est réduit et équidimen-
sionnel de dimension n — k.

2) D'après les propositions 1, 2 et 4 du chapitre III (la véri-
fication est facile et laissée au lecteur) :
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Ar(â^(T^(©[7r]))) > mf(n , ht((R.^))) > inf(w , A: + 2) = Jk + 2 .

(la dernière inégalité résulte du lemme 6).
3) D'après la proposition 2,2) :

dA(§^/T^eîF])) < dhÇQCp/Tr) < n - 2 .

Donc H^_2(^/T^(0[7r])) = g^ (cf. remarque 3, § 1).
4) D'après la proposition 2,1), pour i = k + 2 , . . . , n — 1 :

^(H,_,(^/T^(8%)) > infQî, ^(H,_2((V7T))) > inf^, f+ !)=<+1

(la dernière inégalité résulte du lemme 6).
D'après 1), 2), 3), 4), le critère de normalité est vérifié, c.q.f.d.

Remarque. — Si l'on ne fait aucune hypothèse sur la dimension
homologique de Ctp/Tr, on a le résultat suivant (démonstration iden-
tique à la précédente) : en général, pour tout x appartenant à
V(0[7r])—{0} et assez voisin de 0, l'anneau %/T^(0[7r]) est nor-
mal de dimension n — k.

4. Multiplicités locales de l'image réciproque d'un espace
analytique par une application C°°.

Si A est un anneau local noethérien d'idéal maximal n et de

dimension q, on pose, pour tout k E N : F^(fc) == dirn^ ( ® r ^ l ï ^ ) '/- v f=o " '
On sait qu'il existe (cf. [6], chapitre II) un polynôme F^ tel

que :

F^)=..(^)+,,(^')+...^.

où les û, sont des entiers rationnels et pour tout k assez grand :
F^(fc) = F^(fc). La multiplicité de l'anneau local A est égale à a^.

Supposons en particulier que A = ÛL/Î (I désigne donc un
idéal de hauteur p — q). Soit TT un idéal contenant I, tel que QLJ^
soit régulier de dimension r et tel que ® ^l • A/Tr1^1. A soit un mo-

( >0
dule libre sur (S£p/îr.
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LEMME 7. - Avec les hypothèses précédentes, soit 6* un homo-
morphisme de R-algêbres de QL dans 9. Supposons que

TORf^/îr, §»)=(())

et queSi/0*(ir) -9 est un anneau local régulier de dimension r + n -p.
Si As =Siie*(l).Sr.

sin>p. V.CN ^)=^F,(0(^»^1)

sin<p. VÂ:GN FAW= S FAd)^"""1)
i-^k e v p-n-l '

Démonstration. — Montrons d'abord par récurrence sur î > 0
que : TOR^A/ir' • A , Si) = (0). En effet, ceci est évident si

<•= 1 (carA/ff.A=ap/ir) ;

si i > 1, on a une suite exacte

(0) ——> ir'-1 . A/îr' • A ——> A/TT' . A ——> A/ir'-1 . A ——> (0)

et TORfOr'-1 . A/ir'. A ,g<) = TORf(A/ir'-1 . A ,S<) = (0), d'après
l'hypothèse et l'hypothèse de récurrence. En tensorisant par Si sur QL
la suite exacte précédente, on voit que :

Or'-1 • A/ÎT' . A) ®g.§» s 0*(ir/-1 . Ag/e*^)' . Ag :

ce dernier module est donc libre sur §»/0*(ff) •g». En outre :

\ = ̂ ,.(,).»(̂  e-W- A./e*^1. A^) =

'^-(À'7-^"^) •
On a les formules (cf. [3], corollaire 2 proposition 1, chapitre II) :

^)-^<:7')
F^'- ̂ .̂ C;::--;--,')

Supposons ^ > p. On a :
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^-,$. \.î., C^":"^)
d'où la première égalité. La seconde s'en déduit en permutant les
rôles de p et n.

COROLLAIRE. — Avec les hypothèses du lemme 7, les anneaux A
et AQ ont la même multiplicité.

Démonstration. — Supposons par exemple n > p. Soit G le po-
lynôme tel que, Vfc G N :

"(^^-^^(oC:";!,')-
On vérifie, en utilisant le lemme 7, que G est un polynôme de

degré < n — p — l,nul si n = p. On a d'autre part :

^»-c(.)^â«.-,C:')(':"7.-,')'
- ,t »-(̂ :-7)-

Ceci montre que la multiplicité de A^ est ûg, c.q.f.d.
A tout 0 appartenant à Hom((Slp , S), on associe, une fois

pour toutes, une application C°° 6 : R" ———> Rp telle que 0 (0) = 0
et telle que le germe 0 de Q à l'origine induise 0 (i.e. 0 = 0*).

Soit TT un faisceau d'idéaux, analytique cohérent sur un voisi-
nage S2p de l'origine de R^ et soit QL le faisceau des germes de fonc-
tions analytiques réelles sur Sî D'après le théorème 1 du cha-
pitre III :

A) En général, il existe un voisinage Î2 de l'origine de R" tel que
0(S2) C iîp et \/x G S2 - {0}, TORf(^ , Q^/TT,^) = (0).

D'après le théorème de quasi-transversalité :
B) En général, il existe un voisinage Î2 de l'origine de R" tel

que 0(î2)Ci2p et V^EÎZ -{0}, tel que ^(x^eçx) soit un anneau
local régulier de dimension r, l'anneau ^/^^oc))- ^x est régulier
de dimension r + n — p.
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LEMMR 8. - Soient 3, TT, deux faisceaux d'idéaux, analytiques
cohérents sur un voisinage U de l'origine de R^ Supposons que
3C TT et que û^/TTo soit réduit de dimension > 0. Posons SI =QLl%
II existe un voisinage U' C U de l'origine et un faisceau d'idéaux v ,
analytique cohérent sur U', tels que : T T I U ' C T T ' ; (3^/TTo est réduit
et dim(ao/7ro) > âimÇa^) ; enfin, V^EV(TT|U') - V(TT'), QLy^y
est régulier et ̂  ^y . 3^/Tr^1 . ^y est un module libre sur QLy^y.

Pour une démonstration, nous renvoyons à J. Frisch [2], § 2 :
Platitude générique.

THEOREME 3. - Soit 3 un faisceau d'idéaux, analytique cohérent
sur un voisinage Î2^ de l'origine de R^ Posons 81 =a/2T. Si 0 est
une application C°° de R" dans R^ telle que 6 (0) == 0 et si x E Q~1 (î2 )
onposeU^=^/^(^).§^.

£>2 général, il existe un voisinage Î2 cfe l'origine de R" ^/ ̂
0(Î2)CS2^ et, V;cE(î2 -{o)) n e-^suppW) :

sin>p,\lk^ F» W = ^ F» (0 f7^ ~ p ~ 1 )"^ A ^ M ^ V ^-p-1 /

sip<n,Vk^ F. m= I: F, (Or^^"'2-1)
6W i+/=fc ôtx v yz-p-1 /

et, en outre, les anneaux ïl^ et %^ ^ ont la même multiplicité,

Démonstration. - Construisons, par récurrence sur î G N , un
voisinage Sif de l'origine de R^ et un faisceau d'idéaux T^0, ana-
lytique cohérent sur ÎZ^0 :

- on pose Sî^ = Î2p et ̂  = 3 (Le., si x ^ S l p , ̂  est la
racine de ^).

- si f > 0, le lemme 8 associe à l'ouvert U = ft0"0 ; au faisceau
3 =H lî^"0 ; à TT = Tr0'"0, un voisinage U' et un faisceau d'idéaux
TT' sur U'. On pose : î^° = U' ; ̂  = v .

Si <-° ̂  QL^ on a : dim^/Tr^X dimCao/^-0). Il existe
donc un entier s tel que, en diminuant Î2^ si nécessaire : V^) = 0.

Le théorème résulte immédiatement des remarques A) et B)
appliquées successivement aux faisceaux d'idéaux TT = TT^ , . . . , îr^"0 ;
du lemme 8 ; du lemme 7 et de son corollaire.
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