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IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES, II

par Jean-Claude TOUGERON et Jean MERRIEN

Introduction.

Le but de cet article est la démonstration d’un théoréme annoncé
dans [7].

Soient &, (resp. &) I’'anneau des germes de fonctions numé-
riques, analythues au voisinage de I’origine de R” (resp. C au voisi-
nage de lorigine de R"). Désignons par Hom(&, » ,&) ’ensemble des
homomorphismes © de R-algébres de &, dans &. Si IT est un module
de type fini sur ,, nous montrons qu’“en général”, M & & est un
module de Fréchet sur & et qu’“‘en général”, pour i=>1, les TORQ(:m &)
sont des R-espaces vectoriels de dimension finie, nuls pour

i > sup(dh(OC) —n,0) .

En particulier, pour tout module de type fini M sur &, = &, N €4 &
est un module de Fréchet ; en outre I'anneau & est un &¢-module plat.
On retrouve un théoréme de B. Malgrange, [4].

Le chapitre I traite des modules de Fréchet. Soit &(£2) I’anneau
des fonctions numériques C~ sur un ouvert £ de R”. Un module
M () sur &(82) est un module de Fréchet, s’il existe une suite
exacte : (0) —>R(Q) —> &(QFP——> M Q) —> (0),
oll R(2) est un sous-module fermé de type fini de &(£2)°. Un module
AT sur & est un module de Fréchet si AT = NY(N)® . (n)é’ ol £ est un
voisinage de 0 et NT(S2) un module de Fréchet sur & (£2). Un module
de présentation finie 1T sur & est un module de Frechet si et seulement
si I'application canonique : MM —> M &, F est injective (d' est
Ianneau des germes de champs de séries formelles en 0). Cette
derniére caractérisation est importante, car elle permettra, au cha-
pitre III, d’utiliser des techniques, d’ailleurs trés élémentaires, d’algébre
homologique.
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Nous avons groupé au chapitre II, la partie (d’ailleurs essentielle)
de la démonstration, ou interviennent les techniques propres aux
fonctions différentiables. L’inégalité de Lojasiewicz y joue un role
fondamental. Si (&,%') est une k-strate de &(§2) vérifiant certaines
conditions, et si J' est un idéal fermé, I’idéal J est fermé (proposi-
tion 5). Ce dernier résultat et le critére de platitude (chapitre III,
lemme 1) entrainent facilement le résultat annoncé (chapitre III,
théorémes 1, 2, 3).

Nous donnons au chapitre IV trois applications des théorémes
fondamentaux. Signalons simplement les deux premiéres. Soit 7 un
idéal de &, : si I'anneau ap/w est réduit et équidimensionnel et si
dh(ap/ﬂ) <n, “en général” &/O(w). & est “formellement réduit
et équidimensionnel en tout point voisin de l’origine” ; si ’anneau
&,/m est normal et si dh(@,/m) <n— 1, “en général” &/O(m). & est
“formellement normal en tout point voisin de ’origine”. Notons que
les techniques developpées dans le chapitre IV permettraient de
démontrer simplement certains résultats de géométrie analytique lo-
cale, en particulier le théoréme de normalisation d’Oka et le fait
que le complété d’un anneau analytique normal est normal.



CHAPITRE 1

1. Modules de Fréchet sur & (§2).

Soit £ un ouvert de R". On désigne par & le faisceau sur £
des germes de fonctions a valeurs réelles et de classe C .

Si F est un fermé de §, on note my I'idéal de &(2) formé des
fonctions plates sur F (i.e. nulles sur F ainsi que toutes leurs déri-
vées) et 'on pose &(F) = &(S2)/mg. On désigne par Ty la projection
canonique : &(2) ——> &(F).

Soit (x,,...,x,) un systtme de coordonnées de I’espace eu-
clidien R" et soit ¥ = R[[x,,...,x,]] ’anneau des séries formelles
en x,,...,x, a coefficients réels. Si x € £2, 'anneau &(x) est iso-
morphe a4 & (a tout ¢ € &(§2), on associe sa série de Taylor en x :
Papplication de &(£2) dans § ainsi obtenue est surjective (théoréme
de Borel généralisé) et son noyau est m;). Pour cette raison, 'anneau
&(x) sera noté &,. On a une injection canonique ¢, :

8(Q) —> TL g, =% .
X €

Munissons &(2)” de sa topologie habituelle d’espace de Fréchet
(convergence uniforme des fonctions et de leurs dérivées sur tout
compact de £2). Soit M (£2) un module de type fini sur &(82) et
considérons une suite exacte :

® 0)—>REO) —> &Q)F —> M Q) ——> (0) .

On munit I(2) de la topologie quotient de &()’/R() :
cette topologie 7, est indépendante de la suite exacte (*). En effet,
soit :

*) (0 —> R (Q) —> QY ——> M () ——> (0)

une seconde suite exacte. On peut construire un diagramme com-
mutatif :
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0) —> RAQ) —> &(QF —> M () ——> (0)

I.m(a)
0) —> R (Q) —> &(Q)°F ——> M (L) —> (0)

ce qui montre que 7, > 7, De méme 7, < 7,,, donc 7, = 7,,. Cette
topologie sera dite canonique.

PROPOSITION 1. — Si N(K2) est un module de présentation finie
sur &(2) (i.e. R(2) est un module de type fini sur &(2)), les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1) I (2) muni de la topologie canonique est un espace de
Fréchet (i.e. R(S2) est un sous-module fermé de &(QL)P),

2) l'application canonique :

M (Q) —TD > 57 (Q) 8 (g, F(D)

est injective.

Démonstration. — De la suite exacte (*), on déduit le diagramme
commutatif :

0) ——=>( ﬂn 02‘(9) +

+ m3 - 8(QP)REQ) —> M(Q) —> Tl MUL) 85 g Fy

br(sz) In(a)
MAK) 85 () F ()

ou j désigne un morphisme fonctoriel évident entre deux foncteurs
exacts 4 droite. Le module 91T (£2) admet une présentation finie :
&(Q) ——> &(QY —> M () —> (0). Puisque jg g2 ,j; (?
sont des isomorphismes, Imq)y est un isomorphisme. La premiére
ligne du diagramme étant exacte, l'application () S€ra injective
si et seulement si R(§2) = xQQ R(Q) + my. E(Q)P, ie. si et seu-

lement si R(2) est fermé dans &(2)° (ceci d’aprés le théoréme
spectral de Whitney ; cf. B. Malgrange [4], chapitre II).

DEFINITION 1. — Un module I (82) sur &(S2) est un module
de Fréchet s'il est de présentation finie sur &(S2) et s’il vérifie l'une
ou l'autre des conditions 1) et 2) de la proposition précédente.



IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES, II 183

PROPOSITION 2. — Soit M (2) un module de Fréchet sur &(2)
et soit F un fermé de Q). On a l'égalité :

TOR; ¥ (M(Q), &(F)) = (0) .
Cette proposition est une conséquence facile du lemme suivant :
LEMME. — Soit {¥,}, \ une famille dénombrable de fonctions
appartenant a lidéal my. Alors il existe ¥ € my, strictement positive

sur Q — F et pour tout i€N, une fonction h; € myg, telles que :
¥, =h; -

En effet, supposons démontré le lemme précédent. Considérons
une suite exacte de modules sur &(£2) :

0) —> R(Q) —> QP —> M () —> (0) .
Nous devons montrer que I’application :
R(R) 8 ) &(F) —> &(F)

est injective, i.e. que : my - R(Q) = R(2) N mg - §(Q)°.

Soit {¥,}€ R(§2), les ¥, étant infiniment plates sur F. D’aprés
le lemme précédent, il existe ¥ € my, strictement positive sur  — F
et, pour tout i€ [1, p], une fonction h; € m;’, telles que ¥, = h, - .

Visiblement, (h,) € r}z R(Q) + m, - &) = R(N) et
X€
¥) =¥ -(h)Emg -RQ) , cq.fd.
Démonstration du lemme. — Par une partition de I'unité, on se
raméne au cas ou §2 = R” et F est un compact de R". Si
u=(u,,...,u)E&R"
et si K est un fermé de R”, on pose :

lullfy=sup  ID* 4, (x)|.
xeK
ie[1,s]
|wlelo,r]
Si x ER", on désigne par d(x, K) la distance euclidienne de x a K.

Pour tout entier i > 0, posons U; = {x eRr” ;dix, F) < 1/2');
F,=U, - U,,, et pour i>0, G, =R" - U,_,)U(U,,,). La dis
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tance entre les fermés F; et G; est supérieure a D’aprés un lemme

2i+2 )

classique (cf. B. Malgrange, (4], page 11, lemme 4.2) nous pouvons
construire des fonctions g; € &(R") telles que :

a)eg;=1surF, ;5 =0sur G, ;g =0,

b) il existe des constantes C, indépendantes de i €N+, telles
que :
i
||s,||;,, <(C-2". 6))

Par hypothése, ¥, Emy ; & tout entier r > 0, on peut donc
associer un entier u(r) > 0 tel que, Vx €U, et Vi€[0,r], on ait
I’inégalité : )

Iy, |l; <d(x,F) 2)

On peut supposer la suite u(r) croissante et tendant vers I'infini
quand r tend vers l'infini. Nous construisons une suite S(i) d’entiers
positifs, comme suit : SG@) =7, si u(r) <i<u@ + 1).

S . v (Lo
Les inégalités (1) entrainent que la série Z (-27 -g; con-
i=u(1)

verge uniformément sur R” ainsi que toutes ses dérivées. Soit ¥'€ my
sa limite. Puisque W' est strictement positive sur U — F, ou U est
un voisinage de F, on peut en modifiant de fagon convenable ¥',
construire une fonction ¥ € §(R"), strictement positive sur R” — F
et égale 4 V' dans un voisinage de F. Donc, en restriction 8 R” — F,
¥, = h;. ¥, ou les k; sont indéfiniment dérivables sur R” — F
il reste 4 montrer que les quotients h; sont prolongeables en des
fonctions plates sur F.

Soit x €U, (,) — U, 41y 5 alors x EF; avec p(r) <j <p(r + 1).
Ainsi :

1 1y .
\p'(x)z(ys‘” - (7 >dx,F) . A3)

Pour tout s €N, il existe des constantes C; > 0, telles que :

v,° A A
v <G 1 (x)
. [ (x)|

ViEN et Vx€U, -F 4)

En définitive, si r = s et si xGU“(,)— U

w(r1)s d’aprés (2),
B3)et 4):
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v

Y _ o I
\I,I

<cC r(r—s—1)
. <CigepT <Gd&.F) :

Vi€[0,s] l

Donc, lorsque d(x, F) ——> 0, IIh,.IIfr —=>0, ie. les A
sont prolongeables en des fonctions infiniment plates sur F, c.q.f.d.

COROLLAIRE 1. — Soit :
0) —> M'(Q) —> M(Q) —> M'"'(Q) —> (0)

une suite exacte de modules sur &(S2). Si M' (L) et M'' (L) sont des
modules de Fréchet, N (S2) est un module de Fréchet.

Démonstration. — Les modules NT'(£2) et M''(2) étant de pré-
sentation finie, il en sera de méme de IT(L2). Considérons le dia-
gramme commutatif ou les lignes sont exactes :

) AT () m(2) m"'( Q) —> (0)

\L‘o.,'(n) l/‘m(n) ) \l/‘m “(8)

M'(Q) 85 () —> M(N) 85 () —> M "' () © F(Q) ——> (0)

S im ‘o) S i.m(n) Slfm ()

T‘Tl TOR; P (n" (Q),5,) —> TL M'(Q) o5, —> I'L M(Q)es, —> ﬂn " (Q)es,—> (0)
XE€ X€ X€ XE€,

D’aprés la proposition 2, Tl TORfm) (" (), F,) = (0). Les
X€
applications ty.(q) €t Lp~(q) étant injectives, Ly q) est injective,
c.q.f.d.
COROLLAIRE 2. — Soit M (S2) un module sur &(SY) admettant
une 2-présentation finie :
8(Q)?—> (' ——> 8 (W —> M () ——> (0) .

Le module M () est un module de Fréchet si et seulement si
TORf(m OT(R), F(Q)/8()) = (0). Dans ce cas :

TOR{ (M(R), 5 () = (0) .

Démonstration. — En tensorisant par 9T (§2) sur &(£2) la suite
exacte :
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0) —> 8(Q) > 5(Q) > 5 (Q)/8(Q) —> (0),

on obtient une suite exacte :
TOR{ ™ @R (), & (2)) —> TOR*® (M(Q), F(Q)/8(Q) ——>

L ~
M (Q) 2> 0 (Q) 8 gy F (D)

Le module 9T (§2) admettant une 2-présentation finie, on vérifie
facilement que TOR}“ (O (), & (@)~ T1 TOR{® @O (Q), %,).
x €N

Le corollaire 2 résulte alors immédiatement des propositions
1 et 2.

2. Modules de Fréchet locaux.

Un faisceau différentiable I sur £ (i.e. un faisceau de mo-
dules sur-&) est quasi-flasque, si pour tout ouvert U de £2, l'appli-
cation canonique : INT () 8s(Q) &(U) ——=> N (U) est un isomor-
phisme (J.Cl. Tougeron [8]).

Soit Jt(§2) un module de présentation finie sur & (£2). Il existe

0
une suite exacte : & () —2=> & (QY —> M (Q) ——> (0).
Le morphisme ¢g définit un morphisme ¢ : 8! —— g’ Si
AT = coker ¢, pour tout ouvert U de ,NT (U) = NT(2) 8 ) &) :
le faisceau N est donc quasi-flasque.

On définit un faisceau flasque & sur  en associant a tout ouvert
U de 2 le module §(U) sur &(U) (les morphismes de restriction
sont les morphismes canoniques évidents). Vérifions que ¥ est quasi-
flasque, i.e. que I'application canonique : §(S’Z) 85y (V) —> g )
est un isomorphisme. Elle est visiblement surjective. Soient

wl,...,¢p€§(9);f,,...,fpeé(U) tels que i 0 f;=0.

i=1

D’aprés le lemme de [8], il existe €€ &(f), telle que € soit plate
sur 2 — U, ne s’annule en aucun point de U et les fonctions €- f; se
prolongent en des fonctions f; indéfiniment dérivables sur , plates

sur  — U. Visiblement, i ¢; fi=0et
=1
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p ! p
i v 8fi=Y ¢ieﬁ_=(2 ¢,f,')81/a=0, c.q.f.d.
i=1 i=1 € i=1

Les faisceaux I et & étant quasi-flasques, il en sera de méme

de I 8¢ % : en effet, on a une suite exacte :

gL > g° >M —> (0),

d’ol une suite exacte : ¢ P > M €5 § ——> (0) ;

les faisceaux 5", P étant quasi-flasques, I 855 est quasi-flasque
(cf. [8], proposition 1). Il en sera de méme de ker(t,,) ol ¢y, est
I’application canonique : I —> I €4 Fi.

Soit x €. Si M est un module de présentation finie sur &,,
il est aisé de construire un module de présentation finie I (£2)
sur () tel que M, =M () 85y &, (ie. M, est la fibre en x
du faisceau AT associé au module N (S2)). Un tel module INT (£2) sera
par définition un représentant de I, sur S

ProposSITION 3. — Si U est un ouvert de S et si N(S2) est un
module de Fréchet sur &(2), M (U) = M () 85 ) & (U) est un mo-
dule de Fréchet sur &(U).

Démonstration. — 11 suffit de tensoriser par &(U) sur &(£2)
I’application Ln (o) ¢t de remarquer que &(U) est un module plat
sur &(§2) (cf. [8], corollaire du lemme) et que & est quasi-flasque.

PROPOSITION 4. — Soit M, un module de présentation finie
sur 8,. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) si O(2) est un représentant de N, sur K, il existe un
voisinage ouvert U de x dans QU tel que M (U) soit un module de
Fréchet sur &(U).

2) l'application canonique bn, * M, —> I, 86x g, est
injective.

Démonstration. — Soit M le faisceau associé au représentant
ANML(S2). Le noyau ker(t,,) du morphisme canonique :

M —>Mme, &
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est quasi-flasque. La condition 2) signifie que ker(ty), = (0) ;
d’aprés la proposition 4 de [8], il existe un voisinage ouvert U de x
tel que ker(t,)IU = (0) ; ie. tmuy est injective, i.e. M (U) est un
module de Fréchet sur &(U). Ainsi 2) entraine 1) et la réciproque
est triviale.

DEFINITION 2. — Un module I, sur &, est un module de Fréchet
s’il est de présentation finie et s’il vérifie l'une ou l'autre des condi-
tions 1) et 2) de la proposition 4.

Un sous-module N, de & est fermé si 8°/N, est un module
de Fréchet. Cela signifie que N, est induit par un sous-module fermé,
de type fini de &(2)", ou © est un voisinage convenable de x.

PROPOSITION 5. — Soit O, un module de Fréchet sur &..
On a légalité :
[
TOR,* (3, , %) = (0)

(ceci résulte trivialement de la définition précédente et de la pro-
position 2).

PROPOSITION 6. — Soit I, un module sur &, admettant une
2-présentation finie :
n

82— >8! —>8° —> > (0) .

X X

Le module I, est un module de Fréchet si et seulement si

TOR;* (N, , %,/ 8,) = (0) .
Dans ce cas : s .
TOR,* %, %) = (0) .

(ceci résulte trivialement de la définition précédente et du corol-
laire 2 de la proposition 2).

" PROPOSITION 7. — Soit :

Bx

e
0) —> M, ———> I, > I —> (0)

une suite exacte de modules sur & . Si N, et N, sont des modules
de Fréchet, I, est un module de Fréchet.
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Démonstration. — Les modules M, et AN étant de présenta-
tion finie, il en est de méme de IIT,. Soient M (), M (), M’ (Q)
des représentants sur £ de M. M, I respectivement ; NT',
N, M’ les faisceaux associés a NT'(§2), NL(L), N (2) respective-
ment. D’aprés la proposition 5 de [8] il existe un voisinage U de x
et une suite de faisceaux :

©0) —> WU -2>muy-L>m iy —s ),

telle que les morphismes «, § induisent respectivement en x les mor-
phismes «, et f,. Les faisceaux ker a, Im B, ker f/Im o sont quasi-
flasques (cf. [8], proposition 1) et

(ker &), = (M"/Im B), = (ker B/Im &), = (0) .

D’aprés la proposition 4 de [8], en diminuant U si nécessaire, la suite
0) ——> M U) —— MU) —> MW" ([U) —> (0) est
exacte et 'on peut supposer que N’ (U) et M''(U) sont des modules
de Fréchet sur & (U). D’aprés le corollaire 1 de la proposition 2,
M (U) est un module de Fréchet. Il en sera de méme de I, .

Un exemple. — Soit m, I'idéal maximal de &, : m,  est I'idéal
des germes nuls en x et est engendré par les x; — a; (les a; sont les
coordonnées de x). Visiblement, & /m, est un module de Fréchet.

Soit N un module sur & et supposons que dimg(N) <eeo .
La suite des mi. N est décroissante et donc stationnaire, i.e. il existe i
tel que m,, - m’, - N = m’, - N. Il en résulte, par le lemme de Nakayama,
que m. .-N = (0). Ainsi N est un module de longueur finie sur
I'anneau noethérien &,. Il existe une suite croissante N, ,..., Ng
sous-modules de N telle que

No=();Ng=N et Vi€[0,S—-1] N;,,/N;, =& /m

x

D’aprés la proposition 7, N est un module de Fréchet.

PrOPOSITION 8. — Un module IX,, de présentation finie sur
&,, est un module de Fréchet, si et seulement si ker(cmx) est un

R-espace vectoriel de dimension (finie.

Démonstration. — La condition est évidlemment nécessaire. Mon-
trons qu’elle est suffisante. Posons I} = ker(t,, ) ; M, = M /IR,
x
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On vérifie immédiatement que ker(iy») = (0). ie. I, est un mo-

dule de Fréchet. D’aprés la remarque précédente, OTC; est un mo-
dule de Fréchet. Il suffit alors d’appliquer la proposition 7.



CHAPITRE 1I

Dans ce chapitre £ désigne un ouvert de R"”, &(2) l'algébre
des fonctions numériques de classe C sur Q. Sip= @y5...,9)
est un élément de (&(S2))°, on note (p) 'idéal de &(§2) engendré
par ¢, ,...,¢, et J,(p) I'idéal engendré par ¢, ,...,p, et tous
D(fy,...5 f)
D(x,-l e ,x,.k)

Si x=(;,...,x,)E8, on note |x|| la norme euclidienne
de x, et si FC K, d(x, F) désigne la distance de x 4 F. Si F est vide
on pose d(x, F) = 1.

les jacobiens ou f,,..., f, appartiennent a (o).

On pose, pour p =0, B(x, p) = {y, lIx —yll < p}.

|w]
Si w=(w,,...,w,)EN" et pE (), on note — la dé-
x
rivée ——— . Si K est un compact de £2, et uEN on pose
axPL . axym
" |l
llollk =  sup x)
xeK,|w|<H Dx®

DEFINITION 1. — Soient F et G deux fermés de S, et f une fonc-
tion numérique sur 2. On dit que f vérifie 2(F , G), ou que f vérifie
sur G une inégalité de Lojasiewicz par rapport a F, si, pour tout
compact K contenu dans G, il existe deux constantes C>0eta=0
telles que : Vx EK |f(x)| = Cd(x, F)*.

DEFINITION 2. — Soient J un idéal de type fini de &(S2), F
l’ensemble de ses zéros. On dit que J est un idéal de Eojasiewicz s’il
existe f €Y vérifiant L(F , 2).
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On voit alors que, si ¢, ,...,p, est un systtme quelconque

§ S
de générateurs de I, Y, |yl (ou > wf) vérifie 2(F , Q).
i=1 i=1

ProroSITION 1. — Avec les notations précédentes, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) J est un idéal de E£ojasiewicz.

b) Toute fonction de &(2), plate sur F, appartient a mg -¥ .

¢) Toute fonction de &(S2), plate sur F, appartient ¢ J.

Démonstration. — a) = b) : On choisit un systéme de géné-
§
rateurs ¢, , ..., y, et on pose f = D ¢?. Soit ¢ une fonction de &()
i=1

plate sur F. On considére la fonction ¥ = /f, définie et de classe C~
en dehors de F. Nous allons montrer que ¥ se prolonge en une fonc-
tion de classe C~ sur £, plate sur F.

Pour tout compact K il existe C> 0 et a =0 telles que :
Vx €K |f(x)| = Cd(x, F)*. D’autre part, pour tout multi-indice w,
il existe C' > 0 tel que : -

plvl ¥ llpll!
— < x <
Vx €K Fl D (x)! C If(x)l"" ot

, llel
clwl+1 dx, F)lwl+na )

lwl
lx

Puisque ¢ est plate sur F, Ilcplllwl tend vers zéro plus vite que
toute puissance de d(x, F), quand d(x, F) tend vers zéro, et les
plvl ¥
D x¥

b)=—= ¢) : évident.

¢) ——>> a) : si J n’était pas un idéal de Z%ojasiewicz on

pourrait construire une suite de points x? €2 — F, convergeant
S

vers un élément x EF, et telle que Y.

i=1

En remplagant au besoin la suite xP par une sous-suite, on peut

se prolongent par continuité en des fonctions nulles sur F.

lg; xP)| < d(xP,FyP*L.

1
supposer que les boules B (x?, 3 d(x?, F)) = @3, sont deux 4 deux
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disjointes. Soit alors €, € &(£2), tel que €,(x") = 1, €, =0 sur le
Cr
————— , ou C, est une cons-
d(x? ,F) r
tante indépendante de p. ([4], chapitre I).

complémentaire de 63,,, et IIepllﬁs <
P

La série ), d(x?,F)’ g, converge vers une fonction p €&(Q),
p=1
plate sur F. Par hypothése ¢ €J. Or dans ce cas il existerait une
S
constante C telle que |p(xP)| <C Z lp;(xP)|, d’ou

i=1
d(xP ,FP <Cd(x?,F)P*!,

ce qui est impossible.

PROPOSITION 2. — Tout idéal fermé, de type fini, de &(S2) est
de Zojasiewicz. Cela résulte immédiatement de la proposition 1
et du théoréme spectral de Whitney ([4], chapitre II).

Le lemme suivant précise le théoréme des fonctions implicites.

LEMME 1. — Soient K un compact de R" et 0 = (0,,...,0,)
D¢,,..., 8,,).
D(x,,...,x,)
Il existe des constantes strictement positives, C, C', C" telles que :
Va€K avec 8(a) #0 et Vp, avec 0<p, <|b6(a)l, I'application 6
induit un difféomorphisme de ¥, = 0-1'(®,)NB(a, Cp,) sur G3,,
ou G, = B(0(a),C"|8(a)lp,); en outre ¥, DB(a,C'|8()lp,). En-
fin on peut choisir la constante C de telle sorte que,

une application de classe C* de R" dans R". Posons § =

vx €B(a, Clé@a)]),

18@1

on ait |6(x)| = >

Démonstration. — Soit a €K, tel que 6(a) # 0. Posonsx —a = y
et X —60(@) =Y. On appelle A, la différentielle de 6 en a et on
définit G, : R”" x R ——> R", par
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G,(y,Y) =4 (A,(») —(Ba+y) —0@@) +Y),

de telle sorte que X = 6(x) est équivalent a y = G,(y, Y).

La fonction G, vérifie G,(0,0) = O et pour i=1,2,...,n,
oG, '
9y,
C, > 0 indépendant de a, tel que :

(0,Y) = 0. Par le théoréme des accroissements finis, il existe

C
Va€K, avec 8@ #0, IG,(O, V)< —L_ Y|l 1)
[16(a)l
De la méme maniére, si 0 < h < 1, il existe C > 0 tel que :
Va €K, avec 8§(a) # 0, VY €ER”, Yy, avec

IyI<Clé@)I, Vi=1,2,...,n,
on ait

9G, oG h
= »,Y) - — (O,Y)“<_ 03]
“ 0y, Y 0y, Vn

u oG,

o, Y)I
9y,

|5(a)l.
2

On déduit de (2), par une autre application du théoréme des
accroissements finis :

et aussi |6(x)| =

Vy, V', avec llyll<Cl8(@a)l et Iyl <Cl8(@)l,
IG,(».Y) =G, (' , DI<hlly —-»'ll 3)

C
Soit p,, 0 < p, < |8(a)l, et posons C"' = C—(l — h).
1

Supposons X €E@,, d’ou |Y|l < C"|8(a)lp,.

Définissons par récurrence une suite xP de I’espace R" par
les formules : x! —a=G,(0,Y),...,x* —a=G,x’"' —a,Y).
Vérifions par récurrence sur p que x? € B(a, Cp,). C’est vrai pour
x° = a. Supposons qu’il en soit ainsi de xP~!. Alors :

x? — all UG, (x*~" —a,Y) —G,(0,Y)Il + G, (0, Y)I

C ”n
<hlxP~' —all + Wci)l C"18(a)l p, < h Cp, + C(1 — k) p, = Cp, ,

d’aprés les inégalités (1) et (3), I’hypothése de récurrence et le
choix de C". La suite x? est une suite de Cauchy ; en effet, d’aprés (3)
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IxP —xP~ ' = IG,(x*" ' —a,Y) -G, (x*% —a, VI <

< h|IxP~' — xP7Y .

Donc la suite x? converge vers un élément y(X) € B(a, Cp,).

Puisque x? — a = G, (x? ! _ 4, Y), un passage a la limite montre
que Y(X) —a =G,(y(X) —a, Y), donc que 8(y(X)) = X pour tout
X€EB®,, et 6 induit une surjection de ) sur @,.

a’ a

Réciproquement, montrons que pour tout x € ¥, y(6 (x)) = x.
En effet,x —a =G, (x —a, 0(x) — 0(a)), et y(0(x)) est la limite
d’une suite de points x? € B(a, Cp,) tels que x? —a = G, P! - q
0(x) — 0(a)). Il résulte alors de (3) que |Ix — xP|| < hllx —xP~ 1|
et donc que x = lim xP = y(0(x)).

p—)ee

Finalement 6 induit une bijection de %) sur @3, qui est un dif-

féomorphisme puisque 6 est réguliére en tout point de %) .

L’existence de la constante C' résulte du fait que 6 est lipschit-
zienne. Il suffit en effet de déterminer C' > 0 telle que :

B, C'|8(a)|p,) CB(a,Cp,) et 6(B(a,C'|8(a)lp,))C @&, .

COROLLAIRE. — Soient ¢, , ..., ¢, des fonctions de classe C*
D(py,...,¢)

sur R", T' l’ensemble des zéros de ¢, ,...,p;, & = = (2 bi)
DCey,.nnyxy)

et K un compact de R". Alors il existe des constantesH >0 et H' > 0
telles que :

k
Va€K, Y lp,(@|>H|8@)|inf(|8(a)|, H d(@,T)).
i=1

Démonstration. — On applique le lemme 1 & la fonction

0(x)=(py(x), .. 0 (X)), Xp iy 5 v e Xy)

oux =(x;,...,x,), en prenant
1
p, = inf(18(a)l, T d@,T)) si a€¢rl.

La fonction ¢ = (¢, ,...,¢,) ne s’annule pas a lintérieur de
la boule B(a, Cp,), et, puisque 6 (B(a, Cp,)) O @,, le point

ad=0,...0,a4,,,...a,
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n’appartient pas a l'intérieur de 63,. Donc Va €K :

Y, lp@1=lld’ — 6@l =>C"18@)lp, =
i=1
= H|3(a)| inf(18(a)l, H' d(a,T)

1
en posant H=C" et H' = c'

Dans toute la suite de ce chapitre on étudiera la situation
suivante : ¢, ,...,¢p,, & sont des éléments de &(2) ; I est I'idéal
engendré par ¢, ,...,y, et J' celui engendré par J et § ; Z(resp. Z')
désigne I’ensemble des zéros de J {resp_. ¥"), et V(8) I'ensemble des
zéros de 8.On suppose que SEJ, (¢, ,. .., ), racine de J, (¢, , . . ., ¥;),
etquepourj=k+1,...,s, 6 @, appartient a I'idéal engendré par
Orseen s Pe

PROPOSITION 3. — Si l'idéal 3' est de Eojasiewicz, il en est de
méme de ¥ .

Démonstration. — En modifiant 8, on peut supposer que celui-ci
D(py, ..., 9)
D(x,1 yeees x,k)
compact de 2. Par hypothése il existe H, > 0 et a > 0 tels que :

appartient a I’'idéal engendré par les - Soit K un

VxEK 3 Il + 18()1>H, d(x, 2)° . (1)
i=1

On peut décomposer K en K =K'UK", ou K' et K" sont
définis par

' 3 Hl na
K ={x€K, > Iwi(x)l>7d(x,2)}
i=1

H
K"= {xe K, 16(x)| >7‘- dix, z')"} )

Puisque Z'C X on a :
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H,
Vx €K’ 2 o)1 > =+ Ld(x, 2)* (2)

D’autre part il existe H, > 0 tel que :

D(gy ,..., ¥)
D(x, ,...,x,k)

o i=0Gy,...,0) (1<iy<-..<iy<n).

Vx €K" Z

®)|>H, dx, =)°

On peut alors écrire K" = Y K; ou

" ”n D(‘pl 9 .. :¢k) N3
K'= <¢x€K", | ==2dx, =) .
L { DICARNE c"

Notons I' I'ensemble des zéros de ¢, ,...,y,. Par hypothése
V@)U ZDOT, dou

dx,T) 2 inf(d(x, V(8)), d(x, ) = inf(H;|8(x)|, d(x, Z)) 3)

pour un H; > 0.
D’aprés le corollaire du lemme 1, il existe H> 0 et H' > 0 tels
que :
X D(gy, ..., w,,) D(gy;- -5
Vx €K, x)|=H inf s
S T (|5e Dlx,, oo,

H' d(x, r)) @

Il résulte alors des définitions de K" et K;', de (3) et (4) que :
v H, «: o H «
Vx€K!, ¥ lg ()l > =% dx, ) inf (o dex, Z)
- i=1 Cn Cn
’ Hl a ’
H'H, —! dix, 2, H' d(x, )

La proposition résulte de (2), (5) et de K = K’ kiJ(U K!")‘
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4.

PROPOSITION 4. — Si d' est un idéal de £ojasiewicz, toute fonc-
tion de & (), plate sur X' et nulle sur T, appartient a J.

Démonstration. — Nous utiliserons le lemme suivant (I' désigne
I’ensemble des zéros de ¢, ,...,¢,) :

LEMME 2. — Soient F et G deux fermés, ' CF CG CZ, tels
eD(‘Pl ,---s‘Pk)
DOxy,.nn,xy)
et nulle sur T'. Alors il existe k éléments de &(S2), a, , . . ., &, plats

qu vérifie AF , G), et soit ¢ une fonction plate sur F

k
sur F, tels que ¢ — Y, o ¢, soit plat sur G.
i=1

Montrons comment la proposition 4 se déduit du lemme 2 :

Soit fE€&(K2), plate sur ', nulle sur £. Démontrons que fEJ.
Puisque ¥’ est un idéal de *tojasiewicz, d’aprés la proposition 1 :
FEmZ, -¥'. L’idéal ¥’ étant engendré sur &(2) par J et §, on peut
donc supposer, pour la démonstration, que fE€ m‘;, .8 et donc que f
s’annule sur V(8) U Z, ensemble qui contient I'. Puisque J' est
un idéal de tojasiewicz, 8 vérifie £(Z', Z). On peut donc décomposer
Z en T = U I, de telle sorte que, sii= (i, ,... ,ik),M
i 2 D(x,l,...,x,k)

vérifie L£(Z', 2_,.). On ordonne de maniére quelconque I’ensemble

A 1 . k
des multl-mdlces:_1',12,...,_g”,...,p<C,,,et onpose:Fo=E',

F, = :Jp Eii’ pour p=1, 2,...,Ck Alors si =Gy, 0)
isp *
D 3 vt » s pee
le jacobien DE:' Vi) vérifie £(F,_, , Fp).

iy oo Xi

On raisonne par récurrence sur p : on suppose que f = \Ilp + ¥,

ou \pr est plate sur Fp—l et \II", €(py,-..,9). En appliquant

le lemme 2 4 ¢ = \Ilp, F = Fp__l, G= Fp et en remplacant le jacobien
D s e D e e

(o, ¢k) par (‘Pl ‘Pk)

Dy, ..o, xy) D(x,.l,...,x,)

on trouve que
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k

est plat sur F,. Il en résulte que f=¥,,, + Y oo+ v, et la
i=1

K
fonction ¥,,, = 2. o ¢ + ¥, appartient A (¢, ,...,¢). Pour
i=1

p= Cﬁ onadoncf= ¥ + ¥ avec ¥' €F et ¥ plate sur I, et d’aprés
les propositions 1 et 3, Y €.

Démonstration du lemme 2. — Nous allons d’abord définir
sur G — F des champs de séries formelles A, ,...,A,, tels que
K
pour tout x€G — F, T, 9 = Y, (T, A,) (T, ¢;). Puis nous montre-
i=1
rons que les champs A;, prolongés par le champ nul sur F, sont les
champs de fonctions ¢; de classe C” sur Q.

Nous utiliserons la remarque suivante : soit ¥(X,,..., X))

une fonction de classe C” telle que ¥(0,...,0,X;,,,..., X,)=0.
Alors
x oy
\P(X):Zl x,.fo‘ o (XKoo X Xy X )t
i= i

On définit 6§ : & ——> R", par
B(x) = (‘pl(x),~°'9‘pk(x)’xk‘+l "0-9xn) .

D@py,...,9)
DGeyy..ohxy)
un difféomorphisme d’un voisinage de a sur un voisinage de 0(a).
Le lemme 1 indique comment varient ces voisinages quand a reste
dans un compact fixe K, ce que nous pourrons supposer pour la
suite de la démonstration.

Le jacobien de 0 est et, pour tout a €G — F, 0 induit

Pour un tel compact il existe, par hypothése, deux constantes
C,> 0et a=0, telles que :

D(py,...,9)

Vx€EKNG,
D(x,,...,Xz)

>C, dix,F)°.

a) Définition des champs A,;.

Soit a € (G — F) N K. Avec les notations du lemme 1, ou on
choisit p, = |8(a)l, 6 induit un difféomorphisme 6, de 2, sur @3,.
Pour X € @B, posons : ¥, (X) = ¢(0;”(X)). On a donc :
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K Y%
VvO,...,0,X,,,....X)=0¢et ¥X)=V% X, [
a( k+1 n) € a() igl t_[)‘ axi

Xy e n Xy, Xy s oo s X, ) dt

En désignant par (8,, (x)) la matrice des cofacteurs de la matrice
jacobienne de 0 en x, on a :

vy,
ox,

% Ay -1 8y 1
g —a X)) 5 6, X))
d’ou

k

VXEVD, ,p(x) = ¥,0(x)) = Y ¢fx) f (Z ™ )
i=1 =1 %
o (l(x,t)dt (1)

ol /,(x, t) est une fonction de classe C” 4 valeurs dans ), :

Lx,t)= (9‘,"(ta,¢7l(x),...,tcp,‘(x),xkH s Xp) .

0

Posons : A, ; = fl( il ax, i’) (,(x, 1)) ar.

Le chemin /,(x, ) dépend de a et les fonctions A, ; aussi. Mais
si x€G, p,x)=---=¢,(x)=0, et [ (x,t)=x. En particulier
I,(x, t) est alors indépendant de a. Il en résulte que la série formelle
en un point x€ ¥, NG de A, ; est indépendante de a et définit
donc sur (G — F) N K un champ de séries formelles A;.

b) Prolongements des champs A,.
Fixons m €N. Nous allons d’abord majorer ||A, i”:
' a

Pour tout multi-indice w = (w, ,..., w,) on obtient en déri-
vant la formule (1)

w
vrew, D! |Aa, x )_fl PG 0) @
D x o 821kt e, 1))
Iw’|¢
ou P,,w(x,t) est un polyndome en ¢, en les = (x) pour
o |
lw'| <|w|+ 1, et en les Py (l (x, 1) pour |W'<|w|+1,

dont les coefficients sont indépendants de a.
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De (2) on déduit :
m+1
Ilcpllw

m
1A, < € e

3

pour tout a € (G — F)NK.

On voit facilement qu’il existe une constante C; > 0, telle que
Vx€%,, d(x,F)<C;d(a,F). Il en résulte, puisque ¢ est plate
sur F, que pour tout p €N, il existe une constante C(p), indépen-
dante de a, telle que :

1A, .15 < C(p) d@@, FY . (4

Désignons toujours par A; les champs A, prolongés par le champ
nul sur F. Pour montrer que A, est le champ d’une fonction de classe
C” sur £, il faut montrer ([4], chapitre I) que, pour tout m €N, il
existe un module de continuité € tel que :

Va€EGNK, VhEGNK, VxER" :
IT) A;(x) — Ty A, <(lla —xI™ + 115 — xI™) e(lla - bll) .

Nous distinguerons trois cas. Dans chacun d’eux on peut déter-
miner un tel module de continuité.

1) a et b appartiennent 3 (G—F) NK et
d@,b)<C' Cld@,F)*“<C'18@)* =C'Is@)lp, .

Alors, d’aprés le lemme 1, bE®,. Sur ), NG le champ A, est
celui de la fonction A, ;. Il existe alors une constante H, > 0 telle
que :

IT;" A,G0) = T, A )| <H, (lla —xII” + 116 —xI™) lla = b1l A, , 15
et d’aprés (4), IIA‘,JHZrl est bornée quand a décrit (G — F)N K.
2) a et b appartiennent & (G — F)NK et
d@,b)>C Cld@, F)’”.
On voit alors facilement qu’il existe une constante C; telle que :
da,b)>C,d@®, Fy~.

D’aprés (4), il existe pour tout entier p, une constante H(p)
telle que :
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TS A;(x) — Ty A;00) < IT,; A;(x)] + |T, A;(0)]
<H(p) (1 +lla —xI") d@,F’ + 1 +1Ib —xI™)d®, F))

1 1 \\=2— P

<H(p) (sup (=) @ + lla —xI" + 116 — xI™)lla — b1I**
( (C’C} c’l»

et il suffit de prendre p > 2a(m + 1).

3) Si a ou b appartient & F N K, 'un des deux termes de la dif-
férence [T, A;(x) — T, A;(x)| est nul et on majore 'autre comme
dans le 2°™¢ cas.

Dans ce paragraphe on suppose, en outre, que £2 est un voisi-
nage de Porigine dans R".

PROPOSITION 5. — Si &' est fermé, et si pour tout x€ X — {0},
T, 8 n'est pas diviseur de zéro dans Vanneau % /T, J, J est un idéal
fermé.

Démonstration. — Soit ¢ une fonction adhérente a J. Puisque
T, ¢ €T, ¥, on peut supposer T, = 0. Puisque JCI' et qued’ est
fermé, p €I’ :

S
p=2 o, 0+ W 5.
i=1

Dans cette égalité on peut supposer que «;, et ¥, sont plates
en 0.

En effet, d’aprés le lemme du chapitre I, on peut écrire p = ¢’ . ¢’
¢ et ¢’ plates en 0, ¢'(x)> 0 pour x # 0 ; la fonction ¢" qui
appartient ponctuellement a &, appartient a J' ([4], chapitre II),
ce qui donne le résultat.

§
Pour tout x#0 on a T, o= Y, (T, e, T, ) + T, ¥, T, §,
i=1

et par hypothése T, ¢ €T, J. Puisque T, & n’est pas diviseur de zéro
dans ¥ /T, et que T, ¥, T, €T, J,ona T, ¥, €TY.
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Comme on a aussi T, ¥, = 0€ T, ¥, il résulte du théoréme spec-
tral de Whitney ([4], chapitre II) que ¥, est adhérente a J.
S
Dot p = 2, (o, + 8ay,) ¢, + ¥, 8 avec ¥, plate a P'origine.
i=1
En itérant ce raisonnement on obtient :
s 14 j “
avec W,,, plate a l'origine.
Soit K un compact contenu dans V(8). Si d, est un nombre

1
> 0, on désigne par €, une fonction nulle sur <x, d(x, K)>d— ,
P

1
égale a 1 sur {x, d(x,K) < ﬁ} et telle que :

P
D"“"ep < Cru|
D xv d},‘“"

ou C|w| est indépendant de p ([4], chapitre I).

Puisque la fonction 87 ®; 54+, est nulle sur K, ainsi que ses dé-
rivées jusqu’a l'ordre p — 1 inclu, on peut, par la formule de Leibnitz,
déterminer la suite de nombres dp de telle sorte que

P p-1 — .
e, 82 & lf ™! <

L. P . . ..
La série Y, €p 8 o ,,, converge alors uniformément, ainsi
p=20

que toutes ses dérivées. Soit o; i la somme de cette série. Pour toutp

P
la fonction & x — 12 8’ a, ;,, est p-plate sur K.
=0

Par une partition de l'unité on construit alors des fonctions
o, €8Q),i=1,...,s, telles que, pour tout p, la fonction

P .
]
o — 2 8 o 14y
j=o

soit p-plate sur V(§).

La fonction
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S S (d j p+1
Y — 2 Ol,"P,-=2 (2 5 % i+ —ai) o+ ¥, 0
i=1 i=1 \j=o0
est donc p-plate sur V(8), pour tout p. D’aprés la proposition 4,
s
et puisque J', fermé, est de +ojasiewicz, la fonction ¢ — Y «; ¢; ap-
=

1
partient 4 J .

COROLLAIRE. — Soient ¢, ,...,yp, des élements de &(2). Si
I, (e, ,...,cpp) contient une puissance de m,(m, est lidéal de
&(S2) formé des fonctions nulles a l'origine), lidéal (p, ,... ,spp)
est fermé.

Démonstration. — On applique la proposition S avec :

I=(,---,9);k=s=p;

=3 a3 (R

i=1 i D(x,l 9o ,xip)

On a V(8) = 0 et & vérifie £(0, ). Lidéal ¥' =¥ + (§)
est donc fermé. Les hypothéses de la proposition S5 sont vérifiées.



CHAPITRE 1II

1. Un critére de platitude.

Soit A un anneau local régulier de dimension p, d’idéal maximal n,
de corps résiduel kK = A/n. Soit M un module de type fini sur A ;
supposons INT# (0). On appelle N-suite de A (J.P. Serre, [6],
chapitre IV) toute suite @ ={a, ,...,q,} d’éléments de n telle que,
pour tout i 1<i<k, aq; ne soit pas diviseur de zéro dans
MN/@y,...,a,_,). M (on pose a, =0). On note (a) I'idéal en-
gendré par a,,...,aq, dans A.

Soient A la catégorie abélienne des A-modules de type fini ;
€ une catégorie abélienne ; €' une sous-catégorie abélienne de €
telle que, pour toute suite exacte C' > C > C" de la caté-
gorie , I’hypothése C', C"" € €' implique C €EC’. Si T est un foncteur
additif, exact & droite, de A dans €, on désigne par L; T, le i*me fonc-
teur dérivé a gauche du foncteur T. La dimension homologique
globale de A étant égale a p,ona L, T=0,sii>p.

LEMME 1. — Soit 9U un module de type fini sur A. Il existe
un nombre fini de A-suites a® de A telles que : pour tout foncteur
additif et exact a droite T de A dans @, I'hypothése : pour tout o,
L, T(A/@%) E €', implique : ¥Vi>1, L, T(M EC".

Démonstration. — Soit a ={a, ,...,a,} une A-suite de A. Po-
sons g; ={a,,... ,ai} pour jE€[1,k] ; a, =0 et supposons que
les L, T(A_/(g,)) appartiennent 3 €. Montrons, par récurrence sur
j>que Vi=1 L, T(A/(gi))e e’

Si j =0, le résultat est trivial. Supposons j > 0 et considé-
rons la suite exacte :

0) —> Al(g;_,) ~2—> Al@;_;) —> Ala) —> (0)

ou a; désigne la multiplication par a;. On en déduit une suite exacte :
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L, T(A/@_) —> L; T(Alg)) —=> L,_, T(Alg;_,)) .

D’aprés I’hypothése de récurrence, Vi = 2, L,T(A/(a,))ee' ,
c.q.f.d.
En augmentant, si nécessaire, le nombre des suites a%, nous

pouvons donc, dans I’énoncé du lemme, remplacer ’hypothése par
la suivante : “pour tout « et tout i =1, L, T(A/(g"))ee”’.

Montrons, par récurrence sur la dimension p — k du module
I, puis par récurrence descendante sur i, = 1, qu’il existe des A-
suites de A, telles que I’hypothése : Va, Vi=> 1, L,T(A/g“))e e’
implique L; T ()€ e

L’anneau A étant noethérien, il existe une suite croissante :
0)=M,CI, C...CIM =9I de sous-modules de I et des
idéaux premiers p; de hauteur = k, tels que Vj€[l, 5],

ml/ml_l o~ A/pl .

(J.P. Serre [6], chapitre I, corollaire 4 de la proposition 7). Utilisant
la suite exacte des L, T et la premiére hypothése de récurrence,
on peut donc supposer que INT= A/p ou p est un idéal premier
de A, de hauteur k.

Sip — k =0, i.e. si dim(3T) = 0, nécessairement p = n. L’anneau
A étant régulier, I'idéal maximal n est engendré par une A-suite
{a,,...,a,} et, dans ce cas, le résultat est trivial.

Supposons p —k > 0. Si i, > p, L, T(910) = (0). Soit
a={a;,..., a1}

une A-suite de A telle que p soit un idéal premier minimal contenant
@). On a :

(g)=ql n'-ans
ou les q; sont des idéaux primaires de hauteur k et, par exemple,
p est la racine de q = q,.

Considérons la suite exacte :

© —> Al > 3 Alg, F—> (0)

ol l'on désigne par ¢ l'injection obtenue, par passage au quotient,
de lapplication : A Sa~~—> (a, ..., a) €A’ Visiblement,
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dim(9)<p — k.
D’apres la premiére hypothése de récurrence, il existe des A-suites a*
telles que I’hypothése : Va, Vi =1, L,T(A/(g‘))e €' implique :
L, TOL)eC' et L, T(A/(@) € €', donc L, T(A/q) € e’
Le module A/q étant p-primaire, il existe une suite exacte :
0 ——>Alp —> Alq —> & ——> (0) .

ou J€ est un module de dimension <p — k. On en déduit une
suite exacte :

Livi THR) —> L, T(Alp) —> L, T(Ala) .

D’aprés la seconde hypothése de récurrence (celle sur i),
il existe des A-suites @ telles que ’hypothése :

VB, Vi=1, L, TA/@)ee

implique : L; ., T(#) €e@'. D’aprés la suite exacte précédente,
si 'on a simultanément L‘.T(A/(g“)) €C’ et L; T(A/(g")) ec
L,'0 T(A/p) EC', cq.f.d.

COROLLAIRE 1. — Soit M un module de type fini sur A. Il
existe un nombre fini de A-suites a® de A telles que, pour tout mo-
dule B sur A, ’hypothése :

pour tout a, TOR?(A/(@%), B) est de longueur finie
implique TOR?(JIZ , B) est de longueur finie.

Démonstration. — On applique le lemme 1, en prenant pour €
la catégorie des A-modules ; pour €' la sous-catégorie pleine de €
dont les objets sont les modules de longueur finie ; pour T le
foncteur - , B.

COROLLAIRE 2. — Un A-module B est plat (resp. injectif) si et
seulement si pour toute A-suite a de A, on a :
TOR} (A/(@), B) = (0) (resp. EXT, (A/(a), B) = (0)) .
Remarque. — Soit a = {a, ,...,a,} une suite d’éléments de A

et soit B un module sur A. Le module (Rg(a) des “‘relations entre
les a; a coefficients dans B” est le noyau de ’homomorphisme :
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k k
B*3(,,...,00)~—>Y 4 b,EB.
i=1

On a visiblement : TOR} (A/(@), B) = Ry(@)/ R,(a) - B.
Le module R , (2) contient toujours les relations dites “triviales”
r¢ﬁ=(r;ﬂ,.. ,,‘,)our =0,siy#Faetf;rg= aaetrfm=a¢.
Si a est une A-suite de A ou si (@) = A, R, (a) est engendré par
les relations triviales.

2. En général : dimg (TOR? (0, §)) < oo .

Soit £ un voisinage ouvert de lorigine O de R”. Les anneaux
&,, d’o, @ définis au chapitre I, seront notés respectivement &, , 7
(il n’y a aucune confusion possible : nous n’utilisons pas dans ce
chapitre les faisceaux & et ¥ du chapitre I).

Rapportons P'espace euclidien R”(resp. R?) i un systéme de
coordonnées x = (x;,...,x,) (resp. y = (y,,... ,yp)). Soit ap
I’anneau des germes de fonctions a valeurs réelles, analytiques au voi-
sinage de Porigine de R”. Soient m I'idéal maximal de & ; n celui
de ap.

Désignons par Hom(ap , 8) l’ensemble des homomorphismes
de R-algebres de ap dans &. On définit une bijection =

?m90=(9,,...,0p) —>0©E€Hom(,, &)

en posant : Vf€X,, O (f)=f®,,...,0,) (pour tout © appar-
tenant 4 Hom (& &) onaiZ1(@)= (@(yl) N I¢A)))

Soit T : & —> ¥ =R[[x,,...,x,]] la surjection qui asso-
cie a tout germe sa sériec de Taylor 4 I'origine. On en déduit une
surjection TP :

8>@,,...,0,)~—>(T@,),...,T@,)Es".
Soit m la projection canonique : gn_rg _— ;(,9 r_n/mz.

DEFINITION. — Une propriété & relative aux élements © de
Hom(ap , &) est vraie en général, si VEE 63 m/m?, il existe dans F°
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une provariété algébrique de codimension infinie V, telle que tout ©
appartenant d E(TP) ' (° — V dNa (@) satzsfasse i@ & (pour
la définition d’une provariété aIgebnque nous renvoyons a [7],
chapitre I, § 1).

Remarque. — 11 serait naturel d’adopter la définition suivante
(cf. J. Cl. Tougeron [7], chapitre I, § 3) :
Une propriété & relative aux éléments © de Hom(a ,8) est

vraie en général, s’il existe dans $° une provariété algebrlque de codi-
mension infinie V telle que tout © appartenant a

Z(T) '@ - V)nem)

satisfasse 4S .

Avec cette définition, la proposition 1 et donc la proposition 3
de ce chapitre, sont vraies ; malheureusement, nous ne savons pas
démontrer la proposition 4.

Posons © = To ©. Si m est un idéal de &,, on note simplement
O[n] ridéal engendre par ©(w) dans & ; par @[1[]) I'idéal T@[n]),
engendré par ®(1r) dans &

PROPOSITION 1. — Soit ™ un idéal propre de hauteur k de &,
En général, la hauteur de @[1r] est égale a inf (k, n).

Pour la démonstration, nous renvoyons a [7], chapitre I, propo-
sition 2. En fait, on y démontre le résultat avec 'anneau des poly-
nomes R[y,,...,y,] au lieu de a,, =R{{y,,...,y,}}, mais la
démonstration se transpose sans difficultés.

PropPosITION 2. — ([7], chapitre I, corollaire proposition 1). Soit
Q un ouvert de R" et soit I un idéal de &(). L'application
Q2 x vwn~> Wt (T, (F)) est semi-continue inférieurement.

Soient ©® appartenant a Hom(a , & ; I un module sur a
B un module sur &: © munit B d’une structure de a -module. Le
module TOR P(JIT, B) sera noté TORG(OIZ B) ; de meme Mme, B
sera noté T 8y B. K

PROPOSITION 3. — Soit a ={a, , ..., a,} une & -suite de &,

_ Dsi k<n, en général : TOR?(®,/(a), F) = TORY (&,/(a).
§) = (0).
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2) si k>n, en général TOR?(ap/(g), ) est un R-espace
vectoriel de dimension finie isomorphe a TOR?(ap/(_a_), 9).

Démonstration. — Soit £ un voisinage ouvert de ’origine de R"
et soient ¢, ,...,y, des éléments de &(§2) induisant respectivement
a lorigine les germes ©(a,), ..., 0 (;) (donc Ty(y;)) = O(@a))).

Soit & T'idéal engendré par les y; dans & (£2).

1) Si k < n, d’aprés la proposition 1, en général ht(T,(J)) =k.
Supposons cette condition satisfaite. D’aprés la proposition 2, en
diminuant §2 si nécessaire, Vx € Q, ht (T, )) = k. Ainsi,ou T, (¥) = &,
ou {T,(¢,), ..., T,(pe)} est une &, -suite de &,. Dans I'un ou lautre
cas, le module des relations entre les T, (p;) est engendré par les
relations triviales (cf. remarque du § 1). En passant aux germes
a lorigine :

azap@.% = Ryla) ; de méme : R, @) F = Rya), cafd.

2) Si k 2 n, d’aprés la proposition 1, en général ht(Ty(¥)) = n.
Supposons cette condition satisfaite. D’abord, le module TORle(ap/(g) ,
%) est un R-espace vectoriel de dimension finie (car 9/(a). % est un
R-espace vectoriel de dimension finie, i.e. de support réduit a I'idéal
maximal de ).

Montrons ensuite que I'application canonique :
R0 R, (@) - F >~ TORY(E,/(@), ) —> TORY(,,/(@), %) ~
=R, (g)/@ap @9 .

est un isomorphisme, ce qui terminera la démonstration. D’une part,
cette application est visiblement surjective. D’autre part, si £ est
assez petit, ’ensemble des zéros de I'idéal ¥ se réduit 4 I’origine.
Donc, Vx € Q — {0}, T,(J) = &, et le module des relations entre
les T, (p;) est engendré par les relations triviales. Passant aux germes,
on voit que toute relation entre les a;, & coefficients dans G et plate
a lorigine, est combinaison linéaire a4 coefficients dans g de relations
triviales. Ceci prouve que I’application précédente est injective,
c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Soit I un module de type fini sur Q,. En
général :
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TOR? (I, ) est un R-espace vectoriel de dimension finie.

Cela résulte de la proposition précédente et du corollaire 1 du
lemme 1.

3. En général TORS (31T, 5/8) = (0).

Soit 7 un idéal de ap engendré par des éléments &, ,...,®,.
On note J,(m) 'idéal engendré dans Q, par ®,,..., P, et tous les
D@, ,...,®
jacobiens S s

D(yil E BCAE A ’yik)

De méme, si J est un idéal de & engendré par des éléments
@Y1 ,...,%, On note J, @) lidéal engendré dans & par ¢, ,..., ¢,
D(¢{l E R ] ‘pik)
et tous les jacobiens .

D(x,l e un ,x,k)

On désigne par ¥ la racine de I'idéal J, i.e.

g ={p€e &, ameN, g "€y}.

PROPOSITION 4. — Soit m un idéal de (,. En général :

m- O[J,(m] CI (@) .

Pour la démonstration, nous renvoyons au théoréme de quasi-
transversalité (J. Cl. Tougeron [7], chapitre I). En fait, on y dé-
montre le résultat avec ’'anneau des polyndmes R[y,,..., yp] au
liew de &, = R{{y,,...,y,}}, mais la démonstration se transpose
sans difficultés.

PROPOSITION 5. — Soit MM un module de type fini sur a,,.
En général, I 8y & est un module de Fréchet sur 8.

Démonstration. — Le module 9T étant de présentation finie
(car a,, est noethérien), le quule N ey & est de présentation finie
sur &,

Nous procédons par récurrence sur la dimension p — k du mo-
dule JIT. Si 9 = (0), ie. si p — k=—1, le résultat est trivial.
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Supposons p — k= 0 et admettons le résultat pour tout module
de dimension strictement inférieure a p — k.

1) Supposons d’abord que MM = a,,/n, ou w est un idéal premier
de hauteur k de & P Considérons d’abord le cas m = n(i.e.p — k = 0).
Visiblement, J,(n) = &,. D’aprés la proposition 4, en général :
Jp(@ [RDDOm. Si ¢,,... , ¥, sont des représentants respectifs de
0(y,),...,0(y,) sur un voisinage  de l'origine de R”, et si Q est
assez petit, Jp(% e e spp) contient une puissance de I'idéal m, de
&(2) formé des fonctions nulles & I’origine. D’aprés le corollaire
de la proposition 5, chapitre II, I'idéal engendré dans &(S2) par
lesyp, ,...,yp, est fermé et donc ap/ﬁ 8, 8=8/0O(,),..., 0(y,))
est un module de Fréchet.

Supposonsp — k>0, i.e. 7 ig. 11 existe une famille {®, ,..., ®}

de générateurs de l'idéal m et A€E(m —m)NJ (P,,...,P,) tels
que, pour j=k+1,...,s A. <I>, appartienne a I'idéal engendré
dans ap par ®,,...,®, (résultat classique, cf. B. Malgrange [4],
chapitre III, § 5).

a) D’aprés la proposition 4, en général :

m-0(A)CL©(P,),...,0(,))
i.e. puisque ©(A)Em :
0A)EJO@P),...,0(d)).
b) Pourtoutj=k+1,...,s ©(4A) -@(fbl) appartient 4 I'idéal
engendré dans & par ©(®,),...,0(P,).

¢) On a ht(m + (A)) > k. D’aprés I’hypothése de récurrence,
en général &O[r + (A)] est un module de Fréchet, i.e. O[r + (A)]
est un idéal fermé de &.

d) Considérons la suite exacte :

©)—> Xjr 2> Qjr —> & 1 + (&) —> (0)

(ou A désigne la multiplication par A). On en déduit une suite exacte :
TOR®@, /1 + (4), %) —> §/n . § L>F/n. 5

En général (corollaire de la proposition 3) le noyau de I’appli-

cation % /7 - % ——A—>§ /7 - est un R-espace vectoriel de dimension

finie.
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Soient ¢, ,...,¢p,, & des représentants respectifs de
0@,),...,0(,), 0(4),

sur un voisinage 2 de l'origine de R”. Soient & 1’idéal engendré dans
&(Q) par ¢, ,...,p, ;' I'idéal engendré dans 8(Q) par ¢, ,...,y,
et 8.

D’aprés a), b), ¢), d) et la proposition 5 du chapitre II : en géné-
ral, ¥ est un idéal fermé de &(£2) (on choisit, bien entendu, pour
chaque O, un voisinage §2 assez petit) ; donc ©[n] est un idéal fermé
de &, ie. X /1r -, 8y &=&/O[n] est un module de Fréchet sur &

2) Soit N un module de type fini sur_ a , de d1mens1on p — k.
De la suite exacte : (0) > & > G w/& —> (0),
on déduit une suite exacte :

TOR® (M, &) —> TOR® (I, %/8) —> Me, & ~—>
(M8, &84 F .

Le module 9®gy & est un module de Fréchet si et seulement si
dimg (ker ¢) < oo (chapitre I, proposition 8). D’aprés le corollaire de
la proposition 3, en général : dimR(TOR?(m,ﬁ)) < oo, Si cette
condition est satisfaite, d’aprés la suite exacte précédente, &gy &
sera un module de Fréchet si et seulement si TOR?(UIZ,@/&) est un
R-espace vectoriel de dimension finie.

L’anneau a,, étant noethérien, il existe une suite croissante :
0) =M, CIM, C-..CAM, = de sousmodules de I et des
idéaux premiers m; de hauteur = k, tels que

Vi€ll, s], m,/orc, ,—ap/w,

(J.P. Serre [6], chapitre I, corollaire 4 de la proposition 7).

D’aprés la premiére partie de la démonstration et la remarque
précédente, en général : Vj €I, s] dimR(TOR?(ap/n,,gF/ &) < oo,
D’ou en utilisant la suite exacte des Tor : en général,

dimg (TOR® (O, 5/ 8)) < oo,
et, en conclusion : en général, N8y & est un module de Fréchet,

c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Soit L un module de type fini sur &, En gé-
néral, TORG( M, &) est un R-espace vectoriel de dtmens:on finie.
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Démonstration. — De la suite exacte :
0) —>8 —> 5§ —> §/g —> (0)
on déduit une suite exacte :
TOR? (1, %/8) —> TOR®(IR, ) —> TOR® (M, &) —>
TOR® (I, 5/ &) —> Me, & > Me ¥,

D’aprés le corollaire de la proposition 3, et la proposition 5,
en général TOR?( M,%) est un R-espace vectoriel de dimension
finie et 0L 8g & est un module de Fréchet (i.e. ker ¢ = (0)). Donc
en général : dimR(TORle( IX,5/8)) <o ; de méme, en général :
TOR?(UR,ﬁ/&) est un R-espace vectoriel de dimension finie (car
TOR® (N, %/ 8) =~ TOR®(I,5/ &, o I est le noyau d’un épi-
morphisme @1 —— IR). Le corollaire est alors immédiat ,

LEMME 2. — Soient O un module de type fini sur ap et
(CXS Hom(ap , &). Si N8, & est un module de Fréchet sur & et si
TOR?(OIZ, &) est un R-espace vectoriel de dimension finie, les appli-
cations canoniques :

TOR (o1, 8) —4—> TORY (3, %) ——> TORS (IR, %)
sont des isomorphismes. En outre, TOR?( M, 5/ 8) = (0).

Démonstration. — De la suite exacte :

0) > N > al > 0N > (0)
on déduit, en tensorisant par & sur @,, une suite exacte :

(*) (0) —> TOR?(M,8) —> Ne, & —>—> g7 —L£
Me, & —> (0) .

Le module ¢ = Im a = ker B est de présentation finie (car
N &y & est de présentation finie et TOR?(GTC,(S) est de type fini)
et c’est un sous-module de &7 : visiblement, € est un module de
Fréchet. D’aprés la proposition 5 du chapitre I

TORS (% g &,%) = TORS (¥e, %) = (0) .

En tensorisant par % sur & la suite exacte (*), on obtient donc une
suite exacte :
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(0)—> TORY(M, 8) 8,5 —> N ey, § —>F7 —>
Me, § —> (0) .

Donc TOR} (R, %) ~ TORS (I, &) 8 F ~ TORY (I, &) (on a ce
dernier isomorphisme car TOR?(JIZ, &) est un R-espace vectoriel
de dimension finie). Ainsi, v o ¥ est un isomorphisme.

Il reste & montrer que u est surjective. Le module 3¢ étant
de présentation finie, U8y & admet une 2-présentation finie. D’aprés
la proposition 6 du chapitre I, TOR‘: (I 8 8,5’) = (0). En tenso-
risant par & sur & la suite exacte (*), on obtient donc une suite
exacte :

TOR®(, &) 85, § —> Neg &§ —> §¢ >
M e, § —> (0) .

Puisque TOR? (1, &) ~ TOR (91, &) & %, on en déduit que u est
surjective.

Enfin, on a une suite exacte :
coker y —> TOR?( I, é%/&) —> ker ¢ ;

puisque ker ¢ = coker u = (0), TOR?(OTC R 5/ &) = (0), c.q.f.d.

On déduit du lemme précédent, de la proposition 5 et de son
corollaire, le

THEOREME 1. — Soit O un module de type fini sur ap. En
général :

1) MM ey & est un module de Fréchet sur 8.

2) Vi > 1, TOR; @R, &/8) = (0).

) Vvi=l, TOR?(GTC, 8) est un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie et l'on a des isomorphismes canoniques :

TOR®@R , 8) ~ TOR; (O , &) ~ TORY (O , %) .

COROLLAIRE. — Soit m un idéal de Q,. En général O[n] est un
idéal fermé.
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4. Compléments.

Nous complétons le théoréme 1 par un certain nombre de
remarques.

A) Supposons p < n.

L’idéal maximal n de X, étant engendré par la &,-suite
y= D1see s ¥p)s d’aprés la proposition 3.1) : en général,

TORY(Q,/n, %) = (0) .

Il en résulte, d’aprés un critére bien connu (N. Bourbaki, [1], cha-
pitre III) que & est alors un module plat sur &,. On déduit de la
et du théoréeme 1, le :

THEOREME 2. — Supposons p < n.

1) En général, & est un (4-module plat, i.e. pour tout module
O sur &, et tout i =1, TOR?(G]Z , %) = (0).

2) Si O est un module de type fini sur &, en général :
Vi>1 TOR; (I , &) = TOR; (I ,&) = (0) .

Remarque 1. — Supposons p = n ; posons &, = & et prenons
pour © [linjection définie par ©(y;) = x;. D’aprés les théorémes
1 et 2, si M est un module de type fini sur & ML, & est un module
de Fréchet ; en outre 'anneau & est un @-module plat. On retrouve
un théoréme de B. Malgrange (cf. [4], chapitre VI). De méme
g, & sont plats sur . Moyennant celle de &, le lecteur vérifiera que
la platitude de g équivaut au théoréme de cohérence d’Oka (i.e.
le faisceau structural d’une variété analytique est cohérent). Ce
théoréme est d’ailleurs un corollaire immédiat de la proposition 2
et du corollaire 2 du lemme 1.

Remarque 2. — Nous donnerons ultérieurement des conditions
suffisantes trés larges pour qu’un morphisme © : a,,———> & soit
plat. Ces conditions étant vérifiées en général, on a donc le résultat
plus précis : “si p <n, en général § est un module plat sur &,”.
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B) Supposons p = n.

Posons Y = Vyseons y,).

LEMME 3. — Si TOR, (a /(yn), &) = (0), on a pour tout mo-
dule I sur a et tout t>p—n TOR (M, ) = (0).

Démonstration. — L’hypothése signifie que {8(y,),...,0(y,)}
est une F-suite de %. Les complexes de I'algébre extérieure :
K25y, 00 et K°@(),...,00,) = K2, ,...,,) 8 F
sont des résolutions a gauche de ,/(y,) et &,/(y,) 8 F respective-
ment (J.P. Serre, [6], chapitre IV). Il en résulte que Vi=>1,
TORP(&,/(y,), F) = (0).

En utilisant la suite exacte des TOR et les suites exactes (pour

=n) :

© —> &,/(p) > &y —> Ayl(Yr) —> (0)

on vérifie que : Vi>p—n TOR?(aP/_rg , ) = (0).

Soit T un module de type fini sur &@,. Démontrons par récur-
rence sur p — k = dim(97) que TOR?(OTZ,Q?) =) pouri>p —n.
On peut supposer que M = p/1r, ou w est un idéal premier de hau-
teur k. Le résultat est démontré lorsque # = n, ie. k =p. Sik <p,
soit & €n — m et considérons la suite exacte :

8

D’aprés ’hypothése de récurrence, Vi >p —n,
TOR? (&, /7 + (8), %) = (0) .

> @,/ —> @ /1 + (8) —> (0) .

Il résulte alors de la suite exacte précédente que :
TORy @ /7, %) = §. TORD (X, /7, F) .

Par le lemme de Nakayama, TOR,e(a p/1r ,9) = (0), c.q.f.d.

Soit M un module de type fini sur (,. Supposons N # (0).
La codimension homologique de T (notée codh(@IT)) est la longueur
d’une M-suite maximale (J.P. Serre [6], chapitre IV). La dimension
homologique de 9T (notée dh(OIL)) est le plus petit entier ¢ = 0
pour lequel il existe une suite exacte :
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(0) = a:" > a:q—l R el ano >

L’anneau &, étant régulier,on a P’égalité : dh (M) + codh(M) =p
(cf. J.P. Serre [6], chapitre IV, proposition 21).

THEOREME 3. — Supposons p = n.

1) En général, pour tout module M sur Q, et touti>p —n :
TORPY (1T, %) = (0).

2) Si M est un module de type fini sur ap, M +# (0), en gé-
néral : Vi > sup(0,dh(dT) — n)

TORY (91,8 ) = TOR®(N , &) = TOR® (M, F) = (0) .

Démonstration.
1) résulte immédiatement du lemme 3 et de la proposition 3,1) ;

2) d’aprés le théoréme 1, il suffit de montrer qu’en général,
Vi > sup(0 , dh(9R) — n), TORY (AL , %) = (0).

Nous procédons par récurrence descendante sur q = dh(ON).
Si g = p, cela résulte de 1). Supposons donc ¢ < p. On a

codh(M)=p-q>0

et il existe donc a €n tel que a ne soit pas diviseur de zéro dans JIT.
On a dh(M/a.- M) =q + 1 et par hypothése de récurrence, en
général :

Vi > sup(0,q + 1 —n), TORP(N/a- M, F)=(0).

De la suite exacte :

(0) >m 4> > J/a - —> (0)
on déduit une suite exacte, pour i > sup(0,q +1 —n) :
TORP(I , $) —4—> TORP (@ , % —> TOR? , (It , ) 4>
TORY , (9%, %) .
I1 en résulte d’abord, par le lemme de Nakayama, qu’en général :

Vi>sup(0,q +1—n) , TORPON , %) = (0).
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Sig+1—n<0,le théoréme est démontré. Sinon,q + 1 —n =1,
et I'on a une injection canonique :

TOR;,, _, (3 ,%) —4— TOR?,, _, (M, 9) .

Mais, en général (d’aprés le théoréme 1) : TOR?IH_,,(OTC,Q?)
est un R-espace vectoriel de dimension finie. L’application injective
précédente est donc bijective, et, par application du lemme de
Nakayama, en général TOR,, _,(OR ,%) = (0), c.q.f.d.



CHAPITRE 1V

Dans ce chapitre, nous donnons quelques applications des théo-
rémes du chapitre 1II.

1. Les idéaux o, (N).

Soit A un anneau commutatif et unitaire. Si 9T est un mo-
dule de présentation finie sur A, on a une suite exacte :

) A-M5a 2 5op > (0) .

Soit kEN ; si ¢ — p <k <gq, on désigne par o, (M) lidéal
engendré dans A par les mineurs d’ordre ¢ — k de M ;si k <q — p,
on pose 0, (M) = (0) ; si k =g, 0, (M) = A.

M

LEMME 1. — Soit AP ——> AY 2> > (0) une
seconde présentation finie du module NT. On a, pour tout k €N,
o, (M) = a,,(M").

Démonstration. — Soient (e, , ..., e,) la base canonique de A%
ey ,---, e;.) celle de A?. Posons a(e) = x; ; a'(e,') = x,'. Il existe
des C;; €A tels que :

q
’ —
=2 Cyx .
i=1
Considérons la présentation finie :

" " ) "
AP M5 g1 pT 2

> T > (0)

ou ’(e,) = x; ; &’ (e)) = x;. I suffit de montrer que g, (M) = 0, (M")
(car on aura de fagon analogue : 0, (M) = 0, (M")). Soit 9T le sous-

q
module de ker &'’ engendré par les ‘2 Cje— e}, JE€IL, q'], et
=1



IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES, II 221

identifions A? au sous-module A7®0 de A? ® A?. Il est immédiat
que : ker o' = ker o’ ® 9, et I'on peut donc supposer que :

M C
o -1,

MI’ =

ou C est la matrice des C,, et Iq. est la matrice carrée unité de rang q'.
On vérifie alors facilement que, VKEN, 0, (M) = 0,(M"), c.q.f.d.

L’idéal o, (M) est donc indépendant de la présentation (*)
du module I et sera noté o, (IN).

Pour tout kK €N, désignons par ¢, (I) I'idéal engendré dans A
par tous les & tels que £. I soit contenu dans un sous-module de M
engendré par k éléments. Si I est un idéal de A, on désigne par T
sa racine.

LEMME. 2. — On a 0,(M) C 0, (M) et 0, (M) = 7, (IMN).

Démonstration. — Soit AP —M—> A7 & St — 5 (0)
une présentation du module . Si k = q, 0, (M) = A = 0, (M) (car
I est engendré par g éléments). Nous supposerons donc k < gq.

Montrons d’abord que 0, () C 0, (). Si k<q —p, 0; (M) = (0)
et linclusion est évidente. Si ¢ —p <k <gq, soit £€ 0, (M) et
supposons pour fixer les idées, que £ est le déterminant de la matrice
intersection des ¢ — k premiéres colonnes avec les ¢ — k premiéres
lignes de M. Désignons par (g, ,...,€,) et (e, ,...,¢e,) les bases
canoniques de AP et A? respectivement. Le systéme

M(g,) 5o, M(Eg_i)s €qrsrs-- Q)

a un déterminant égal a ¢ et donc, par la régle de Cramer, § - A? est
contenu dans le sous-module engendré par ces éléments. Il en résulte
que : §.-IMC (a(eq_kﬂ) S ,a(eq)), ie. § € 0, (M).

Pour achever la démonstration, il suffit de montrer I’inclusion :
0, () D 0, (M). Soit p un idéal premier contenant o, () et dé-
signons par k, le corps résiduel de Ap. De la suite exacte :

M Qp

P q
Ap > A, > mp —> (0) .
on déduit I'inégalité : dimkp(mp 8”‘9 kp) > k. Si £ .0 est contenu

dans un sous-module engendré par k éléments nécessairement
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¢ € p, car sinon AT, serait engendré par k éléments et donc on aurait:
dim, (3, 8, kp) < k. Ainsi p D 0, () et 0, () D 0, (M), c.q.f.d.
Remarque 1. — Pour tout entier K = 0, on a des inclusions :
0, (M) C 0y, (M) et 0,(I) Co,,, (M).

L’annulateur Ann(91X) du module 3T est égal a4 0,(9). D’aprés
le lemme 2 : 0,(J) C Ann(I) et 6,(IMT) = Ann(IR).

Remarque 2. — Supposons que A est un anneau intégre et soit K
son corps des fractions. Le rang de T est par définition I’entier
rg(NY = dimy (T8, K). Si 2 = rg(dMT), on sait qu’il existe un sous-
module L de NT, isomorphe a A" et tel que M /L soit un module
de torsion (i.e. il existe £ € A — (0) tel que £ - N C L). Visiblement :
§€0,(M) et donc 0, (M) # (0).

Supposons 2 > 0. Si o, _,(91X) # (0), il existe n # 0 tel que
n-L soit un sous-module libre de rang A d’un module engen-
dré par & — 1 éléments. Ceci est absurde et donc o, _,(1T) = (0).
Ainsi :

Le rang de JWT est le plus petit entier h = 0 tel que 0, (M) # (0).

Remarque 3. — Supposons que A est un anneau noethérien
intégre. Si A = rg(M), posons H, (M) = ¢, (M) : Hy (M) est linter-
section des idéaux premiers p de A tels que dh(imp) > 0 (en effet,
un idéal premier p ne contient pas 0, () si et seulement si [
est engendré par h éléments ; ie. si et seulement si 9T, est un A'-,
module libre).

Si g est un entier = 1, considérons une suite exacte :
(0) > 9 ANt —> > A"
MmN —= (0)

Posons k = rg(0) : Tlidéal 0,(9T) est indépendant de la suite
exacte précédente (OIT et g sont fixés) et sera noté Hq(mz). En
effet, un idéal premier p ne contient pas 0,(9C) si et seulement
si 9, est engendré par k éléments, i.e. si et seulement si I, est
libre. On a une suite exacte :
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0) > 9, > A! > ... > A >
., —> (0) .

Le module 9T, est donc libre, si et seulement si : dh (mp) <q (J.P.
Serre [6], chapitre IV, proposition 17). Ainsi Hq(OTC) = 0,O0) est
Uintersection des idéaux premiers p de A tels que dh(OL,) > q.

2. Un critére de réduction et un critére de normalité.

Dans ce paragraphe, on suppose que A = R{{x,,...,x,}} ou
R[x,,...,x,]l. Si I est un idéal propre de A engendré par des

éléments ¢, ,...,¢,, on note J,(I) I'idéal engendré dans A par I
D@y s-onnw)

et tous les jacobiens .
D(x,.l yeee ,x,k)

L’anneau A/l est réduit si 1 =1 ; équidimensionnel si 1 est
une intersection d’idéaux premiers ayant tous la méme hauteur.

On pose R, (I) = g, (I) N J, (I). Le lemme suivant est une ver-
sion du critére jacobien des points simples (M. Nagata, [5], cha-
pitre VII) :

LEMME 3. — Soient 1 un idéal propre de A et p un idéal premier
de A contenant 1. L'anneau Ap/I - Ap est régulier de dimension
ht(p) — k si et seulement si R (1) ¢ p.

LEMME 4. — Soit | un idéal propre de A tel que A/l soit réduit
et équidimensionnel de dimension n — k. Alors : J,(I) Co,(I) et
ht( R, (1) >k = ht() .

(pour la démonstration, nous renvoyons a [7], chapitre I, § 1, 4).
LEMME 5. — L'anneau A/l est réduit et équidimensionnel de

dimension n — k si et seulement s'il existe un élément & appartenant
a R, (I) et qui ne soit pas diviseur de zéro dans A/l

Démonstration. — La condition est nécessaire. En effet, d’aprés
le lemme 4, I'idéal R, (I) n’est contenu dans aucun des idéaux premiers
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minimaux p,,..., P, contenant L. Soit §, €(A — p,) N R, (I). On
peut supposer que, pour tout i #j, p, p; et donc que ﬂ p, ¢ p;.

Soit 6 €A -p) n( N p,) Visiblement :

d s
=3 & a,e(;z,,(l)rw(lp1 A-p).

Ainsi & n’est pas diviseur de zéro dans A/l

La condition est suffisante. Montrons d’abord que I = I. Soit
¢€T et posons M= (I + £-A)/L. Si p est un idéal premier qui ne
contient pas 8§, ou I & p et visiblement Mp =(0); oulCp: dans
ce cas I’anneau Ap/I - Ap est régulier (lemme 3) et donc I- A, est un
idéal premier de A,. Ainsi : $€I_--A_p =1.Ap et on a encore

= (0). Il en résulte que M, = (0), i.e. il existe g EN tel que
8. ¢€1. Puisque & n’est pas diviseur de zéro dans A/I, (€1
Ainsi I = L.

Soit p un idéal premier minimal associé a I. Par hypotheése,
8 n’est pas diviseur de zéro dans A/l et donc 8§ & p.Onal=T=pN T,
ol I' est un idéal de A tel que I'¢ p. Ainsi I.A,=p-A, et
R, (I) ¢ p. D’aprés le lemme 3, Ap/p-Ap = Ap/l. Ay est régulier
de dimension iit(p) — k ; ainsi At(p) = k, c.q.f.d.

Soit I un idéal propre de A tel que A/I soit équidimensionnel
de dimension n — k > 0. Nous allons traduire dans notre langage
le critére de normalité suivant (J.P. Serre [6], chapitre IV, théoréme 11):

L’anneau B = A/I est normal si et seulement si les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées :

1) pour tout idéal premier pde A telquepDletht(p) < k + 1,
Panneau local A,/l- A, est régulier,

2) pour tout idéal premier p de A telquep DIetht(p) =2 k + 2,
on a codh(Ap/I- Ap =2

D’aprés le lemme 3, la condition 1) signifie simplement que :
ht@R (1)) = k + 2. Soit p un idéal premier de hauteur i =k + 2.
L’anneau Ap est régulier de dimension i, et donc :

codh(Ap/l-Ap) =i — dh(A,/1-Ap)
(J.P. Serre, [6], chapitre IV, proposition 21). La condition 2) signifie
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donc que dh(A/l)p <i — 2, pour tout idéal premier p de hauteur
i2zk+ 2, ie. (d’aprés la remarque 3 du paragraphe 1), pour
i=k+2,...,n;MH_,(A/D) =i+ 1.

Si k=n-1, seule la con@ition 1) intervient et dans ce cas
A/l est régulier de dimension 1. Nous avons donc démontré le :

LEMME 6. — Soit 1 un idéal propre de A tel que A/l soit équidi-
mensionnel de dimension n — k > 0. L'anneau A/l est normal si
et seulement si ht(R, (1)) =2k +2, et pouri=k+2,...,n:

ht(H,_,(A/D) =i+ 1,

3. Transfert par © des propriétés de réduction
ou de normalité sur 7.

Nous revenons aux notations du chapitre III. Si ¥ est un idéal
de type fini de &, on désigne par ¥ un idéal de type fini de &(R"),
choisi une fois pour toutes et induisant I'idéal ¥ a l'origine ; par
V(g ) I’ensemble des zéros de 5.

THEOREME 1. — Soit m un idéal propre de Q, tel que @,/m
soit réduit et équidimensionnel de dimension p — k et tel que
dh(&p/n) <n. En général, pour tog_t\)/c appartenant a V(O[n]) et
assez voisin de 0, l'anneau % /T, (©[w]) est réduit et équidimen-
sionnel de dimension n — k. En général, l'anneau &/©[n] est réduit
(i.e. sans nilpotents).

Démonstration. — La derniére assertion est une conséquence
immédiate de la premiére et du corollaire du théoréme 1, cha-
pitre III.

Supposons d’abord m # n. D’aprés le lemme 5, il existe A appar-
tenant 4 n N R, () tel que la suite :

©) —> Q& /1 B> Qjr —> @ /r + (&) —> (0)

soit exacte. On a dh(@,/m + (A)) <n. D’aprés les théorémes II
et III du chapitre III : en général, TOR?(ap/n + (4), %)= (0),
ie.
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©(4A) n’est pas diviseur de zéro dans F/O(w) - F . )

D’aprés le théoréme de quas1-transversahte (chapitre III, pro-
position 4) : en general m- G(A)CJ ©[n]), ie.®(A)EI (O[7]) ;
visiblement : O(A)Gak(@)[w]) Ainsi, en général :

8(A) ER, (O[n)) . )

Soit & un élément de &(R") induisant le germe ©(A) a lori-
gine. Si les conditions (1) et (2) sont satisfaites, pour tout x appar-
tenant 4 V(O[n]) et assez voisin de O :

1) T,(8) n’est pas diviseur de zéro dans & /T, (©[n]).
P

2) T, (8) € R, (T, (O[r])).

Le théoréme résulte alors du lemme 5.

Supposons m#=n On a dh(ap/g) = p, donc p <n. Puisque
J (n) =@, , d’aprés la proposition 4 du chapitre III : en général,
J (G') [n]) D m. Supposons cette condition satisfaite. Pour tout x appar-

tenant a V(®[1r]) —{0), assez voisin de 0, 'anneau % /T, (@[1r])
est régulier de dimension n — p (donc a fortiori réduit et équidi-
mensionnel). L’idéal O[] = (O ( Vi)seuos ( Yp)) est une intersection
compléte de hauteur p et donc tous les idéaux premiers associés a
cet idéal sont de hauteur p. Puisque p <n, il existe BEJ{p(élw]) (en
effet, cet idéal contient I'idéal maximal de %) tel que & ne soit pas
diviseur de zéro dans %/O[r]. D’aprés le lemme 5, % /O [7] est réduit
et équidimensionnel de dimension n — p. Ceci achéve la démons-
tration du théoréme.

Remarque 1. — Si ’'on ne fait aucune hypothése sur la dimension
homologique de clp/w, on a toutefois le résultat suivant (démons-
tration identique & la précédente) : en général, pour tout x appar-

—~ ~
tenant 4 V(O[n]) — {0} et assez voisin de 0, I’anneau g /T, (©[n])
est réduit et équidimensionnel de dimension n — k.

Remarque 2. — L’hypothése du théoréme 1 implique k <n.
En effet, on a : dim(ap/ﬂ) =p—-k= codh(ap/w) >p—n (cf.
[6], chapitre IV).

Sx M est un module de présentation finie sur &, on désigne

par M un représentant (fixé une fois pour toutes) de M sur R” (i.e.
M est un module de présentation finie sur &(R") tel que



IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES, II 227
M 8sRrR™M & =~ M) .
PROPOSITION 1. — Soit M un module de type fini sur &p.

En général, pour tout x assez voisin de l'origine :

, I~ i ,
1) ht (0, @R 8 & ®sr™ F.)) = inf(n, ht(a)(INT)))

e
2) rg(@r 893 84;(1(") %x) = rg(IMN).

Démonstration. — 11 est évident que
a) 0, (M 8y &) = B0, (M)] ;

/"\-/ -~ ,

b) Ty (0, (O 8, &)) = O[0,(M)] et pour tout x assez voisin
de l'origine :

€) 0,00 8 &8, gn i) = T, (0, 0K B, 8)). L'inégalité 1) ré-
sulte de b) et c) et des propositions 1 et 2 du chapitre III.

D’aprés a) et c), si 0;‘(01’6) = (0), pour tout x assez voisin de
Porigine :

' e
0k O 8y & ® gn) F,) = 0) ; d’apres 1), si 0,(oM0 # (0), en gé-
3 . . . . ~

néral, pour tout x assez voisin de I'origine, 0%(JN 8y & & ,gny %) # (0).
L’égalité 2) résulte de 1 et de la définition du rang d’un module
(remarque 2, § 1).

PROPOSITION 2. — Soit 9L un module de type fini sur &, tel
que dh(O) < n. En général, pour tout x assez voisin de l'origine :

~
1) ht(H, (M 8g &85 gn Fi)) = inf(n, ht(H, (310)))

I~
2) dh(@AN 8¢ & 85xn F,) < dh(IM).

Démonstration. — Considérons une suite exacte :

©) N—>q ! —> .. > —>
m —> ().

D’aprés les théorémes du chapitre III, en tensorisant par & sur
ap la suite exacte précédente, on obtient en général une suite exacte :

0)—> Ne, 8§ —> &9! 8"°

b) 16 8, & —> (0)
et M &, & est un module de Fréchet sur &.
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La suite exacte précédente est induite par une suite exacte
de modules sur &(£2) (2 est un voisinage assez petit de I’origine
de R™) :

Ve
(0) —> T 8y &85 8(R) —> &(Q)~! > ... —>

B(Q)——> M e, 8e,pn8(2) —> (0)

y N
et 'on peut supposer que M8y &8, pn &(K2) est un module de
Fréchet sur &(£2).

D’aprés la proposition 2 du chapitre I, la suite :

— n '
(0)-—}9188686@")5;_95;— > ...
e, g
F.0 —> ey & & 4gn F, —> (0)

est exacte, pour tout x € 2. 1) résulte immédiatement de la suite
exacte précédente, de la proposition 1 (appliquée 4 I au lieu de )
et de la remarque 3 du paragraphe 1.

Si g = dh(), le module I est libre et pour tout x assez

~
voisin de lorigine, I 8y & & ;g F  est un module libre sur & . La
= . A
derniére suite exacte montre alors qu'en général : dh( Me,ée s(RP Fr) <

q. Ceci démontre 2).

THEOREME 2. — Soit m un idéal propre de Q, tel que & /m
soit normal de dimension p — k et tel que dh(ap/w) <n-1.En

—~~
général, pour tout x appartenant da V(®[w]) et assez voisin de O,
P
I'anneau % [T, (©[7]) est normal de dimension n — k.

Démonstration. — Nous vérifions le critére de normalité (lemme 6).

Remarquons d’abord que : k = ht(w) < dh(ap/n) <n -1 (cf.[6],
———~—
chapitre IV). En général, pour tout x appartenant a3 V(O[n]) et
assez voisin de O :
—~

1) D’aprés le théoréme 1, & /T, (©[n]) est réduit et équidimen-

sionnel de dimension n — k.

2) D’aprés les propositions 1, 2 et 4 du chapitre III (la véri-
fication est facile et laissée au lecteur) :
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—~

ht R (T,(©[n]))) 2 inf(n, ht (R () 2 inf(n, k +2) =k + 2.
(la derniére inégalité résulte du lemme 6).
3) D’aprés la proposition 2,2) :
I~
dh(& [T, (©[7]) < dh(&,/m)<n —2.

—~
Donc H, _,(&, /T, (©[n])) = &, (cf. remarque 3, § 1).
4) D’aprés la proposition 2,1), pour i=k +2,...,n—1:

—~
ht (H;_,(%,/T,©[n1))) > inf(n, ht(H,_,(&,/n))) >inf(n, i+1)=i+1

(la derniére inégalité résulte du lemme 6).

D’aprés 1), 2), 3), 4), le critére de normalité est vérifié, c.q.f.d.

Remarque. — Si 'on ne fait aucune hypothése sur la dimension
homologique de Clp/w, on a le résultat suivant (démonstration iden-
tique 4 la précédente) : en général, pour tout x appartenant a

—~ ~
V(@[n]) —{0} et assez voisin de 0, I’anneau % /T,(©[n]) est nor-
mal de dimension n — k.

4. Multiplicités locales de I'image réciproque d’un espace
analytique par une application C".

Si A est un anneau local noethérien d’idéal maximal n et de

k .
dimension g, on pose, pour tout k €N : F, (k) = dim, , ( ® Q‘/_r_z’“).
2\ =0

On sait qu’il existe (cf. [6], chapitre II) un polyndme FA tel

que :
I?A(k)=ao( q) (k+q—l)+..-+aq

ou les a; sont des entiers rationnels et pour tout k assez grand :
F, (k) = Fo(k). La multiplicit¢ de I'anneau local A est égale a a,.

Supposons en particulier que A = ap/I (I désigne donc un
idéal de hauteur p — q). Soit 7 un idéal contenant I, tel que &,/
soit régulier de dimension r et tel que ® ='.A/n'*'. A soit un mo-

i=20
dule libre sur @,/m.
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LEMME 7. — Avec les hypothéses précédentes, soit 0* un homo-
morphisme de R-algébres de &, dans & . Supposons que

TORS (&, /7 ,%) = (0)

et que 5 [0*(m) -& est un anneau local régulier de dimension r + n — p.
Si Ap =560*() -7 :

. jtn—-p-1
sin=2p, VKEN N (k)— F, (i)
P 2 mo(000)

. j*p—n—
sin<p, VEKEN Fpo(k) = 3, @)
P A l+ik Ao ( —n-1 )

Démonstration. — Montrons d’abord par récurrence sur i > 0
e : TORY'(A/n' . A, %) = (0). En effet, ceci est évident si

i=1(car Alm-A=&,/m;
si i > 1, on a une suite exacte
0)—> 7' Al A —> Al A —> Al A—> (0)

et TORS (x'~! . A/n’. A,%) = TORS (A/n'~! . A ,%) = (0), d’aprés
I’hypothése et I’hypothése de récurrence. En tensorisant par & sur a,
la suite exacte précédente, on voit que :

(@' Aln A) €,05 = 0%(n) T Ay /0%(n) - A,
ce dernier module est donc libre sur /60*(w) -Si. En outre :
i i*1 _
A= ’g’/e‘(n)-’(ifo 0%(m'- Ay /0% (m) 'AO) =

i,
=r (691r’-A1r’“.A).
Ba /n .2 /

On a les formules (cf. [3], corollaire 2 proposition 1, chapitre II) :

j+r—1
F,(k
A( ) ,+i . )i ( r—1 )
_ jrr+n—p-1
B ®= 2N pt)

Supposons n =2 p. On a :
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j’+r—l) j”+n—p—l)

Ff\o(k)= Z A n—-p-—1

i+tj=k j'+it=j r—1
d’ou la premiére égalité. La seconde s’en déduit en permutant les
roles de p et n.

COROLLAIRE. — Avec les hypothéses du lemme 7, les anneaux A
et A, ont la méme multiplicité.

Démonstration. — Supposons par exemple n = p. Soit G le po-
lynéme tel que, VK EN

= = jtn—-p-1
= - F, (i .
G =Fpy (k) — 3 A0 ( nepo 1 )
On vérifie, en utilisant le lemme 7, que G est un polyndéme de
degré <n—p—1,nul si n = p. On a d’autre part :

_ q i+l\ /j+n—p-—1

F k —Gk = a,_ =

Ao( ) ( )i+12=k i=o ¢ l( ! ) n—p-1 )
& k+l+n-—rp
_zgo et I+n—p )

Ceci montre que la multiplicité de A, est a,, c.q.f.d.

A tout © appartenant & Hom(X,, &), on associe, une fois
pour toutes, une application C~ 0 : R* ——> R telle que (0) =0
et telle que le germe @ de 6 a lorigine induise © (i.e. ©® = %).

Soit 7 un faisceau d’idéaux, analytique cohérent sur un voisi-
nage Qp de Porigine de R’ et soit & le faisceau des germes de fonc-
tions analytiques réelles sur £2,. D’aprés le théoréme 1 du cha-
pitre III :

A) En général, il existe un voisinage £ de 'origine de R” tel que
0(Q) CQ, et Vx €Q — {0}, TOR] (T, , Xy /Ty () = (0).

D’aprés le théoréme de quasi-transversalité :

B) En général, il existe un voisinage £ de lorigine de R" tel
que 0(R) C &, et Vx €Q —{0}, tel que @, /Ty, soit un anneau

local régulier de dimension r, I'anneau &, /0*(m, ). &, est régulier
de dimension r + n — p.
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LEMME 8. — Soient §, m, deux faisceaux d’idéaux, analytiques
cohérents sur un voisinage U de l'origine de RP. Supposons que
JCw et que @y/m, soit réduit de dimension = 0. Posons % = /Y.
Il existe un voisinage U' C U de l'origine et un faisceau d’idéaux ',
analytique cohérent sur U', tels que : n|U' Cn' ; Qy/m, est réduit
et dim(Q,y/my) > dlm(ao/wo) ; enfin, Vy € V(1rlU) —-V(@), Q oL
est régulier et ifﬂo 1r - A [m, i+1 - U, est un module libre sur & /1r

Pour' une démonstration, nous renvoyons a J. Frisch [2], § 2 :
Platitude générique.

THEOREME 3. — Soit ¥ un faisceau d’idéaux, analytique cohérent
sur un voisinage S, de l'origine de R?. Posons % =@/J. Si 0 est
une application C* de R" dans RP” telle que §(0) = Oetsix €0~} £2,),
on pose g, = &, /0 (Fpy) - Fy

En général, il existe un voisinage S de l'origine de R" tel que
0(Q)CQ, et, Vx (R —{0ohHNno~'(supp(N)) :

+n—-p-1
sin>p, Vk€N Fy ()= Y F,e()()’ 0

0.x i+j=k p—1
sip<n VKEN 0= 2 Fg, O i+p—"‘l)
0= & n—p-1

et, en outre, les anneaux g, et U, , ont la méme multiplicité.

Démonstration. — Construisons, par récurrence sur i €N, un
voisinage SZ},') de lorigine de RP et un faisceau d’idéaux 7", ana-
lytique cohérent sur 4 :

—on pose QP =Q, et 7? = g (e, si x€EQ,, 17 est la
racine de ).

— sii >0, le lemme 8 associe a I'ouvert U = Q(i V. au faisceau

I=J 'Q(‘ Diam=al- l), un v01smage U’ et un falsceau d’idéaux
7' sur U'. On pose : SZ;’)—— U D =g

Si ni"V 0» ON a 1 dim(@,/mP)< dim(X,/7¢~"). 1 existe
donc un entier s tel que, en diminuant Qf,’) si nécessaire : V(1) = 0.

Le théoréme résulte immédiatement des remarques A) et B)
appliquées successivement aux faisceaux d’idéaux # = 7@ . (-1
du lemme 8 ; du lemme 7 et de son corollaire.
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