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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
19, 2 (1969), 495-526.

NOYAU POTENTIEL
ASSOCIÉ A UNE FONCTION EXCESSIVE

D^UN PROCESSUS DE MARKOV,
par Jacques AZEMA (*).

1. Préliminaires.

1.1. Définitions et notations.
Soit E un espace localement compact à base dénombrable,

S> sa tribu borélienne. On appellera dans la suite processus
standard la donnée d'un système

((û, 9\ (^)^o, (X,)^o, (P.).CE, ^ (6,)^o)

où les êtres figurant dans le crochet désignent respectivement
un espace mesurable (û, 9), une famille croissante (^)t^o
de sous-tribus de 9, un processus stochastique (X^o
adapté à cette famille, à valeurs dans E, une famille de
probabilités sur Q, la durée de vie du processus, une famille
d'applications de Q dans Q vérifiant la relation
X^.0( == X^+c Nous supposerons que ce processus satisfait
aux axiomes des processus standards tels qu'ils sont énoncés
dans (9) et nous imposerons en outre la condition supplémen-
taire suivante : la limite quand ( tend vers ^ de X( existe
presque sûrement sur l'ensemble (^ < oo). Nous noterons
cette limite Xç-.

Nous noterons comme de coutume si A est un borélien

(*) Équipe de Recherche n° 1 « Processus stochastiques et applications » dépen-
dant de la section n° 2 « Théories Physiques et Probabilités » associée au C.N.R.S.
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de E, TA(O>) == inf {( > 0; X(((o) e A}$ si f est une fonction
numérique borélienne sur E, P(/*(^) == Ea./*(X() = \ /'(X^) c?P .̂

P^(^) = E,/*(XTJ =ff{X^) dP^
Vp ^ 0, IV(^) = Jo00 ̂ P^) dt

et l'on écrira U pour Uo.

1.2. Hypothèses.
* Dans tout ce qui suit nous nous placerons sous l'hypothèse

(L) de Meyer souvent appelée également hypothèse d'absolue
continuité, qui s'énonce ainsi : il existe une mesure de Radon m
sur E telle que toute fonction excessive nulle m-presque
sûrement soit nulle partout.

* Nous supposerons également le processus transient; plus
précisément, pour tout compact de E nous supposerons
vérifiées les deux propriétés suivantes :

a) La fonction UIK = / 0 0 P<IK dt est bornée.
b} Si l'on définit par récurrence les temps d'arrêt TK par

les relations TK = 1 + TK o 61 ... TK = TSr1 + H o Q^
alors on a quel que soit x dans E, Pa; ( ( \ (TK < oo)^ == 0.

Il est à noter que si X est strictement positif, le semi-
groupe P^ == e~^P( définit un processus transient.

* Nous appellerons ê^ l'ensemble des fonctions excessives
m-presque sûrement finies possédant la propriété suivante :
quels que soient les ouverts H et H' relativement compacts,
de fermetures disjointes, lim {P^PU'YU = 0 m-presque sûre-

n>oo

ment. Nous appellerons §1 l'ensemble des fonctions exces-
sives u, m-presque sûrement finies qui sont soit localement
bornées, soit de la classe (D) de Meyer (cf. [7]).

Les hypothèses de régularité en Ç faites en 1.1., et de
transience faites dans 1.2. entraînent ê^ c êç. Pour qu'une
fonction excessive soit dans êç il suffit que sa réduite sur
tout ouvert relativement compact H soit localement bornée
sur H0; il en résulte que pour les processus « usuels » êo es^
l'ensemble de toutes les fonctions excessives presque sûrement
finies.
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1.3. Position du problème.
On sait que dans la théorie des processus de Markov il

existe plusieurs notions de «potentiel». Meyer [7] a étudié les
« potentiels de la classe (D) », i.e. les fonctions excessives u
qui vérifient (1) lim P-r^ u = 0 chaque fois que T^ est une

7l->oo

suite de temps d'arrêts tendant vers l'infini; il a montré qu'à
tout potentiel fini u on pouvait faire correspondre une fonc-
tionnelle additive A admettant u pour potentiel ;

Hunt [3] pour sa part étudie des potentiels plus généraux
puisqu'il n'exige la condition (1) que pour des temps d'arrêts
particuliers qui sont les temps de sortie d'ouverts relativement
compacts, mais il se place dans un cadre plus restrictif; dans
cette théorie forte du potentiel on suppose en effet qu'il existe
deux processus de Hunt X^ et X< à résolvantes fortement
Fellériennes Up et Ûp en dualité, et que l'on a une densité
potentiel g(x, y) telle que Vf{x) = f g{x, y)f{y)m {dy) et
hV{y) == j g(x, y)h(x)m {dx). Alors on a une représentation
des potentiels sous forme de potentiel de mesure : A chaque
potentiel u presque sûrement fini, on peut faire correspondre
une mesure de Radon X telle que u[x) = f g(x, y}\ (A/).

Le point commun aux représentations de Meyer et Hunt
est qu'à chaque potentiel u on peut faire correspondre un
opérateur y^ défini dans le premier cas par la formule

^f=V.f=Ef^f{X,)d^
et dans le second cas par

^f-f'g^, y)f{y^(dy).
Ces opérateurs transforment les fonctions boréliennes posi-

tives en fonctions excessives.
Le but de la première partie de ce travail est d'associer à

chaque potentiel u (au sens de Hunt) de Ço un opérateur Ça
et ceci sans hypothèse de dualité. Cette construction est
effectuée au paragraphe 3), le paragraphe 2) étant consacré
à étudier l'ordre fort sur les noyaux excessifs.

On utilise ces noyaux à plusieurs sortes d'applications.
Dans le paragraphe 4) on a regroupé les résultats qui n'étaient

22
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connus que sous dualité (distribution terminale d'un u-pro-
cessus, interprétation probabiliste du noyau associé à la
fonction excessive x -> P^[TG < oo]). Dans le paragraphe 5)
on utilise ces noyaux pour tenter d'obtenir une représentation
des potentiels de Hunt sous forme de potentiel de mesure
sans hypothèse de régularité sur les résolvantes. Enfin dans
la partie 6) on utilise ces noyaux pour étudier le retournement
du temps du processus sous des hypothèses plus faibles que ce
qui a été fait jusqu'ici. Les parties 5) et 6) établissent un lien
entre l'existence d'une densité potentiel permettant la repré-
sentation des potentiels sous forme de potentiels de mesure
et le fait que le processus retourné à un temps de retour soit
markovien. On pourrait conjecturer qu'il y a équivalence entre
le fait de pouvoir représenter les potentiels et l'existence d'un
processus de Hunt en dualité avec le processus initial. On a
malheureusement dû ici se contenter d'établir des résultats
partiels concernant ce problème.

2. I/ordre fort sur les noyaux excessifs.

Le but de ce paragraphe est d'établir que le cône des noyaux
excessifs est réticulé pour son ordre propre. Les méthodes
employées sont en tout point analogues à celles que Meyer [7]
a introduites pour démontrer que le cône des fonctions exces-
sives est réticulé.

2.1. Définitions.

Nous appellerons noyau excessif une fonction y de E X Sï
dans R+, {x, F) -> y(rc, F) telle que :

i) la fonction x —> f(x, E) soit m-presque sûrement finie
ii) quel que soit le borélien F la fonction x -> (f{x, F) soit

excessive. On notera cette fonction ylp
iii) quel que soit x dans E la fonction F -> y(a;, F)

soit une mesure (positive) sur E notée £^<p.

Comme d'habitude on peut associer à <p un opérateur
transformant les fonctions boréliennes positives en fonctions
excessives en posant <ff{x) == j" (f(x, dy)f(y) et un opérateur
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opérant sur les mesures positives en posant si pi est une
mesure positive p.9(F) === / p. {dx) (f{x, F).

On désignera par îb le cône des noyaux excessifs.
Soient <pi et 92 dans Tb nous dirons que (pi est faible-

ment majoré par 92 ce que nous noterons 91 ^ 92 sl F011 a

îi^r ^ 92!-? quel que soit F dans â6. Nous dirons que 91
est fortement majoré par 92 s'il existe un noyau 93 de Tb
tel que Ci + ?3 ::== ?2; oi1 écrira 91 < 92.

2.2. PROPOSITION. — Soient (pi et 92 da/zs U. Il existe
une borne inférieure faible de 91 et 92 notée Ç iÂÇa-

Démonstration. — Considérons la borne inférieure £ .̂91 A £^92
des mesures £,ç(pi et £^92 et posons

^ r)=(£,çiA£,y2)(n.
On a quel que soit p > 0 :

pV^Çx, F) ^ pU,ç ,̂ F) ^ ̂  F) (^ = 1. 2).

^ D'où pU^(.r, F) ^ ^{x, F). Posons alors ^ == ^m f pU^
^ est un noyau excessif et ^ ^ ^p. De plus si ^j/ est dans %
et minore faiblement <pi et 92? on a bien évidemment
^/ ^ ^, soit en régularisant 'sj/ ^ ^>. On peut donc poser
^=^A92.

2.3. PROPOSITION. — iSoit A) une partie de %. A) admet une
borne inférieure faible.

Démonstration. — Soit 90 un noyau de A). On peut en
considérant la famille (9A9o)<peJl se ramener au cas où Jb
est majorée par un noyau 90. Soit alors m' une mesure
équivalente à m intégrant 90!, posons v = m'9o. Compte
tenu de l'hypothèse (L) rappelée au § 1.2. les mesures £,,9
sont absolument continues par rapport à v, quel que soit x
dans E et 9 dans Jb. On peut alors trouver une version

bimesurable --• : E X E -> R+ de la densité de Radon-dv
Nikodym de la mesure £^9 par rapport à v. Nous appellerons

—L la borne inférieure d'une sous-famille dénombrable —^"
riv d^



500 JACQUES AZEMA

réalisant la borne inférieure essentielle de la famille f"^
par rapport à m 0 v et poserons V^/çeJb

^ F)= f^{x, y^(dy).

On a de la même manière que précédemment, pU^ ^ A;
posons alors ^ == lim f pU^ ^ d;.

_ P-^oo

Montrons que ^ est un minorant de A$ on a quel que soit

9 dans Jk, —L ^ —•- m (g) v-presque sûrement. Il en résulte que

quel que soit F dans %, ^ip < çlp m-presque sûrement,
soit en régularisant ^Ip < ylp.

Il reste à montrer que ^ est le plus grand minorant de A.
Soit ^/ un minorant de Jfc; on a quel que soit F dans %,
quel que soit y dans A),

^ r) = Jr ̂  ("' 2/)v (<^ < X ̂  (a;î î/)v (^-
Donc

VyeJb, v^eE,^^, .)^^(^ .)

v-presque-sûrement ce qui entraîne évidemment —L- ^ "Ï
7. / 7 » rfv rfv

m 0 v-presque sûrement. On a donc —L^ ^ —r m0v-presaue
dv dv - •l

sûrement, soit ^'ip ^ ^lr m-presque sûrement, d'où en
régularisant, ^' < ^ C.Q.F.D.

Remarque. — St (yi)iei e5^ i^Tze famille de noyaux excessifs,
et si chaque y, majore fortement un noyau excessif y alors
/\ y; majore fortement <p.

iei

Démonstration. — Le noyau ^ introduit dans la démons-
tration précédente peut être donné par la relation
^{x, F) == /\ £^(r). Pour chaque i il existe un noyau q^

n€N

de Tb tel que y + f'i = Çr On aura donc

^T = A ̂ n = £^.
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Posons ^'(a;, F) = /A^T^( r ) et ^=ïimpV^'', il vient
\ n j P->oo

alors en régularisant ç + ^/ == ^ ce (IU1 montre que y est
fortement majoré par ^.

2.4. PROPOSITION. — Soient Ci et (pg (fei^r noyaux de %
il existe une borne supérieure forte de (pi et ^ ^otée Ci V <pa-

Démonstration. — Considérons l'ensemble Jlo des noyaux
de % majorant fortement <pi et (pg- Nous appellerons A
la borne inférieure faible de JL II résulte de la proposition
précédente et de la remarque qui suit que ^ est le plus petit
élément de Jb (pour l'ordre faible). Il reste à montrer que si
<p e Jlo alors <p ^> ^. Ce dernier point s'établit d'une manière
tout à fait analogue à la démonstration que Meyer ([7],
pp. 162-163) emploie pour construire la borne supérieure forte
de deux fonctions excessives.

3. Noyau potentiel associé à une fonction excessive.

3.1. Notations.
Les symboles relatifs à l'ordre fort des fonctions excessives

seront affectés de la lettre e. Ainsi si u et v sont des fonc-
tions excessives on écrira u < v, u /\ v, u \/ v, dont les
significations sont claires. e e e

Enfin nous noterons Ç (resp. 3-ê) l'ensemble des ouverts
(resp. des ouverts relativement compacts) et 3t l'ensemble
des compacts de E.

Nous allons maintenant ériger deux trivialités au rang de
proposition, car on s'en servira constamment dans la suite.

PROPOSITION. — i) Soient u une fonction excessive m-ps
finie, G un ouvert de E. Si v est une fonction excessive telle
que v < PQU alors PQV = v.

e

ii) Soient u et v deux fonctions de ê^, H et H' deux
ouverts relativement compacts de fermetures disjointes alors
Pau A PH'^ == o.

e

Démonstration. -— i) II existe une fonction excessive v'
telle que v -\- v' = PQU. Appliquons l'opérateur PG aux deux
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membres il vient P^ + PG^' = PGU. Comme PG^' ^ ^' on a
PG^ ^ ^ sur l'ensemble [u < oo], d'où PG^ === ^ sur
[u < oo ] qui est de m-mesure nulle. On a bien P^ == p
puisque les deux membres sont des fonctions excessives.

11) Soit w une fonction excessive minorant fortement PjiU
et PH'^. D'après la partie i) on aura Pyw == PH'W = w.
D'où (PnPip)^ = w. Comme w est dans êo? w = 0 m-
presque sûrement et d'après l'hypothèse (L), w = 0.

3.2. THÉORÈME. — Soit u une fonction excessive de êg.
Posons si K e 3t 9^., K) = /\ P^u, et si F est un borélien

e
G3K
GeÊ

de E (pn(.,r)== V 9u(.,K). Alors Çu(;r, F) dé finit un noyau
Kcr
KeX

excessif que Von appellera noyau potentiel associé à u.

Démonstration. — II résulte immédiatement de la définition
que si F et F' sont deux boréliens de E tels que F c F',
alors <?„(. , F) < < p u ( . , F'). La seule chose à vérifier est que

e
pour tout x de E la fonction £^ définie sur % par
£.c9u(r) == 9u(.r, F) est une mesure positive sur E.

a) Montrons tout d'abord que si Ki et Kg sont deux
compacts disjoints on a quel que soit x dans E

9(n, K, + K^) = ^{x, Ki) + 9^, K^).
Soit HI et Hg deux ouverts relativement compacts de
fermetures disjointes contenant respectivement Ki et Kg.
On a :

^(., Ki) < P^u et 9^(., Kg) < PH,U.
e e

Appliquant alors la proposition 3.1. ii), on a

îa(., K i ) A î u ( . , K^=0 ,
e

ce qui s'écrit encore

îa(., Ki)V?a( . , K,) = ^(., K,) + y^( . , K,).

Mais la remarque faite au début de cette démonstration prouve
que y » ( . , K i + K 2 ) majore fortement <?„(. , Ki) et <?„( . , Kg);
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on a donc l'inégalité :

y^( . , K i + K , ) > ^ ( . , K , ) + < p u ( . , K,).
e

Montrons maintenant l'inégalité inverse. On a par définition

<?„(. , K i ) + ? n ( . , K,= A P G U + A PG.U
e e

G,=îK, G,DK,
G,eç G,eç

= A (PG^ + PG,U)
G,3K,, G^eC
G,3K<, G,e(!

Mais l'égalité PGU + PG,U == PT^VT(,^ + PG,UG^ prouve que
PG,^ + PG,^ > PG,UG^. On a donc :

e

<p(., Ki) + <p(., K^) > A PG.UGU = y(., Ki u K,).
e e

G,UG,DKiUKî
G,.G,eç

Remarquons que cette dernière inégalité ne suppose pas les
compacts disjoints.

b) Nous avons défini une application £3;̂  de 3t dans R+
par la formule ^(p^K) == Çu(rr, K). Montrons que cette
application est continue à droite, quel que soit x appartenant
à [u < oo].

Remarquons tout d'abord que si K est un compact contenu
dans un ouvert G on a < p ( . , K) < Peu. Il en résulte que

e
? u ( - ? G) < PGU quel que soit l'ouvert G de E.

e
On a donc <?„( . , K) < Çu( . , G) < Pçu chaque fois que K

e e
est contenu dans G. Il en résulte que <pn( . , K) == A î^ -? G).

G^C
GDK

Mais la famille ( Ç u ( « ? G))G€Ç étant filtrante décroissante pour
GDÏ

l'ordre fort, il existe une suite décroissante (Gn)n>i ^e volsi'•
nages de K telle que :

<p»( . , K)=regr in f^( . , GJ1
Ln>l J

(le symbole inf étant relatif à l'ordre ordinaire sur les fonctions
numériques). Posons Çu == inf <pu( . , GJ, y est surmédiane,
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et soit An la suite de fonctions excessives satisfaisant à la
relation 9^., Gn) = h^ + <?„(., G^+i). On a alors la relation
<pn( . , Gi) == S ^n + Ça- Régularisant cette dernière relation,

n^i
on voit alors que y^ est égale à sa régularisée sur l'ensemble
[u < oo ], ce qui montre que ^(pa est continue à droite si
u{x) < oo.

c) Quel que soit x dans [u < oo] £^<pa définit donc une
fonction de compact, sous additive, additive sur les compacts
disjoints, continue à droite et positive. Il est facile de montrer
qu'une telle fonction est fortement additive c'est-à-dire que,
quel que soit x dans [u < oo],

£,̂ (Ki u K,) + £,9»(Ki n K,) = £,y»(Ki) + ̂ (K^).

Il résulte alors de la théorie générale des capacités (cf. [8])
que la fonction d'ensemble £^(A) = inf £,cÇu(G) est une

G=>A
GD^capacité de Choquet, additive sur les ensembles analytiques.

De plus tout borélien étant capacitable, s.^(r) = £a;<pn(r)
quel que soit F borélien. Enfin la relation

pu ̂ ,5 r^== sy^ r
\ n / n

ayant lieu m presque partout chaque fois que I\ est une
suite de boréliens disjoints deux à deux, est vrai en tout point x
puisque les deux membres sont des fonctions excessives.

On va maintenant donney une caractérisation plus maniable.
du noyau y^-

3.3. PROPOSITION. — Soit u une fonction de êg. Soit %y
^ensemble des noyaux <p de % vérifiant la relation ylo < PG^

e
pour tout ouvert G de Ç. Alors <pu est le plus grand élément
(au sens de V ordre fort sur %) de %u.

Démonstration. — On a vu au cours de la démonstration du
théorème 3.2. en b) que y^eUg; montrons qu'il en est le
plus grand élément. Soit donc y e Tby; on a ^IK < yle < PG^

e e
chaque fois que l'ouvert G contient le compact K; on en
tire çlp < A PG^ == 9ulK. On a alors pour tout F de %

e e
GDK.
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ylp == V yls. < V îu^R = Cuir- II existe donc une fonction
e e KCF

.̂  Ke3t

excessive ^pr telle que <plr + ^r =:=: 9ul-r q111 vérifient donc
4'sr'n == S ^Fn sur [u < 00] et Par conséquent partout,

n
dès que I\ est une suite de boréliens disjoints.

COROLLAIRES. — i) (py^ == 9n.
ii) Pour qu^un noyau y 5oit Ze noyau potentiel associé à

une fonction u de êo ^ ̂  suffisant qu^il vérifie les deux condi-
tions suivantes :

a) <pl == u
b) quel que soit G e 6 on a PG^IG == ÇÎ-G-

Démonstration. — i) Nous avons vu que Ça^G < PG^?
e

quel que soit G e = Ç ; on a donc (proposition 3.1.) VGeÇ,
PeÇulc == ÇulG- Appliquant l'opérateur PG aux deux membres
de l'inégalité Çule < Cul il vient alors Çulo < PGÇul ce q111

e e

montre que (pu e ̂ ^r L81 proposition 3.3. nous indique alors
qu'il existe un noyau ^ de % tel que <pn + ^ == Çy^i-
On a donc (pyl + '̂ 1 == ç^il < 9al ^1 ^ donc nulle et
ÎU = îîul-

ii) la démonstration de i) prouve que chaque fois qu'un
noyau de U vérifie la propriété VG e Ç, PG^IG == ylc
alors y est le noyau associé à la fonction excessive <pl, d'où
le résultat.

3.4. Exemples de noyaux potentiels.
a) Soit A une fonctionnelle additive naturelle de potentiel

UA. m-presque sûrement fini. Soient H et H' deux ouverts
relativement compacts de fermetures disjointes, on note
T^ les temps de passages successifs en H et H', on
aura XT^ e H, X-r,^ e H' presque sûrement. On a donc
lim T\ = oo presque sûrement et par conséquent

(PH, PuO-U^) - E,[(A, - A,,)l^<^]
tend vers zéro en tout point x ou V^{x) est fini. UA est
donc dans @o- Considérons alors le noyau défini par la formule
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<f{x, F) == UAlr(^) = E^°° ir(X() dA<. Soit G un ouvert
de E, on a PG9lG==E. ^ IG(X() dA.^ En tout point x
ou UA(^) est fini on a :

ylo(;z0 - PGçla(^) = E,/^ lo(X<) d^
= E,[(AT, - AT,-) (X^ e G) (TT, < 0))].

Mais, puisque G est ouvert [Xi-e e G] c [X^ 7^ X-r^] ; la
fonctionnelle (A), naturelle, n'ayant pas de discontinuité
commune avec le processus, le second membre est nul, d'où
çic == PG?IG. Appliquant alors les résultats du paragraphe
précédent on voit que <p est le noyau associé à

çl=E.J;°°l,(X^A,=E.[Aç-].

Si, la fonctionnelle A charge pas Ç, et en particulier si elle
est continue V^l^Çx) est donc le noyau assocé à UA.

b) Nous allons maintenant supposer qu'il existe une densité
potentiel régulière. Nous appellerons (DPR) cette hypothèse
supplémentaire que l'on formulera ainsi :

(DPR) II existe une fonction g de E X E dans R+,
bimesurable telle que :

i) Vî/ e E, x -> g(x, y) appartient à §o-
ii) Soit G e Ç, PGg(., y) {x) = g{x, y) quel que soit y

dans G.
iii) Quel que soit f borélienne positive

VfW=fg{^ y)f{y)m{dy).

Il est à remarquer que les hypothèses KW de Kunita
Watanabé cf. [5], [10] entraînent (DPR). Il en est de même,
on le verra plus loin s'il y a deux processus en dualité.

On dira qu'une fonction excessive u de §o es^ un potentiel
de mesure s'il existe une mesure positive à-finie Xu telle que :

u{x) == f g(rr, y)\ (A/).

Il est alors facile de voir que le noyau Ça est donné par la
formule Çn(^, F) == j^ g{x, y)\^ [dy), puisque les conditions
a) et b) du corollaire ii) de la proposition 3.3. se vérifient
trivialement.
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3.5. PROPOSITION. — Soient u et v deux fonctions excessives
de êo on a ç«+^ == Çu + ?..

Démonstration. — On a clairement (<?„ + Çu)lG < Pc(^ + ^)«
quel que soit G dans Ç, ce qui montre que Çu ~h Çv ̂  îu+v
Montrons maintenant l'inégalité inverse.

On a <pu+4r < u 4~ v quel que soit F dans ^8, et par
conséquent

îu+4r < ?a+4r A u + îa+4r A v '
e e e

Or nous allons démontrer dans le lemme ci-dessous que les
deux termes de la somme figurant au second membre de cette
inégalité définissent deux noyaux excessifs ç' et <p". Comme
quel que soit G dans Ç, on a

Ç'IG < ÇU+^G cela entraîne PGÇ'IG = Î'IG.
e

<p' est donc le noyau associé à (p'I qui est fortement
majoré par u, d'où :

ç' < Çu et de même ç" < Çy
et

y»+, == y' + y" < îu + y..
Il ne reste plus qu'à montrer le lemme annoncé.

LEMME. — Soit u et P deux fonctions excessives de êç.
Alors ^{x, F) == /Cuir A ^\ {x) définit un noyau excessif.

\ e /
Soit KI et Kg deux compacts disjoints de Ea, Hi et Hg

deux ouverts relativement compacts respectivement K.i et Kg.
On a déjà vu dans la démonstration de la proposition que
PH,4(., îîi) = ̂ ( . , Hi). Il en résulte que

•^(., K , )A^( . , K , ) < ^ ( . , H,)A^(. , H,)=0,
e e

donc -^., Ki) + ^(., Ka) = ^(., K^) V ^(., K;,). Mais alors :
e

^ ( . , K i ) + 4 / ( . , K , ) = ( 9 4 K . A ^ ) Y ( T » l K , A ^ )
== (yalK.YÇa'kU^

= (?«IK. + Î,IK,) /\^='^.,K,+ K,), .
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Soient maintenant Fi et Fg deux boréliens disjoints
de E, KÎ et K^ deux suites croissantes de compacts contenus
respectivement dans Fi et Fa et tels que :

V y^K? = înll\, V îulK? = ÇallV
e e
n n

On a d'une part :

lim (94^ V ?4K^ < î»ll\ V y4r.
n->oo \ e / e e

et d'autre part si n' ^ n :

ylî  V îuW > îulK? > <pulK?.
6 6 6

Faisons tendre n vers l'infini, il vient :

Vn; lim /çl^ V Vu1^} > Î^K?
n'^oo \ e j e

donc
lim /ylKî'Vîu1^^ > ?ulr,,
n'-xx» \ e / e

de même le membre de gauche majore fortement ^u^r^
donc majore Çuli\ V ïallV? on a ainsi montré l'égalité

c

«pair, + «p-lr. = îalr. V Pair,.
e

II est alors facile de montrer, en faisant jouer à I\ et Fg
le rôle que Ki et Kg tenaient au début de la démonstration
de ce lemme, que ^(^, Fi + Fa) = ^(x, Fi) + ^(a;, Fa). Il ne
reste plus qu'à montrer, ce qui ne pose aucun problème, que si
I\ est une suite de boréliens de réunion F, ^(., F) = \/ ^>( . , FJ.

e

COROLLAIRE. — Soit u une fonction excessive de êg, u^ une
suite de fonctions excessives de ê^. Soit (̂  la suite de fonctions
excessives vérifiant u \/ u^ == (\ + ^ A ^n- ^es mesures ^u^

e c

tendent en norme vers E^^ en tout point x où Vn{x) tend vers 0
et où u[x) < oo. En particulier si u^ > u alors ^un tend

e

en norme vers tx^u en tout point x où u^(x) —> u(x) < oo.

Démonstration. — Plaçons-nous en un point x où
u{x) < oo, lim v^{x) == 0 on a alors lim u^x) == u(x). A partir

n-x» n>oo
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d'un certain rang VnW et donc (u\/ uA {x} sont finis et

l'on peut écrire quel que soit le borélien F

îuAu^, F) - y^, F) ^ 9^, F) - ç^, F)
^ y^vJ^ F) - y^, F)

e

soit encore

lî»,(a-, F) - <P«(^ F)! < ^y^x, F) - y^^(a;, F) = ̂ {x, F)
e e

On a donc
|l(M?"n—— M?")ll ^ îJ^ E) ^ ̂ ),

d'où le résultat.

3.6. THÉORÈME. — a) Soient u une fonction excessive de §0,
H un ouvert relativement compact de E. Quel que soit x de E
les mesures £a.Çpgu son^ portées par H et ypguin = PH^.

6) 5oi( v un potentiel de êo et G UTZ ouvert de E. Le5
conclusions du a) subsistent : Vx e E e^yp^u ^5^ portée par G
et ÇP(,IG == PG^- ^ particulier y4 == ^.

c) Soit h une fonction harmonique de 83. Alors <p^ == 0.

Démonstration. — Le a) résulte immédiatement de la défi-
nition; on a en effet Çpgulii = A PH'PH^ == PH^; de plus
comme on a ^ , -

tï. —311

H'e

ÎPHulH + yPHullî0 ̂  <PPHUI ^ PH ,̂

on voit que ypanin0 == 0.
fc) Soit H^ une suite d'ouverts relativement compacts

de E telle que H^ c H,^ (J H^ == E. Posons G^ = H^ n G.
n

On a vu au cours de la démonstration du théorème 3.2.
que PG^^ + PG-G,^ > PG^- Comme v est un potentiel

e

PG-G,^ ^ Pii^ tend m-presque sûrement vers zéro quand n
tend vers l'infini. On a donc :

lim PG^^ = PG^ = lim [PG^ + PG-G^] m-presque sûrement.
/I->QO n->ao

Appliquant alors le corollaire de la proposition 3.5., on peut
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affirmer que :

hm ypGn^u(^5 îî) = ype^î ^) ^-presque sûrement.
n->oo

Mais d'après a) Çp^u(^ G) == PG,,^. On a donc p == ÎP^IG.
c) Le résultat provient du fait que si h est dans @i, on a

quel que soit G e= fî, H e= 3-ê tels que

G n H = ^, lim (PoP^h = 0.
7l->-00

II en résulte que si u et v sont dans S^PGU /\ P^ == 0.
e

Soit maintenant h harmonique dans ê^, K un compact
de E, H un voisinage ouvert relativement compact de K,
H' un voisinage ouvert relativement compact de H. On a
PH'^ = h puisque h est harmonique d'où Ç^IR < h = P^h

e
et d'autre part (JR^IK < Pnh d'après la définition du noyau y^

on a donc Ç^IK < Pn^h /\ P^h = 0. Cette relation étant
e e

vraie quel que soit le compact K prouve que <p^ == 0.

Remarques. — a) Si u est une fonction de êi, 9^ le noyau
associé à u, À la fonction excessive telle que u = <pyl -)- h,
il résulte de ce qui précède que la formule qui vient d'être
écrite est la décomposition de Riesz de u en sa partie potentiel
et sa partie harmonique. Ceci justifie le nom de noyau potentiel
donné à Çu. Si u est seulement dans êo on ne peut rien
affirmer de tel. Si par exemple on travaille sous les hypothèses
de Kunita Watanabé cf. [5], [10] et si l'on considère un point y
tel que la fonction x —> g(x, y) ne soit pas un potentiel (et
soit par conséquent harmonique), il résulte de ce que nous avons
vu en (3.4.) b) que le noyau associé à cette fonction n'est pas
nul ; il est donné par l'expression g(x, î/)lr(î/). Les phénomènes
pathologiques cessent de se produire si l'on suppose par exemple
que les fonctions harmoniques sont localement bornées;
on retrouve là une condition donnée par Kunita et Watanabé
pour que les fonctions g(., y) soient toutes des potentiels.

b) Si F est fermé non compact, on na pas en général
(pylp = A PG^; Pour le voir il suffit de prendre pour u une

GeÇ
GD?
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fonction harmonique de ê^ et pour fermé F le complémentaire
d'un ouvert relativement compact H. Le membre de gauche
est nul, c'est ce que nous avons vu en 3.6. c) $ quant au membre
de droite il est égal à u. Mais il n'est pas difficile de voir que
cette formule est juste si u est un potentiel. Mais la formule
^lp == f\ Pçy, est peut-être un moyen de définir un «noyau

Geç
GDF

de Martin » permettant d'étendre aux fonctions harmoniques
la théorie faite ici pour les potentiels.

3.7. PROPOSITION. — a) Si u est un potentiel de la classe
(D) presque sûrement fini, alors quel que soit x dans E,
£^(pu ne charge pas les ensembles polaires.

b) Si u est un potentiel régulier de la classe (D) alors les
mesures £^(pu ne chargent pas les semi-polaires. Nous suppo-
serons dans cette proposition que X^ est un processus de Hunt.

a) Soit P un ensemble polaire; il existe une suite G^
d'ouverts contenant P telle que TG^ -> oo P^-presque
sûrement. On a alors Çylp < Çulc» < PG,»^- On en tire que

e e
y^lp est nulle m-presque sûrement. D'après l'hypothèse (L)
cela implique V.r £a;(pu === 0.

b) Montrons tout d'abord que dans ce cas PAÎUÎA == ^IA
quel que soit le borélien A, soit G^ une suite décroissante
d'ouverts telle que TG^ f TA Pa."presque sûrement pour
m-presque tout x de E. On aura alors

lim PG^IA = PAÇIA = ̂ IA m-presque sûrement;
n>oo

cela résulte du fait que une fonction excessive fortement
majorée par un potentiel régulier de la classe (D) est elle-
même un potentiel régulier de la classe (D). On aura donc
PAÇ^A == Ç^A. Supposons maintenant A totalement effilé
on aura 9^ == (PAÎ^IA. Le temps Tl du p-ième passage
en A tend presque sûrement vers l'infini quand p tend vers
l'infini. On a donc <fi^ == 0, d'où le même résultat pour un
ensemble semi-polaire, qui est réunion dénombrable d'ensembles
totalement effilés.
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4. Interprétations probabilistes.

4.1. Nous avons regroupé dans ce chapitre un certain
nombre d'applications probabilistes que permettent la consi-
dération de ce noyau, sans qu'il soit nécessaire de faire des
hypothèses supplémentaires. Nous allons commencer par
faire le rappel d'un certain nombre de notions qui vont être
utilisées ici.

a) Suivant Kunita et Watanabé [5] nous définirons, si u
est une fonction excessive, un nouveau semi-groupe P?,
en posant :

P^x, A) == —— E,[l^; u(X,)] si x^ E,,
lÂ/yUDj

= S(x, A)^ si x ^ Ey

où l'on a posé Ea == {0 < u < 00} : Kunita et Watanabé [4],
ont montré que P? était dans un semi-groupe standard,
dont la réalisation canonique sera appelée le u-processus.
(Pour plus de commodité nous raisonnerons aussi sur la réali-
sation canonique du semi-groupe P(). On appellera (PS)a;<=E
la famille de probabilités construite à l'aide du semi-groupe P?.
Si T est un temps d'arrêt de la famille ^ on a si A e 9^
et xc.E^ (cf. [5], [10])

Pï[A, T < Ç]=——E,[u(X<); A; T < 1:]U\^SL j

En particulier si A est un ensemble presque analytique
de E, et si l'on note P^ l'opérateur réduite associé au u-pro-
cessus, on aura :

VrreE^ Pl/̂ ) = 1 (P^)(^).
U[X)

b) Temps de retour: Nous prendrons les définitions de
l'exposé de Cartier-Meyer-Weil [2].

Une variable aléatoire positive L est un temps de retour si :
1) L(œ) < oo ===^ L(o>) ^ î^co)
2) Vt ^ 0, L(A = (L — î)4-.

Le temps de mort Ç, le dernier instant où l'on passe dans
un ensemble presque borélien A L.A(co) == sup {( ; X(€=A}
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(en convenant de poser sup {^} == 0) sont des temps de
retour. Si L est un temps de retour et ( ^ 0 (L — t)^ est un
temps de retour. Pour tout s ^ 0 on désigne par ^ la tribu
constituée par des ensembles A de 9 tels que Vu ^ 0
(^(A) n {5 + u < L} == A n {5 + ^ < L}. La famille de
tribu 9, est croissante et continue à droite; si t ^ 0 la
variable aléatoire X(L-^+( est ^ mesurable; si T est un
temps d'arrêt de la famille ^^ (L — T)+ est un temps de
retour.

4.2. PROPOSITION. — Soient u un potentiel de ê^, Gi
et Gg deux ouverts de fermetures disjointes; on a:

lim (PG^PGJ"^^) = 0 en tout point x où u est finie.
n->oo

Démonstration. — Posons u^ = lim ^ (P^PG,)^ et appe-
n->oo

Ions A l'ensemble des trajectoires passant une infinité de
fois de GI à Gg.

La fonction x -> PS [A] est u-excessive, en effet :
P?[P".(A)](^ = ES[P^A)] = ES^A)]

Mais OF^A) = A n [( < t] ce qui montre à la fois que
P?[P".(A)] ^ P^A) et que lim f PÎ[P\ (A)] = P".(A)

t^Q

D'autre part, on a lim [P^P^]" = PU . (A) ; on a donc
/ \ n><»

P^(A) = uoov^ quel que soit x dans En, ce que l'on peut
u[x)

écrire u^(x) = u(a;)PS(A) quel que soit x appartenant à
[u < oo]. P".(A) étant u-excessive, on peut écrire

Pï(A)=lim^-U,[uPU .(A)](^
p>» u(x)

= lim -p- VpU^x)
P>oo U{X)

quel que soit x dans Eu. On a donc u^ = lim pUpU^ sur
P>oo

[u < oo ] (en effet u^ étant surmédiane, cette égalité est
triviale sur l'ensemble [u === 0]). Nous avons donc montré
que u^ ne diffère de sa régularisée excessive u^ que sur
l'ensemble polaire [u = oo]. On a alors Pc^Pc^oo == PG^PG/^O-
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D'autre part Po^Pe.^oo = ^oo sur l'ensemble [u < oo] d'après
le théorème de Lebesgue. D'où finalement sur [u < oo],
PG^PG^O, = PG^PG^OO == ^oo == ^oo- Les deux membres extrêmes
étant des fonctions excessives, l'égalité

PG.PGJU^) = ̂ oc^)
a lieu pour tout x et u^ est un potentiel vérifiant les égalités
u^ == PG^OO == PG^O»- II résulte alors du théorème 3.6. b)
que quel que soit x £,cÇu^ doit être portée par ^ et Gg-
Cela entraîne que <p^ ===0 d'où u^ == ç^l = 0.

4.3. PROPOSITION. — 5o^ u un potentiel de §o- -Pour PS
presque tout co Za limite quand t tend en croissant vers ^fco)
rfe X( existe ; on notera cette limite Xç-.

Démonstration. — La proposition est triviale si rc n'est pas
dans En, et l'on a dans ce cas X^- = x P^-presque sûrement.

Supposons donc maintenant x dans Ey, et soit G^ une
base dénombrable d'ouverts de E. La proposition précédente
nous dit alors que, dès que <G^ n G^ == ^

lim u^P^J^) - u(aQP^rF| [T, < ̂  = 0
^°° L fc>o J

où l'on a posé

TI == TG^ Tg == Tc^ + TG^ ° OT^ . . . Tafc-i = Tgfc-â + TG^ ° ÔT,^?
T2fc = Tafc-i + TG^ ° ÔT^_<;

il en résulte que pour tous les (JD n'appartenant pas à un
ensemble N de Pa;-mesure nulle, les trajectoires t -> X((o>)
ne passent qu'un nombre fini de fois de G^ à G^ dès
que Gn n G^ == ^. Donc pour tout oj e N0 la trajectoire
t -> X((œ) ne peut avoir qu'une seule valeur d'adhérence
dans E§ (compactifié d'alexandrov de E) quand t tend
vers l'infini; il reste à montrer que cette limite appartient
à E. Appelons OK le temps de sortie d'un compact K, on a

1alors si x est dans En PSI^K < Cl = —T (P<j u}(x}. Comme uu{x}
est un potentiel on sait (cf. [5]) que P^u tend vers 0 sur
[u < oo] quand K f E. Donc lim P^ŒK < *(] ==0, ce qui
montre que PÎ[X^- e E] = 1. K^
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4.4. PROPOSITION. — Soit u un potentiel de §0'? on a

quel que soit A borélien de E Çu(n;, A) == u(^)Pï[Xç- e A]
en tout point x où u[x) est fini.

Démonstration. — L'égalité que nous voulons est triviale
en un point x où u[x) = 0.

Remarquons tout d'abord que la fonction x —> PS[XÇ- e A]
est u-excessive, en effet

ES[PUX^-eA]]=ES[l^-eA]oOJ
=ES[(t < CXXç-eA)]

Considérons alors le noyau ^ défini de la manière suivante

^, A) = u(x)Pl[X^- e A] si x e E^
==0 si u(a;) = 0
==oo si u{x) = oo

^ est un noyau surmédian, en effet
a) si x est dans Ey

lim f pU^P». [Xç- e A](^) = PS[Xç- e A]
P->oo

on a donc
lim f pUpuP". [Xç- e A](.r) == u(.r)PS[X^- e A]
P>00

c'est-à-dire lim ^ pUp^(., A)(^) == ^(^ A.);
p>o>

fc) si u(^) == 0, remarquons que la mesure £a.Up est portée
par {u = 0} et on a :

pU^(., A)(;r) = ̂ ,,^U^ dî/)^(î/, A) = 0

quel que soit p > 0;
c) si u(^) = oo on a trivialement

pU^(., A)(r.) < ̂  A)= OD

Le noyau ^ est surmédian et, d'après a) et fc) ne diffère de
son noyau régularisé ^ que sur l'ensemble polaire [u = oo].

Montrons maintenant que pour tout x tel que u(x) soit
fini on a la relation PG^IG^) == ^IG(^), quel que soit l'ouvert
G de E.

L'égalité est vraie là où u(x) = 0 puisque ^IG est sur-
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médiane. Soit donc x dans En, on a :

PG^W = E,[(Tc < WX^P^ [X^-eG]]
=^)ES[(TG < OP^JX^eG]]
=u(o;)Pï[Xç-eG]==^r, G).

Mais ^IG et ^IG ne différant que sur un ensemble polaire
N, PG^IG et PG^IG ne diffèrent que sur le polaire G n N,
il en résulte que PG^IG et ^IG ne diffèrent que sur un en-
semble polaire et sont donc égales.

Si nous récapitulons les propriétés du noyau A» nous
voyons que :

a) ^1 = u{x) sur [u < oo] donc partout
b) PG'^G == 4^G q^l <ïue solt l'ouvert G de E.
Il résulte du corollaire ii) de la proposition 3.3. que dï est

le noyau associé à u. C.Q.F.D.

4.5. PROPOSITION. — Soit T un temps de retour et soit ^
la famille de tribus associée à T. Soit A un événement de ^o.
La fonction x -> P^[ï > 0, A] est excessive de 1 et le noyau
associé est donné par la formule

yQr, F) - P,[0 < T < oo; A; X, - e F].

Démonstration. — Appelons u la fonction x -> P^T > 0, A] ;
on a

p,u = P. [(T o 6,) > o, ôrW] = p. [T > (, er^A)]
=P.[T > t, A],

il en résulte clairement que u est excessive, et dans §1
puisque elle est bornée.

Considérons maintenant la fonction x -> P^[ï == oo, A] et
appelons-la ^. On a :

P ^ = P . f ( T - ( ) + - 03, 6^(A)]
=P. [ (T-^= OD, (T > <) ; ôr^A)]

=P. [ (T-( )+- 03; (T > (); A ] = P . [ T = 00; A].

La fonction v est donc invariante bornée, il est alors facile
de voir qu'elle est harmonique, on a donc (Théorème 3.6.)
Çy === 0 et le noyau <p est égal au noyau Çy, associé à la
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fonction w : x —*- Px[0 < T < oo, A]. Pour montrer le résultat
annoncé il suffit de montrer les deux points suivants

i) y ( . , E ) = = ç 9
ii) PG^IG = çle quel que soit l'ouvert G de E.
Le point i) est bien clair. Montrons maintenant le point ii).

Formons :

PG9lG=E.[(TG < Î:)EX,(O < T < oo; X,-eG; A)]
==E.[(Tc < ^0<^o^< oo; X,-o9T,eG; e^(A)]

Posons A' = A n [X^- e G], A' e ̂  et :

Pcylc = E.[TG < ^ 0 < T o 9^ < oo; e^A')]
=E. [TG < ^ TG < T < 00; A']

Mais G étant ouvert

[X,-eG]n [0 < T < oo] = [X,-eG; Te < T < oo; Te < î].

On a donc PG^IG == ?IG. C.Q.F.D.

COROLLAIRES. — a) Soit A un borélien relativement compact.
Le noyau potentiel associé à la fonction excessive P^i. est donné
par la formule :

yp^, r)=P,[1\ < w; X^eF]

où TA désigne le temps de retour dernier temps de passage en A.
Cette formule est une application de la proposition précé-

dente, en remarquant que [0 < TA < oo] == (TA < oo) si A
est relativement compact compte tenu de l'hypothèse de
transience faite sur le processus. Si A n'est pas relativement
compact il faut alors faire intervenir la perte de masse due aux
trajectoires récurrant dans A.

Cette interprétation de noyau associé à la fonction PAÎ
permet de construire un contre exemple : il n'est pas vrai
que si A est borélien relativement compact le noyau <pp^
associé à la réduite. PAU d'une fonction excessive u de ê^
sur A, soit portée par S.

———1———\——
a b

Considérons le processus de Hunt que nous pouvons « dé-
crire » de la façon suivante. C'est une translation à droite sur
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R, excepté si l'on part de a où l'on attend en a un temps
exponentiel pour sauter en un point 6.

Considérons la fonction excessive

x-^P^T^ < oo ] = 4.̂

Le noyau associé, donné par la formule :

y(^, F)==P,[T^ < a); X^eF)

est porté par a et non pas par b, si x est inférieur ou égal
à a.

b) Si u est un potentiel de 89 e^ A un borélien de E,
le noyau potentiel associé à PAU est donné par la formule :

^p^{x, F) = u(x)Pï[X^ — <= F; TA < oo ] si u{x) < oo

c) Si A e 3^ la fonction x —> Pa;[ï > t'y A] es( excessive
et a pour noyau associé

9(^, F) = P,[( < T < oo; A; X^) - e F].
Le c) résulte de la proposition 4.5. appliquée au temps de

retour (r — t)4".

4.6. PROPOSITION. — Soit u une fonction purement excessive
de Êo; on a fp^x, F) = u{x)Pî[X^ — eF; (î; > t)] si
u{x) < oo.

Démonstration. — Montrons d'abord que le membre de droite
a un sens. Cela résulte du fait que si x appartient à Eu,
on a :

PîK < oo ] = lim [1 - pV^i] = lim u ~ pv^ = 1.
P->0 P->0 U

Si x n'est pas dans Eu on a aussi PS[Ç < oo] = 1.
On montre alors le résultat en appliquant la même méthode

que pour montrer la proposition 4.4.

COROLLAIRE. — Quel que soit F borélien de E la fonction de
E X R+ — R+ définie par (t, x) —>• <fp^(x, F) est bimesurable.

Soit tout d'abord f continue bornée. La fonction
9ptu/'(^) ^ ^(^^[/'(X^) — ) ; ^ > t] est excessive en rc, et
continue à droite en ( chaque fois que x est dans [u < oo].
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La fonction (t, x) —> ÇP^(^) est donc une application
bimesurable de [u < oo] x R+ —> R+.

L'ensemble des fonctions bornées ayant cette propriété est
d'autre part un espace vectoriel stable pour le passage à la
limite croissante; d'après un lemme classique il contient alors
toutes les fonctions boréliennes bornées. On vient donc de
montrer que quel que soit F borélien (î, x) -> Çp^(^, F) est
mesurable de [u < oo] X R+ -> R+. Posons alors

^((^ oc) = oo si u{x) = oo,
^(t, x) = ̂ ^{x, F) si u{x) < oo,

<1» est mesurable de E X R+ -> R+, et il en est de même de

HmfpU^, .)(^)=9p^, F).
P>-ao

5. Représentation des potentiels
sous l'hypothèse de dualité.

Dans tout ce paragraphe nous supposerons qu'il existe deux
processus standard X< et X^ en dualité qui vérifient les
hypothèses du paragraphe 1. On notera gp(x, y) la densité
potentiel, m la mesure de base. Notre but est ici d'établir
un résultat analogue à celui de Hunt [3] selon lequel tout
potentiel admet une représentation sous forme d'un potentiel
de mesure, ceci en supprimant l'hypothèse, essentielle dans
les démonstrations de Hunt puis de Kunita et Watanabé [5],
que la co-résolvante Up applique les fonctions boréliennes
bornées dans les fonctions continues. Malheureusement nous
ne démontrons pas complètement ce résultat; nous montrons
simplement que si u est un potentiel purement excessif,
alors P(U est un potentiel de mesure quel que soit ( > 0.

5.1. PROPOSITION. — Les fonctions x -> g(x, y) [resp.
y —> g(x, y)] sont dans êç (resp, dans êç) ; de plus
Pçg(., y)[x) = g{x, y) quel que soit y dans G, chaque fois que
Geç.

Démonstration. — On a quel que soit le compact K de E,
et quel que soit y de E, Giï.(y) == Lg(^9 y)m {dx) < oo.
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II en résulte que quel que soit y les fonctions x ~> g(x, y)
sont presque sûrement finies. Soient d'autre part H et H'
deux ouverts relativement compacts de fermetures disjointes,
on a :

lim (ÊH^H')"GIK = 0,
d'où l'on tire

Vy lim (ÉH^ir)71^? .)Q/) == 0 pour m-presque tout x,
n>oo

soit encore d'après la formule de dualité,

Vylin^PHPir)^., y)(x) = 0
n»"»

pour m-presque tout x.
Quel que soit y la fonction g(., y) est donc dans êo>

d'où le résultat. La dernière assertion résulte immédiatement
de la formule de dualité.

5.2. PROPOSITION. — Soit X une mesure positive (j-finie
telle que son potentiel G\{x) = f g(x, y)\ {dy) soit presque-

sûrement fini. Alors GX e ê^ et Çex^? f') == f g[x, î/)X {dy}
quel que soit F borélien de E.

Soit N == {GX = oo}; pour tout x de Ve on a d'après
les théorèmes de Fubini et Lebesgue, si H et H' sont deux
ouverts relativement compacts de fermetures disjointes

lim (PHPH^GX^) == lim/(PHPir)U, !/)(^ {dy)
n -̂oo n>oo v

=f^x, y)\{dy)

en appelant ^ la fonction définie par

'HX, î/)=lim(PHPH-)»g(., y}{x).
n^-oo

D'après la proposition précédente, on a alors :

Cm (dx) limÇPHPH^GX)^) = Cm {dx) (\ ÇdyWx, y)
€/ n>oo *•/ J

=f\(dy)fm(dx^{x, y) = 0

ce qui montre que GX est dans êo- La formule nous donnant
le noyau potentiel associé à GX a été déjà vue en 3.4. &).
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5.3. THÉORÈME. — Soit u un potentiel purement excessif
de @o* Pour chaque t positif il existe une mesure À( positive
à-finie, unique, telle P^uÇx) = j g{x, y)\{dy).

Démonstration. — Effectuons tout d'abord une transforma-
tion sur le processus ^. II existe une fonction g borélienne
vérifiant les propriétés :

i) 0 < g ^ 1, ii) 0 < gÛ ^ 1,
iii) f m {dx)u(x)g{x) ^ 1.

Le processus X ayant été supposé transient, il existe
en effet une suite F» d'ensembles relativement compacts
de réunion E telle que ii\Û ^ Mp^ Nous poserons

g ' = S o n 1 " ^ et g' vérifie les propriétés i) et ii) ; u étant
n>l ^ ^H\

presque sûrement finie nous pouvons choisir une fonction g"
vérifiant i) et iii) ; g = g' A g" répond alors à la question.
Nous considérerons le processus X' = ?C^ en dualité avec X
par rapport à la mesure m' = m.gÛ, la densité potentiel

devenant g\x, y) = g[x<> y ) . H résulte de la proposition 4.3.
, gV{y)

que le processus X' vérifie encore les hypothèses du para-
graphe 1. Remarquons que la mesure v == mg satisfait à la
relation vU == m'. Montrons alors le principe d'unicité des
masses. Si P(U s'écrit

P,u(.r) == / g ' { x , y)Vt (dy)
on aura :

^{x, F) = f^ g ' { x , y)\\ (dy),

d'où l'on tire en intégrant les deux membres par rapport à la
mesure v X^ = vçp^u, ce qui prouve l'unicité de Xi.

Montrons maintenant l'existence de À(, où ce qui revient
au même de \[. Posons Xi == vyp^n et montrons que :

P,u{x) = f g\x, y}\[ {dy} = f 9 {dz) f Çp^, d y ) g ( x , y)

(Remarquons que d'après iii) X { est de masse inférieure ou
égale ai) .
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Soit Jlo une famille dénombrable d'ensemble engendrant la
d-algèbre S>. Il suffit de montrer que :

(*) VF e ̂  ̂  P,u(^)m [dx) = f v (^) [çp^lr'Û]^)

Intégrons les deux membres par rapport à la mesure e~pt dt^
il vient formellement :

(*.*) ,̂ Upu <W = J\ (dz) f yu,«(z, ^)(ir.Û)(î/)

ce qui se vérifie sans difficultés : on connaît en effet (3.4.) le
noyau associé à UpU == U(u — pUpu] : on a

îupu/>=U[(u--pUpu)/•]

quelle que soit f borélienne positive. Il reste à légitimer le
passage de l'équation (*) à (*.*), tout revient à montrer que
quel que soit F borélien

fe-^dt^x, r )=yu,u(^ F).

On remarque tout d'abord que l'intégrale du premier
membre a un sens en vertu du corollaire de la proposition
4.6. Appelons alors ^ le noyau défini par la formule :

^, ^)=fe-Ptdt^(x, F).

On a :

^, E) = fe-P1 dt (fp^x, E) == fe-^P^x) dt == VpU

puisque P(U est un potentiel, et d'autre part, si G est un
ouvert PG^IG = ̂ IG? ce qui suffit à montrer le résultat.
Terminons alors la démonstration du théorème 5.3. Il existe
un ensemble Nn de mesure de Lebesgue nulle tel que l'on ait^
quel que soit t dans NS et F' dans J\D

f^.PtUdm = J^vçp^(lrÛ).

Il ne reste plus qu'à remarquer que si une fonction v est un
potentiel de mesure ^, la fonction P^ est alors le potentiel
de la mesure XI\, en vertu de la relation

P.g(.. yW=g{^ .)FW
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Remarques. — a) Nous verrons dans le paragraphe suivant
que le processus (X^) retourné a un temps de retour est
markovien. Suivant Kunita et Watanabé [6] si u est une
fonction excessive et [JL une mesure, notons P^ la probabilité
sur Q P^= f p. (dx) u{x)P^ et P^ la probabilité P^;
considérons alors Fégalité P^., y){^) = g{^y ')^s{y)î et

identifions les noyaux potentiels correspondant aux fonctions
excessives des deux membres.

Le noyau correspondant au membre de gauche est, d'après
la proposition 4.6. :

g{ . , y)P^[X(ç_,)-er; Ç >.]

sur l'ensemble [g(., y) < °o]; et le noyau correspondant
au membre de droite est [g(x, .)!?(. )]P^(î/). On a donc en
intégrant par rapport à la mesure v ne chargeant pas l'en-
semble polaire [g(., y) < °o],

PÎ [ (Ç>. ) ; X<ç-,) - e F] = PMy)

quel que soit F borélien. Cette relation, démontrée par Kunita
et Watanabé sous des hypothèses plus fortes, permet de voir
les liens entre le processus dual et un processus retourné.
On peut de la même manière, en considérant un borélien A,
son temps d'atteinte TA, et le dernier temps de passage en
A TA montrer la relation :

P;[X,, e F] == PrMy),

qui exprime l'égalité des noyaux potentiels des fonctions
figurant dans la formule de dualité

PA§(., y){x)=g{x, .)PA(Î/).

b) Le problème se pose de savoir si u (et non plus seulement
PtU) est un potentiel de mesure. On peut remarquer que les
mesures X^ forment une loi d'entrée pour le semi-groupe (Ê().
Le problème posé est alors équivalant à celui-ci : appelant \Q
la limite (qui existe) des mesures \ à quelles conditions
a-t-on À( == XoP(? Ce problème est posé à propos du retour-
nement du temps par Meyer dans [10].
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6. Le retournement du temps.

6.1. Nous supposerons dans ce paragraphe vérifiées les
hypothèses (DPR) énoncées en 3.4. 6); en outre nous suppo-
serons que, quel que soit le compact K de E, la fonction

IKÔ = f^g(x, .)m{dx)

est bornée, et enfin que si h est strictement positive h.G
est strictement positive. On peut alors procéder de la même
manière qu'au théorème 5.3. et l'on a le résultat suivant.

PROPOSITION.—Soit u un potentiel purement excessif de êç;
il existe un ensemble Nn de R+, de mesure de Lebesgue nulle,
tel que, quel que soit t > 0 nappartenant pas à Ny, P(U soit
le potentiel Sune mesure \^ positive, (7-finie, unique sur E.

6.2. Soit T un temps de retour, et A un événement de la
a-algèbre 3^ associée à T. Nous appellerons e^ la fonction
excessive x —> P^[s < T < oo ; A],

PROPOSITION. — On a la relation:
PJX(^_,) - e F; A; ( + S < T < 00]

=e^x)P^^- e:r; ^ > (]
quel que soit t > 0, F e %.

Démonstration. — Calculons P^s ; il vient :
p^{x) === p,[s < T o e, < oo ; er^A)] = p,[s + 1 < - < oo ; A]

II en résulte que ^ est purement excessive. On a vu
(Proposition 4.5., corollaire c) qu'on avait alors :

ç^rr, F) = P^[s < T < oo; A; X^ - e F]

Le premier membre de l'égalité figurant dans l'énoncé de la
proposition n'est autre que 9^.(^? F) $ comme e^s = P(^
une application de la proposition 4.6. donne alors le résultat.

6.3. Soit T un temps de retour; nous noterons T, le temps
de retour défini par la relation ^ == (ï — s)'^.

Pour tout s > 0, et quel que soit le compact K de E,
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on a :

PK<P.[O < T, < 0)] == P.[TK. < T, < 00] == P.[TKC < T, < 2:];

il en résulte que la fonction P. [0 < T^ < oo ] est un potentiel
quel que soit s > 0. Le théorème qui suit est alors une sorte
de réciproque au théorème 5.3.

THÉORÈME. — Supposons que pour chaque potentiel purement
excessif u et pour chaque t > 0, la fonction P(U soit le
potentiel S une mesure \\ Définissons comme d'habitude le
processus X^ retourné au temps T par les formules
X( == X^_^- si t < T < oo X( = § si T = oo où T < (;
alors si Von a muni le processus X^ de la loi initiale v, (X()
est markovien, homogène par rapport aux tribus 9^ et admet
comme probabilité de transition le noyau

Pt(y, F) = /v (dx) g(x, y)E^)[X(ç_o - e F; î: > t].

Démonstration. — Montrons que Py-presque sûrement, et
quels que soient F e % et s > 0, on a

p,[x^er|^]=^(x, F).
Soit donc A un événement de 3 ,̂ nous avons à montrer
que :

M Pv[X^er, A ] = E y [ A ; PA F)]
Le membre de gauche de l'égalité (*) s'écrit, en vertu de la

proposition 6.2.

/v (dx) C^)P^[X(Ç_.) - e F; (Ç > ()]

Transformons alors le second membre de (*). Appelons X^
la mesure X^ == vy^. Le second membre de (*) s'écrit alors :

f\f(dy)P,(y, F)
== f^ {dy} /v {dx) g{x, y)P^[X<ç_o - e F, •( > (]
=f^{dy)f^{dx)^..y)[x, F]
= fv (dx) 9p^(x, F)
= j\ (dx) ^(a;)P^[X(r_o - e F; ^ > <].

C.Q.F.D.



526 JACQUES AZEMA

Remarque. — Si l'on suppose que tout potentiel u (et non
pas seulement P(U pour ( > 0) est un potentiel de mesure
alors pour tout temps de retour T tel que X^- existe le
processus (X()^Q retourné au temps T est markovien
(et même fortement markovien). C'est notamment le cas sous
les hypothèses de Kunita et Watanabé [5], [10].
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