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INTERPOLATION ENTRE DES ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES DÉFINIS

A L^AIDE DE SEMI-GROUPES;
CAS DES ESPACES DE GEVREY

par Charles GOULAOUIC

1. Introduction.

On caractérise des espaces d'interpolation entre espaces
vectoriels topologiques constitués par les éléments a e D(A°°)
tels que la suite (HA^alJE^eN vérifie certaine condition de
croissance, A étant un générateur infinitésimal d'un groupe
opérant dans un espace de Banach E. On montre que l'on ne
peut pas obtenir les résultats analogues lorsque A est seule-
ment générateur infinitésimal d'un semi-groupe, et en particu-
lier on en déduit que les foncteurs d'interpolation qui donnent
les espaces de Gevrey comme espaces d'interpolation entre
l'espace des fonctions indéfiniment difîérentiables et l'espace
des fonctions analytiques sur une variété analytique compacte
sans bord, ne donnent pas les espaces analogues dans le cas
d'une variété à bord.

On se donne : un espace de Banach E, un semi-groupe G(()
fortement continu opérant dans E, de générateur infinité-
simal A, une suite (M^gN de réels strictement positifs.
On note, pour tout L > 0,

D(A, M,, L) = i/-e D(A"), sup "-mî < œl
( fceN i-Vl^Li )

avec D(A00) == Ç} D(Ak).
fceN
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L'espace D(A, M^, L) est un espace de Banach pour la
norme

||/>|lIKA.M,.L)-SUpL^
fce=N ^Ifcl̂fceN ^k1

On note D(A, M,) = h^ D(A, M^ L), c'est-à-dire l'espaceJLj
^ J D(A, M/(, L) muni de la topologie limite inductive.
L>0

Pour plus de clarté, on se limite aux cas où M^ est de la
forme sk ! avec 5 ^ 1 . Par exemple, lorsque A est un
opérateur différentiel convenable dans L^F) avec F une
variété analytique compacte, on obtient ainsi les espaces de
fonctions analytiques et les espaces de Gevrey sur F.

On construit des foncteurs d'interpolation <D tels que :

^[D(A, /c!), D(A, 5i/c!)J = D(A, ski)
avec s compris entre SQ et ^i, ou tels que

$[D(A00), D(A, ^i/c!) = D(A, sk\)
avec s ^ $1, lorsque N est générateur infinitésimal Sun
groupe. Des résultats de ce type sont obtenus dans [4] lorsque
A est un opérateur non borné auto-adjoint dans un espace de
Hilbert. Ici, on montre aussi, à l'aide d'un contre-exemple,
que la généralisation au cas des semi-groupes n'est pas possible;
on en déduit un résultat (négatif) sur l'interpolation des espaces
de Gevrey sur une variété compacte à bord. Nous signalons
aussi, à ce propos (remarque 3), un autre contre-exemple
dont l'idée nous a été suggérée par L. Boutet de Monvel.

2. Une caractérisation des espaces D(A, M^)
lorsque A est générateur infinitésimal d'un groupe.

On note T le tore R/2TcZ et 6(T, E) (resp. ê(T, E))
l'espace des fonctions continues (resp. indéfiniment différen-
tiables) de T dans E, et :

§Mfc == ^Mfc(T, E)

== i/'e^T, E); 3L > 0 avec sup i%^ < ooi.
( k€=N •L' Mfc )
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On définit une application P de E dans 6(T, E) par :

(Pa)(() == G (sin t)a, pour tout a e E et t e T;

et une application R de (°(T, E) dans lui-même par :
Rf == f — ?f(Q) pour tout /e (°(T, E).

On a immédiatement :

PROPOSITION 1. — Inapplication P est un isomorphisme
de E sur {/*ee(T, E); Rf = 0} et la restriction de P à
D(A°°) == ( ) D(A/C), notée aussi P, est un isomorphisme de

kGVf
D(A°°) sur {/•eê(T, E); R/*==0},

De même :

PROPOSITION 2. — Soit M^ = (sk) ! avec s > 1. La
restriction de P à D(A, M^) notée aussi P, e^t un isomor-
phisme de D(A, Mfc) sur { / 'GÊM^; R/^ 0}-

Démonstration. — Elle repose simplement sur les majora-
tions des dérivées de fonctions composées. On note a = Pa.

1° On a de façon générale (cf. [2]) :

D"(g ° y) = i ± ̂  ° ?• [i (^V- Î^D»^)}
p=l P • •-̂ l \ ï / J

soit, ici avec g(u) == G(u)a, où ae D(A°°) et y(t) == sin (,

D"^)= 2-^G(y(())A^.A^),
p=iP •

avec

Ap(t)= ifp)(-î(<))MDn(ç^)).
î=i \ î /

On vérifie que le choix de y implique :

sup|Ap(()| < 2y.
D'où :

IID^U^T.E) < S ̂  P^MIIA^UE ^ M271 S ̂  IA^UE
p==i p • p==i P •

avec M == V2ÏÏ sup ||G(U)||^(E.E).
i»i^i
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2° Supposons maintenant que a appartienne à D(A, sk !) $
alors la fonction a === (G o <p)a appartient à

{/•eg^,(T, E); Rf-O};
en effet :

Par hypothèse, il existe deux constantes C et L stricte-
ment positives telles que :

IA^IE < CL^sp) ! pour tout p s N.
Donc :

IID^II^) ^ CIV^S -^L^P)!p=i p •
n D^çD^ î^ CM(2L)71 ^ p- .̂

p=i ?!
Donc, il existe des constantes Ci, Li strictement positives

telles que :

IID^allL^T.E-» ^ CiLï(sn) !, pour tout neN,

donc a eê(A, sk !);
On a en fait montré que l'application P, restreinte à

D(A, MK, L) est continue de cet espace dans ê^j(T, E) ; de
plus RPa = 0. Il en résulte que P est continue de D(A, M^)
dans {/•eg^T.E^R/^O}.

3° Montrons maintenant que P(D(A, M^)) est {/'eê^i;
R/*== 0}; on remarque que Pon a, pour tout te [— 1, l],
GÇt)a = a (Arcsint), et pour tout

a e D(An), Ma = D^Arcsint)) (0).

Soit a e §^j, telle que Ra ==0 ; on note a = a(0). Il
suffit de montrer que Pon a ae D(A, sk !).

A»a = ̂  1 a^(0). D^Arcsint)^-
p=i P •

II existe des constantes M, r > 0 telles que :

llA-all ^ Mr-S (n+p)! H a^(0)||.
p-=i ^P ^

Et puisque a e ê^j, on peut trouver des constantes C,
L > 0 telles que Pon ait, pour p e N, [|a^(0)|l ^ C{sp) ! LA
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D'où il résulte que l'on peut trouver des constantes Ci,
LI > 0 telles que l'on ait, pour tout n e N :

HA^IJ ^ W.{sn)\ (c.q.f.d.)

3. Interpolation entre espaces D(A, M/,).

Soient :

On note

1 ^ SQ ^ 5 j < oo $
Mfc = sok ! et Nfc = s^k !

^^{/•eêM^T.E); /W-O}

et de même ê^.
On vérifie que l'application R, quia f associe / ' — ( G o ç^O),

définit un morphisme du couple compatible (^5 ê^) dans
le couple compatible (é^, ê^).

Il existe un morphisme S de {^ g^) dans (ê^, g^)
tel que RS = IC^M^ ê^) ; il suffit de poser Sf==f pour tout
f^^

On peut alors appliquer un résultat de [1] que l'on rappelle
ici :

LEMME 1. — Soient (Xo, Xi) et (Yo, Yi) deux couples
compatibles d'espaces sectoriels topologiques et R un morphisme
de (Xo, Xi) dans (Yo, Yi); on suppose qu'il existe un mor-
phisme S de (Yo, Yi) dans (Xo, Xi) tel que TS == HY,.Y<).

Alors pour tout fondeur d'interpolation <P (1), on a:
^[XOR, Xin] = (I)[Xo, Xi]K

où AR désigne {fe A c Xo + Xi ; R/* == 0}, muni de Za topo-
logie induite par A.

Il en résulte donc :

THÉORÈME 1. — Quel que soit le foncteur d'interpolation
<I> (1), on a:

^[P(EM,), P(E^)J = {/•eCÎ^, g^], R^ 0}

(1) Défini sur une catégorie dont les couples compatibles considérés sont des
objets.
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Or, on sait, par les méthodes développées dans [4], interpoler
entre des espaces du type SM^T, E) ou ê(T, E), en utilisant
le fait que le développement en séries de Fourier réalise un
isomorphisme de ê(T, E) sur lim Ur et de ê^i(T, E) sur
lim L^'/r avec ^o
r>o

Ur = {a = (0 «= E14; BaBi^ = S 11 a,,K < 00}
1 neN

iL^/r = {a = (a,.) e E^ IH|LK/- == S Kll̂  < oo}.
neN

En particulier, on sait trouver, pour 5 ^ 1 , un foncteur
d'interpolation ^ indépendant de E, tel que

^[ê(T, E), ê,.(T, E)]=^,(T, E);

et de même, étant donné S == (^o, «i, s) vérifiant
1 ^ SQ < 5 ^ $1, on sait trouver un foncteur d'interpolation
<DS indépendant de E, tel que :

$s[^.(T, E) ê^,(T, E)] = ê^(T, E).

Il résulte alors du théorème 1 et des propositions i et 2,
le résultat :

COROLLAIRE. — Soit A le générateur infinitésimal Sun
groupe opérant dans un espace de Banach E, on a:

^[D(A°°), D(A, /c!)]-D(A, sk\)
^s[D(A, s,k !), D(A, s,k !)] = D(A, sk !)

Remarque 1. — On trouve ainsi des résultats d'interpolation
qui généralisent ceux de [4] (si A est un opérateur auto-
adjoint dans un espace de Hilbert E, lA est générateur d'un
groupe unitaire opérant dans E).

Remarque 2. — II est immédiat d'étendre ces résultats au
cas de plusieurs générateurs infinitésimaux de groupes d'opé-
rateurs dans un espace de Banach qui commutent entre eux.

4. Cas des semi-groupes.

On souhaiterait des résultats analogues en supposant
seulement que A est générateur infinitésimal d'un semi-
groupe. La réponse est négative.
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PROPOSITION 3. — Soient Mj, == k !; N^ == {s^k) !; R^ == (s/c) !
a^ec 1 < s < s^.

On peut trouver un espace de Hilbert E et un semi-groupe
opérant dans E de générateur infinitésimal A, tels que Von
ait, pour tout foncteur d'interpolation <D :

^[D(A, M,), D(A, N,)] ^ D(A, R,).

Comme exemple, prenons: E == L^O, oo); le semi-groupe
G(f) défini par G(() /"(a;) == f{x — t) ; le générateur infinité-
simal de ce semi-groupe est :

(D(A) == HS(0, a)) = {^e E; f e E et /"(O) == 0}
[h.f=f pour tout /'6D(A).

D'abord, on montre que D(A, M^) == {0}; en effet,
fe. D(A, A-!) est analytique sur [0, oo[ et vérifie /"^O) == 0
pour tout k s N.

Par ailleurs, il est évident que :
D(A, R,) ^ {0}
D(A, N,) ^ {0}
D(A, R,) ^ D(A, N,).
Ce qui suffit à démontrer la proposition 3.
On en déduit les conséquences suivantes :

5. Interpolation des espaces de Gevrey.

Posons :
Q == [Q^ 1] ^ E, un espace de Hilbert séparable.
G,(Q) == {/'eê(Q, E); il existe C, L > 0 avec, pour tout

^N, l|/w|kaE) < CL^/c)!}.
On démontre le résultat :

PROPOSITION 4. — Pour ^ > 1, on a, pour tout facteur
d'interpolation ^ (2) ^[Gi(0), G,/Q)] ^ G,(Q).

Démonstration. — La démonstration se fait par l'absurde;
on sait que l'on peut avoir

^[D(A,/c!), D(A, s^kl)] ^ D(A, ski)

(2) Voir page 273.
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II suffit donc de démontrer que l'égalité

^[Gi(Q), G^Q)] = G,(H)

implique l'égalité :

^[D(A, k !), D(A, s,k !)] == D(A, sk !),

pour tout générateur infinitésimal A de semi-groupe.
On considère pour cela, comme au paragraphe I, l'applica-

tion P de E dans 6(0, E) définie par : Pa(() = G(()a.
On vérifie que P définit un isomorphisme de D(A, sk !)

sur
{fe g^(0, E) ; f - GAO) - 0} pour tout s > 1.

On en déduit, comme pour le théorème 1, que pour tout
facteur d'interpolation <&, on a :

P$[D(A, /c!), D(A, s^k\)]
= {/^[Mû, E), ê^(Q, E)]; f- Gf{0) = 0}

ce qui achève la démonstration.

Remarque 3. — A la suite d'un entretien avec L. Boutet
de Monvel, on a explicité un autre type de contre-exemple,
par une méthode différente.

PROPOSITION 5. — Soit s > 1, et soit ^ un fondeur d'inter-
polation tel que:

^[Gi(T), ê(T)] = G,(T).

Onaalors: ^[Gi(I), ê(I)] + G,(I) (ou 1 désigne [-1,1]).

Démonstration. — On note S l'application de 6(1) dans
6(T) définie par :

{Sf)(x}==f{cosx).

On désigne par ë(T) et G^(T) les sous-espaces fermés de
ë(T) et G^(T) constitués par les fonctions paires.

On sait que :

LEMME 3. — U application S est un isomorphisme de ê(I)
sur ë(T).
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LEMME 4. — La restriction de S à Gi(I) est un isomorphisme
de G,(I) sur Ôi(T).

On démontre :

LEMME 5. — La restriction de S à G,(I) pour s > 1
n'est pas un isomorphisme de G^(I) s^ G^(T).

On remarque d'abord que cos 6 est analytique par rapport
à 62 et que pour 9 petit, 62 est analytique par rapport à
1 — cos 0.

Il suffit donc de trouver une fonction /'eê([0, 1]) telle
que g, définie par g{x) == f(x2), soit dans G^([— 1, 1])
et que /^G,([0, 1]).

Pour cela, on se donne une suite (aJ^eN définie par :

^2n+l === 0

a^ = {2sn) !

D'après le théorème 2 de [3], on peut trouver une fonction
g€=G,([— 1, 1]), paire et telle que:

g^O) = a^ pour tout n e N.

On a donc :
g{x)==fW avec /•eê([0, 1])

et telle que :

/W(0) = n [{2S^ ! pour tout n e N.

et f ne peut pas être dans G(([O, 1]) pour t < 2s — 1.
La proposition résulte alors des lemmes 3,4,5 et du fait que

Fon a aussi :
^[Ô,(T), C°°(T)] = Ô,(T),

(en effet, on utilise encore le lemme 1 avec S == Identité et T

défini par Tf = ̂  {f - f) où f{x) = f{^ x)).
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