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ALGÈBRES DE RESTRICTIONS NON ISOMORPHES

par Yves MEYER

1. Notations et Rappels.

1.1. On peut, par transport de structure, définir l'algèbre de
Banach A(R) de toutes les transformées de Fourier / des éléments /
de L^R) (I/(R) est une algèbre de Banach quand le produit est le
produit de convolution). Si E est un fermé de R, soit I(E) l'idéal
fermé de A(R) composé de tous les éléments de A(R) nuls sur E.
On appelle A(E) l'algèbre quotient A(R)/I(E). L'algèbre A(E) est
semi-simple, son spectre est E et les éléments de A(E) peuvent être
considérés, de façon canonique, comme des fonctions continues sur E.

1.2. Soit F un second fermé de R. Un isomorphisme H entre
A(E) et A(F) peut donc toujours être défini par un homéomorphisme
H de F sur E et par ÎÏ(/) = / o H (/G A(E)). Mais tous les homéo-
morphismes H de F sur E ne conduisent pas, en général, à des isomor-
phismes H. Plus précisément, Beurling et Helson ont montré (1953)
que si E = F = R, si H est un isomorphisme, alors H(x) = ax + b
et Katznelson et DeLeeuw ont prouvé (1964) que si la norme de H
est 1, H préserve les relations arithmétiques satisfaites par les éléments
de F : toute relation Z-affine vérifiée par les éléments de F,

S m.Xf = 0, m. G Z, ^ m. = 0, x, € F,
i$/^yi Ky^w

entraîne la relation correspondante entre les éléments de E

S m,HOc,)=0.
K^n



118 YVES MEYER

Si E et F sont deux fermés de R tels qu'il existe un homéomorphisme
H de F sur E ayant, ainsi que H~1, cette propriété, nous dirons que
E et F sont arithmétiquement équivalents.

1.3. Rappelons qu'un ensemble symétrique de R est défini à
l'aide d'un intervalle [a, b] et d'une suite ^ , ̂  , . . . , $„ , . . . de

nombres réels tels que 0 < ̂  < — de la façon suivante : E^ est la

réunion des deux intervalles [a, a + (b - à) çj et [b - (b - a) ̂  , &i ] ;
pour construire E^ on opère comme pour construire E^ sur chacun des
deux intervalles composant Ei mais ̂  est remplacé par ^ et ainsi de
suite. Le fermé E est l'intersection des E^ (n > 1) et si

^2"(s,...^)=o,

E est de mesure de Lebesgue nulle.

1.4. Si E et F sont deux ensembles symétriques construits à
l'aide des suites de nombres (^)^i et (^)^i, l'homéomorphisme
canonique de F sur E, H est défini par la condition d'être croissant et
de transformer les extrémités des intervalles de F^ en les extrémités

des intervalles de E^ . Si S ^ < + oo et si S ^ < + °°, R.
n>l n > l

Schneider ([4]) a prouvé que A(E) et A(F) sont isomorphes et que
l'isomorphisme est réalisé par l'homéomorphisme canonique.

2. Le théorème.

2.1. Soit ( t2 ,S»,P) l'ensemble [0,1^ muni de la tribu boré-
lienne produit et de la mesure produit de la mesure de Lebesgue
sur [0,1]. On notera a; = (œ^ , 0:3 , . . . , c^ , . . . ) les éléments de Î2 ;
^[0,1].

2.2. THEOREME. - Soient (a^\^ et (b^\^^ deux suites de
nombres réels pris dans ]0, 1/2[ , tendant vers 6 et tels que, pour
un e positif, on ait

n^-^^a, et b^-a^>(n\)-\ (1)
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Posons S^(o?) = a^cû^ 4- &„(! — c^) ^ ^oîY E(o;) l'ensemble parfait
symétrique construit à partir de l'intervalle [0 , \}à l'aide des rapports
de dissection ^(co).

Soit F M^ ensemble parfait symétrique construit à partir de
[0, 1] et à l'aide d'une suite de rapports de dissection (^)n>i dont
la somme des carrés converge.

Pour presque tout (jù dans Sî, A(E(a;)) et A (F) ne sont pas
isomorphes.

2.3. Avant de prouver ce théorème faisons deux remarques :
grâce au théorème de R. Schneider, toutes les algèbres A (F) sont
isomorphes dès que ^ S ,̂2 < + °° ; le résultat ci-dessus montre que

n>i
l'exposant 2 est le meilleur possible permettant un isomorphisme.
D'autre part on peut choisir les ^ tels que les ensembles E(<x;) et F
soient arithmétiquement équivalents pour presque tout co dans Sî
(voir la proposition 3.2. ci-dessous).

2.4. Avant d'entrer dans les détails de la démonstration, nous
allons indiquer ce qui distingue les algèbres A(E) et A (F). On ignore
encore si la connaissance de l'algèbre A (E) permet de décider si E
est d'unicité ou de multiplicité. Si c'était le cas, les algèbres de res-
trictions A(E) et A(F) ne seraient pas isomorphes quand E(c^) est
un ensemble de multiplicité et F un ensemble d'unicité (c'est le cas
ici pour presque tout a? de î2 [3] th. 1 p. 532). La méthode que nous
emploierons est la suivante : soit (H une algèbre de Banach commu-
tative, régulière et semi-simple que l'on identifiera à une algèbre de
fonctions continues sur le spectre K de (Si, ; on appelle "pseudo-
mesures" les éléments du dual (%* de (R et l'on peut définir le
support d'une telle pseudomesure de la façon naturelle. Soit a ((%*,<%)
la topologie de la convergence simple sur <% des éléments de (R,*. On
dira que l'algèbre (H est du premier type si toute pseudomesure S de
(Sî* est limite dans a(<%* , (%) d'une suite (S^)^^i d'éléments de
C%* à support fini. Si ce n'est pas le cas C% est dite du second type.
Une telle propriété est invariante par isomorphisme.

00

Si Z Sfc2<+o o , A(F) est du premier type ([4] et [5]). Au
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contraire pour presque tout a? E Î2, A(E(a;)) est du second type
comme nous allons le montrer.

3. Détails de la démonstration : A(E(o?)) est
presque sûrement du second type.

3.1. Soit N(E) l'espace de Banach dual de A(E) ; N(E) est
l'espace de Banach de toutes les distributions S de support contenu
dans E dont la transformée de Fourier S est bornée et telle que pour
tout élément / de L1 (R) on ait

/IE = 0 ===> ^ f(x)S(x)dx = 0

On a IISII^-IISIL.

Soit Ny(E) la partie de N(E) composée de toutes les distributions
S de N(E) à support fini.

3.2. PROPOSITION. — Pour presque tout c<; G Î2, il existe un élé-
ment S de N(E(O))) qui n'est pas limite dans a(N(E), A(E)) d'une
suite d'éléments de N/E(o;)). (A(E(c*;)) est du second type).

3.3. Une étude précise de la structure Q-linéaire de E(co) est
nécessaire. Soit t^(œ) = fi(cj) ... ̂ i(<^) (1 - ^(<^)). Alors E(oj)
est l'ensemble de toutes les sommes S £^(co) associées à toutes

n^l

les suites (^)^^i de 0 et de 1. L'application de i2 dans /1,

^——>(^))n>i
est continue et d'image compacte.

PROPOSITION. ~ Pour presque tout (^ dans SI, l'ensemble E(<*;)
possède la propriété que si x, = S £wJ ^w^)» 1 < / < f c et si

n^l
^ Xf pf = 0, p , G Z, alors pour tout n, on a ^ £„ ipi = 0. (Les

l < / < f c l<^fc
seules relations Triinéaires vérifiées par les points de E(c^) sont les
relations évidentes).
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Une autre façon d'exprimer cette propriété des t^(<jû) est la
suivante :

3.4. DEFINITION. - Soit (t^ ̂  ^ une suite de nombres réels telle
00

que ^ 1 ̂  1 < + oo ; cette suite est dite complètement indépendante

00

si la seule suite bornée (pn)n^i d'entiers relatifs telle que S fti ̂  = °
^ i

est la suite nulle.
On montre facilement que si (t^n-^i est complètement indé-

^+1
pendante on a lim —— = 0 mais l'indépendance sur Q de l'ensemble

' n

des t^ et la condition lim —— = 0 ne suffisent pas à assurer l'indé-
' n

pendance complète.
D'où l'intérêt de la proposition 3.5 ; (a^\^^ et (b^\^ sont

deux suites de nombres réels tendant vers 0 et

^)=û^-h(l-.c^)^.

3.5. PROPOSITION. - Pour presque tout a) de Î2 la suite (fn^\>\
est complètement indépendante. ^

Soit N l'ensemble des co G Î2 tels qu'il existe une suite bornée

non nulle d'entiers relatifs (pn)n^i telle q^ S P^n^ = 0 ; si
^ n>l

en outre on peut avoir | ?„ | < *: on dira que a? G N^ - ainsi N = U N^ -
fc>i

et si û;GN^ , il y a un premier indice / tel que py ^ 0 ; on écrira
alors œ E N^ y et l'on a N^ = U N^ ^ . Si nous prouvons que la

/•^^
mesure de chaque N^ y est nulle, la proposition sera démontrée.

D'abord Nj^ / est fermé et donc mesurable. Regardons î2 comme
le produit [0, ly x [0, 1^ ; on écrira co = (a/, G/') où

<</ = (a;i ,..., <^) et û/' = (û^ ,..., ̂  ,...).

Calculons la mesure de N^ y en appliquant le théorème de Fubini :
nous allons montrer que pour tout a/' fixé, la mesure de l'ensemble
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des G}' E [0 , l^ tels que (eu', a}") € N ^ , est nulle. Il en résultera que
Nj^j est de mesure nulle. Mais (a;', a/') G N ^ / est l'une des 2fc
conditions

^(1 -^(^))S,~ l(^)^G(^);p^E{-Â;,. . . ,- 1 , 1 , . . . , k} (2)

où G (a?") est l'ensemble de toutes les sommes

S P^i(<^)... ̂ -i(^) (1 - ̂ (o;)),^ ez, !?„ | <fc.
">/+!

Grâce à la condition que ^n tende vers 0, G (cV) est de mesure nulle
et l'ensemble des (jù. vérifiant (2) est de mesure nulle tout comme
l'ensemble des (c^ , . . . , co.) de [0 , l]7 tels que (a/ , a?") appartifin-
ne à N^j. Ceci achève la démonstration.

Soit (^)^>i une suite complètement indépendante et E l'ensemble
de toutes les sommes ^ £„ t^ associées à toutes les suites (£„)„ >i de

n > i ""
0 et de 1. L'espace Ny(E) peut être déterminé, à une isométrie près,
grâce au lemme suivant.

3.6. LEMME. - Soit P(x) = S û^exp | ï(S ^nW x \^po-
ÀeE L Si^l J

lynome trigonométrique à spectre dans E. O^î û

IIPOOIL- sup il ^exp p(Z ^(X)^)1 | (3)
^n^^l \eE L w^1 J

où fe ^p du membre de droite est étendu à toutes les suites C^),,^i
de nombres réels nulles à partir d'un certain rang.

En effet, grâce à l'indépendance complète des t^ et pour tout
choix de la suite (^)n^i, il existe une application L, Q linéaire,
de R dans Ry telle que, pour toute suite £„ de 0 et de 1,

L(S ^t\ = S £^.
\n^l f n^l

Par le théorème de Kronecker le membre de droite de (3) est donc
inférieur ou égal à celui de gauche. Mais l'inégalité inverse est évidente.

n
3.7. Soit A^ l'ensemble de toutes les sommes ^ £^ et posons
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^+1 = ^+1 + ^ w + 2 + * " pour tout élément S de N(E), soit, en ap-

pelant 8(x) la masse unité en 0,

L^(S)= S 6(x-\) f^^'dSÇt).
\€A^ "\

PROPOSITION. - On a, pour tout ^ de N^(E),

IIV^II^E^II^IiNCE)-

En effet || L^(p) \\^ ̂  est le sup du second membre de (3) étendu à
toutes les suites (x^\ ̂  telles que ^+1 = ^+2 = • • • = 0.

3.8. Nous supposons jusqu'à la fin que a^ et &„ vérifient la con-
dition (1) du théorème 2.2.

PROPOSITION. - Pour presque tout co dans Sî la suite des fonctions

fnW = cos(t^ (o))x)... cos(^_i(ûj)x)sin(^(û;)^) cos(^+i(G;);c)...

converge uniformément vers 0 sur tout R.
La proposition peut être démontrée en modifiant légèrement la

preuve, donnée par Salem, du fait que, pour presque tout a? dans S2,
FI cos(^(o;)jc) tend vers 0 à l'infini. ([3] p. 532 th. I).
n^l

3.9. Fin de la démonstration de la proposition 3.2. Si tout élément
S de N(E) est limite dans o(N(E), A(E)) d'une suite $„ , n > 1,
d'éléments de N^(E), il est possible de trouver une constante C telle
que l'on puisse, en outre, choisir les S^ vérifiant || S^ HN(E) ̂  C || S 11̂ ) •

Mais pour tout k on a

114(S^)llN(E)<IISJlN(E)<C||S||N(E).

Quand n tend vers l'infini, L^(S^) converge vers L^(S) dans a(N(E),
A(E)). D'où, pour tout S de N(E)

IIL^(S)IIN(E)<C||S||N(E). (4)

Soit jn^ la mesure portée par E et dont la transformée de Fourier
est la fonction fjç(x) de la proposition 3.8.
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On a lim ll^jJlN(E) == ^ Mais L^(^) a pour transformée defc—^+°°
Fourier cos ̂  j e . . . cos tfç-'lx sm ^•:lc e^ donc

114(^)llN(E)=l.

L'inégalité (4) est impossible et la proposition 3.2 est prouvée.
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