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HYPERBOLISCHE KOMPLEXE RAUME

von Wilhelm KAUP

Herrn Heinrich Behnke zum 70. Geburstag gewidmet

Einleitung und Inhalt.

In der Funktionentheorie einer komplexen Veranderlichen
ist es liblich, die Riemannschen Flachen in drei Klassen
einzuteilen, je nachdem namlich, ob die universelle Uberia-
gerung (a) die Riemannsche Zahlenkugel, (b) die komplexe
Zahlenebene C oder (c) der Einheitskreis E ist. Diese Ein-
teilung ist in dem charakteristischen Verhalten der Flachen
einer jeden Klasse begriindet (vergl. [1]).

Eine entsprechende Einteilung nach der universellen Uberla-
gerung ist in hoheren Dimensionen nicht sinnvoll, denn schon
die Menge der Aquivalenzklassen einfach-zusammenhangender
Gebiete im C" ist unuberschaubar. In der vorliegenden
Arbeit soil nun gezeigt werden, daB eine groBe Klasse komple-
xer Raume existiert, die in ihrem Abbildungsverhalten mit den
hyperbolischen Riemannschen Flachen (Fall (c)) ubereinstim-
men : Betrachten wir fur alle komplexen Raume X und Y
die durch {x, f) —> (re, fx) definierte kanonische Abbildung
$ : X X Hol(X, Y) -> X X Y, wobei Hol(X, Y) die mit
der Topologie der kompakten Konvergenz versehene Menge
aller holomorphen Abbildungen X -> Y ist. $ ist stetig
und sogar holomorph, wenn X kompakt ist (vergl. [8]).
Ein besonderer Fall liegt vor, wenn die Abbildung $ kompakt
ist; dann ist das Bild einer jeden abgeschlossenen (bzw. analy-
tischen) Teilmenge wieder abgeschlossen (bzw. analytisch).



304 WILHELM KAUP

Im Falle abzahlbarer Topologie ist die Kompaktheit von <I>
zudem aquivalent dazu, daB Hol(X, Y) eine normale Familie
holomorpher Abbildungen darstellt (d. h. jede diskrete Punkt-
folge in Hol(X, Y) konvergiert gegen den idealen Rand von Y;
vergl. [11]). Es wird nun defmiert: Y heiQt hyperbolisch,
wenn die kanonische Abbildung ^ fur jeden zusammenhdn-
genden komplexen Raum X kompakt ist. Die in [17] bzw. [22]
definierten hyperbolischen komplexen Raume ordnen sich
dieser Definition unter.

Ein komplexer Raum Y ist z.B. dann hyperbolisch,
wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. Die universelle Uberlagerung von Y ist hyperbolisch.
2. Y ist homogen (oder auch Uberlagerung eines kompak-

ten Raumes) und besitzt hinreichend viele beschrankte
holomorphe Funktionen (genauer: Y ist beschrankt K voll-
standig).

3. Y ist ein relativ-konrpaktes streng pseudo-konvexes
Gebiet in einer K-vollstandigen komplexen Mannigfaltigkeit.

4. Auf dem Einheitskreis E existiert eine stetige Metrik D
und auf Y eine vollstandige stetige Metrik d mit
d{fz, fw} <; D(z, w) fur alle z, w e E und alle holomorphen
Abbildungen f: E -> Y.

Ferner ist ein holomorphes Faserbiindel genau dann hyper-
bolisch, wenn Faser und Basis hyperbolisch sind.

Als niitzlich erweist sich die folgende Abschwachung des
Begriffes « hyperbolisch » : Ein komplexer Raum Y mit
Einpunktkompaktifizierung Y' heiBt schwach hyperbolisch,
wenn fur jeden komplexen Raum X die Menge Hol(X, Y)
relativ-kompakt in der Menge aller stetigen Abbildungen
X -> Y' liegt. Ein komplexer Raum, dessen universelle
Uberlagerung beschrankt K-vollstandig ist, besitzt z.B. diese
Eigenschaft. In Bezug auf holomorphe Abbildungen verhalten
sich schwach hyperbolische Raume wie beschrankte Gebiete
im C"; so libertragt sich etwa der Cartansche Beweis dafiir,
daB die Automorphismengruppe eines beschrankten Gebietes
im C' eine eigentlich operierende Liegruppe ist.

Fur holomorphe Abbildungen in hyperbolische Raume
wird eine Reihe von Endlichkeitsaussagen beweisen, von
denen nur die folgende angefuhrt werden moge : Die Auto-
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niorphisraengruppe ernes kompakten hyperbolischen Raumes
Y ist endlich, und jede holomorphe Abbildung von Y auf
sich ist ein Automorphismus. Eine entsprechende Aussage
ist fiir kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten rnit negativer
erster Chernscher Klasse bekannt (vergl. [19, 21]). Es bleibt
offen, inwieweit Mannigfaltigkeiten mit negativer Chernscher
Klasse hyperbolisch sind.

Es set mir gestattet, J.L. Koszul und R. Narasimhan fur
das Interesse an der Arbeit zu danken; in gleicher Weise
fiihie ich mich A. Andreotti verpflichtet fur einen Gastaufent-
halt in Pisa, wo ein Teil der Arbeit in der vorliegenden Form
entstand.

Inzwischen wurde mir von J. L. Koszul und J. Vey mitge-
teilt, daB innerhalb der Kategorie der lokal-affinen Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten der Begriff ((hyperbolisch)) wie im
holomorphen Fall eingefuhrt werden kann und dort z.T. zu
analogen Resultaten fuhrt.

1. Vorbereitungen und Bezeichnungen.

Fur je zwei lokal-kompakte topologische Raume A und B
sei (S(A, B) die Menge aller stetigen Abbildungen A -> B
versehen mit der KO-Topologie (auch Topologie der kompak-
ten Konvergenz genannt; das ist die grobste Topologie, so
daB fiir jedes Kompaktum K c A und jedes offene O c B
die Menge {/•e ©(A, B) : f(K) c 0} offen ist). ©(A, B) ist
ein Hausdorffraum, der abzahlbare Topologie besitzt, wenn A
und B abzahlbare Topologie besitzen. Fiir jeden weiteren
Raum C ist die Kompositionsabbildung

(£(A, B) x (£(B, C) -> (£(A, C)

stetig. Ohne daB im folgenden jeweils darauf hingewiesen
wird, sei auch jede Teilmenge F c @(A, B) stets mit der
KO-Topologie versehen.

Sind X, Y reduzierte komplexe Raume (vergl. [10]),
so werde mit Hol(X, Y) die Menge aller holomorphen Abbil-
dungen X -> Y bezeichnet. Hol(X, Y) ist ein abgeschlosse-
ner Unterraum von ©(X, Y). Jede holomorphe Abbildung
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f: X -> Y induziert durch /'*(g) = gf eine stetige Abbildung
/•*: Hol(Y, Z) -> Hol(X, Z) und durch /^(g) = fg eine
stetige Abbildung /^ : Hol(Z, X)-> Hol(Z, Y). 1st X kom-
pakt, so tragt Hol(X, Y) nach Douady [8] eine komplexe
Struktur, die durch eine gewisse universelle Eigenschaft
eindeutig bestimmt ist. So ist etwa fur jeden kompakten
komplexen Raum Z die Kompositionsabbildung

Hol(X, Z) x Hol(Z, Y) -> Hol(X, Y)

holomorph. Besteht X aus genau einem Punkt, so kann
Hol(X, Y) mit Y identifiziert werden. Fiir jede lokal-analy-
tische Teilmenge A c X werde mit IA ; A -> X die kanonische
holomorphe Injektion bezeichnet. i'l: Hol(X, Y) -> Hol(A, Y)
ist dann die zugehorige Beschrdnkungsabbildung, fur jeden
Punkt xe. X heifit i^: Hol(X, Y) -> Y die Einsetzungsabbil-
dung.

Fiir jeden nicht-kompkaten komplexen Raum Y sei Y'
die Einpunktkompaktifizierung von Y; ist Y kompakt,
so sei Y' = Y. Y7 besitzt nariirlich im allgemeinen keine
komplexe Struktur. Wir setzen nun

DEFINITION 1.1. — Ein komplexer Raum Y heiQt schwach
hyperbolisch, wenn fur jeden komplexen Raum X gilt: Die
Menge

Hol(X, Y'):
= {/-e (£(X, Y') : /•e Hol(X, Y) oder f{X) n Y = ^}

liegt relativ-kompakt in ®(X, Y').
Beispiele fur schwach hyperbolische Raume erhalten wir

mit Hilfe des folgenden Begriffs (vergl. [16]) : Ein komplexer
Raum X heiBt beschrdnkt K-^ollstdndig, wenn zu jeder
nicht-diskreten Teilmenge A c X eine beschrankte holo-
morphe Funktion auf X existiert, die auf A nicht konstant
ist. Beschrankte Gebiete iiber dem C" besitzen z.B. diese
Eigenschaft. 1st X beschrankt K-vollstandig, so auch jede
Uberlagerung von X. Es gilt nun.

SATZ 1.2. — 1st die universelle Uberlagerung Y von Y
beschrdnkt K-vollstdndig, so ist Y schwach hyperbolisch.
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Beweis. — Es sei E : = {z e C : \z\ < 1} der Einheits-
kreis in der komplexen Zahlenebene C und S ein beliebiger
komplexer Raum. c§ sei die durch

cs(z, w) : = sup \f(z) — f{w)\
/eHol(S,E)

fiir alle z, w e S defmierte Caratheodory-Pseudometrik
([16; 23]) auf S. Cs ist stetig. Sei fermer Zg(z) fur jedes
z <= S und £ <^ 2 die z-Zusammenhangskomponente der
Pseudokugel {w e S : Cs(z, w) <; s.}; fur £ > 2 sei Zg(z) == S.
Dann wird durch

ps(z, w) : = inf {£ > 0 : z e Zg(w) und w e Zg(z)}

eine stetige Pseudometrik ps auf S definiert. 1st T : § —> S
die universelle Uberlagerung von S, so erhalten wir in
gleicher Weise eine stetige Pseudometrik pg auf 5 und durch

(7s(z, W) : == P^T-^Z), T-^W))

eine weitere Pseudometrik Os auf S. Plir jeden komplexen
Raum X, jedes /*€= Hol(X, Y) und alle x, ye X gilt dabei

(*) ^{f^ fy) < ̂ x(^, y),
da eine entsprechende Kontraktionseigenschaft fiir eg und
damit auch fiir pg gilt ([17]). Die Gruppe

r:= {g^Aut(S) :Tg=T}

aller Decktransformationen laBt die Pseudometrik ps inva-
riant und operiert eigentlich diskontinuierlich auf S. Daraus
folgt: (1) o-s ist stetig fiir alle S$ (2) a-y ist eine Metrik
auf Y, die mit der Topologie von Y vertraglich ist (denn py
ist eine mit der Topologie von Y vertragliche Metrik). Fiir
jedes A c X, B c Y und r > 0 sei

B,(A) : = {x e X : (Tx(^, A) < r}
und

B,(B):= {yeY:ay(z / , B) < r}.

Es sei % ein Ultrafilter auf Hol(X, Y'). Es gibt eine Abbil-
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dung /*: X -> Y', so daB fur jedes ^ e X die Ultrafilter-
basis ^{x): = i^(^) in Y' konvergiert. Zum Beweis, daB
f = lim % e (S/(X, Y') gilt, geniigt es offenbar fiir jedes rr e X
und jede Umgebung V von f{x) in Y' zu zeigen: Es
gibt eine Umgebung U von x und ein F e ̂  mit F(U) c V.
1. Fall: f(x) e Y. Dann wahlen wir ein £ > 0 mit B^(f{x)) c V
und ein F e= % mit ¥(x) c V,(f(x)). Fur U : == B,(a;) gilt
dann wegen (*) F(U) c V. 2. Fall: /'(a;) « Y. Wir wahlen ein
r > 0 so, daB W: = B,(Y' — V) _relativ-kompakt in Y
liegt. Ferner ein F e ̂  mit ¥{x) n W == ^. Dann gilt

F(U) n (Y' - V) = ̂  fiir U : = B^), d.h. F(U) c V. Q.e.d.

Jeder komplexe Raum, der eine stark negativ gekrummte
Differentialmetrik tragen kann (vergl. [11; 22]; in [22] werden
solche Raume quasi-hyperbolisch genannt), ist ebenfalls
schwach hyperbolisch. DaB jedes beschrankte Gebiet G c C11

schwach hyperbolisch ist, kann mit dem Satz von Montel
natiirlich auch direkt eingesehen werden. Schwach hyperbo-
lische Raume verhalten sich andererseits in vieler Hinsicht
ahnlich wie beschrankte Gebiete im C". So libertragt sich z.B.
der Cartansche Beweis dafiir, daB die Automorphismengruppe
eines beschrankten Gebiets eine reelle Liegruppe ist. Der
Vollstandigkeit halber soil das im folgenden durchgefuhrt
werden; fur jeden komplexen Raum Y sei dabei
Aut (Y) c Hol(Y, Y) die Gruppe aller Automorphismen
von Y.

SATZ 1.3. — 1st Y ein irreduzibler 'schwach hyperbolischer
Raum der komplexen Dimension M, so ist Aut(Y) eine
Liegruppe der (reellen) Dimension <; n(n + 2), die eigentlich
auf Y operiert {vergl. [16]).

Beweis. — Wir fuhren den Beweis nur fur den Fall abzahlbarer
Topologie. Sei also (/'J eine Folge in Aut(Y) so, daB fiir ein
y e Y die Punktfolge {f^y) in Y konvergiert. Es geniigt
wegen [16] zu zeigen, daB (/'J eine in Aut(Y) konvergente
Teilfolge besitzt. Dazu diirfen wir annehmen, daB Elemente
/*, g, h, h^ e (£(Y, Y') existieren mit f = lim /^, g = lim /n""1,
h^ = lim f^fn f111' all6 m > 0 und h = lim /^. Nach

ra->oo

Voraussetzung ist die offene Menge U: ^^-^(Y) nicht leer.
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Fiir alle x e U und m > 0 ist h^x) = f^{f{x)), d.h. im
Limes hiv = gfiv Offensichtlich gilt nun hi^ = ^u- Da Y
irreduzibel ist, folgt daraus h = iy. Angenommen, es gibt
eine Folge (^) in U, die gegen ein x e Y — U konvergiert.
Dann ist f{x) «= Y, und wegen U^n) ==/^(A^)) gilt auch
h^(x) <t= Y fur alle m. Wegen lim h^(x) == a; e Y ist das
jedoch nicht moglich, und es folgt U == X. Also ist gf = iy
Analog folgt fg= ly, d.h. /'eAut(Y). Q.e.d.

Fur jeden schwach hyperbolischen Raum Y gilt wetter.

BEMERKUNG 1.4. — 1st G eine zusammenhdngende kom-
plexe Liegruppe, so ist jede holomorphe Abbildung G —> Y
konstant.

Beweis. — Wegen der Existenz genugend vieler einparame-
triger Untergruppen von G geniigt es, 1.4 fur den Spezialfall
zu beweisen, daB G = C die komplexe Zahlengerade ist.
Set also /* :C->Y holomorph. Fur feste Punkte z, w e C
betrachten wir die Folge (/*„) in Hol(C, Y') definiert durch

fnW = f^ + nx(w - z)Y

Wegen f^O) == f{z) konvergiert eine Teilfolge (/,)^T gegen
ein y e C(C, Y') mit ^(O) = f(z), d.h.

/•H = lim fj-^\ = lim /.(O) =/•(.), d.h. /•

ist konstant.

FOLGERUNG 1.5. — 1st Y schwach hyperbolisch, so ist
jede komplexe Liegruppe G, die holomorph und effektw auf Y
operiert ([16]), diskret.

Beweis. — Fur jeden Punkt y e= Y liefert g -> g{y) eine
holomorphe — und damit also lokal-konstante — Abbildung
G -> Y.

Aus 1.2 und 1.4 zusammen folgt wetter : Eine Riemannsche
Flache Y ist genau dann schwach hyperbolisch, wenn die
universelle Uberlagerung von Y der Einheitskreis E ist (d.h.
wenn Y eine Flache wn hyperbolischem Typ ist).
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2. Definition hyperbolischer Raume.

Es sei X ein zusammenhangender komplexer Raum und Y
ein beliebiger komplexer Raum. Man liberlegt sich leicht die
Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) Die durch ^{x, f) = (x, f(x)) definierte stetige Abbtldung

$ : X X Hol(X, Y) -> X x Y

ist kompakt (d.h. Urbilder kompakter Mengen sind kompakt),
(b) Fur jedes Kompaktum Ki c X und jedes Kompaktum

Kg c Y ist
{/^Hol(X, Y):/-(K,) n K, ̂ }

kompakt,
(c) Hoi (X, Y') ist kompakt.

DEFINITION 2.1. — Y heifft X-hyperbolisch, wenn eine der
wrstehenden (dquiwienten) Bedingungen erfilllt ist.

Es ergeben sich unmittelbar

FOLGERUNG 2.2. — 1st Y X-hyperbolisch, so ist Hol(X, Y)
lokal-kompakt.

FOLGERUNG 2.3. — 1st X kompakt und ist Y projekti^'
algebraisch und X-hyperbolisch, so ist auch Hol(X, Y) pro-
jektw-algebraisch.

Beweis. — Y ist kompakt, also ist Hol(X, Y) ein kompak-
ter komplexer Raum. Die Teilmenge

{i; : x e X} c Hol(Hol(X, Y), Y)

trennt die Punkte von Hol(X, Y), d.h. es existiert eine injek-
tive holomorphe Abbildung T : Hol(X, Y) -> Y" fur ein
geeignetes M.

FOLGERUNG 2.4. — 1st Y X-hyperbolisch und K c X
kompakt, so ist die durch (p(/, x) = f(x) definierte Abbildung

9 : Hol(X, Y) x K -^ Y
kompakt. 1st speziell X kompakt und sind T c Hol(X, Y)^
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K c X analytische Teilmengen, so ist auch

T(K): == 9(T x K)
analytisch in Y (folgt aus dem Remmertschen Abbildungs-
satz, [24]).
Beispiele fur X-hyperbolische Raume erhalten wir durch :

BEMERKUNG 2.5. — Existiert auf X eine stetige Pseudo-
metrik D und auf Y eine ^ollstdndige stetige Metrik d mil

(*) d{fx, fy) < D{x, y)

fur alle x, y e X und fe Hol(X, Y), so ist Y \-hyperbolisch.

Beweis. — Es sei ^ ein Ultrafilter auf Hol(X, Y'). Wie
im Beweis von 1.2 zeigt man, daB % gegen ein /*e@(X, Y')
konvergiert. Es geniigt zu zeigen, daB /*e Hol(X, Y') gilt,
d.h. daB U == /^(Y) abgeschlossen in X ist. 1st {x^) eine
Punktfolge in U mit x = lim x^, e X, so ist ^(x^) fiir jedes
n ein Cauchy filter. Wegen (*) ist dann auch ^(x) ein
Cauchyfilter in Y, d.h. x e U und somit U == X.

Wir setzen nun :

DEFINITION 2.6. — Ein komplexer Raum Y heiRt hyper-
bolisch^ wenn er ^.-hyperbolisch fur jeden zusammenhdngenden
komplexen Raum X ist.

Bezeichnen wir mit E71 das n-fache direkte Produkt des
Einheitskreises E mit sich selbst, so gilt:

BEMERKUNG 2.7. — Ein komplexer Raum Y ist bereits
dann hyperbolisch, wenn er E "-hyper bolisch fur jedes n ist.

Beweis. — Es sei X ein zusammenhangender komplexer
Raum und ^ ein Ultrafilter auf Hol(X, Y'). Es gemigt zu
zeigen, daB jeder Punkt x e X eine Umgebung U besitzt,
so daB ^[U:=i^) in Hol(X, Y') konvergiert. 1st X
eine komplexe Mannigfaltigkeit, so ist das klar, da dann jeder
Punkt eine Umgebung besitzt, die zu einem E71 aquivalent ist.
Der allgemeine Fall kann darauf zuriickgefuhrt werden, denn
zu jedem Punkt x <= X existiert eine Umgebung U, eine
komplexe Mannigfaltigkeit V und eine kompakte holomorphe
Abbildung T von V auf U (nach Hironaka kann T sogar
ausserhalb einer diinnen analytischen Menge biholomorph
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gewahit werden; wir niitzen das jedoch nicht aus). Die Ultra-
filterbasis T*(^|U) konvergiert in Hol(V, Y'), d.h. auch
^|U konvergiert in Hol(U, Y'). Q.e.d.

Ob ein komplexer Raum bereits dann hyperbolisch ist,
wenn er nur E-hyperbolisch 1st, bleibt off en. Zumindest gilt:

BEMERKUNG 2.8. — Ein komplexer Raum Y ist genau dann
hyperbolisch, wenn er schwach hyperbolisch und E-hyperbolisch
ist,

Beweis, — Sei Y schwach hyperbolisch und E-hyperbolisch.
Sei ferner ^ ein Ultrafilter auf Ho^E", Y'), der gegen ein
/*€=(?/(E", Y') konvergiert. Angenommen, es gibt Punkte
z, w e E" mit f(z) e Y und f{w) ^ Y. 1st dann T : E -> E"
eine holomorphe Abbildung mit Z , W < = T ( E ) , so ist T*(^)
eine Ultrafilterbasis, die in Hol(E, Y') nicht konvergiert.
Nach Voraussetzung ist das nicht moglich, d.h. fe Hol(E", Y').

Insbesondere ist also jedes beschrankte E-hyperbolische
Gebiet im C" hyperbolisch. Wetter gilt:

BEMERKUNG 2.9. — Ein beschrdnktes Gebiet G c C" ist
genau dann hyperbolisch^ wenn jeder Randpunkt y e G eine
offene Umgebung U besitzt, so daB U n G hyperbolisch ist.

Beweis. — Sei (/*J eine Folge holomorpher Abbildungen
E -> G, die gegen eine holomorphe Abbildung f: E —> G c C"
konvergiert. Angenommen, y == f{x) ^ G fur ein xeE.
Dann gibt es eine zusammenhangende Umgebung V von x
und eine offene Umgebung U von y in G mit G n U
hyperbolisch und /^(V) c U fur M> n^ Also gilt /'(V) n G = ^,
d.h. /^(G) ist abgeschlossen in E.

Jede analytische Teilmenge eines hyperbolischen Raumes
ist offensichtlich hyperbolisch und ebenso das direkte Produkt
hyperbolischer Raume. Allgemeiner gilt:

SATZ 2.10. — Ein holomorphes Faserbundel ist genau dann
hyperbolisch, wenn Faser und Basis hyperbolisch sind,

Beweis. — Sei T : Q -> B ein holomorphes Faserbiindel mit
typischer Faser F und Strukturgruppe G. Nehmen wir
zunachst an, daB B und F hyperbolisch sind. 1st dann X
zusammenhangend und % ein Ultrafilter auf Hol(X, Q),
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so diirfen wir annehmen, daB T^(^) gegen ein fe Hol(X, B)
konvergiert. Zu jedem xe X konnen wir also eine Umgebung
U von x, eine Umgebung V von f{x) und ein T e ̂  mit
T(U) CT-^V) ̂  V X F wahlen, d.h. ^[U konvergiert in
Hol(U, Q'), d.h. Q 1st hyperbolisch. Nehmen wir nun
umgekehrt an, daB Q hyperbolisch 1st. Als Unterraum von Q
1st dann natiirlich auch F hyperbolisch. Es existiert ein
kommutatives Diagramm

Q ^ B
^ ^,
Q -> B

T

wobei Y; die universelle Uberlagerung von B, T das vermoge Y]
geliftete Blindel und *( eine Uberlagerungsabbildung ist. Mit
Q ist also auch Q hyperbolisch. Wegen 1.5 ist G diskret;
es folgt Q ̂  B X F und damit insbesondere, daB B hyper-
bolisch ist. Zum Beweis, daB auch B hyperbolisch ist, betrach-
ten wir fur alle Kompakta A c E", K c B die Menge
(A, K) := {f^ Hol(E", B): /*(A) n K ̂  ^}. K c B set ein
Kompaktum mit r(K) = K. Die stetige Abbildung T^
bildet die kompakte Menge (A, K) c Hol(E71, B) auf die Menge
(A, K) ab, d.h. (A, K) ist kompakt, d.h. B ist hyperbolisch.

FOLGERUNG 2.10. — Ein komplexer Raum Y ist genau dann
hyperbolisch^ wenn die universelle Uberlagerung Y hyperbolisch
ist.

Im Falle verzweigter Abbildungen laBt sich zeigen :

BEMERKUNG 2.11. — 1st Y hyperbolisch und T : X-> Y
eine kompakte diskrete holomorphe Abbildung, so ist auch X
hyperbolisch.

Beweis. — Set Z zusammenhangend und ^ ein Ultra-
filter auf Hol(Z, X). Wir diirfen annehmen, daB T^(^)
gegen ein fe Hol(Z, Y) konvergiert. Set z e Z beliebig und V
eine Umgebung von x: == lim %(z) e= X. Wir wahlen eine
weitere Umgebung U c V von x so, daB fur jede zusammen-
hangende Menge M c ̂ "^(U)) gilt:

M n U ^ = ^ M c V .
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Es gibt nun eine zusammenhangende Umgebung W von z
und ein F <= Y mit F{z) c U und F(W) c T-^U)), d.h.
F(W) c V.

Insbesondere 1st also die Normalisierung eines hyperbo-
lischen Raumes wieder hyperbolisch.

Mit dem gleichen Argument wie in 2.11 folgt allgemeiner :
Existiert zu jedem Punkt x e X eine kompakte holomorphe
Abbildung von X in einen hyperbolischen Raum, die in einer
Umgebung wn x diskret ist, so ist X hyperbolisch. Fur die
Klasse der hyperbolischen Raume sind also die Bedingungen
(Pi) und (P^) aus ([6] p. 11, 12) erfiillt; nach Cartan [6]
gilt also :

SATZ 2.12. — Es set X ein komplexer Raum, der eine
kompakte holomorphe Abbildung in einen hyperbolischen Raum
gestattet (z.B. wenn X kompakt ist). Dann existiert ein hyper-
bolischer Raum Y und eine kompakte holomorphe Abbildung T
von X auf Y mit zusammenhdngenden Fasern, die durch
die folgende universelle Eigenschaft bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist: 1st Z ein hyperbolischer Raum und y : X —- Z
eine kompakte holomorphe Abbildung, so existiert eine holomorphe
Abbildung p.: Y —> Z mit [JIT == 9.

3. Verallgemeinerungen auf holomorphe G-Raume.

Es set im folgenden G eine fest vorgegebene topologische
Gruppe. Ein komplexer Raum X heiBt ein G-Raum {auch
holomorpher G-Raum), wenn ein stetiger Homomorphismus
$ : G -> Aut(X) ausgezeichnet ist. Fin* jedes ge G ist dann
also ^(g) ein Automorphismus von X; zur Abkiirzung
schreiben wir auch einfach g statt ^(g). X heiBt ein tri-
vialer G-Raum, wenn gx = x fur alle g e G und x e= X
gilt. Das direkte Produkt X X Y von G-Raumen ist wieder
ein G-Raum, indem wir g(x, y) = (gx, gy) setzen. Vermoge
f —^ gfg~1 operiert G auch als Transformationsgruppe auf
Hol(X, Y). Die Fixpunkte von G in Hol(X, Y) heiBen
G-dquwariante Abbildungen',

HolofX, Y) : = {/•€= Hol(X, Y) : gf^fg fur alle ge G}
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sei die Menge aller G-aquivarianten holomorphen Abbildungen
X -> Y. Aut(,(X) : = Hol^X, X) n Aut(X) kann als die
Automorphismengruppe der komplexen G-Struktur auf X
angesehen werden; offenbar ist Aute(X) gerade der Zentrali-
sator von G in Aut(X). Im Falle, daB Y ein trivialer
G-Raum ist, stellt Ho^X, Y) gerade die Menge aller G-inva-
rianten holomorphen Abbildungen X -> Y dar. Es gilt nun :

HILFSSATZ 3.1. — Sind X, Y holomorphe G-Rdume und
ist X/G (in der Quotiententopologie) quasi-kompakt, so ist
Ho^X, Y) lokal-kompakt.

Beweis, — Nach Voraussetzung existiert ein Kompaktum
K c X mit G(K) = X. 1st 9 e Hole(X, Y) eine beliebige
G-aquivariante Abbildung, so wahlen wir ein n > 0, eine
offene Uberdeckung {U-}i^^ von K in X und eine offene
Uberdeckung {VJi^^^ von (p(K) in Y so, daB fur jedes i
gilt: (l)9(U,)c cV^c^cY; (2) Eine Umgebung von V, c Y
ist biholomorph aquivalent zu einer analytischen Teilmenge
von E". Dann ist W: = {f^ Holo(X, Y) : / ' (H)cV,} eine
Umgebung von 9. Wir wollen zeigen, daB W relativ-kom-
pakt in Ho^X, Y) liegt. Dazu betrachten wir eine Folge
(/'J in W. 1st U = Ui u • • • u U^, so diirfen wir annehmen,
daB /*JU gegen ein AeHol(U, Y) konvergiert. Fur jedes
g e G konvergiert wegen fn = gfnS~1 ^le F0!^6 /n|gr(U)
gegen die Abbildung g/ig-^U^Hol^U), Y), d.h. (/,)
konvergiert in Hol(X, Y), d.h. W ist kompakt.

Daraus folgt nun fur jeden holomorphen G-Raum X :

SATZ 3.2. — 1st X/G quasi-kompakty so existiert auf
Aute(X) genau eine komplexe Liegruppenstrukur, fur die die
kanonische Abbildung Aut(X) X X -> X holomorph ist.

Beweis. — Autc(X) ist als topologische Untergruppe der
lokalkompakten topologischen Halbgruppe HolG(X, X)
ebenfalls lokalkompakt. Es gibt eine endliche Vereinigung V
von irreduziblen Komponenten von X und eine Umgebung
W der Identitat 1 e Auto(X) mit G(V) == X und W(V) == V.
Also ist Aute(X) eine reelle Liegruppe (vergl. [15] Satz 4).
Sei A(X) die komplexe Liealgebra aller holomorphen Vektor-
felder auf X und 6 c A(X) die zu Autc(X) gehorige reelle
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Unteralgebra. Es geniigt zu zeigen, daB 6 eine komplexe
Unteralgebra ist ([15]). Sei also D e 16. Wahlen wir nun eine
relativ-kompakte offene Teilmenge U von X mit G(U) == X,
so gibt es ein £ > 0 derart, daB das Vektorfeld D| U fur
\t\ <i e integrierbar ist zu einer lokalen einparametrigen
Gruppe g(: U -> X lokaler Transformationen (vergl. [15]).
Dann kann D jedoch fur alle t mit |(| < £ integriert werden
zu der lokalen Transformationsgruppe \: X -> X definiert
durch h^gx) = g(g^) fiir alle g e G und x e U, d.h.
De6. Q.e.d.

1st X ein trivialer G-Raum, so ist Auto(X) = Aut(X)
und X/G == X. 3.2 enthalt also als Spezialfall die bekannte
Tatsache, daB fur jeden kompakten komplexen Rauni die
Automorphismengruppe eine komplexe Liegruppe ist (vergl.
dazu [4; 8; 15; 18]).

FOLGERUNG 3.3. — 1st Y schwach-hypcrbolisch, so besitzt
jede transitive Untergruppe H c Aut(Y) diskretes Zentrum.

Beweis. — Es gilt Zentrum (H)cAutii(Y). Wegen Y/H
kompakt ist Autn(Y) eine komplexe Liegruppe und damit
nach 1.5 diskret.

1st Y ein hyperbolischer Raum, so ist nach Definition die
kanonische Abbildung <I>: X X Hol(X, Y) — X X Y kom-
pakt. 1st Y zusatzlich ein G-Raum, so ist ^ eine G-aqui-
variante Abbildung, und man erhalt in naturlicher Weise
eine quasi-kompakte Abbildung (d.h. Urbilder quasi-kompak-
ter Mengen sind quasi-kompakt)

$/G: (X x Hol(X, Y))/G -> (X x Y)/G.
Da HolG(X, Y) als Fixpunktmenge von G abgeschlossen in
Hol(X, Y) ist, folgt daraus somit fur jeden hyperbolischen
G-Raum Y.

Bemerkung 3.4. - ^/G : X/G xHol^X, Y) -> (X X Y)/G
ist eine quasi-kompakte Abbildung.

Folgerung 3.5. — 1st (X X Y)/G quasi-kompakt, so ist
HolG(X, Y) kompakt.

Folgerung 3.6. — 1st X kompakt und Y/G quasi-
kompakt, so ist HolG(X, Y) ein kompakter komplexer Raum
(die leere Menge set als komplexer Raum zugelassen).
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Folgerung 3.7. — 1st Y ein trivialer G-Raum, so ist die
Abbildung $/G: X/G X Hol^X, Y) -> X/G X Y quasi-kom-
pakt.

4. Beispiele hyperbolischer Raume.

SATZ 4.1. — Existiert auf dem Einheitskreis E eine stetige
Metrik D und auf dem komplexen Raum Y eine ^ollstdndige
stetige Metrik d mil

(*) d(fx, fy) < D(^ y)

fur alle x, y e E und fe. Hol(E, Y), so ist Y hyperbolisch.
Fur jeden kompakten komplexen Raum X ist uberdies auch
Hol(X, Y) hyper bolisch,

n
Beweis. — Durch D"(z, w) : == ^ D(^? w^) fur

fc==i
^ === (zi,. . ., zj und w == (wi, . . . , w J

wird auf E" eine stetige Metrik D" mit rf(/z, fw} ̂  Dn(z, w)
fur alle z, w e E71 und fe Hol(E71, Y) definiert. Wegen 2.5
und 2.7 ist Y also hyperbolisch. Sei nun X ein kompakter
komplexer Raum und cr die durch

o'(/*, h) : == sup d{fx, hx)
a;ex

definierte Metrik auf Hol(X, Y). o- ist stetig, vollstandig und
erfullt die Kontraktionseigenschaft (*) beziiglich holomorpher
Abbildungen E -> Hol(X, Y).

Aus 4.1 folgt, daB die in [22] definierten hyperbolischen
Raume auch hyperbolisch in unserem Sinne sind. Als Anwen-
dung von 4.1 folgt fur jeden komplexen Raum Y :

SATZ 4.2. — 1st Y beschrdnkt K- vollstandig und Y/Aut(Y)
quasi-kompakt, so ist Y hyperbolisch (1).

Beweis. — Sei G : === Aut(Y) und K c Y ein Kompaktum
mit G(K) == Y. py (vergl. 1.2 Beweis) ist eine mit der Topo-

(1) Mit 1.3 kann allgemeiner bewiesen werden : Jeder schwach hyperbolische Raum
Y mit YIAut (Y) quasi-kompakt ist hyperbolisch.
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logie vertragliche Metrik auf Y. Es gibt somit ein £ > 0 so,
daB fur jedes y e K die £-Kugel {z e Y : py(^, y) < £} relativ-
kompakt in Y ist. Da G die Metrik py invariant lasst,
1st somit jede e-Kugel in Y relativ-kompakt, d.h. py ist
vollstandig. Wegen py(/^, fw) ̂  FE^? ^) fur alle z, w e E
und /*€= Hol(E, Y) ist Y nach 4.1 hyperbolisch.

Zusammen mit 2.10 ergibt sich daraus :

FOLGERUNG 4.3. — Ein komplexer Raum Y ist bereits dann
hyperbolisch, wenn fur die uni^erselle Uberlagerung Y wenig-
stens eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

(a) Y ist beschrankt K-wllstdndig und homogen.

(b) Y ist beschrankt K'wllstdndig und Uberlagerung eines
kompakten Raumes.

FOLGERUNG 4.4. — Eine Riemannsche Flache Y ist genau
dann hyperbolisch im Sinne von 2.6, wenn Y ̂  E gilt (d.h.
also^ wenn Y hyperbolisch im klassischen Sinne ist).

Weitere Beispiele erhalt man durch den folgenden Begriff
([13]) : Eine Funktion p auf einem komplexen Raum X
heiBt plurisubharmonisch, wenn gilt

(a) Fur jedes x <= X ist p(x) eine reelle Zahl oder — 00.
(8) p ist halbstetig nach oben (d.h. lim p(y) ̂  p(^)).

y-^xy->x

(y) Fur jede holomorphe Abbildung f: E —> X ist pf
subharmonisch auf E.

Es gilt nun :

SATZ 4.5. — Es sei X ein schwach hyperbolischer Raum,
K eine reelle Konstante und p < K eine plurisubharmonische
Funktion auf X. Gilt dann lim p{x^) = K fur jede diskrete
Punktfolge (x^) in X, so ist X hyperbolisch.

Beweis, — Es sei ^ ein Ultra filter auf Hol(E, X). Nach
Voraussetzung konvergiert ^ g^611 em f ^ ^(E, X'). Ange-
nommen, es gebe Punkte z, w e E mit f(z) e X und f{w) ^ X.
Dann existiert ein £ > 0, ein F e ̂  und eine Umgebung U
von z mit p(F(U)) < K — £. Sei h <^ K die obere Einhiil-
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lende der Familie {?/'••/*<= F}; h ist subharmonisch auf E
(vergl. [13]). Offensichtlich ist h{z) < K - £ < K und
h[w) = K, was dem Maximumprinzip fur subharmonische
Funktionen widerspricht. Also gilt fe Hol(E, X'); wegen 2.8
ist X daher hyperbolisch.

Nehmen wir an, X set ein K-vollstandiger Raunn und Y
set ein analytisches Polyeder in X (d.h. Y ist relativ-kompakt
in X und jede Zusammenhangskomponente von Y schreibt
sich in der Form {z e X : \f{z)\ < 1 fur alle f aus F}, wobei
F c Hol(X, C) eine endliche Teilmenge ist). Mit Hilfe des
Maximumprinzips folgt leicht, daB Y hyperbolisch ist.
Jeder zusammenhangende Steinsche Raum X laBt sich als
Vereinigung einer aufsteigenden Folge (XJ analytischer
Polyeder X^ c X — und damit hyperbolischer Teilgebiete —
schreiben. Hyperbolische Raume zeigen in mancher Hinsicht
ahnliches Verhalten wie Steinsche Raume. So gilt z.R. fur
jeden komplexen Raum X: Ein Gebiet Y in X ist bereits
dann hyperbolischy wenn es Durchschnitt von hyperbolischen
Teilgebieten ist. Es existiert also zu jedem Teilgebiet Y c X
hochstens ein kleinstes hyperbolisches Teilgebiet ^)(Y) in X
mit Yc^(Y). Ferner gilt:

BEMERKUNG 4.6. — Es sei Y ein hyperbolischer Raum
und H c Y eine Hyper fldche (d.h. jeder Punkt y e Y besitzt
eine Umgebung U mit U n H == {z e U : f(z) = 0} fur eine
geeignete holomorphe Funktion f auf U). Dann ist auch das
Komplement Y — H hyperbolisch.

Beweis. — Sei (yj eine Folge in Hol(E, Y — H). Wir
diirten annehmen, daB 9^ gegen eine holomorphe Abbildung
<p : E —^ Y konvergiert. Angenommen, y : = <^(x) e H fiir
ein x e J L . 1st dann U eine Umgebung von z/, in der H
durch die eine Funktion f beschrieben wird so gibt es eine
zusammenhangende Umgebung W von x mit 9(W) c U
und 9n(W) c U fiir n ;> n^. Wegen /9,i(w) ^= 0 fur alle
w e W , n > n o und f^(x) = 0 ist ^ == 0, d.h. (p(E) c H.

Analog 4.6 laBt sich fiir jeden schwach hyperbolischen
Raum Y zeigen : Y ist hyperbolisch^ wenn zu jeder diskreten
Punktfolge (yj in Y ein Kompaktum K c Y und eine
holomorphe Abbildung f von Y — K in einen hyperbolischen
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Raum H so existiert, daff (f(yn)) eine diskrete Teilfolge in H
besitzt.

Jedes unverzweigte hyperbolische Gebiet liber einer Stein-
schen Mannigfaltigkeit erfiillt den Kontinuitatssatz (vergl.
[2$ 7]) und 1st damit Steinsch. Eine Umkehrung dieser Aussage
wollen wir nun fur einen speziellen Gebietstyp beweisen:
Fur jedes Gebiet D im reellen Vektorraum R" set

T(D): = {zeC^gie^eD},
wobei der Realteil 9le(z) von z = (^i, . . . , zj durch
(^c(zi), . . ., 9tc(2;J) definiert sei (analog sei definiert ^eC"
und ln\z\ e R"). Durch die Zuordnung z -> e2 ist T(D) eine
Uberlagerung des Reinhardtschen Korpers

K(D): == {zeC":^ |z [€sD} .

1st D' c R"1 ein weiteres Gebiet, so laBt sich jede reell-affine
Abbildung T : D —> D' zu einer komplex-affinen — und damit
holomorphen — Abbildung T(D) -> T(D') fortsetzen (R"
werde in natiirlicher Weise als Teilmenge von C71 aufgefaBt).
Es gilt dann :

BEMERKUNG 4.8. — T(D) ist genau dann hyperbolische wenn
D c R" kowex ist und keine reelle Gerade enthalt.

Beweis. — Sei D konvex und enthalte keine ganze Gerade
des R". Nach einer affinen Transformation dart angenommen
werden, dafi D c (R")" gilt, wobei R~ die Menge aller negati-
ven reellen Zahlen ist. Dann gilt K(D) c E71 c C", d.h.
Y : = T(D) ist schwach hyperbolisch. H : = T(R-) c C ist
bekanntlich eine hyperbolische Riemannsche Flache. Betrach-
ten wir jetzt eine diskrete Folge (y^) in Y. 1st die Folge
9le(f/n) diskret in R" (bzw. nicht diskret in R"), so gibt es
wegen D konvex eine komplex-affine Funktion f auf C"
mit fW^H und

lim sup \f(y,)\ = + ^ (bzw. lim sup ̂ C^J) = 0).

Also ist T(D) hyperbolisch. Sei nun umgekehrt T(D) hyper-
bolisch. Enthalt D eine reelle Gerade, so enthalt T(D) eine
komplexe Gerade und kann somit wegen 1.4 nicht hyperbolisch
sein. Sei ferner I : = {t e R : 0 < ^ < ! } und y : R -> D
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eine stetige Abbildung. Mit as werde die durch

^T(0)+^)-T(0))

fur jedes feste s definierte afFme Abbildung I -> R" bezeich-
net. 1st D nicht konvex, so kann y so gewahit werden,
daB gilt

(i) ag(I) c D fur s < 1 mid ai(I) <t D.

Da jedes as zu einer holomorphen Abbildung T(I) —> T(D)
fortgesetzt werden kann, ist (i) wegen ai(0) e D nur dann
moglich, wenn T(D) nicht hyperbolisch ist.

Da nun T(D) genau dann Steinsch ist, wenn D konvex
ist (vergl. [3]), liefert 4.8 die :

FOLGERUNG 4.9. — Das Gebiet T(D) c C" ist genau dann
hyperbolisch, wenn es schwach hyperbolisch und holomorph-
kowex ist. (Es bleibt offen, inwieweit die Klasse der hyper-
bolischen Raume libereinstimmt mit der Klasse derjenigen
komplexen Raume, die schwach hyperbolisch und holomorph-
konvex sind).

Weitere Beispiele fur hyperbolische Raume erhalt man
durch :

BEMERKUNG 4.10. — Jedes relatw-kompakte streng-pseudo-
kon^exe Gebiet Y in einer K'^ollstdndigen komplexen Mannig-
faltigkeit X ist hyperbolisch.

Beweis. — Die abgeschlossene Hiille von Y in X besitzt
eine schwach hyperbolische Umgebung in X. Also liegt
Hol(E, Y) relativ-kompakt in HoI(E, X). Die Behauptung
folgt nun einfach aus der folgenden wohlbekannten Tatsache :
Fur jede nicht-konstante holomorphe Abbildung f: E —> X
mit /(E) c Y c X gilt f(E) c Y.

5. Endlichkeitssatze fur holomorphe Abbilddungen
in hyperbolische Raume.

Die Automorphismengruppe Aut(Y) eines komplexen
Raumes Y ist stets eine topologische Gruppe. 1st Y kom-

11
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pakt, so ist Aut(Y) off en in Hol(Y, Y). 1st Y schwach
hyperbolisch, so ist Aut(Y) abgeschlossen in Hol(Y, Y)
(folgt aus 1.3). 1st Y zugleich kompakt und schwach hyper-
bolisch — Y ist dann natiirlich sogar hyperbolisch — so
besteht Aut(Y) folglich aus der Vereinigung gewisser Zusam"
menhangskomponenten der analytischen Halbgruppe Hol(Y,Y)
Es gilt sogar (vergl. [19; 20]) :

SATZ 5.1. — Fur jeden kompakten hyperbolischen Raum Y
ist die Automorphismengruppe Aut(Y) endlich,

Beweis. — Aut(Y) ist wegen 1.3 und 3.2 eine kompakte
komplexe Liegruppe, die holomorph auf Y operiert. Wegen
1.5 ist Aut(Y) endlich.

SATZ 5.2. — 1st Y kompakt und hyperbolisch, so ist fede
holomorphe Abbildung y von Y auf Y ein Automorphismus
wn Y.

Beweis. — Wegen Hol(Y, Y) kompakt existiert eine
Folge (nj naturlicher Zahlen mit m^: == n^+i — n^ > 0
fur alle k und f: = lim <p"*e Hol(Y, Y). Wegen Y kompakt
ist auch f surjektiv, und die Folge (9^) konvergiert gegen
leAut(Y). Wegen Aut(Y) offen gilt somit ^ e Aut(Y)
fiir ein m, d.h. <p e Aut(Y).

Eine holomorphe Abbildung g : Y -^ Y heiBt eine Retrak-
tion, wenn g2 == g gilt. Als Menge aller Fixpunkte von g
ist das Bild g(Y) stets eine analytische Teilmenge von Y.
1st Y singularitatenfrei, so auch g(Y) (vergl. [14; 25]).
Aus 5.1 und 5.2 ergibt sich unmittelbar:

FOLGERUNG 5.3. — 1st Y kompakt und hyperbolisch, so
gibt es zu jeder holomorphen Abbildung f: Y —> Y eine natur-
liche Zahl n > 0 derart, daB g == /tn eine Retraktion isi

Wetter gilt:

SATZ 5.4. — Es sei X ein zusammenhdngender kompakter
komplexer Raum und Y ein hyperbolischer Raum, dessen
unwerselle Uberlagerung Y keine kompakte analytische Teil-
menge positi^er Dimension enthalt (z.B. wenn Y K-vollstandig
ist). Dann gibt es nur endlich viele holomorphe Abbildungen



HYPERBOLISCHE KOMPLEXE RAUME 323

f : X - > Y , die einen wrgegebenen Punkt xe\ in einen
wrgegebenen Punkt y e Y abbilden.

Beweis. — Die kanonische Projektion

^: X x Hol(X, Y) -^ Hol(X, Y)

ist holomorph $

Z : = ̂ {x, y)) = {f^ Hol(X, Y): f{x) = y }

(vergl. § 2 (a)) ist also ein kompakter komplexer Raum. Sind
T : X —> X und y : Y —> Y die universellen Uberlagerungs-
abbildungen und sind 5 e^"'1^), y ^ ^ i y ) festgewahlte
Punkte, so gibt es zu jedem /'e Z genau ein ^e Hol(X, Y)
mit f(x) == y und (ff = /r. 1st Zo eine Zusammenhangs-
komponente von Z, so ist fur jedes w e X die durch /*—> /^(w)
definierte Abbildung Zo -> Y holomorph und damit konstant.
Also besteht Zo aus nur einem Element, d.h. Z ist endlich.

Ein komplexer Raum R heiBt beschrdnkt separabely wenn
die Algebra der beschrankten holomorphen Funktionen auf R
die Punkte von R trennt (dann ist R insbesondere be-
schrankt K-vollstandig). In [5] ist (in etwas allgemeinerer
Form) gezeigt worden :

SATZ 5.5 (Borel-Narasimhan). ~ Es set X ein zusammen-
hdngender kompakter komplexer Raum und Y ein komplexer
Raum, der eine beschrankt separable (un^erzweigte) Uberla-
gerung besitzt. Dann stimmen zwei holomorphe Abbildungen
f: X —> Y und g : X —> Y bereits dann iibereiny wenn sie in
einem Punkt x e X gleichen Bildpunkt y == f{x) = g{x)
besitzen und den gleichen Fundamentalgruppenhomomorphismus
7Ci(X, x) —> TCi(Y, y) induzieren.

In gleicher Weise lafit sich fur jeden zusammenhangenden
kompakten komplexen Raum X und jedes Y zeigen:

SATZ 5.5a. — 1st die unwerselle Uberlagerung wn Y
beschrdnkt K-wllstdndig, so ist die durch $(rc, /*) == (x, f(x))
definierte kanonische Abbildung $ : X X Hol(X, Y) ~> X X Y
diskret. Speziell gilt dann dim Hol(X, Y) == dim Y.
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FOLGERUNG 5.6. — Unter den Voraussetzungen von 5.5a
ist auch die durch ¥(/*, x) === (/>, f{x)) definierte Abbildung
¥ : Hol(X, Y) X X -^ Hol(X, Y) X Y diskret.

Beweis. — Durch x —>• i^ wird X holomorph und injektiv
in Hol(Hol(X, Y), Y) abgebildet. (Mit dem gleichen Argument
folgt, daB T eine kompakte Abbildung ist, wenn Y hyper-
bolisch ist).

Es set /* :X->Y eine holomorphe Abbildung. Diejenige
Aquivalenzrelation auf X, deren Aquivalenzklassen gerade
die jf-Fasern (bzw. die Zusammenhangskomponenten der
/*-Fasern) sind, wird die von f auf X induzierte (bzw. die
von f auf X induzierte einfache) Zerlegung genannt. Es gilt
nun:

SATZ 5.7. — Esseien X und Y kompakte komplexe Rdume.
Besitzt Y eine beschrdnkt separable Uberlagerung, so gilt fur
jede der endlich vielen Zusammenhangskomponenten Z von
Hol(X, Y):

(1) Alle fe. Z induzieren auf X die gleiche einfache Zerle-
g^g',

(2) Jeder Punkt x e X besitzt eine Umgebung U derart,
daB alle Abbildungen f: U —^ Y mil fe Z die gleiche Zerle-
gung von U induzieren.

Beweis ad (1). — Set fe Z, ye Y und A eine Zusammen-
hangskomponente der Faser f'"1^). Fur alle a, b e= A gilt dann

f{a) = f{b) ̂  i:{f) = il{f)
===^ ^ == il wegen 5.5a auf Z
==^ g(a) == g(&) fur alle g e Z.

Beweis ad (2). — X und Y diirfen als zusammenhangend
vorausgesetzt werden. (TX ist eine stetige Pseudometrik auf
X und (Ty eine stetige Metrik auf Y mit

(7y(/Z, fw) < OTx(z, W)

fur alle jz, w e X und fe Hol(X, Y) (vergl. 1.2 Beweis).
Es gibt folglich ein £ > 0 mit der Eigenschaft, dafi zu jeder
Teilmenge B c Y mit einem (Ty-Durchmesser <; £ ein
einfachzusammenhangendes Gebiet G c Y existiert mit B c G.
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Wahlen wir nun eine zusammenhangende offene Umgebung U
von x mit einem o-x-Durchmesser < £, so gilt fiir alle
a, b e U und alle /*e Z mit /*(a) = f{b) : Es gibt eine Kurve
y(() in U mit y(0) == a und y(l) = 6. Nach Konstruktion
von £ 1st die geschlossene Kurve f(^{t))y 0 <^ t ̂  1, null-
homotop in Y, und ^, i^ erzeugen somit den gleichen
Fundamentalgruppenhomorphismus 7ii(Z, f) —> TCi(Y, /*(a)).
Also gilt wegen 5.5 auf Z ^ = i^.

FOLGERUNG 5.8. — 5i7zd X, Y kompakt und ist Y be-
schrdnkt K-^ollstdndig, so existieren hochstens endlich viele
holomorphe Abbildungen von X auf Y mit zusammenhdn-
genden Fasern.

Beweis. — Hol(X, Y) ist kompakt. Sei Z c Hol(X, Y) eine
Zusammenhangskomponente, die eine zusammenhangende
surjektive Abbildung f enthalt. Wegen 5.7 (1) — fur diesen
Punkt wurde zum Beweis nur 5.5a ausgenutzt — gibt es dann
zu jedem g e Z eine surjektive Abbildung (x.g: Y —> Y mit
g •==- QLgf. Jedes (x.g ist eine schwach-holomorphe Abbildung
(d.h. stetig und in alien Mannigfaltigkeitspunkten holomorph).
Y versehen mit der Garbe aller schwach-holomorphen Funk-
tionskeime ist ebenfalls ein hyperbolischer Raum, und a^
ist wegen 5.2 ein Automorphismus beziiglich dieser komplexen
Struktur. Wegen 5.1 ist Z somit endlich. Q.e.d.

Eine analytische Teilmenge A eines komplexen Raumes Y
wollen wir einen direkten Faktor von Y nennen, wenn ein
komplexer Raum B positiver Dimension, ein b e B und
eine biholomorphe Abbildung .̂ von Y auf A X B mit
pt,(a) == (a, b) fiir alle as A existiert. 1st f: X -> Y eine
holomorphe Abbildung, deren Bild ganz in einem direkten
Faktor von Y liegt, so kann also f kein isolierter Punkt von
Hol(X, Y) sein. Es gilt nun :

SATZ 5.9. — Es sei X ein zusammenhdn gender kompakter
komplexer Raum und Y das direkte Produkt von endlich vielen
hyperbolischen Riemannschen Fidchen. Dann gilt:

(1) Zu jedem y e Y gibt es nur endlich ^iele holomorphe
Abbildungen / ' :X->Y mit t/e/^X). Insbesondere gibt es
nur endlich viele holomorphe Abbildungen von X auf Y.
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(2) Es gibt nur endlich yiele holomorphe Abbildungen
f: X —> Y, fur die /*(X) nicht in einem direkten Faktor von Y
liegt.

Beweis. — ad (1) Wir diirfen annehmen, daB Y eine hyper-
bolische Riemannsche Flache ist. Sei Z eine Zusammenhangs-
komponente des kompakten komplexen Raumes

{^eHol(X, Y): t /ef (X)},

die eine nicht-konstante Abbildung enthalt. Dann ist jedes
Element von Z surjektiv, und Y ist kompakt. Da wegen 5.7
alle f aus Z die gleiche einfache Zerlegung R von X
induzieren und X' == X/R ein komplexer Raum ist, liber
den sich alle Elemente von Z somit Steinfaktorisieren lassen
(vergl. [6]), diirfen wir X = X' annehmen, d.h. dim X = 1.
Wir diirfen wegen 5.4 wetter annehmen, daB X irreduzibel
ist. SchlieBlich diirfen wir sogar annehmen, daB X eine
Riemannsche Flache ist (man gehe zur Normalisierung iiber).
Fur jedes fe. Z und a?eX sind

A^x}:={z^X:f{x)=f(z)} und A{x):=[^J^x)
/ez

analytische Teilmengen von X. Wegen 5.7 (2) ist x ein
isolierter Punkt von A.{x), d.h. A{x) ist endlich. Da jedes f
aus Z eine (i.a. verzweigte) Uberlagerungsabbildung mit
einer festen Blaterzahl b ist, hangt A/rc) in Wahrheit nicht
von f ab, d.h. alle Elemente von Z erzeugen die gleiche
Zerlegung von X. Fur alle /*, g aus Z existiert somit ein
a(/*, g) in Aut(Y) mit /*= a(/*, g)g. Wegen 5.1 ist Z somit
endlich.

ad (2) Sei Y = Yi X • • • X Y, und ^ : Y -> Y, fur
jedes k die kanonische Projektion. 1st f: X -> Y eine
holomorphe Abbildung, fur die f(X) in keinem direkten
Faktor von Y liegt, so ist jede Abbildung ^f: X -> Y/,
surjektiv. Aus (1) folgt sodann die Behauptung.

1st Y ein direktes Produkt kompakter hyperbolischer
Riemannscher Flachen, so laBt sich Y bekanntlich singulari-
tatenfrei in einen komplex-projektiven Raum PN einbetten
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Im Fall dim Y > 1 ist also fur jedes y aus Y die Menge

fQy == {A c Y : Analytische Teilmenge durch y}

iiberabzahlbar, und aus 5.9 folgt, daB niemals unendlich viele
Elemente von ^y die gleiche komplexe Struktur besitzen.

SATZ 5.10. — Es sei Y eine zusammenhdngende normale
analytische Teilmenge eines direkten Produkts kompakter hyper-
bolischer Riemannscher Fidchen und X eine holomorphe
Abbildung von Y auf einen normale n komplexen Raum B.
Es sei ferner A c B eine Zariskidichte Teilmenge (d.h. es gebe
keine analytische Menge A in B mit A c A ̂  B) und K
ein zusammenhdngender kompakter komplexer Raum. Existiert
dann fur jedes d aus A eine holomorphe Abbildung T^ von
K auf die Faser A"1^), so gibt es ein kommutatwes Diagramm

0
Z x X ->Y

7t ^ ^
Z -^ B

(A

wobei Z, X zusammenhdngende normale kompakte komplexe
Rdume, -rc : Z X X —> Z die kanonische Projektion und <S>
eine holomorphe (i.a. ^erzweigte) Uberlagerungsbbildung ist.
Besitzen alle \-Fasern die gleiche Dimension, so ist auch pi eine
(i.a. ^erzweigte) Uberlagerungsabbildung.

Beweis. — Es sei 3 die Menge aller irreduziblen Komponen-
tenvon Hol(K, Y) und Q(A) : = {d e= A : ̂  e A} fiir jedes A
aus 3. Wegen A = (J Q(A) und 3 endlichist Q(Z) Zariski-

Ae3
dicht fiir wenigstens ein Z aus 3. Wegen 5.7 (1) durfen wir
annehmen, daB alle Elemente von Z diskrete Abbildungen
sind. Wir setzen nun X : = K und $(/", x) = f(x) fiir alle f
aus Z und x aus X. Da Z kompakt ist, ist X$(Z X X)
eine analytische Menge in B, die die Menge Q(Z) umfaBt,
d.h. <& ist surjektiv. Wegen 5.9 (1) ist $ diskret. 1st X
nicht entartet, so gilt f(X) = g(X) fiir alle /*, g aus Z
mit ?.(/*) = (x(g). Wegen 5.9 ist dann auch (JL eine diskrete
Abbildung.

Es ist nun interessant, unter welchen Bedingungen
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X : Y-> B ein holomorphes Faserbiindel ist. Dazu zeigen wir
(vergl. [9]) :

FOLGERUNG 5.11. — Es sei Y ein irreduzibler hyperboli-
scher Raum, B ein normaler komplexer Raum und X : Y -> B
eine kompakte holomorphe Abbildung. Sind dann alle \-Fasern
biholomorph dquwalent, so ist X : Y -> B ein holomorphes
Faserbiindel.

Beweis. — Sei X: = X"1^) fur ein b aus B.

Q: ={/ 'eHol(X, Y) : \f{x) = \f{y) fur alle x, y aus X}

ist eine analytische Menge in Hol(X, Y). Es sei 3 die Menge
aller irreduziblen Komponenten von Q, die wenigstens
eine biholomorphe Abbildung von X auf eine X-Faser
enthalten. Die durch (/*, x) --> f{x) definierte Abbildung
^ : Q X X —^ Y ist kompakt; fur jedes A aus 3 it somit
^$(A X X) analytisch in B. Wir diirfen annehmen. daB B
abzahlbare Topologie besitzt. Dann ist 3 abzahlbar, und
wegen B == IJXA(X) gibt es ein Z aus 3 mit Z(X) == Y.
Sei nun M ^= ^ die Menge aller f aus Z, die X biholomorph
auf die Faser ^(X^X)) abbilden. M ist abgeschlossen
in Z: 1st (Q eine Folge in M mit f = lim /^ e Z, so ist
wegen dim f{X) > lim dim /.(X) auch f: X -> X-^X^X))
eine surjektive Abbildung. Wegen 5.2 ist dann fe Z. Da M
auch offen in Z ist, gilt M = Z. Wir erhalten somit ein
kommutatives Diagramm

0>
Z X X-> Y

7T 4' Y ?

Z -> B
^

wobei TC die kanonische Projektion auf den ersten Faktor
und p. ein kompakte holomorphe Abbildung ist. Seien
(/n), {gn) zwei Folgen in Z mit ^) = ̂ {gn) fur alle n und
l im^=limg^. Dann konvergiert die Folge (f^gn) 1^
Aut(X) gegen die Identitat. Da Aut(X) endlich ist, folgt
^ = g^ fiir n > no, d.h. ^ ist eine unverzweigte Uberlage-
rungsabbildung, d.h. X : Y —>- B ist ein holomorphes Faser-
biindel.
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