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HYPERBOLISCHE KOMPLEXE RAUME

von Wilhelm KAUP

Herrn Heinrich Behnke zum 70. Geburstag gewidmet

Einleitung und Inhalt.

In der Funktionentheorie einer komplexen Veranderlichen
ist es tiblich, die Riemannschen Flichen in drei Klassen
einzuteilen, je nachdem nimlich, ob die universelle Uberla-
gerung (a) die Riemannsche Zahlenkugel, (b) die komplexe
Zahlenebene C oder (c¢) der Einheitskrets E ist. Diese Ein-
teilung ist in dem charakteristischen Verhalten der Fliachen
einer jeden Klasse begriindet (vergl. [1]).

Eine entsprechende Einteilung nach der universellen Uberla-
gerung ist in hoheren Dimensionen nicht sinnvoll, denn schon
die Menge der Aquivalenzklassen einfach-zusammenhingender
Gebiete im C" ist uniiberschaubar. In der vorliegenden
Arbeit soll nun gezeigt werden, daB eine grofe Klasse komple-
xer Rdume existiert, die in threm Abbildungsverhalten mit den
hyperbolischen Riemannschen Fliachen (Fall (¢)) iibereinstim-
men : Betrachten wir fir alle komplexen Rdume X und Y
die durch (=, f) - (z, fz) definierte kanonische Abbildung
¢: X X Hol(X, Y) > X XY, wober Hol(X, Y) die mit
der Topologie der kompakten Konvergenz versehene Menge
aller holomorphen Abbildungen X — Y ist. @ ist stetig
und sogar holomorph, wenn X kompakt ist (vergl. [8]).
Ein besonderer Fall liegt vor, wenn die Abbildung ¢ kompakt
1st; dann ist das Bild einer jeden abgeschlossenen (bzw. analy-
tischen) Teilmenge wieder abgeschlossen (bzw. analytisch).



304 WILHELM KAUP

Im Falle abzdhlbarer Topologie ist die Kompaktheit von @
zudem #aquivalent dazu, dal Hol(X, Y) eine normale Familie
holomorpher Abbildungen darstellt (d. h. jede diskrete Punkt-
folge in Hol(X, Y) konvergiert gegen den idealen Rand von Y;
vergl. [11]). Es wird nun definiert: Y heiBt hyperbolisch,
wenn die kanonische Abbildung ® fiir jeden zusammenhin-
genden komplexen Raum X kompakt ist. Die in [17] bzw. [22]
definierten hyperbolischen komplexen Ré&ume ordnen sich
dieser Definition unter.

Ein komplexer Raum Y ist z.B. dann hyperbolisch,
wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. Die universelle Uberlagerung von Y ist hyperbolisch.

2. Y ist homogen (oder auch Uberlagerung eines kompak-
ten Raumes) und besitzt hinreichend viele beschrinkte
holomorphe Funktionen (genauer: Y ist beschrankt K voll-
standig).

3. Y ist ein relativ-kompaktes streng pseudo-konvexes
Gebiet in einer K-vollstandigen komplexen Mannigfaltigkeit.

4. Auf dem Einheitskreis E existiert eine stetige Metrik D
und auf Y eine vollstindige stetige Metrik d mit
d(fz, fw) < D(z, w) fiir alle z, w e E und alle holomorphen
Abbildungen f:E — Y.

Ferner ist ein holomorphes Faserbiindel genau dann hyper-
bolisch, wenn Faser und Basis hyperbolisch sind.

Als niitzlich erweist sich die folgende Abschwichung des
Begriffes « hyperbolisch »: Ein komplexer Raum Y mit
Einpunktkompaktifizierung Y’ heiBt schwach hyperbolisch,
wenn fiir jeden komplexen Raum X die Menge Hol(X, Y)
relativ-kompakt in der Menge aller stetigen Abbildungen
X =Y’ lhegt. Ein komplexer Raum, dessen universelle
Uberlagerung beschriinkt K-vollstéindig ist, besitzt z.B. diese
Eigenschaft. In Bezug auf holomorphe Abbildungen verhalten
sich schwach hyperbolische Ridume wie beschrinkte Gebiete
mm C"; so iibertrigt sich etwa der Cartansche Beweis dafiir,
dafl die Automorphismengruppe eines beschrinkten Gebietes
im G eine eigentlich operierende Liegruppe 1st.

Fir “holomorphe Abbildungen in hyperbolische Raume
wird eine Reihe von Endlichkeitsaussagen beweisen, von
denen nur die folgende angefiihrt werden mége: Die Auto-



HYPERBOLISCHE KOMPLEXE RAUME 305

morphismengruppe eines kompakten hyperbolischen Raumes
Y ist endlich, und jede holomorphe Abbildung von Y auf
sich ist ein Automorphismus. Eine entsprechende Aussage
st fir kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten mit negativer
erster Chernscher Klasse bekannt (vergl. [19, 21]). Es bleibt
offen, inwieweit Mannigfaltigkeiten mit negativer Chernscher
Klasse hyperbolisch sind.

Es sel mir gestattet, J.L. Koszul und R. Narasimhan fir
das Interesse an der Arbeit zu danken; in gleicher Weise
fithle ich mich A. Andreott: verpflichtet fiir einen Gastaufent-
halt in Pisa, wo ein Teil der Arbeit in der vorliegenden Form
entstand.

Inzwischen wurde mir von J. L. Koszul und J. Vey mitge-
teilt, dal innerhalb der Kategorie der lokal-affinen Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten der Begriff «hyperbolisch» wie im
holomorphen Fall eingefithrt werden kann und dort z.T. zu
analogen Resultaten fiihrt.

1. Vorbereitungen und Bezeichnungen.

Fiir je zwei lokal-kompakte topologische Rdume A und B
sei §(A, B) die Menge aller stetigen Abbildungen A — B
versehen mit der KO-Topologie (auch Topologie der kompak-
ten Konvergenz genannt; das ist die grobste Topologie, so
daB fir jedes Kompaktum KcA wund jedes offene OcB
die Menge {fe@(A, B): f(K)cO} offen ist). G(A, B) ist
ein Hausdorffraum, der abziahlbare Topologie besitzt, wenn A
und B abzihlbare Topologie besitzen. Fiir jeden weiteren
Raum C 1st die Kompositionsabbildung

G(A, B) x B, C) - G(A, C)

stetig. Ohne daf im folgenden jeweils darauf hingewiesen
wird, sei auch jede Teilmenge F c (A, B) stets mit der
KO-Topologie versehen.

Sind X, Y reduzierte komplexe Raume (vergl. [10]),
so werde mit Hol(X, Y) die Menge aller holomorphen Abbil-
dungen X — Y bezeichnet. Hol(X, Y) 1st ein abgeschlosse-
ner Unterraum von E(X, Y). Jede holomorphe Abbildung
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f: X =Y induziert durch f*(g) = gf ene stetige Abbildung
f*: Hol(Y, Z) - Hol(X, Z) wund durch f(g) =/fg eine
stetige Abbildung f,: Hol(Z, X) — Hol(Z, Y). Ist X kom-
pakt, so tragt Hol(X, Y) nach Douady [8] eine komplexe
Struktur, die durch eine gewisse umverselle Eigenschaft
eindeutig bestimmt ist. So ist etwa fiir jeden kompakten
komplexen Raum Z die Kompositionsabbildung

Hol(X, Z) x Hol(Z, Y) — Hol(X, Y)

holomorph. Besteht X aus genau einem Punkt, so kann
Hol(X, Y) mit Y identifiziert werden. Fiir jede lokal-analy-
tische Teillmenge A c X werde mit i, : A — X die kanonische
holomorphe Injektion bezeichnet. ¢} : Hol(X, Y) — Hol(A, Y)
ist dann die zugehorige Beschrinkungsabbildung; fir jeden
Punkt ze X heit i;: Hol(X, Y) - Y die Einsetzungsabbil-
dung.

Fiir jeden nicht-kompkaten komplexen Raum Y sei Y’
die Einpunktkompaktifizierung von Y; ist Y kompakt,
so sei Y =Y. Y’ besitzt nariirlich im allgemeinen keine
komplexe Struktur. Wir setzen nun

Derinition 1.1. — Ein komplexer Raum Y heilt schwach
hyperbolisch, wenn fiir jeden komplexen Raum X gilt: Die
Menge

Hol(X, Y):
={fe6(X, Y):feHol(X, Y) oder f(X)nY=g}

liegt relativ-kompakt in G(X, Y').

Beispiele fiir schwach hyperbolische Réume erhalten wir
mit Hilfe des folgenden Begriffs (vergl. [16]): Ein komplexer
Raum X heit beschrinkt K-vollstindig, wenn zu jeder
nicht-diskreten Teilmenge Ac X eine beschrinkte holo-
morphe Funktion auf X existiert, die auf A nicht konstant
1st. Beschrinkte Gebiete iiber dem GC* besitzen z.B. diese
Eigenschaft. Ist X beschriankt K-vollstindig, so auch jede

Uberlagerung von X. Es gilt nun.

Satz 1.2. — Ist die universelle Uberlagerung Y von Y
beschrinkt K-vollstindig, so ist Y schwach hyperbolisch.
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Beweis. — Es sei E:= {zeC:|zl <1} der Einheits-
kreis in der komplexen Zahlenebene G und S ein beliebiger
komplexer Raum. ¢ sei die durch

¢s(z, w): = sup |[f(z) — f(w)]
JSEHOI(S, E)

fir alle 2z, weS definierte Carathéodory-Pseudometrik
([16; 23]) auf S. ¢s ist stetig. Sei fermer Z(z) fiir jedes
zeS und e<{2 die z-Zusammenhangskomponente der

Pseudokugel {weS:cs(z, w) <e}; fiir € > 2 sei Zg(z) = S.
Dann wird durch

ps(z, w): =1nf {e > 0:ze Z(w) und w e ZL(z)}

eine stetige Pseudometrik ps auf S definiert. Ist ~=: S-S
die universelle Uberlagerung von S, so erhalten wir in
gleicher Weise eine stetige Pseudometrik pz auf S unddurch

os(z, w): = ps(v7(z), TH(w))

eine weitere Pseudometrik o5 auf S. Fiir jeden komplexen
Raum X, jedes fe Hol(X,Y) und alle =z, ye X gilt dabei

(*) sx(fz, fy) < ox(=, y),

da eine entsprechende Kontraktionseigenschaft fiir c¢s und
damit auch fir ps gilt ([17]). Die Gruppe

[:= {geAut(S):1g =1}

aller Decktransformationen 148t die Pseudometrik pz 1inva-
riant und operiert eigentlich diskontinuierlich auf S. Daraus
folgt: (1) os ist stetig fiir alle S; (2) oy ist eine Metrik
auf Y, die mit der Topologie von Y vertrédglich ist (denn py

ist eine mit der Topologie von Y vertragliche Metrik). Fiir
jedes AcX,BcY und r>0 sel

B.(A): = {zeX:0x(z, A) <r}

und
B.(B): = {yeY:o0y(y, B) <r}.
Es sei § ein Ultrafilter auf Hol(X, Y’). Es gibt eine Abbil-
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dung f: X - Y', so daB fir jedes zeX die Ultrafilter-
basis §(z): = (%) in Y’ konvergiert. Zum Beweis, dalB
f=1lmFe@(X,Y') gilt, geniigt es offenbar fiir jedes ze X
und jede Umgebung V von f(z) in Y’ zu zeigen: Es
gibt eine Umgebung U von 2z und ein Fe$ mit F(U)c V.
1. Fall: f(z) e Y. Dann wahlen wir ein ¢ > 0 mit B,.(f(z)) < V
und ein Fe@ mit F(z) cB,(f(z)). Fir U:=B,(z) gilt
dann wegen (x) F(U)c V. 2. Fall: f(x)¢ Y. Wir wihlen ein
r>0 so, daf W:= B,(Y' — V) relativ-kompakt in Y
liegt. Ferner ein Fe @ mit F()n W = ¢. Dann gilt

F(U)n (Y — V) = ¢ fir U:=B,(z), dh. F(U)cV. Q.e.d.

Jeder komplexe Raum, der eine stark negativ gekrimmte
Differentialmetrik tragen kann (vergl. [11; 22]; in [22] werden
solche Raume quasi-hyperbolisch genannt), ist ebenfalls
schwach hyperbolisch. Dafl jedes beschrinkte Gebiet G c G”
schwach hyperbolisch ist, kann mit dem Satz von Montel
natiirlich auch direkt eingesehen werden. Schwach hyperbo-
lische Raume verhalten sich andererseits in vieler Hinsicht
dhnlich wie beschriankte Gebiete im G". So ubertriigt sich z.B.
der Cartansche Beweis dafiir, daBl die Automorphismengruppe
eines beschriankten Gebiets eine reelle Liegruppe ist. Der
Vollstandigkeit halber soll das im folgenden durchgefiihrt
werden; fir jeden komplexen Raum Y sei dabel
Aut (Y) c Hol(Y, Y) die Gruppe aller Automorphismen
von Y.

Sarz 1.3. — Ist Y ein irreduzibler schwach hyperbolischer
Raum der komplexen Dimension n, so ist Aut(Y) eine
Liegruppe der (reellen) Dimension < n(n + 2), die eigentlich
auf Y operiert (vergl. [16]).

Beweis. — Wir fiihren den Beweis nur fiirden Fall abzihlbarer
Topologie. Sei also (f,) eine Folge in Aut(Y) so, daB fiir ein
yeY die Punktfolge (f,y) in Y konvergiert. Es geniigt
wegen [16] zu zeigen, daB (f,) eine in Aut(Y) konvergente
Teilfolge besitzt. Dazu diirfen wir annehmen, dafl Elemente
f, & h, h,e@(Y, Y') existieren mitf=1limf,, g=1lim f3,
hy,=lmff, fir alle m>0 wund h=Ilimh, Nach

n>oo

Voraussetzung ist die offene Menge U: = f"1(Y) nicht leer.
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Fiir alle zeU und m >0 ist h,(z) =[f (f(x)), d.h. im
Limes hiy = gfiy. Offensichtlich gilt nun hiy = 1. Da Y
irreduzibel ist, folgt daraus % = iy. Angenommen, es gibt
eine Folge (z,) in U, die gegen ein e Y — U konvergiert.
Dann ist f(z)«¢Y, und wegen h,(z,)=/[-1(f(x,)) gilt auch
h.(z)eY fir alle m. Wegen limh,(z) =xzeY ist das
jedoch nicht méglich, und es folgt U = X. Also ist gf = iy.
Analog folgt fg =1y, d.h. feAut(Y). Q.e.d.

Fiir jeden schwach hyperbolischen Raum Y gilt weiter.

BemerkunG 1.4. — Ist G eine zusammenhingende kom-
plexe Liegruppe, so ist jede holomorphe Abbildung G — Y
konstant.

Bewets. — Wegen der Existenz geniigend vieler einparame-
triger Untergruppen von G geniigt es, 1.4 fiir den Spezialfall
zu beweisen, daB G = C die komplexe Zahlengerade 1ist.
Sei also f: G —Y holomorph. Fiir feste Punkte z, weC
betrachten wir die Folge (f,) in Hol(G, Y’) definiert durch

ful@) = f(z + na(w — 2)).

Wegen f,(0) = f(z) konvergiert eine Teilfolge (f,),er gegen
ein ¢eCG(C, Y') mit ¢(0) = f(z), d.h.

f<w>=1imfn<—f;)=1im £.0) = f(z), dh. f

ist konstant.

Forcerune 1.5. — Ist Y schwach hyperbolisch, so ust
jede komplexe Liegruppe G, die holomorph und effektiv auf Y
opertert ([16]), diskret.

Beweis. — Fiir jeden Punkt yeY liefert g-— g(y) eine
holomorphe — und damit also lokal-konstante — Abbildung
G->Y.

Aus 1.2 und 1.4 zusammen folgt weiter: Eine Riemannsche
Fliche Y ist genau dann schwach hyperbolisch, wenn die

universelle Uberlagerung von Y der Einheiiskreis E ist (d.h.
wenn Y eine Fliche von hyperbolischem Typ ist).
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2. Definition hyperbolischer Raume.

Es set X ein zusammenhingender komplexer Raum und Y
ein beliebiger komplexer Raum. Man iiberlegt sich leicht die

Aquivalenz der folgenden Aussagen :
(a) Die durch ®(z, f) = (z, f(z)) definierte stetige Abbildung
¢: X X Hol(X, ¥Y)>X XY

ist kompakt (d.h. Urbilder kompakter Mengen sind kompakt),

(b) Fiir jedes Kompaktum K;c X wund jedes Kompaktum
KocY st

{fe Hol(X, Y): f(K,) n K, 5 ¢}
kompalkt,

(c¢) Hol (X, Y’") ist kompakt.

DeriniTioN 2.1. — Y heifit X-hyperbolisch, swvenn eine der
vorstehenden (dquivalenten) Bedingungen erfillt uist.
Es ergeben sich unmittelbar

Forceruneg 2.2. — Ist Y X-hyperbolisch, so ist Hol(X, Y)
lokal-kompakt.

Forcerung 2.3. — Ist X kompakt und ist Y projektiv-
algebraisch und X-hyperbolisch, so ist auch Hol(X, Y) pro-
jektio-algebrasch.

Bewets. — Y ist kompakt, also 1st Hol(X, Y) ein kompak-
ter komplexer Raum. Die Teilmenge

{1s: xe X} c Hol(Hol(X, Y), Y)

trennt die Punkte von Hol(X, Y), d.h. es existiert eine injek-
tive holomorphe Abbildung <: Hol(X, Y) - Y" fiir ein
geeignetes n.

Forcerung 2.4. — Ist Y X-hyperbolisch und KcX
kompakt, so ist die durch ¢(f, ) = f(z) definierte Abbildung

¢: Hol(X, Y) X K=Y
kompakt. Ist speziell X kompakt und sind T < Hol(X, Y),
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K c X analytische Teilmengen, so ist auch
T(K): = ¢(T x K)

analytisch in Y (folgt aus dem Remmertschen Abbildungs-
satz, [24]).
Beispiele fiir X-hyperbolische Raume erhalten wir durch:

BemerkunG 2.5b. — Euxistiert auf X eine stetige Pseudo-
metrik D und auf Y eine vollstindige stetige Metrik d mat
(%) d(fz, fy) < D(z, y)

firalle z,ye X und fe Hol(X,Y), soist Y X-hyperbolisch.

Beweis. — Es sei § ein Ultrafilter auf Hol(X, Y'). Wie
1m Beweis von 1.2 zeigt man, daB § gegen ein fe §(X, Y')
konvergiert. Es geniigt zu zeigen, daBl fe Hol(X, Y') gilt,
d.h. daB U = f(Y) abgeschlossen in X ist. Ist (a,) eine
Punktfolge in U mitz = limz,e X, so ist §(z,) fiir jedes
n ein Cauchy filter. Wegen (x) ist dann auch §(z) ein
Cauchyfilter in Y, d.h. 2e U und somit U = X.

Wir setzen nun :

Derivition 2.6. — Ein komplexer Raum Y heif3t hyper-
bolisch, wenn er X-hyperbolisch fiir jeden zusammenhingenden
komplexen Raum X 1ist.

Bezeichnen wir mit E" das n-fache direkte Produkt des
Einheitskreises E mit sich selbst, so gilt:

BemerkUNG 2.7. — Ein komplexer Raum Y st bereits
dann hyperbolisch, wenn er E™-hyperbolisch fiir jedes n 1ist.

Beweis. — Es set X ein zusammenhingender komplexer
Raum und § ein Ultrafilter auf Hol(X, Y’). Es geniigt zu
zeigen, dafl jeder Punkt xze X eine Umgebung U besitzt,
so daB FU: = 5(F) in Hol(X, Y') konvergiert. Ist X
eine komplexe Mannigfaltigkeit, so ist das klar, da dann jeder
Punkt eine Umgebung besitzt, die zu einem E" dquivalent ist.
Der allgemeine Fall kann darauf zuriickgefiithrt werden, denn
zu jedem Punkt zeX existiert eine Umgebung U, eine
komplexe Mannigfaltigkeit V und eine kompakte holomorphe
Abbildung = von V auf U (nach Hironaka kann < sogar
ausserhalb einer diinnen analytischen Menge biholomorph
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gewihlt werden; wir niitzen das jedoch nicht aus). Die Ultra-
filterbasis <*(F|U) konvergiert in Hol(V, Y’), d.h. auch
$|U konvergiert in Hol(U, Y’). Q.e.d.

Ob ein komplexer Raum bereits dann hyperbolisch ist,
wenn er nur E-hyperbolisch ist, bleibt offen. Zumindest gilt :

BemerkuNG 2.8. — Ein komplezer Raum Y ist genau dann
hyperbolisch, wenn er schwach hyperbolisch und E-hyperbolisch

ist.

Beweis. — Se1 Y schwach hyperbolisch und E-hyperbolisch.
Sei ferner § ein Ultrafilter auf Hol(E", Y’), der gegen ein
feGE", Y') konvergiert. Angenommen, es gibt Punkte
z,weE" mit f(z)eY und f(w)eY. Ist dann ~:E — E"
eine holomorphe Abbildung mit z we<z(E), so st =%(§)
eine Ultrafilterbasis, die in Hol(E, Y’) nicht konvergiert.
Nach Voraussetzung ist das nicht méglich, d.h. fe Hol(E*, Y').

Insbesondere ist also jedes beschrankte E-hyperbolische
Gebiet im C" hyperbolisch. Weiter gilt :

BemerkuNG 2.9. — Ein beschrinktes Gebiet G cGC* 1ist

genau dann hyperbolisch, wenn jeder Randpunkt yeG eine
offene Umgebung U besitzt, so daB U n G hyperbolisch ust.

Beweis. — Sei (f,) eine Folge holomorpher Abbildungen
E — G, die gegen eine holomorphe Abbildung f:E — GcC"
konvergiert. Angenommen, y ={f(z)¢G fir ein zeE.
Dann gibt es eine zusammenhéingende Umgebung V von z
und eine offene Umgebung U von y in G mit GnU
hyperbolisch und f,(V) c U fiir n>n,. Alsogilt f(V)n G =g,
d.h. f7(G) 1st abgeschlossen in E.

Jede analytische Teilmenge eines hyperbolischen Raumes
1st offensichtlich hyperbolisch und ebenso das direkte Produkt
hyperbolischer Raume. Allgemeiner gilt :

Satz 2.10. — Ewn holomorphes Faserbiindel ist genau dann
hyperbolisch, wenn Faser und Basts hyperbolisch sind.

Beweis. — Sei ©: (Q — B ein holomorphes Faserbiindel mit
typischer Faser F und Strukturgruppe G. Nehmen wir
zunidchst an, daB B und F hyperbolisch sind. Ist dann X
zusammenhingend und § ein Ultrafilter auf Hol(X, Q),
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so diirfen wir annehmen, dafl 7 () gegen ein fe Hol(X, B)
konvergiert. Zu jedem ze X kénnen wir also eine Umgebung
U von z, eine Umgebung V von f(z) und ein Te{ mit
T(U) c=~ (V) ~ V X F wihlen, d.h. U konverglert in
Hol(U, Q"), d.h. Q ist hyperbolisch. Nehmen wir nun
umgekehrt an, dal Q hyperbolisch ist. Als Unterraum von Q
1st dann nat\'irlich auch F hyperbolisch. Es existiert ein
kommutatives Diagramm

T
—

X
DO <~
0 <— o
S

—
T

wobei 7, die universelle Uberlagerung von B, % das vermége v
geliftete Biindel und ¢ eine Uberlagerungsabbildung ist. Mit
Q ist also auch Q hyperbolisch. Wegen 1.5 1st G diskret;
es folgt Q =~ B X F und damit insbesondere, daB B hyper-
bolisch ist. Zum Beweis, daBl auch B hyperbolisch ist, betrach-
ten wir fiir alle Kompakta A < E, K < B die Menge
(A, K): = {fe Hol(E", B):f(A)n K=g}. KcB sei ein
Kompaktum mit =(K)= K. Die stetige Abbildung =,
bildet die kompakte Menge (A, K) c Hol(E", B) auf die Menge
(A, K) ab, d.h. (A, K) 1st kompakt, d.h. B 1ist hyperbolisch.

Forcerung 2.10. — Ein komplexer Raum Y st genau dann
hyperbolisch, wenn die universelle Uberlagerung Y hyperbolisch
ust.

Im Falle verzweigter Abbildungen 1aft sich zeigen:

Bemerkune 2.11. — Ist Y hyperbolisch und <: X — Y
eine kompakte diskrete holomorphe Abbildung, so ist auch X
hyperbolisch.

Beweis. — Sei 7 zusammenhingend und § ein Ultra-
filter auf Hol(Z, X). Wir diirfen annehmen, daB < (%)
gegen ein fe Hol(Z, Y) konvergiert. Se1 ze Z beliebigund V
eine Umgebung von z:=lim §(z) e X. Wir wihlen eine
weitere Umgebung UcV von z so, daB fir jede zusammen-

hingende Menge M ct7(z(U)) gilt:
MnU=#£g=McV.
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Es gibt nun eine zusammenhingende Umgebung W von z
und ein Fe¥Y mit F(z)cU und F(W)ct(z(U)), dh.
F(W)c V.

Insbesondere ist also die Normalisierung eines hyperbo-
lischen Raumes wieder hyperbolisch.

Mit dem gleichen Argument wie in 2.11 folgt allgemeiner :
Existiert zu jedem Punkt xe X eine kompakte holomorphe
Abbildung von X in einen hyperbolischen Raum, die in einer
Umgebung von x duiskret ist, so ist X hyperbolisch. Fiir die
Klasse der hyperbolischen Raume sind also die Bedingungen
(Py) und (P,) aus ([6] p. 11, 12) erfiillt; nach Cartan [6]
gilt also:

Sarz 2.12. — Es set X ein komplexer Raum, der eine
kompakte holomorphe Abbildung in einen hyperbolischen Raum
gestattet (z.B. wenn X kompakt ist). Dann existiert ein hyper-
bolischer Raum Y und eine kompakte holomorphe Abbildung <
von X auf Y mit zusammenhingenden Fasern, die durch
die folgende universelle Eigenschaft bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist: Ist 7 ein hyperbolischer Raum und ¢: X — 7
etne kompakte holomorphe Abbildung, so existiert eine holomorphe
Abbildung p: Y - 7Z mit put = g.

3. Verallgemeinerungen auf holomorphe G-Riaume.

Es sei im folgenden G eine fest vorgegebene topologische
Gruppe. Ein komplexer Raum X heit ein G-Raum (auch
holomorpher G-Raum), wenn ein stetiger Homomorphismus
®: G — Aut(X) ausgezeichnet ist. Fir jedes ge G 1st dann
also ®(g) ein Automorphismus von X; zur Abkiirzung
schreiben wir auch einfach g statt ®(g). X heilt ein tri-
pialer G-Raum, wenn gz =z fir alle geG und 2zeX
gilt. Das direkte Produkt X X Y von G-Raumen ist wieder
ein G-Raum, indem wir g(z, y) = (gz, gy) setzen. Vermoge
f— gfg* operiert G auch als Transformationsgruppe auf
Hol(X, Y). Die Fixpunkte von G in Hol(X, Y) heifen
G-dquivariante Abbildungen;

Holo(X, Y): = {fe Hol(X, Y): gf = fg tir alle g<G}
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sel die Menge aller G-dquivarianten holomorphen Abbildungen
X =Y. Aute(X): = Holg(X, X) nAut(X) kann als die
Automorphismengruppe der komplexen G-Struktur auf X
angesehen werden; offenbar 1st Autg(X) gerade der Zentrali-
sator von G 1n Aut(X). Im Falle, dal Y ein trivialer
G-Raum 1st, stellt Holg(X, Y) gerade die Menge aller G-inva-
rianten holomorphen Abbildungen X — 7Y dar. Es gilt nun:

Hivrssatz 3.1. — Sind X, Y holomorphe G-Riume und
ist X/G (in der Quotiententopologie) quasi-kompakt, so st
Holo(X, Y) lokal-kompakt.

Beweis. — Nach Voraussetzung existiert ein Kompaktum
KeX mit G(K)=X. Ist ¢eHolg(X, Y) eine beliebige
G-aquivariante Abbildung, so wihlen wir ein n > 0, eine
offene Uberdeckung {Ui}i<i<n von K in X und eine offene

Uberdeckung {V.};cicn von ¢(K) in Y so, daB fiir jedes i
gilt: (1)¢(U)ec cV;e cY; (2) Eine Umgebung von V;cY
ist biholomorph aquivalent zu einer analytischen Teilmenge
von E" Dann st W: = {fe Holg(X, Y): f(U;) <V} eine
Umgebung von ¢. Wir wollen zeigen, da W relativ-kom-
pakt in Holg(X, Y) liegt. Dazu betrachten wir eine Folge
(fi) m W. Ist U=U,;u---uU, so diirfen wir annehmen,
daB f,|U gegen ein heHol(U, Y) konvergiert. Fiir jedes
geG konvergiert wegen f, = gf,g* die Folge f,|g(U)
gegen die Abbildung ghg™!|g(U)e Hol(g(U), Y), d.h. (f)
konvergiert in Hol(X, Y), d.h. W ist kompakt.
Daraus folgt nun fiir jeden holomorphen G-Raum X:

Sarz 3.2. — Ist X|G quasi-kompakt, so existiert auf
Autg(X) genau eine komplexe Liegruppenstrukur, fiir die die
kanonische Abbildung Aut(X) X X — X holomorph ust.

Beweis. — Autg(X) 1st als topologische Untergruppe der
lokalkompakten topologischen Halbgruppe  Holg(X, X)
ebenfalls lokalkompakt. Es gibt eine endliche Vereinigung V
von irreduziblen Komponenten von X und eine Umgebung
W der Identitat 1 e Autg(X) mit G(V) =X und W(V)=V.
Also ist Autg(X) eine reelle Liegruppe (vergl. [15] Satz 4).
Sei A(X) die komplexe Liealgebra aller holomorphen Vektor-
felder auf X und O cA(X) die zu Aute(X) gehorige reelle
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Unteralgebra. Es geniigt zu zeigen, da © eine komplexe
Unteralgebra ist ([15]). Sei also D 0. Wihlen wir nun eine
relativ-kompakte offene Teillmenge U von X mit G(U) = X,
so gibt es ein ¢ > 0 derart, dal das Vektorfeld D|U fiir
|t| < e 1ntegrierbar ist zu einer lokalen einparametrigen
Gruppe g :U — X lokaler Transformationen (vergl. [15]).
Dann kann D jedoch fiir alle ¢ mit |{| < e integriert werden
zu der lokalen Transformationsgruppe h,: X — X definiert
durch A (gz) = g(gx) fir alle geG und zeU, d.h.
De0®. Q.e.d.

Ist X ein trivialer G-Raum, so ist Autg(X) = Aut(X)
und X/G = X. 3.2 enthilt also als Spezialfall die bekannte
Tatsache, daB fiir jeden kompakten komplexen Raum die
Automorphismengruppe eine komplexe Liegruppe ist (vergl.

dazu [4; 8; 15; 18]).

Forcerune 3.3. — Ist Y schwach-hyperbolisch, so besitzat
jede transitive Untergruppe H c Aut(Y) diskretes Zentrum.

Beweis. — Es gilt Zentrum (H)c Auty(Y). Wegen Y/H
kompakt ist Auty(Y) eine komplexe Liegruppe und damit
nach 1.5 diskret.

Ist Y ein hyperbolischer Raum, so ist nach Definition die
kanonische Abbildung ®:X X Hol(X, Y) > X X Y kom-
pakt. Ist Y zusitzlich ein G-Raum, so ist ® eine G-dqui-
variante Abbildung, und man erhilt in natiirlicher Weise
eine quasi-kompakte Abbildung (d.h. Urbilder quasi-kompak-
ter Mengen sind quasi-kompakt)

®/G: (X x Hol(X, Y))/G — (X x Y)/G.

Da Holg(X, Y) als Fixpunktmenge von G abgeschlossen in
Hol(X, Y) ist, folgt daraus somit fiir jeden hyperbolischen
G-Raum Y.

Bemerkung 3.4. — ®/G: X/G XHolg(X, Y) = (X X Y)/G
ist etne quasi-kompakte Abbildung.

Folgerung 3.5. — Ist (X X Y)/G quasi-kompakt, so uist
Holg(X, Y) kompakt.

Folgerung 3.6. — Ist X kompakt und Y|G quast-
kompakt, so ist Holg(X, Y) ein kompakter komplexer Raum
(die leere Menge sev als komplexer Raum zugelassen).
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Folgerung 3.7. — Ist Y ein trivialer G-Raum, so tst die
Abbildung ®/G: X/G X Holg(X,Y) > X/G X Y quasi-kom-
pakt.

4. Beispiele hyperbolischer Rdume.

Satz 4.1. — Eazstiert auf dem Einheitskreis E eine stetige
Metrik D und auf dem komplexen Raum Y eine vollstindige
stetige Metrik d mat

(+) d(fz, fy) < D(z, y)

fir alle z, yeE und feHol(E, Y), so ist Y hyperbolisch.
Fiir jeden kompakten komplexen Raum X ist tberdies auch
Hol(X, Y) hyperbolisch.
Beweis. — Durch D%(z, w): = Y D(z, w,) fir
k=1

2= (Z1,..., 2,) und w= (w1, ..., W,

wird auf E" eine stetige Metrik D* mit d(fz, fw) << Dz, w)
fir alle z, weE" und fe Hol(E*, Y) definiert. Wegen 2.5
und 2.7 1st Y also hyperbolisch. Sei nun X ein kompakter
komplexer Raum und & die durch

of, h): = sup d(fz, hx)

definierte Metrik auf Hol(X, Y). o ist stetig, vollstindig und
erfilllt die Kontraktionseigenschaft (x) beziiglich holomorpher
Abbildungen E — Hol(X, Y).

Aus 4.1 folgt, daB die in [22] definierten hyperbolischen
Raume auch hyperbolisch in unserem Sinne sind. Als Anwen-
dung von 4.1 folgt fiir jeden komplexen Raum Y:

Satz 4.2. — Ist Y beschrinkt K-vollstindig und Y/[Aut(Y)
quasi-kompakt, so ist Y hyperbolisch ().

Bewers. — Sei G: = Aut(Y) und KcY ein Kompaktum
mit G(K) = Y. py (vergl. 1.2 Beweis) ist eine mit der Topo-

() Mit 1.3 kann allgemeiner bewiesen werden : Jeder schwach hyperbolische Raum
Y mit Y[Aut (Y) quasi-kompakt ist hyperbolisch.
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logie vertrigliche Metrik auf Y. Es gibt somit ein ¢ > 0 so,
daB fir jedes ye K die e-Kugel {ze Y :py(z, y) <e} relativ-
kompakt in Y 1ist. Da G die Metrik py invariant lisst,
ist somit jede ¢-Kugel in Y relativ-kompakt, d.h. py ist
vollstandig. Wegen px(fz, fw) < pe(z, w) fir alle z, weE
und fe Hol(E, Y) i1st Y nach 4.1 hyperbolisch.

Zusammen mit 2.10 ergibt sich daraus:

ForcerunGg 4.3. — Ein komplexer Raum Y st bereits dann

hyperbolisch, wenn fiir die universelle Uberlagerung Y wenig-
stens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist :

(a) Y ist beschrinkt K-vollstindig und homogen,

(b) Y ist beschrinkt K-vollstindig und Uberlagerung eines
kompakten Raumes.

Forcerung 4.4. — Eine Riemannsche Fliche Y ist genau
dann hyperbolisch im Sinne von 2.6, wenn Y =~ E gilt (d.h.
also, wenn Y hyperbolisch im klassischen Sinne ist).

Weitere Beispiele erhdlt man durch den folgenden Begniff
([13]) : Eine Funktion p auf einem komplexen Raum X

heiBt plurisubharmonisch, wenn gilt
(a) Fiir jedes xe X ist p(x) eine reelle Zahl oder — co.
(B) p ist halbstetig nach oben (d.h. Iim p(y) < p()).
Y>x

(y) Fir jede holomorphe Abbildung f:E — X st pf
subharmonisch auf E.
Es gilt nun:

Satz 4.5. — Es set X ein schwach hyperbolischer Raum,
K eine reelle Konstante und p < K eine plurisubharmonische
Funktion auf X. Gilt dann lim p(z,) = K fiir jede diskrete
Punktfolge (z,) in X, so st X hyperbolisch.

Bewers. — Es sei § ein Ultrafilter auf Hol(E, X). Nach
Voraussetzung konvergiert § gegen ein fe G(E, X'). Ange-
nommen, es gebe Punkte z, w e E mit f(z) e X und f(w)e X.
Dann existiert ein ¢ > 0, ein Fe @ und eine Umgebung U
von z mit p(F(U)) < K —e Ser h<{ K die obere Einhiil-
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lende der Familie {pf:feF}; h ist subharmonisch auf E
(vergl. [13]). Offensichtlich ist A(z) <K —e¢<<K wund
h(w) = K, was dem Maximumprinzip fir subharmonische
Funktionen widerspricht. Also gilt fe Hol(E, X'); wegen 2.8
ist X daher hyperbolisch.

Nehmen wir an, X sei ein K-vollstindiger Raum und Y
sel ein analytisches Polyeder in X (d.h. Y ist relativ-kompakt
in X und jede Zusammenhangskomponente von Y schreibt
sich in der Form {ze X :|f(z)] <1 firalle f aus F}, wobei
F c Hol(X, C) eine endliche Teilmenge ist). Mit Hilfe des
Maximumprinzips folgt leicht, da Y hyperbolisch ist.
Jeder zusammenhéngende Steinsche Raum X 1aBt sich als
Vereinigung einer aufsteigenden Folge (X,) analytischer
Polyeder X, <X — und damit hyperbolischer Teilgebiete —
schreiben. Hyperbolische Raume zeigen in mancher Hinsicht
dhnliches Verhalten wie Steinsche Radume. So gilt z.B. fir
jeden komplexen Raum X: Ein Gebiet Y in X ust bereits
dann hyperbolisch, wenn es Durchschnitt von hyperbolischen
Tetlgebieten ist. Es existiert also zu jedem Teilgebiet Y < X
hichstens ein kleinstes hyperbolisches Teilgebiet §(Y) in X
mit Y c H(Y). Ferner gilt:

BemerkunG 4.6. — Es set Y ein hyperbolischer Raum
und HcY eine Hyperfliche (d.h. jeder Punkt yeY besitzst
eine Umgebung U mit UnH = {zeU: f(z) = 0} fir ene
geeignete holomorphe Funktion [ auf U). Dann ist auch das
Komplement Y — H hyperbolisch.

Beweis. — Sei (¢,) eine Folge in Hol(E, Y — H). Wir
diirfen annehmen, dal ¢, gegen eine holomorphe Abbildung
¢:E —Y konvergiert. Angenommen, =g¢lx)e H fur
ein zeE. Ist dann U eine Umgebung von y, in der H
durch die eine Funktion f beschrieben wird so gibt es eine
zusammenhingende Umgebung W von z mit ¢(W)cU
und ¢,(W)cU fir n >n, Wegen fg,(wv) =0 fir alle
weW,n>n, und fg(z) =0 st fo=0, d.h. ¢(E)cH.

Analog 4.6 laBt sich fiir jeden schwach hyperbolischen
Raum Y =zeigen: Y st hyperbolisch, wenn zu jeder diskreten
Punktfolge (y,) in Y en Kompaktium KcY und eine
holomorphe Abbildung f von Y — K in einen hyperbolischen
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Raum H so existiert, daf3 (f(y,)) eine diskrete Teilfolge in H
besitzt.

Jedes unverzweigte hyperbolische Gebiet iiber einer Stein-
schen Mannigfaltigkeit erfillt den Kontinuititssatz (vergl.
[2; 7]) und 1st damit Steinsch. Eine Umkehrung dieser Aussage
wollen wir nun fiir einen speziellen Gebietstyp beweisen :
Fiir jedes Gebiet D 1m reellen Vektorraum R" sei

T(D): = {ze C": Re(z) e D},

wober der Realteil Re(z) von z=(z, ..., z) durch
(Re(zy), ..., Re(z,)) definiert sei (analog sei definiert e e C"
und [n|z| € R"). Durch die Zuordnung z-—¢* ist T(D) eine

Uberlagerung des Reinhardtschen Korpers
K(D): = {ze G": In|z| e D}.

Ist D’cR™ ein weiteres Gebiet, so 14Bt sich jede reell-affine
Abbildung 7: D — D’ zu einer komplex-affinen — und damit
holomorphen — Abbildung T(D) — T(D’) fortsetzen (R"
werde in natiirlicher Weise als Teilmenge von G* aufgefafit).
Es gilt dann:

Bemerkunc 4.8. — T(D) ist genau dann hyperbolisch, wenn
D cR" konvex ist und keine reelle Gerade enthdilt.

Bewets. — Sei D konvex und enthalte keine ganze Gerade
des R”. Nach einer affinen Transformation darf angenommen
werden, dal D < (R™)"* gilt, wobeir R~ die Menge aller negati-
ven reellen Zahlen ist. Dann gilt K(D)cE*cC", d.h.
Y: = T(D) ist schwach hyperbolisch. H: = T(R-)cC ist
bekanntlich eine hyperbolische Riemannsche Flache. Betrach-
ten wir jetzt eine diskrete Folge (y,) in Y. Ist die Folge
Re(y,) diskret in R" (bzw. nicht diskret in R"), so gibt es
wegen D konvex eine komplex-affine Funktion f auf C®
mit f(Y)cH und

lim sup |f(y,)| = + o (bzw. lim sup Re(f(y,)) = 0).

Also ist T(D) hyperbolisch. Sei nun umgekehrt T(D) hyper-
bolisch. Enthalt D eine reelle Gerade, so enthilt T(D) eine
komplexe Gerade und kann somit wegen 1.4 nicht hyperbolisch
sein. Sei ferner I:= {teR:0<t<<1} und y:R—->D
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eine stetige Abbildung. Mit a5 werde die durch

t > ¥(0) + tly(s) — ¥(0))

fiir jedes feste s defimerte affine Abbildung I — R" bezeich-
net. Ist D nicht konvex, so kann y so gewihlt werden,

daf gilt
(1) as(I) e D fir s <1 und a;(I) « D.

Da jedes ag zu einer holomorphen Abbildung T(I) — T(D)
fortgesetzt werden kann, 1st (1) wegen o,(0)eD nur dann
moglich, wenn T(D) nicht hyperbolisch ist.

Da nun T(D) genau dann Steinsch ist, wenn D konvex
ist (vergl. [3]), liefert 4.8 die:

FoLcerunG 4.9. — Das Gebiet T(D)c C" ist genau dann
hyperbolisch, wenn es schwach hyperbolisch und holomorph-
konyex ist. (Es bleibt offen, inwieweit die Klasse der hyper-
bolischen Raume iibereinstimmt mit der Klasse derjenigen
komplexen Réume, die schwach hyperbolisch und holomorph-
konvex sind).

Weitere Beispiele fiir hyperbolische Riume erhilt man
durch :

BemerkunG 4.10. — Jedes relativ-kompakie streng-pseudo-
konyexe Gebiet Y in einer K-vollstindigen komplexen Mannig-
faltigkett X st hyperbolisch.

Beweis. — Die abgeschlossene Hiille von Y in X besitzt
eine schwach hyperbolische Umgebung in X. Also liegt
Hol(E, Y) relativ-kompakt in Hol(E, X). Die Behauptung
folgt nun einfach aus der folgenden wohlbekannten Tatsache :
Fiir jede nicht-konstante holomorphe Abbildung f:E — X
mit f(E)cYcX gilt f(E)cY.

5. Endlichkeitssdtze fur holomorphe Abbilddungen
in hyperbolische Raume.

Die Automorphismengruppe Aut(Y) eines komplexen
Raumes Y i1st stets eine topologische Gruppe. Ist Y kom-
11
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pakt, so ist Aut(Y) offen in Hol(Y, Y). Ist Y schwach
hyperbolisch, so 1st Aut(Y) abgeschlossen in Hol(Y, Y)
(folgt aus 1.3). Ist Y zugleich kompakt und schwach hyper-
bolisch — Y ist dann natiirlich sogar hyperbohsch — so
besteht Aut(Y) folglich aus der Vereinigung gewisser Zusam-
menhangskomponenten der analytischen Halbgruppe Hol(Y,Y)
Es gilt sogar (vergl. [19; 20]):

Satz 5.1. — Fiir jeden kompakten hyperbolischen Raum Y
st die Automorphismengruppe Aut(Y) endlich.

Beweis. — Aut(Y) 1st wegen 1.3 und 3.2 eine kompakte
komplexe Liegruppe, die holomorph auf Y operiert. Wegen
1.5 1st Aut(Y) endlich.

Sarz 5.2. — Ist Y kompakt und hyperbolisch, so ist jede
holomorphe Abbildung ¢ von Y auf Y ein Automorphismus
von Y.

Beweis. — Wegen Hol(Y,Y) kompakt existiert eine
Folge (n,) natiirlicher Zahlen mit m,:=n,;, —n, >0
fir alle £ und f: = hm ¢ e Hol(Y, Y). Wegen Y kompakt
ist auch f surjektiv, und die Folge (¢™) konvergiert gegen
1eAut(Y). Wegen Aut(Y) offen gilt somit 9™e Aut(Y)
fir ein m, d.h. ¢eAut(Y).

Eine holomorphe Abbildung g: Y — Y heit eine Retrak-
tion, wenn g® = g gilt. Als Menge aller Fixpunkte von g
ist das Bild g(Y) stets eine analytische Teilmenge von Y.
Ist Y singularititenfrei, so auch g(Y) (vergl. [14; 25]).
Aus 5.1 und 5.2 ergibt sich unmittelbar :

Forgerung 5.3. — Ist Y kompakt und hyperbolisch, so
gibt es zu jeder holomorphen Abbildung f:Y — Y eine natiir-
liche Zahl n >0 derart, dal g = f" eine Retraktion ist.

Weiter gilt :

Satz 5.4. — Es set X ein zusammenhdngender kompakter
komplexer Raum und Y ein hyperbolischer Raum, dessen

universelle Uberlagerung Y keine kompakte analytische Teil-

menge positiver Dimension enthilt (z.B. wenn Y K-vollstandig
ist). Dann gibt es nur endlich viele holomorphe Abbildungen
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f: X—Y, die einen vorgegebenen Punkt xzeX in einen
vorgegebenen Punkt yeY abbilden.

Beweis. — Die kanonische Projektion
m: X X Hol(X, Y) - Hol(X, Y)
ist holomorph;
= (27 (z, y)) = {fe Hol(X, Y): f(z) =y}

(vergl § 2 (a)) 1st also ein kompakter komplexer Raum. Sind

7:X—>X und ¢:Y—>Y die universellen Uberlagerungs-
abbildungen und sind Zextl(z), yeg(y) festgewahlte
Punkte, so gibt es zu jedem feZ genau ein fe Hol(X, Y)
mit f(# =§ und ¢f =fr. Ist Z, eine Zusammenhangs-
komponente von Z, so ist fiir jedes we X die durch f— f(w)
definierte Abbildung Z, — Y holomorph und damit konstant.
Also besteht Z, aus nur einem Element, d.h. Z ist endlich.
Ein komplexer Raum R heiit beschrinkt separabel, wenn
die Algebra der beschriankten holomorphen Funktionen auf R
die Punkte von R trennt (dann ist R insbesondere be-

schrankt K-vollstindig). In [5] ist (in etwas allgemeinerer
Form) gezeigt worden :

Sarz 5.5 (Borel-Narasimhan). — Es set X etn zusammen-
hingender kompakter komplexer Raum und Y ein komplexer

Raum, der eine beschrinkt separable (unverzweigte) Uberla-
gerung besitzt. Dann stimmen zwet holomorphe Abbzldungen
f X—>Y und g: X —>Y bereits dann tiberein, wenn sie in
etnem Punkt xzeX gleichen Bildpunkti y = f(z)= g(z)
besitzen und den gleichen Fundamentalgruppenhomomorphismus
(X, 2) = (Y, y) induzieren.

In gleicher Weise 148t sich fiir jeden zusammenhiingenden
kompakten komplexen Raum X und jedes Y zeigen:

Satz 5.5a. — Ist die universelle Uberlagerung von Y
beschrinkt K-vollstindig, so ist die durch ¥(z, f) = (z, f(z))
definierte kanonische Abbildung ®: X X Hol(X, Y) > X X Y
diskret. Speziell gilt dann dim Hol(X, Y) = dim Y.
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Forcerune 5.6. — Unter den Voraussetzungen von 5.5a
ist auch die durch Y(f, ) = (f, f(z)) definierte Abbildung
¥: Hol(X,Y) X X — Hol(X,Y) X Y diskret.

Beweis. — Durch z —i; wird X holomorph und injektiv
in Hol(Hol(X, Y), Y) abgebildet. (Mit dem gleichen Argument
folgt, daB 'V eine kompakte Abbildung ist, wenn Y hyper-
bolisch 1st).

Es set f: X — Y eine holomorphe Abbildung. Diejenige
Aquivalenzrelation auf X, deren Aquivalenzklassen gerade
die f-Fasern (bzw. die Zusammenhangskomponenten der
f-Fasern) sind, wird die von f auf X induzierte (bzw. die
von f auf X induzierte einfache) Zerlegung genannt. Es gilt
nun:

Satz 5.7. — Esseien X und Y kompakte komplexe Rdume.
Besitzst Y eine beschriinkt separable Uberlagerung, so gilt fiir
jede der endlich vielen Zusammenhangskomponenten 7 von
Hol(X, Y):

(1) Alle feZ induzieren auf X die gleiche einfache Zerle-
gung;

(2) Jeder Punkt xe X besitzt eine Umgebung U derart,
daB} alle Abbildungen f:U —Y mit feZ die gleiche Zerle-

gung von U induzieren.

Beweis ad (1). — Sei1 feZ,yeY und A eine Zusammen-
hangskomponente der Faser f~'(y). Fiiralle a,be A gilt dann

fla) = f(b) = i) = i(f)
=17 = 13 wegen 5.5a auf Z
— gla) = g(b) firalle geZ.

Beweis ad (2). — X und Y dirfen als zusammenhéngend
vorausgesetzt werden. ox ist eine stetige Pseudometrik auf
X und oy eine stetige Metrik auf Y mit

ox(fz, fw) < ox(z, w)

fir alle z, we X und feHol(X, Y) (vergl. 1.2 Beweis).
Es gibt folglich ein ¢ > 0 mit der Eigenschaft, daf§ zu jeder
Teilmenge BcY mit einem oy-Durchmesser < ¢ ein
einfachzusammenhingendes Gebiet Gc Y existiert mit B c G.
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Wihlen wir nun eine zusammenhéngende offene Umgebung U
von 2z mit einem ox-Durchmesser <Ce, so gilt fir alle
a,beU und alle feZ mit f(a)=[f(b): Es gibt eine Kurve
vt in U mit v(0) =a und y(1) = b. Nach Konstruktion
von ¢ 1st die geschlossene Kurve f(y(¢)), 0 <t<{1, null-
homotop in Y, und i, ¢y, erzeugen somit den gleichen
Fundamentalgruppenhomorphismus 7;(Z, f) — =, (Y, f(a)).
Also gilt wegen 5.5 auf Z ¢; = 1;.

Forcerune 5.8. — Sind X, Y kompakt und ist Y be-
schrankt K-vollstindig, so existieren hichstens endlich viele
holomorphe Abbildungen von X auf Y mit zusammenhin-
genden Fasern.

Beweis. — Hol(X, Y) ist kompakt. Se1 Z < Hol(X, Y) eine
Zusammenhangskomponente, die eine zusammenhingende
surjektive Abbildung f enthalt. Wegen 5.7 (1) — fiir diesen
Punkt wurde zum Beweis nur 5.5a ausgenutzt — gibt es dann
zu Jedem geZ eine surjektive Abbildung o,: Y - Y mit
g = a,f. Jedes a, ist eine schwach-holomorphe Abbildung
(d.h. stetig und 1n allen Mannigfaltigkeitspunkten holomorph).
Y versehen mit der Garbe aller schwach-holomorphen Funk-
tionskeime ist ebenfalls ein hyperbolischer Raum, und o,
1st wegen 5.2 ein Automorphismus beziiglich dieser komplexen
Struktur. Wegen 5.1 1st Z somit endlich. Q.e.d.

Eine analytische Teilmenge A  eines komplexen Raumes Y
wollen wir einen direkten Faktor von Y nennen, wenn ein
komplexer Raum B positiver Dimension, ein beB und
eine biholomorphe Abbildung v von Y auf A X B mit
w(a) = (a, b) fir alle aeA existiert. Ist f: X — Y eine
holomorphe Abbildung, deren Bild ganz in einem direkten

Faktor von Y liegt, so kann also f kein isolierter Punkt von
Hol(X, Y) sein. Es gilt nun:

Sarz 5.9. — Es set X ein zusammenhdngender kompakter
komplexer Raum und Y das direkte Produkt von endlich vielen
hyperbolischen Riemannschen Flichen. Dann gilt:

(1) Zu jedem yeY gibt es nur endlich viele holomorphe
Abbildungen f: X —->Y mit ye[f(X). Insbesondere gibt es
nur endlich viele holomorphe Abbildungen von X auf Y.
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(2) Es gibt nur endlich viele holomorphe Abbildungen
f: X—=Y, firdie f(X) nicht in esnem direkten Faktor von Y
liegt.

Beweis. — ad (1) Wir diirfen annehmen, da Y eine hyper-
bolische Riemannsche Fliche ist. Sei Z eine Zusammenhangs-
komponente des kompakten komplexen Raumes

{fe Hol(X, Y):yef(X)},

die eine nicht-konstante Abbildung enthilt. Dann ist jedes
Element von Z surjektiv, und Y ist kompakt. Da wegen 5.7
alle f aus Z die gleiche einfache Zerlegung R von X
induzieren und X’ = X/R ein komplexer Raum ist, iiber
den sich alle Elemente von Z somit Steinfaktorisieren lassen
(vergl. [6]), diirfen wir X = X’ annehmen, d.h. dim X = 1.
Wir diirfen wegen 5.4 weiter annehmen, daf X irreduzibel
ist. Schlieflich diirfen wir sogar annehmen, da X eine
Riemannsche Fliche ist (man gehe zur Normalisierung iiber).

Fiir jedes feZ und ze X sind
Afr): = {ze X:f(z) = f(z)} und A(z):=|_JAf2)

fez

analytische Teilmengen von X. Wegen 5.7 (2) ist z ein
isolierter Punkt von A(z), d.h. A(z) ist endlich. Da jedes f

aus Z eine (i.a. verzweigte) Uberlagerungsabbildung mit
einer festen Bldaterzahl b ist, hingt AJz) in Wahrheit nicht
von f ab, d.h. alle Elemente von 7 erzeugen die gleiche
Zerlegung von X. Fir alle f, g aus Z existiert somit ein
af, g i Aut(Y) mit f= a(f, g)g. Wegen 5.1 1st Z somit
endlich.

ad (2) Set. Y=Y, X -+ XY, und w:Y—>Y, fir
jedes k die kanonische Projektion. Ist f: X — Y eine
holomorphe Abbildung, fir die f(X) in keinem direkten
Faktor von Y liegt, so ist jede Abbildung =/f:X —Y,
surjektiv. Aus (1) folgt sodann die Behauptung.

Ist Y ein direktes Produkt kompakter hyperbolischer
Riemannscher Flachen, so 1aBt sich Y bekanntlich singulari-
tatenfrel in einen komplex-projektiven Raum Py einbetten
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Im Fall dim Y > 1 ist also fiir jedes y aus Y die Menge
8§, = {A c Y : Analytische Teilmenge durch y}

iberabzihlbar, und aus 5.9 folgt, da niemals unendlich viele
Elemente von §), die gleiche komplexe Struktur besitzen.

Satz 5.10. — Es set Y eine zusammenhdngende normale
analytische Teilmenge eines direkten Produkts kompakter hyper-
bolischer Riemannscher Flichen und A eine holomorphe
Abbildung von Y auf einen normalen komplexen Raum B.
Es set ferner A cB eine Zariskidichte Teilmenge (d.h. es gebe
keine analytische Menge A in B mit AcA=£B) und K
ein zusammenhdngender kompakter komplexer Raum. Ezustiert
dann fiir jedes d aus A eine holomorphe Abbildung <, von
K auf die Faser A7(d), so gibt es etn kommutatives Diagramm

7x X3y

SO

Z — B
w

wober Z, X zusammenhingende normale kompakte komplexe
Riume, w:72Z X X —7 die kanonische Projektion und @
eine holomorphe (i.a. verzweigte) Uberlagerungsbbildung ist.
Besitzen alle \-Fasern die gleiche Dimension, so ist auch . eine

(i.a. verzweigte) Uberlagerungsabbildung.

Beweis. — Es se1 § die Menge aller irreduziblen Komponen-
ten von Hol(K,Y) und Q(A): = {deA:%,e A} fiirjedes A
aus J. Wegen A=UQ(A) und J endlichist Q(Z) Zariski-

Ael

dicht fiir wenigstens ein Z aus J. Wegen 5.7 (1) diirfen wir
annehmen, daf} alle Elemente von Z diskrete Abbildungen
sind. Wir setzen nun X: = K und ®(f, z) = f(z) fiir alle f
aus Z und z aus X. Da Z kompakt ist, ist AD(Z X X)
eine analytische Menge in B, die die Menge Q(Z) umfaBt,
d.h. @ st surjektiv. Wegen 5.9 (1) ist @ diskret. Ist A
nicht entartet, so gilt f(X) = g(X) fiir alle f, g aus Z
mit @(f) = p(g). Wegen 5.9 ist dann auch p eine diskrete
Abbildung.

Es 1st nun interessant, unter welchen Bedingungen
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A:Y — B ein holomorphes Faserbiindel ist. Dazu zeigen wir

(vergl. [9]):

Forcerung 5.11. — Es set Y ein irreduzibler hyperboli-
scher Raum, B ein normaler komplexer Raum und A:Y — B
etne kompakte holomorphe Abbildung. Sind dann alle A-Fasern
biholomorph dquivalent, so ist A:Y —B en holomorphes
Faserbiindel.

Beweis. — Ser X: = A"(b) fiir ein b aus B.
Q: = {fe Hol(X, Y): Af(z) = Af(y) firalle z,y aus X}

ist eine analytische Menge in Hol(X, Y). Es se1 J die Menge
aller irreduziblen Komponenten von (), die wenigstens
eine biholomorphe Abbildung von X auf eine A-Faser
enthalten. Die durch (f, z) ->f(z) definierte Abbildung
®:Q X X— Y ist kompakt; fiir jedes A aus J it somit
ADP(A x X) analytisch in B. Wir diirfen annehmen. da B
abzihlbare Topologie besitzt. Dann ist J abzihlbar, und
wegen B = [JAA(X) gibt esein Z aus § mit Z(X) =Y.
Seinun M =~ ¢ die Menge aller f aus Z, die X biholomorph
auf die Faser A71(Af(X)) abbilden. M 1ist abgeschlossen
in Z: Ist (f,) eine Folgein M mit f=lmf,eZ, so ist
wegen dim f(X) >lim dim f(X) auch f: X — A2(Af(X))
eine surjektive Abbildung. Wegen 5.2 ist dann feZ. Da M
auch offen in 7Z ist, gilt M =7Z. Wir erhalten somit ein
kommutatives Diagramm

(0]
7 X —

T A,

N<«— X
< <

—>
n

wobei m die kanonische Projektion auf den ersten Faktor
und p ein kompakte holomorphe Abbildung ist. Seien
(f.), (g) zwel Folgenin Z mit @(f,) = @(g,) fir alle n und
limf, =lim g,. Dann konvergiert die Folge (fi'g,) 1n
Aut(X) gegen die Identitat. Da Aut(X) endhich ist, folgt

f.= g, fir n>n,, dh. w ist eine unverzweigte Uberlage-

rungsabbildung, d.h. A:Y — B ist ein holomorphes Faser-
biindel.
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