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UNE REPRESENTATION INTEGRALE
POUR FONCTIONS SEPAREMENT EXCESSIVES

par R. CAIROLI*

1. Introduction.

La théorie des frontiéres de Martin a été étendue récemment, par
H. Kunita et T. Watanabe [1], au cas général des processus standards
vérifiant une hypothése, dénommée (B), plus faible que les hypothéses
(F) et (G) de Hunt ([2], p. 154 et 170). La méthode suivie par les
deux auteurs est analogue a la méthode de R.S. Martin [3]. Néanmoins
les solutions qu’ils ont apportées aux nouveaux problémes, issus du
cadre probabiliste, ont un caractére original et élégant.

Dans le présent travail, on considérera deux processus standards,
a valeurs respectivement dans S! et S? et vérifiant 'hypothése (B). On
s’occupera, plus particuliérement, de la famille des fonctions mesurables
dans S' x S?, excessives en chacune des deux variables quand I'autre
est fixée (fonctions séparément excessives)(!). On établira que les
fonctions f de cette famille, qui sont intégrables par rapport & une
mesure de référence r, ® r, , admettent une représentation de la forme

f= f K (> x) Ky () dp(x,p),

au moyen d’une mesure u sur le produit des compactifiés de Martin
de S' et S?, si et seulement si, (G}) et (G%) désignant les résolvantes
respectives des deux processus,

aGyf + BG3f <[+ aB(Gy ® Gp)f,
pour touta > 0, 8 > 0.

* Subventionné par le Fonds national suisse de la recherche scientifique.

(1) L’hypothése de mesurabilité n’est pas nécessaire si les résolvantes des deux
processus sont fortement fellériennes ([4], théoréme 11) mais, dans la suite, on
ne supposera pas que les résolvantes sont fortement fellériennes.
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Cette derniére condition est en général restrictive. Elle est
toutefois vérifiée par les fonctions f, susdites, qui sont harmoniques
de 'une au moins des deux variables et par celles de la forme # @ g.

Parallélement, on étudiera la question de l'unicité de la repré-
sentation intégrale.

L’étude de la possibilité de cette représentation est d’autant mieux
justifiée que le produit des deux processus standards (cf. [4] et appendice)
ne vérifie plus, en général, ’hypothése (B) et que les résultats de [1] ne
peuvent donc pas étre utilisés sur I’espace produit S' x S? (il faut
rappeler qu’une fonction séparément excessive est excessive pour le
processus produit).

Dans le cadre de l'axiomatique de Brelot, une représentation
intégrale des fonctions séparément harmoniques positives a déja été
obtenue par K. Gowrisankaran [5].

On suivra ici le chemin tracé dans [1], en faisant un large usage des
résultats qui y sont énoncés. On omettra les démonstrations qui ne
demandent que des modifications mineures par rapport a celles qui ont
été présentées dans [1].

2. Préliminaires.

On utilisera les notations et la terminologie de [1]. S sera un
espace localement compact, non compact et & base dénombrable,
@ la tribu des ensembles universellement mesurables de S et
X =(Q, X);50 » Py)es) un processus standard(®) a valeurs dans S
et de durée de vie ¢. Si f est une fonction & -mesurable, on posera
f(X,;(w)) = 0 pour ¢t = {(w). On désignera par (H,) et (G,) respecti-
vement le semi-groupe de transition et la résolvante associés au processus.
Le temps d’entrée dans I’ensemble B sera noté T(B) :

T(B) = inf{t > 0: X, E B}

s’il existe de tels ¢, = ¢ sinon. Pour tout ensemble borélien B, on
notera Hg (x,.) la mesure dont la valeur pour ’ensemble universel-
lement mesurable A est P, { Xy € A}. En outre, on notera C, , B, et

(?) H. Kunita et T. Watanabe ont d’abord supposé que X est un processus de Hunt
transient. Ensuite, ils ont démontré ([1], paragraphe 14) que, sous ’hypothése
(B), leurs résultats restent vrais pour n’importe quel processus standard.
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L, (1) les espaces des fonctions sur S, respectivement continues a
support compact, d-mesurables bornées a support compact et locale-
ment intégrables par rapport a u.

Soit m une mesure sur S, finie pour tout compact. On dit que
(G,) est en dualité avec une résolvante (GG) (appelée parfois co-
résolvante), par rapport a la mesure m si, pour tout f, g € C, (et alors
pour tout f, g € B,) et tout o > 0,

<f,G,g>=<G.f,g>,

ou < .,.> désigne le produit scalaire par rapport a m.
L’hypothése suivante (cf. [1], p. 498) sera supposée vérifiée :

Hypothése (B). — (G,) est en dualité avec (Gw) par rapportam ;
(G,) est absolument continue par rapport & m(®) ; pour tout compact
K G, (., K) est localement bornée ; pour tout f€ B, et tout a« >0,

G, f est continue et finie ; pour tout fE€C, , la suite {ozG‘Jr f}converge
vers f, en restant bornée sur tout compact, quand o« —> oo,

La co-résolvante (Ge) de cette hypothése est unique. En outre,
pour tout a =0, il existe une fonction (unique) & x @-mesurable
Gg(.,.) telle que ([1], théoréme 1) :

(@) G, (x ,dx") = G (x ,x"ym @@x') ;
(b) G (x',dx) = G (x ,x")m (dx) ;
(c) pour chaque x', G.(.,x") est a-excessive (pour (G,p)) ;

(d) pour chaque x, G, (x , .) est a-co-excessive (a-excessive pour (Ga)).

Afin de simplifier les notations, I'indice a = O sera, dans la suite,
souvent omis.

PROPOSITION 1. — Une fonction excessive appartient @ L (m)
si et seulement si elle est finie m-p.p. ([1], proposition 7.1).

Une fonction universellement mesurable f = 0 (finie ou non) est
dite harmonique si, pour tout ouvert relativement compact A,
f=Hye f, ou A° =S — A. Toute fonction harmonique est excessive
([1], p. 491).

(3) Cela signifie que, pour tout a > 0 et tout x, G, (x ,.) est absolument continue
par rapport i m.
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'On dit qu’une fonction excessive f€ L, (m) est un potentiel si
E‘Ifn Hge f = 0m-p.p.(%).
S

On notera S, I'ensemble des points x tels que G(.,x) est un
potentiel. Sp est un ensemble borélien.

3. Représentation intégrale d’un potentiel sur un espace produit.

Considérons deux processus standards X = (' , (X,), » ¢ » (P, )z es1)
et Y= (9, (Y,),; 0> (Py)yes2 ), a valeurs respectiverf\ent dans les
espaces localement compacts, non compacts et a base dénombrable
S' et S? et vérifiant 'hypothése (B). Conservons les notations du
paragraphe précédent, mais affectons-les des indices 1 ou 2, selon
qu’elles se rapportent au premier ou au second processus.

DEFINITION. — Une fonction f sur S* x S? sera dite séparément
excessive (resp. surmédiane, harmonique) si elle est universellement
mesurable et excessive (resp. surmédiane, harmonique) en chaque
variable quand l'autre est fixée.

Une fonction séparément excessive est nécessairement @, x &,-
mesurable(®). C’est une conséquence immédiate de ’hypothése (B).

PROPOSITION 2. — Pour qu’une fonction séparément excessive
appartienne aL,(m, ®m,) il faut et il suffit qu’elle soit finiem, ® my-p.p.

C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.

DEFINITION. — On dira qu’une fonction séparément excessive f
(nécessairement dans L, (m, ® m,)) est un potentiel de la premiére
(resp. seconde) variable si f(.,y) (resp. f(x ,.)) est un potentiel pour
m,- (resp. m,-) presque tout y (resp. x). Un potentiel des deux va-
riables sera appelé simplement potentiel. On dira que f est harmonique
de la premiére (resp. seconde) variable, si elle est haimonique de cette
variable pour chaque valeur de autre.

(*) Par K 1 S on entendra, dans toute la suite, que K croit vers S en parcourant une
suite de compacts {K,} telle que K, CK},, pour tout .

(*) Rappelons que @, x &, est une sous-tribu de la tribu des ensembles universel-
lement mesurables de S! x S2.
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Désignons par Gu la fonction
@x,») —> [ G x,x) G .y duix' ),

ol u est une mesure sur S' x S?. On dira que Gu est un potentiel au
sens large si GuE L, (m, ® m,).

Les démonstrations des deux propositions suivantes sont analogues
a celles des propositions 7.3, 7.4 et 7.5 de [1]. Les modifications a faire
étant évidentes, on ne les donnera donc pas,

PROPOSITION 3. — Si Gu est un potentiel au sens large, u est
finie pour tout compact. Si Gu = 0, alors u = 0.

PROPOSITION 4. — Soit {Gu,} une suite de potentiels au sens
large majorée par une fonction de L, (m, ® m,).

Alors :
(a) il existe au moins une limite vague de {p,} ;
(b) u désignant une telle limite, si Gu, converge m, ® m,-p.p.
vers f, alors ozﬁG; G; f() croitenaet Bet lim aBG‘lth =z Gu;
a —> oo
B—>o

(c) la derniere limite est égale a Gu si, pour tout g€ C(’,+ s
hE Cf," et pour tout £> 0, il existe un compact K C S* x S? tel que,

[ GG hdu,<e),

K
quel que soit n.

11 est facile de prouver qu’un potentiel au sens large d’une mesure
portée par le» X Sf, est un potentiel. Réciproquement, est-ce que tout
potentiel f est le potentiel au sens large d’une telle mesure ? On
constate immédiatement que, pour que cela se vérifie, la condition
suivante est nécessaire :

(H) Pourtout a>0,8>0,0GLf+ BG) f<f+ aBG.G]f.

(¢) Soulignons que les conventions usuelles 0 .00 = ( et o0 . o = oo sont adoptées
tout au long de ce travail.

(?) Le noyau G}, @ Gj sera toujours noté GG (théoréme de Fubini).

(8) Pour simplifier les notations, on écrira gh plutdt que g @ A.
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Pour une fonction séparément excessive finie, cette condition
n’exprime rien d’autre que f — aGft f (et donc f— BG"3 ) est une
fonction excessive de la seconde (resp. premiére) variable, quel que
soit a > 0 (resp. 8 > 0). On voit donc immédiatement que, pour de
tels f, la condition (H) est équivalente & la suivante : pour tout
§>0, t>0, Hif+ H} f<f+ H}H?f. Cette équivalence subsiste
pour les f non nécessairement finies (voir aussi le paragraphe 4).

Désignons par &€ le cone des fonctions séparément excessives
de L,(m, ® m,) vérifiant (H). € contient les fonctions de la forme gh,
ou g est une fonction excessive de L, (m,) et & une fonction excessive
de L, (m,), mais il ne contient pas, en général, toutes les fonctions
séparément excessives de Ly (m, ® m,). Soient en effet X et Y deux
copies du processus de translation uniforme sur la droite. C’est un
processus standard vérifiant ’hypothése (B). Posons

x=2—1,y=20

0 pour x> 0,y<0

fix,y)=
1 ailleurs.

f est une fonction séparément excessive qui ne satisfait pas a la
condition (H).

PROPOSITION 5. — Supposons que f € € soit un potentiel de
l'une au moins des deux variables, par exemple de la premiére. Il
existe alors une suite de fonctions f, €3 croissant vers f telle que,
pour chaque n, f, (. , y) est un potentiel borné pour m,-presque tout y.

Du fait que la borne inférieure de deux fonctions de ¥€ n’appartient
pas nécessairement a4 J€, cette proposition nécessite la démonstration
assez compliquée que voici :

~ Soit A I'ensemble des y tels que f(.,y) est un potentiel. Par
hypothése, m, (A°) = 0. En vertu des propositions 7.6 et 7.11 de [1],
pour chaque y €A, on a

@) fe.yy= [ G e, x)du, &,

ou la mesure K, (.) est la limite vague de la suite

{f((f/\ n)(x',y)—nG,'.(fAn)(x',y))dm,(x')%.
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Posons u, = 0 pour y € A° . Alors 'application y —> Ky (A)) est
mesurable pour m, , quel que soit 'ensemble A, € &, . En outre,

BG2f(x,») = [ BGLG, ¥ Fix, ") dmy 0)

= [ 8630,y dm, 0 [ G x, x)du, ).
Désignons par BG; Ky, la mesure dont la valeur pour A, est
[ BG2». ¥ uy (A, dm, ).
En raison de la relation précédente, on a
(b) BG2f(x,») = [ G'(x,x")d(BGEu,) (x").

Montrons que BG;‘; ky, < b, pour tout y € A. A cet effet, fixons y EA
et > 0. Comme f appartient a 3¢, aG;(f(. , V) — ﬁG; f( ,y)) croit
vers une limite excessive g quand o« —> oo, En outre,

(©) gx) = f(x, y) — BG; f(x, »)

sur ’ensemble des x tels que f(x, y) < oo. Comme le complémentaire
de cet ensemble est polaire, H:cc g < Hl‘(c f( ,»), ce qui entraine queg
1 1

est un potentiel et donc que g(x) = f G! (x, x") dv(x"). 11 s'ensuit,
compte tenu de (a), (b) et (c), que
JGle e+ f G, x)d@BGE ) 6= [ G x,x)dw, 6.

Par conséquent, v + ﬁGf, uy, = u, ([1], proposition 7.11), ce qui prouve
que 8G; p, < u,. Cela établi, posons

fix,y) = _/;(7 G'(x, x") A ndu,(x")

ol le compact K] croit vers S! quand n —> oo. Pour chaque y,
f1 (., ») est un potentiel borné. En outre, si y € A,

BGL S, y) = [ BGA . ¥ dm, (") f];,, G'(x, x") Andp,(x"
1
= [ G'ax,x)andBGu,) (x)

< [ G'ex,x)ande,GN =1k, ),
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pour tout x. Posons donc
fale.y) = lim BGh f(x, »).

Lasuite{f,} ainsi définie a les propriétés requises. En effet, pour chaque
n, f, est une fonction séparément excessive et, poury € A, f, (., y) est
un potentiel borné. En outre, f, croit vers f quand n —> oo. Il reste
donc seulement & démontrer que f,, €9€. A cet effet, fixons a > 0 et
posons

g, x) = L )G (x, x) A n,

h(x,y) =f,(x,y) — oGLf, (x,¥).
On a, d’aprés la définition de f,,
hee, ») = [ @, x') — oGletx, x')) dit, &)

et donc, si (x, y) €S x A, §> 0,
6Gzh(x, ») = [ 6G2 (. »)dm, 0" [ (gx,x") —aGLglx, x"Vdu,, (x')
= [ @&, x") - aGLg(x, x")) dBG] u,) (")

< [ @&, x") — oGlglx, XN dr, ) = hix, ).
I en résulte

oG, f, (x,y) + G; f, (x, ¥) < f, (x, ») + a8G,G} f, (x, ¥),

m, ® m,-p.p., donc partout, ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 1. — Soit f un potentiel de 3€. Il existe une mesure
u, portée par Sp x S, telle que f = Gu(1°).

Désignons par {f,} une suite croissant vers f et ayant les pro-
priétés énoncées dans la proposition précédente et supposons avoir pu
montrer que, pour chaque n, nG,‘, fn = Gu,, . Soit alors u une limite
vague de {u,} (proposition 4(a)). Afin de vérifier la condition de la
proposition 4(c), considérons un €> 0 et deux fonctions gECé‘”,
hECI*. On a

(®) Giglx,x") = f Gi(x,dz) gz, x").
(1°) On a déja remarqué que la réciproque est facile & démontrer.
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~1 A2 < ~1 A2 ~1 2
G gGhdu, < G gG*hdu, + G gGhdp,,.
(Kq x Kp)° K§ x 52 sl xK§

Montrons, par exemple, que le premier terme du membre de droite
est majoré par g, deés que le compact K, est suffisamment grand.
Comme H G'(.,x")=G'(. x)(“)pourtout b EKC ([1], propo-
sition 6. 2), ce terme est majoré par

<gh, Hye (Gu,) > < <gh ,Hye f>("?)
et tend donc vers 0 quand K, 1 S'. On en déduit que f = Gu.
En outre, pour chaque (x',y") € Sy° x S?,

m, ® my{(x, y): anl HI;iG‘(x,x')Gz(y,y’)>0}>o,
K, Ts

ce qui entraine u(Sllf x S?) =0, puisque

lernl H’cGl(x xVG*(,y"Ydm, (x) ®dm, ) ®du(x',y") = 0.
Ky TS

On a de méme u(S! x Sff) = 0, ce qui prouve que u est portée par
Sp x S2. II reste donc seulement 4 démontrer que nG) f, = Gu,,. A
cet effet, fixons n et appelons A I'ensemble des y tels que f,, (., ) est
un potentiel borné. On a, pour y €A,

@ Gyf, G, = [ G (e, x") (f, &) = nGl £, (', y)) dmy ('X°2).
D’autre part, comme f, €3€, x étant fixé,

BG; (f, (x, ) — nG) f, (x, )
croit, quand § ——> oo, vers une fonction excessive g(x , .) telle que

(b) gx,y) =f,(x,y) —nG, (x, y), pourtouty EA.

En outre, g(x, y) <f,(x,y) pour tout y €A, donc partout. Il
s'ensuit que, si I'on exclut un ensemble m -négligeable de x, g(x ,.)
est un potentiel, donc de la forme

(") Hje G* (., x") dénote la fonction | Hie (., dx) G* (x, x').

(**)<.,.> désigne le produit scalaire par rapport 4 m, ® m, .

(**) On sait que, f désignant une fonction excessive de L, (m), on a G, f = G, (f —aG, f)
si et seulement si G, f est un potentiel de la classe (D) de Meyer.
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© g, )= [ G,y 0.
Posons v, = 0, si cette représentation n’a pas lieu pour x, et appelons
1 la mesure dont la valeur pour A€EQ, x &, est f v, (A*) dm, (x).

De (a), (b) et (c) il résulte finalement, pour tout (x, ¥) € S! x A, donc
partout,

GL, 0,0 = [ G'&x,x"dm, ") [ G, dv,. 0"
= [ G, )G,y du' ¥,

ce qui achéve la démonstration.

Voici deux corollaires du théoréme 1.

PROPOSITION 6. — Tout potentiel fEJE est la limite d’une
suite croissante {f,} de potentiels bornés de ¥€.

En effet, si f = Gu, il n’y a qu’a poser
Lo = [ (G, x)an) (G, Y Amdutx' Ly,
K] x K3

ou les compacts K} et K7 croissent respectivement vers S' et S?,
quand n —> oo,

PROPOSITION 7. — Soit f un potentiel de¥e. Alors Hl H? I
est le potentiel au sens large d’'une mesure portée par A, x A2 quel
que soit l'ouvert A, x A,(*%).

On a f= Gu, ou u est une mesure portée par SP X 82 D’autre
part ([1], proposition 7.9), pour chaque x € SP (resp. y € S2 P

Hy G'(,x) = [ G'(,x"du, ("

(resp. H2 G (.,y)= f G?(.,»") du, ("), o u, (resp. u,) est une

mesure portee par A (resp. A2) Posons u, = My, = 0 pour x € S
y € S . Alors la mesure

W) = [ () () dutx, »)

(*%) A dénote 'adhérence de A.
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est portée par Kl X Kz ,etl'on a
1 2 — 1 1 2 2 _
Hy Hj f= [ H) G'(,xH G*(,»)dux,y)=Gp,

ce qui achéve la démonstration.

La prochaine proposition se démontre a 'aide de la précédente.
La démonstration étant analogue a celle de la proposition 7.11 dans
[1], on ne la donnera pas.

PROPOSITION 2. — Soient f une fonction de L, (m, ® m,), et v
deux mesures telles que f = Gu = Gv. Alors u = v.

4. Décomposition de Riesz.

Ce paragraphe traitera de la décomposition des fonctions de 3€ en
une partie potentiel, une partie harmonique et une partie mixte.

PROPOSITION 9. — Pour une fonction séparément excessive f,
la condition (H) est équivalente a la suivante : quels que soient
B > 0 et l'ensemble borélien relativement compact A, , on a

Hie f+ BGg f<f+ BHje G5 f (**).
Posons g = f — BG?, f sur {f < 0}, g = oo ailleurs. Si f satisfait a
(H), alors osz,g < g pour tout «, donc Hii h<h,ouh = lgn aG:,g.
a oo
En outre, & = g sur{f < oo}, Par conséquent, si f(x, y) < oo,
Hll\f—i hix,y)= Ex {f(XT(A‘i) Y} — Ex {BGE f(XT(Aﬁ) ’ .}’)} s

puisque {x' : f(x',y) < oo} est un ensemble absorbant ([6], p. 171).
On en déduit 'inégalité de la proposition. Réciproquement, si cette
inégalité a lieu, alors H:\ﬁ g < g, donc aG",g < g, ce qui entraine (H).

PROPOSITION 10. — Toute fonction séparément excessive qui
est harmonique de l'une au moins des deux variables vérifie (H).

C’est un corollaire immédiat de la proposition 9.

(15) La proposition reste vraie si 'on supprime “relativement compact®’.
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PROPOSITION 11. — Soient f et h deux fonctions séparément
excessives. Si f + h est une fonction de 3€ et si h est harmonique de
l'une au moins des deux variables, alors f appartient a €.

En remplagant f par f + h dans I'inégalité de la proposition 9 et
en utilisant le fait que ~ est harmonique de la premiére variable, on
obtient I'inégalité H,c f + BG; f < f + BH}, ¢ G; f, sur {h < oo}. Ilne
reste qu’a poser g = f ﬁG’f sur {f + h < °°} g = oo ailleurs et
conclure comme dans la demonstratxon de la proposition 9.

PROPOSITION 12. — Soit f une fonction ded€. Alors
f— lim Hlld"f sur {f < oo},
K, tst 1
g =
o ailleurs,

est une fonction séparément surmédiane.

Désignons par 4 la limite figurant dans cet énoncé.Onaf =g + h,
donc, A, dénotant un borélien relativement compact,

ch g + H c h < X8 +h.
Comme H} A" h =hsur{f < oo}, on doit avoir H! «i-g g et, par consé-
quent, aGag < g. Pour prouver que liG‘j g < g, posons 8k, = f- H‘c f

sur {f < oo} et 8k, = ailleurs. En vertu de la proposmon 9, on a

ﬁG‘, gx. S S8, ce qui achéve la démonstration, puisque 8k, t g quand
K, t 8.

THEOREME 2. — Toute fonction f de 3€ admet une décomposition
unique de la forme
f=p+h, +h,+h,
ou : p est un potentiel ;

h, (resp. h,) est harmonique de la premiére (resp. seconde) variable et
un potentiel de la seconde (resp. premiére) variable ;

h est séparément harmonique.
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Désignons par 4’ la limite lim Hl HZc f(‘6) et par A,, A, deux
boréliens relativement compacts Posons g =f—h' sur {f < oo},
g = =ailleurs. Alorsf =g’ + h'. En outre, comme H1 h' = Hzch =hn'
sur {f<°°} on a lim Hy cH2 cg =0 sur {f<°°} H,c g'<g' et
Hzgg <g' Par consequent g es? séparément surmédiane et il en est de
méme de ', donc g = lim « 2GLGLg et h = lim o?*GLG2h' sont

a —>oo

séparément excessives, f =g + h et, sur{f < oo}, lim Hc Hf(c g=0
(a). En outre, 4 =1lim HKc HKc h sur{f < oo}, donc partout, ce qul prouve
que h est separement harmomque Posons maintenant h = lim Hll(c g,
gy =g — h} sur{g < oo}, g} = o ailleurs(?.Alorsg = g} + hj. Comme
g appartient a 3 (proposition 11), g', est séparément surmédiane
(proposition 12). Par conséquent,

= lim «®GLGlg, et h, = lim o®GLGZh]

@ —» o @ —> oo
sont séparément excessives. On a, en outre,g = g, + k,, lim Hi(c g, =0
sur {g <o} (b) et h, = lim Hyc h, . Cette derniére relation’ montre
que h, est harmomque de la premiére variable et donc, en vertu de (a),
un potentiel de la seconde variable. Passons finalement & la décompo-
sition de g, . Posons A, = lim Hf(ggl , p' =g, — hy sur {g, <o},
p' = oo ailleurs. Une seconde application des propositions 11 et 12
montre que p’ est séparément surmédiane. Les fonctions

= I 2120 -1 21 2!
p= lm a G,Gzp et h, ah_r)n“oz G, G h,

sont donc séparément excessives et g, = p + h, . En outre, p est un
potentiel de la seconde variable et 4, est harmonique de la méme
variable. D’aprés (b), ces deux fonctions sont des potentiels de la
premiére variable, ce qui prouve I'existence de la décomposition an-
noncée. On voit facilement que cette décomposition est unique.

Comme corollaire des théorémes 1 et 2 et de la proposition 8,
on ale

(*®) Au cours de la démonstration, les passages a la limite

lim lim et lim
K xk, Tslxs? k181 k,1s?

seront désignés simplement par lim.

(!") Soulignons que les fonctions munies des indices 1 ou 2 intervenant dans la
démonstration sont des fonctions sur S! x S2.

22
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THEOREME 3. — Toute f€8€ peut étre représentée de maniére
unique dans la forme

— 1 2
f—fs{,xsf, G, )G (,»dulx,y)+h +hy +h,

ou h,, h, et h sont définies comme dans le théoréme 2 et u est une
mesure sur Sp x Sj .

6. Réduites généralisées.

Rappelons tout d’abord quelques notions et résultats supplé-
mentaires. Une mesure r sur S, finie pour tout compact, est dite
mesure de référence, si

rG = f Gx ,.)dr(x)

est une fonction continue (finie ou non) et strictement positive partout.
On notera L(r) I’espace des fonctions intégrables par rapport a r et
S, 'ensemble {x : rG(x) < oo}. Une fonction excessive de L(r) appartient
a L, (m) ([1], proposition 9.1). Posons

Gix, x")rG(x") si x'€S,,

k(x, x")

0 si x'€SS,

fi f K(x ,.) fe) dm(x) .

Pour tout f€ B, , fk est une fonction continue et bornée. La fronticre
de Martin de S relative au noyau k ([1], p. 509 ; [3], p. 147) sera notée
S’.S + S’ est un espace métrique compact, S est un sous-ensemble
ouvert dense de S + S’ et sa topologie relative coincide avec la topo-
logie donnée. Le prolongement continu de fik 3 S + S' sera désigné par
le méme symbole. Le noyau k peut étre prolongé de maniére unique a
S x (S + 8') de telle maniére que, pour tout £ E€S', k(. , £) est une
fonction excessive et, pour tout fEC,, { €S,

fu® = [ rix, B f(x)dmx)

([1], théoréeme 3). Le noyau ainsi prolongé est mesurable par rapport au
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produit de X et de la tribu des ensembles universellement mesurables
de S + S'. En outre, k(x , .) est semi-continue inférieurement.

Soient A un sous-ensemble borélien de S + S’ et f une fonction
excessive de L, (m). Il existe une fonction excessive H A f (unique), dite
réduite de f relative a A, telle que H, f=inf{Hy,g f : B ouvert
contenant A} m-p.p. ([1], proposition 10.1).

Reprenons le cas de deux espaces S' et S? . La démonstration de
la proposition suivante est analogue a celle des propositions 10.1-10-4
dans [1]. Elle sera-donc omise.

PROPOSITION 13. — Soient f une fonction séparément exces-
sive de Ly(m, ® m,) et A, un sous-ensemble borélien de S' + S' .
Alors la fonction

g= inf{Hll31 st f: By ouvert contenant A}

est universellement mesurable, donc séparément surmédiane. Sa régu-
larisée séparément excessive

H}, f= lim a®G}Glg

a—>oo

est dite réduite de f relative a A, . En outre,

(a) il existe une suite décroissante {B'} d’ouverts contenant A et
une suite croissante {C}} de compacts contenus dans A, telles que

Tl o i 20020 Tl A — i O £.
HAl f= dll_r)nm o G(,G“("lgn” HB?f) = nlgn‘m Hc{'fs
(b)si A, CS", ﬁfl\; f est harmonique de la premiére variable ;
(c) B, étant un borélien tel que A, C B, C SY ona
Hi Hp f=Hy Hy f=H, f;
(d) l’applicatl'on (x Y ,E P n) > ﬁ,lxl (Kl ( ’ E) K, ( ) 7?)) (x B }’)
est universellement mesurable et, si u désigne une mesure sur
(' +8")x (* +5%),
ona

([ 1 GhK Cmanem) = [Hy & Ok, () ducE, m.
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La _prochaing: proposition établit une relation utile entre les
réduites Hy f et Hy f.

PROPOSITION 14. — f et A, étant définis comme dans la pro-
position précédente, pour m,-presque tout y on a

Hy fC.») =H; f(C.»).
En effet, I—{}\ f= lim 3G;23 ( lim aGftg), ou g ale méme sens que
1 B—>oo aT—>oo
dans la proposition précédente. Donc, pour chaque x tel que

fx,)ELy(my),

le membre de droite est égal 4 lim ozG‘l,g(x ,.) my-p.p. ([1], propo-
a —>» oo

sition 7.2). Par conséquent, pour m,-presque tout y,
Tl R 1 — 11 :
HAl f(- sy) - ¢l_>lmm aGcgg(- ,J’) - HA] f(' ,J’)
m,-p.p., donc partout.

PROPOSITION 15. — Soient A’ et A, deux sous-ensembles
boréliens respectivement de SY et S* et soit f une fonction de ¥€.
Alors o _

HUm2 .02 o
HAl HA2 = HA2 HA1f~

Considérons une suite décroissante {A]} d’ouverts contenant A

telle qu’on ait, m, ® m,-p.p. (proposition 13 (a)),

=1 _ . 1 =1 =2 _ . l =2

HL, 7= Jim Mg/ et Y 7= lim Higoo B3, 7
On peut supposer que le complémentaire de tout sous-ensemble compact
de S' contient un A} . Soit {A%} une suite d’ouverts contenant A, ayant
les propriétés correspondantes. On a, sur {f < oo},

. 1 2 —1; 1 : 2
”1_1_1120 HA’,’nS‘ Hynqs2 f= nlir.)n(a° Hpn g1 (kll{rl, Hyk 52 n.

Par une méthode analogue a celle qui est utilisée dans la démonstration
du théoréme 2 pour décomposer la fonction g, on vérifie facilement
que, sur {f < o0},

lim o®GLG2 (lim H?k. 2 )= lim H% .« f.
a —» oo « ¢(k—>ou A2ﬂs f) Kk => oo AZHS f
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Or, le membre de gauche est égal a I?If\ f. En outre, comme I’ensemble
{x : f(x, y) <o} est absorbant pour chaque y, on a, sur{f < oo},

Hin 1 H2 f=Hn o (lim H%k .2 f).
Alns Azf Alns (k_m A5 NS N
Par conséquent, en faisant tendre » vers I'infini, on obtient
01 ;o2 — 1 1 2
Hy Hy, f= ,.ll,"l, Hpnost Hangg2 f, my ® my-p.p.

Le membre de droite étant invariant par permutation des indices 1 et 2,
il résulte que Hil Hiz f= Hf\z H‘l,‘l fm, ®m,-p.p., donc partout.

7. Représentation intégrale des fonctions séparément excessives.

On s’occupera d’abord des fonctions qui sont harmoniques de
I'une des variables et potentiels de T'autre.

S! désignera I'ensemble S} N'S! et S!' I'ensemble des § € S tels
qu’il existe une fonction excessive f€ L(r,) dont ITI{‘E} f n’est pas iden-
tiquement nulle. Pour tout ¢ € S:" , K, (., &) est une fonction harmo-
nique non identiquement nulle (proposition 11.3 de [1]). En rempla-
¢ant l'indice 1 par 2, on a les notations correspondantes pour le second
espace.

Pour simplifier, on utilisera souvent le symbole ku pour désigner
la fonction f Ky (,8) Kk (,m)du(¢,n), ou pu est une mesure sur
(S' + 8"y x ($* + 8%).

PROPOSITION 16. — Si f est une fonction séparément excessive
de L(r, ®r,), alors f appartient a L, (m, ®m,).

En effet, la fonction f f(.,y)dr,(y) appartient & L(r,). Elle

est en outre excessive, donc elle appartient & L, (m,). Par suite,
f(x,.)€Ly(m,) pour m,-presque tout x, donc fE€L,(m, ® m,)
(proposition 2).

PROPOSITION 17. — Supposons que la fonction séparément
excessive fEL(r, @ r,) soit un potentiel de la premiére variable et
vérifie la condition (H). Si A, est un sous-ensemble borélien de s? il
existe une mesure finie u sur S* x A, telle qu’on ait, pour tout x, y,
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H f(x,y)=f Ky O, Bk (v, m)du(E,m).
2 Sle2

Montrons d’abord que, A, étant un ouvert d’adhérence compacte
A contenue dans S?, il existe une mesure p, portée par S! x A
telle qu’on ait H A, f = Gu. Comme f appartient a Je (proposition 16),
il existe une suite {f,} croissant vers f et ayant les propriétés figurant
dans la proposition 5. En procédant comme dans la seconde partie de
la démonstration du théoréme 1, on montre, a I’'aide de la proposition
7.10 de [1], que nGl “z f = Gu,,, ou u, est une mesure portée par
ensemble S* x A .D apres la proposition 4, il existe une limite vague
de {u,}, soit u, ev1demment portée par le méme ensemble. Par un
raisonnement analogue a celui que ’on a employé au méme effet dans la
premiére partie de la démonstration du théoréme 1, on prouve que la
condition de la proposition 4 (c) est vérifiée. D’aprés cette proposition,
Gu = ,,lif,n.,, Gu, = Hiz f. La suite de la démonstration refait le chemin

indiqué dans la démonstration de la premiére assertion de la propo-
sition 11.2 dans [1] et ne sera donc pas donnée. Remarquons seulement
que les limites des suites de mesures qui interviennent ont été consi-
dérées en tant que limites dans la topologie vague de I'espace des
mesures sur S' x (S? + S?). En outre, pour montrer quune fonction
de la forme

171(2:2f— ﬁ;z f sur {f<oo},
g —3

oo sur {f = oo}
(B, , C, compacts telsque B, CC, C Szl) ,

intervenant vers la fin de la démonstration, est séparément surmédiane,
on a procédé de la maniére suivante : la proposition 13(b) entraine
immédiatement que g est surmédiane de la seconde variable. D’autre
part, si 'on pose f' = 1713:2 f on a, d’apres la proposition 13 (c),

T2 o _ 02
Hg, [ =Hg, f.
Donc, en choisissant une suite décroissante {B7} d’ouverts contenant
B, telle que H f' = lim leagns2 f' sur {f <o}, on en revient au
. n-—>oo

probléme de montrer que la fonction égale a f' — Bn g2 f' sur
{f < oo} et a oo ailleurs est surmédiane de la premiére vanable ce qui
est une conséquence des propositions 13(b), 10 et 9.
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PROPOSITION 18. — Supposons que la fonction séparément
excessive f€L(r, ® r,) soit un potentiel de la premiére variable et
harmonique de la seconde. Il existe alors une mesure finie u et une
seule, sur S, x S, telle qu’on ait, pour tout x, y,

f(x,y)=f Ky (x, )k, 0, n)du€, ).
shxs?
En raison des propositions 11.7 de [1] et 14, on aﬁgz' s f=0.
D’autre part, comme f est harmonique de la seconde variable, on a
évidemment Hz f = f. Il en résulte

f=Rlf<Blf+Hl_g £<rs,

donc f = ﬁgz' f. Comme f vérifie (H) (proposition 10), on a f = ku,
ol u est une mesure portée par S' x S:' (proposition 17). On peut
naturellement admettre que u est portée par S: X Sf . Par un raison-
nement déja utilisé dans la démonstration du théoréme 1, on montre
alors que u est nécessairement portée par SL X Sf . Supposons que v
soit une autre mesure, portée par le méme ensemble, telle que f = kv.
v coincide alors avec u. Voici une esquisse de la démonstration. Soit
A, un sous-ensemble borélien de S¥ . Une application des propo-
sitions 13 (d) et 14 donne

SO GG mduE,m = [ K DE K, mdvE, .

En intégrant les deux membres par rapport ar, , on en déduit, compte
tenu de la relation (11.7) de [1], Iégalité

[ G ogmdu.m = [k, HemdvE, ),

pour toute fonction borélienne g 2 0. En utilisant cette relation et en
suivant la méthode employée dans la premiére partie de la démons-
tration de la proposition 7.11 de [1], on montre que u = v dans le cas
ou u et vsont portées par un ensemble de la forme K x S:' , K, désignant
un compact contenu dans S} . On se libére de cette restriction par un
procédé analogue a celui qui a été utilisé dans la seconde partie de la
méme démonstration. Ici, on se limitera 4 donner des indications sur
la preuve de deux faits auxiliaires. Le premier est que, A, étant un
ouvert d’adhérence compacte contenue dans S!, Hj\l f=rKu,, , ol
Ha, est une mesure portée par Kl X Sf" . On le démontre en partant
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d’une représentation ku de f, a I'aide d’un argument déja utilisé dans la
démonstration de la proposition 7. Le deuxiéme est le suivant : u étant
une mesure sur (S! + S¥) x (S* + %), siku = 0, alors

R((S, + 8, x (7 +S,)=0.
Cela est une conséquence de la semi-continuité inférieure de

Kl(x ’ ') Kz(y ’ '):
compte tenu du fait que, si (§,7) € (S:l + S:l') X (sz + Si' ), alors la
fonction «, (., &) k,(.,n) n’est pas identiquement nulle (cf. [1],
p. 500).

La proposition suivante remplace la proposition 5 dans la démons-
tration de P'existence d’une représentation intégrale des fonctions sépa-
rément harmoniques.

PROPOSITION 19. — Soit f une fonction séparément excessive
de L(r, ®r,), harmonique de la seconde variable. Il existe alors une
suite {f,} de fonctions séparément excessives croissant vers f telle que,
pour chaque n, f, est harmonique de la seconde variable et f, (. , y) est
un potentiel borné pour m,-presque tout y.

La démonstration est semblable a celle de la proposition 5. En
voici une esquisse. On désigne par A I’ensemble des y tels que

fC,y)ELr,).
En vertu du théoréme 4 de [1], pour tout y € A,
fea = [ G, Hd,®,

ou u, est une mesure portée par S; + S;' . On pose p,"= 0 pour tout
y €A°U® et Pon montre que, A, étant un ensemble borélien d’adhé-
rence compacte contenue dans S?, on a, pour tout y €A,

[ Hee 0, dy ), (O = 1, ().

Cela établi, on considére un potentiel g dans S! , borné et strictement
positif partout (proposition 7.7 de [1]) et ’on pose

£, 9= [r,0e, 8 nglx)du, (8) .

(18) A° désigne le complémentaire par rapport i S2.
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La suite des régularisées séparément excessives f, de f, a les propriétés
requises.

PROPOSITION 20. — Soit fune fonction séparément harmonique
de L(r, ®r,). Il existe alors une mesure finie p et une seule, sur
Sl x S, telle qu’on ait, pour tout x , y,

fx,y)= f , G B K0, mdu, ).

1
Su xSy,

En procédant comme dans la démonstration de la proposition 17
et a l'aide des propositions 19 et 15, on montre que, A, et A, étant
deux sous-ensembles boréliens respectivement_de Sl et 82 11 existe
une mesure u, portee par A, x A, , telle que Hl sz f = ku. D’autre
part, f = Hy v f= Hsz f donc f= Hsr' ng' f=Kku, ot u est portée
par S x S2 La mesure u est unique : en effet, si A, et A, sont
deﬁms comme ci-dessus, on a, en vertu de la relation 11.7 de [1] et des
propositions 13 (d) et 14,

[ B W fdr, eadr,

=f’

1
S, xS

L au, ) ([HY k&, Ddr 0 [ B k0, drn0)

u

= u(A; x A,),

pour toute mesure u donnant lieu a la représentation intégrale de
I’énoncé, ce qui achéve la démonstration.

Le théoréme 3, les propositions 18 et 20 entrainent le

THEOREME 4. — Soit f une fonction séparément excessive de
L(r, ® ry) vérifiant (H). Il existe alors une mesure finie u et une seule,
sur (S + S.) x (S2 + S2), telle qu’on ait, pour tout x, y,

f(x,y)=f

sLl+slyxs2+s2)

KO, )k, mdut,n).

Réciproquement, p étant une mesure finie sur (S* + S*') x (8 + §%),
la fonction f, définie par

flx,y)= fxl(x,é)xz(v,n)d#(f,n),

ost séparément excessive, appartient @ L(r, ® r,) et vérifie (H).
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8. Appendice.

L’une des hypotheses nécessaires au développement de la théorie de
Kunita et Watanabe est ’hypothése de continuité absolue (cf. hypo-
thése (B) du paragraphe 2 et [6], p. 159). Dans I’opération “produit de
deux processus”, cette hypothése, en général, n’est pas permanente,
méme si les résolvantes des deux processus sont fortement fellériennes.
Un contre-exemple est fourni par le produit de deux copies du processus
de translation uniforme sur la droite réelle. On peut montrer cependant
(cf. [7]) que, si le semi-groupe de I'un des deux processus et la résolvante
de 'autre sont fortement fellériens, le processus produit satisfait alors a
I’hypothése de continuité absolue.
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