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RECHERCHES SUR LA TOPOLOQIE FINE
ET SES APPLICATIONS (*)

(Théorie du potentiel)
par Marcel BRELOT

1. On trouvera ici divers compléments, en théorie axioma-
tique des fonctions harmoniques avec plus ou moins d'axiomes,
sur l'effilement interne ou minimal, c'est-à-dire aussi sur les
notions correspondantes de limite et topologie fines : pro-
longement « à la frontière » de la topologie fine, démonstration
de résultats en partie annoncés sur l'interprétation de 1' effilement
minimal comme effilement « interne » [5], notions d'ensemble
W-polaire, de potentiel semi-borné pour interpréter ou perfec-
tionner des résultats antérieurs, en particulier sur les limites
des réduites [7, 9, 10]. Comme introduction, voir surtout ma
conférence du Colloque de Paris-Orsay [5] ou celle de
Loutraki [9].

I. — Notations, rappels et compléments»

2. Rappelons un théorème de topologie générale, extrait de
Myskis [15, 12] : Soit un espace topologique Q, des bases de
filtres ^(i €= I) formées d'ensembles ouverts. On considère les
topologies S sur Q u I, laissant Q ouvert (1), induisant sur 0
la topologie donnée et pour lesquelles les voisinages de i e. I
coupent Q selon les ensembles d'un filtre de base â^. Il est
immédiat qu'il existé parmi elles une topologie la plus fine SM

(*) Work partiy supported by thé Air Force Office ofScientific Research (Contract
on Harmonie Analysis, Princeton 1967).

(1) Condition sous-entendue dans mes publications antérieures et dans [12].
On peut la supprimer sans changer Ç^ mais elle est nécessaire plus loin.
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qui est d'ailleurs déterminée par sa propriété d'induire sur 1
la topologie discrète. Il existe aussi une topologie S^ qui est la
moins fine répondant à ces conditions ; elle est déterminée par
les voisinages de i définis comme suit. On choisit a e ̂  et
on considère les (3 e I tels que a contienne un ensemble de %Q. Si
Ja est leur ensemble, a u Ja décrit une base de filtre (quand a
varie dans %»). Ce filtre est le filtre des voisinages de i dans
Q u i pour 5 .̂

D'après cela ®M et S^ coïncident (c'est-à-dire qu'il n'y a
qu'une topologie S) si et seulement si, quel que soit i, il existe
a e %„ qui ne contient aucun ensemble de %y, V/ =7^ i.

3. Dans l'axiomatique des fonctions harmoniques de Brelot
[2, 3, 8], on donne sur l'espace fondamental Q (connexe, loca-
lement connexe, localement compact non compact) un fais-
ceau de fonctions « harmoniques » satisfaisant aux axiomes
1, 2, 3. On supposera de plus l'existence d'un «potentiel» >0.
On sait alors définir l'effilement (interne) en x e Q et la topo-
logie fine sur Q. On note Ai l'ensemble des fonctions harmo-
niques > 0 minimales situées dans une base du cône S4' des
fonctions surharmoniques > 0 (éléments extrémaux harmo-
niques de cette base). On sait que l'effilement (minimal)
de e Q en X es Ai se traduit par : RI (réduite de la fonction har-
monique X) différente de la fonction X dans û, ce qui équi-
vaut à : Ri est un potentiel. Les complémentaires des effilés
en X forment un filtre ^x admettant une base %x formée des
ouverts fins de complémentaires effilés en X (car l'adhérence
fine de e donne la même réduite). Les limites selon 9^ sont
dites fines (minimales).

On notera Ai l'axiomatique précédente augmentée de
l'hypothèse d'une base dénombrable d'ouverts de Q$ on
rappelle que M"1® Hervé [14] a dans ce cas défini sur l'espace
des différences de fonctions surharmoniques ̂  0 une topolo-
gie T rendant compacte métrisable une base B convenable et
désormais fixée du cône S~1". Toute fonction surharmonique
^^0 se représente par v[y} = \ u{y) d^{u)^ où (A est une mesure
^ 0 de Radon sur B, ne changeant que Ai (de type G§) et
alors unique, notée piy (mesure associée à ^).

On notera A^, Ai augmentée de l'hypothèse de proportiona-
lité des potentiels de support ponctuel x (pôle), Va?. On sait
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qu'alors, surB pourvu de T, ces potentiels forment un ensemble
homéomorphe à Q [12] et dont l'adhérence selon T donne un
ensemble noté ô (espace de Martin), dont û — Q == A (fron-
tière de Martin) contient Ai. Alors piy peut être considéré sur û.

D'autre part la théorie des fonctions harmoniques adjointes
de M"16 Hervé [14] demande l'introduction d'une base de
domaines « complètement déterminants ». On notera A^ la
somme des hypothèses « A^, et cette base »;

4. Avec Ai, Gowrisankaran [13] étendant le cas classique
de Doob, a montré que, pour deux fonctions surharmoniques
> 0 u et ^, U/P admet selon 3^ une limite finie, dî^y-presque
partout sur Ai. Cela montre l'intérêt d'étudier sur Ai, les
ensembles de mesure-dpiy nulle.

D'autre part, il est évident avec Ai que u\v admet dans Q
une limite fine en tout point où v est finie.

Avec Ag, on montre, par le même raisonnement que Doob
dans le cas classique, que en tout y de l'ensemble polaire E où
p == -{- oo, U/P admet (x =/= î/, x -> y) une limite fine adjointe
finie rfpiy-presque partout (d'où l'intérêt des ensembles polaires
de dpiy-mesure nulle). On se ramène à prendre un compact
K c E ; les fonctions harmoniques minimales dans Q — K
sont celles de Q, plus à un facteur près les potentiels py (de
pôle y) situés dans B. L'efïilement minimal relatif à py est
identique [14] à l'effilement adjoint en y dans Q d'où le
résultat.

Plus généralement, avec Ai, si x est polaire, les fonctions
harmoniques minimales de Q-^j sont, outre celles de Q, les
potentiels (à un facteur près) extrémaux z de Q situés dans B
et de pôle en x\ les complémentaires sur Q-|n^ des ensembles
( ^ x) effilés relativement à z forment une base de filtre 3 .̂
Si z varie, de pôle sur E, Mokobodski remarque que U/P admet
selon 3 ,̂ une limite finie pour tout z sauf ceux d'un ensemble
de mesure-rfpiy nulle. Même raisonnement et énoncé commun
avec celui de Gowrisankaran.

IL — Prolongement de la topologie fine sur Q u Ar

5. LEMME 1 (Hyp. Ai). — Soit ofp) le pôle sur Q du potentiel
extrémal p e= B. On sait que p->y(p) est continue. Si v surhar'
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monique > 0 est harmonique dans un ouverte la mesure associée
(Xy sur B ne charge pas (p-^GL»).

Sinon soit po un point du support fermé de [JL, situé dans
y"1^) et (OQ un ouvert de œ((0o c co) contenant <p(po)? avec
mesure harmonique dp^\y Alors J p(y) ^P%o)^P(î(Po))? "^ais
inégalité stricte si <p(p) e COQ donc pour p assez voisin de po.

D'où

/ (fp(y) ̂ (p))^p%o)(y) </p(î(po) ̂ (p)

J--»
de sorte que v(y) égal à (p(y) dy.(p) n'est pas harmonique
dans œ.

LEMME 2 (Hyp. Ai). — 5oi( E c B, dont les fonctions v sont
harmoniques dans co ouvert. Alors les fonctions de E sont aussi
harmoniques dans co et pour y fixé e co, ^(y) e^t ^TZI^ continue
de P 5ur E (d'après M^ Hervé [14] prop. 21,2 cor. 2).

LEMME 3 (Hypothèse Ai). — Considérons un voisinage V
de X e Ai sur la base B ̂  l^ensemble VQ c Q d^5 po^5 cîe^ potentiels
extrémaux de B situés dans ï). Afor^ CQ^O e5^ ^té en X (et par
suite Do est non effilé en X^.

On peut supposer ï) ouvert dans B et alors ^o est borélien dans
Q. Comme Rf(î/o) est une capacité forte de Choquet, comme
fonction du compact K c Q et que la capacité extérieure est
égale à R^(î/o) [2 ou 3], on a

R^°(2/o) - Sup Rl(yo)
KcC^o

Donc on peut former K^ croissant c CQ^OQ tel que

Rl"(i/o) > R^^^o) - l/^
d'où

R^(yo) - R^°(2/o).

Si alors CQ^Q était non effilé en X, on trouverait a c CQ^CQ, fermé,
non effilé en X et nous allons obtenir une contradiction dans
cette hypothèse qui s'écrit R^ == X. On introduit jî^ compact
croissant dans Q, tel que URn = Q. Alors Ê.^0?" est un potentiel
^n(y) = j p{y}d^{p) où p décrit B et ^ ̂  0 ne charge que
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l'ensemble & des éléments extrémaux de B. Mais comme ce
potentiel est harmonique dans C^a, ̂  ne charge pas l'ensemble
des fonctions harmoniques de B ni (^(Ca) donc ne charge pas
U Or en y fixé, V,(y) < X(y) et inf p{y) > 0 d'où |[aJ| borné.

P€B
On peut donc extraire ̂  convergeant vers (JL (sur B) supporté
par (de support fermé dans) y^a) (adhérence dans B) et
CB^. Alors R^P" tend (pour q—^ oo) vers R^ en tout point
(propriété de capacité comme plus haut) donc R^0?^ —> R^
en tout î /sC^a; d'autre part, si peç'^a), p est harmonique
dans CQOC et si v <= (p^a), ^{y) pour t /eC^a est finie continue
de ^. D'où, pour y e C^a

fp{y} ^ts(p) ̂ rfp{y)d^p) = R^) - x(y)
On peut remplacer a par a n CQ^ où Q^ est ouvert relativement
compact de Q, croissant, avec Uûn == Q. Alors

X(y)=fp{y)d^{p)

avec v^ supporté par CB^ n ç'^a n CÛJ.
D'où par extraction de suite

^y)=fp{y)^(p) y y ^ û
où v est supporté par CB^O. Comme le centre de gravité de v
doit être dans B, [ | v | [ == 1; comme X est ce centre et extrémal,
v doit être la mesure-unité en X alors que ï) est de v-mesure
nulle, contradiction cherchée.

Remarque 1. — Avec A^, le lemme signifie que si S est un
voisinage dans û de X e= Ai, CQ§ est effilé et S n Q non effilé.

6. LEMME 4. — En supposant A^, ou seulement A'(Ai +
effilement en tout X <= Ai cfc V ensemble S des points de non
proportionalité), il existe, pour tout Xo e Ai, un ensemble E
effilé en Xo et non effilé en tout Y e A i , Y =/= Xo.

Couvrons B-|Xo^ par une réunion dénombrable d'ouverts
a^ auxquels Xo n'est pas adhérent et soit TC^ l'ensemble des
pôles des potentiels extrémaux de o^; ^ est non effilé en tout
point de Ai n a^; de plus si œ est l'ensemble des potentiels
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extrémaux d'un voisinage de Xg ne coupant pas o ,̂

^ n <p(oj) c ̂ ; ^ n Cû9(co)

étant effilé en Xo, de même TT^.
Comme R^ est un potentiel, l'intersection 7^ de TC^ avec

le complémentaire d'un compact convenable K^ de iï (K^sî /o
fixé) donne

N(2/0) - ̂ (2/0X^2-"
D'où R^(yo) < £

L'ensemble U^n répond à la question.

Remarque 2. — Avec A^ l'ensemble formé est effilé en Xo et,
pour tout X e = A ( X = ^ X o ) est l'intersection avec Q d'un
voisinage de X dans û.

THEOREME 1. — En supposant Ai, il existe sur Q n Ai des
topologies dites fines, induisant sur Q la topologie fine et pour
chacune desquelles les voisinages de tout X c Ai coupent û
selon les ensembles de 9^. Ces topologies rendent û ouvert; il en
existe une, la plus fine (qui bailleurs induit sur Ai la topologie
discrète) et une, la moins fine (2). En supposant Af ou seulement
A' elles sont identiques (dite topologie fine prolongée).

On remarque que tout voisinage ouvert ï) de x dans û
relativement compact est effilé en tout X e Ai, (vu l'existence
d'un potentiel majorant la fonction X sur °0) et CQÏ) est donc
non effilé. De sorte que ï) est aussi voisinage de X dans
toute topologie fine supposé existente. D'où la propriété
que Q est ouvert pour ces topologies.

Les points X de Ai étant pris pour les i du n° 2 et %, étant
l'ensemble des ouverts fins de Q de complémentaires effilés en
X ou i, il suffit alors d'appliquer le n° 2 et le lemme 4.

Remarque 3. Ainsi est justifié le nom de limite fine pour
limite selon ^x.

Remarque 4. — Rappelons qu'avec Af, ^x est plus fin que
la trace sur û du filtre des voisinages de X e Ai dans ô[ 12];
donc sur û u Ai, la topologie fine prolongée est plus fine que
la topologie induite par û.

(2) Jusqu'ici il est inutile de supposer une base dénombrable de Cl.
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III. — Interprétation de reffilement minimal comme « interne ».

7. On se placera plus loin dans Ag et on choisira un domaine
complètement déterminant coo et la base compacte B définie
par la condition J v dp%> == 1 (i/o <= (OQ ; rfp%» mesure harmonique).
L'espace de Martin û est homéomorphe à l'adhérence dans B
de l'ensemble des potentiels p^ extrémaux de B. On note
aussi px(y) la fonction harmonique minimale qui est l'élément
extrémal X de B. Dans Ag on note p^{x) = pa;{y)(x, î / e=Q) .
C'est un potentiel adjoint particulier.

LEMME 5 (Hypothèse Ai). — Si E c Q est effilé en XeAi ,
il existe (o ouvert de Q le contenant et effilé en X.

Car R^(î/o) est, comme on l'a rappelé, une capacité exté-
rieure de Choquet, donc vaut inf R^î/o) ((0 ouvert D é). De

(JL)

sorte que fti étant un potentiel, ^ftirip^ est arbitrairement
petit pour (1)1 ouvert convenable contenant î/o; donc de même
R^^î/o) ou R^ncK(î/o) pour un compact K convenable; par
suite aussi R^î/o) pour un ouvert 0)2 convenable contenant
E n CK. D'où l'effilement de (1)2 puis de (02 u œ' où œ/ est un
voisinage ouvert de K, relativement compact, car o/ est effilé.

LEMME 6 (Hypothèse Ai). — Toute inégalité

J%44(y) < J ^ d ^ { y )

(p-i? y-2 mesures ̂  0 sur û) valable pour les potentiels extrémaux
d^une base quelconque s9 étend à toutes les fonctions surharmo-
moniques v ̂  0.

Car si a^ est un compact croissant, tel que Ua^ === Q,
Kî^y) est un potentiel qui s'écrit f p{y) dv^(p) (v^ ne chargeant
que l'ensemble des potentiels extrémaux) d'où

/ ft?"(y) d^{y) = f(fp{y) d^{y))d^{p)

et de même avec (J^.
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L'hypothèse entraîne donc :

/ft?"(2/)^(i/) </È?"(2/) ^(y)

et à la limite \ v d^(y) ̂  f v du.^{y)

THÉORÈME 2 (3) (Hypothèse Ag). — Ueffilement (minimal)
de E c Q en XcAi équivaut à l'existence d'une mesure y-'^O
sur û telle que, en topologie Martin T :

(1) / px(y) ̂  (y) <lim ̂ T f px[y} d^(y)
u y.esT1.. -K-^Y vxeEf x->X

Noter que si X est non T-adhérent, il y a effilement (Lemme 3)
et que la condition précédente est satisfaite, car le 2e membre
vaut par définition :

sup inf f (S, T-voisinage)
?î xev.n^v§ a-eEnô

et vaut alors +00? en particulier si (A = 0 (le inf d'une fonction
réelle sur un ensemble vide est + 00).

Soit E effilé, on se ramène au cas de E ouvert d'après le
lemme 4. Il existe alors z c Q tel que

P^z)>RW=fp^y)d^y)

où £^ est la mesure balayée relativement à E de la mesure de
Dirac s^ [14, th. 10, 1]. Voyons que cette mesure répond à la
question.

Etudions

V(^) =fp^y)d^y) = R^(z) = ft^)

(a;, y, z dans Q) d'après la théorie des fonctions harmoniques
adjointes [14], avec p^(y) = PyW et R* définie en théorie
adjointe.

La dernière balayée vaut sur E (ouvert) p^, c'est-à-dire
la fonction x -> px{^)' Selon le filtre des voisinages de X sur B,
pa; tend vers X, donc en z, px(z) tend vers px(z) lorsque x —> X
dans Q, en restant dans û et en particulier sur E (si X est
T-adhérent à E). Donc V(x) -> px(z) {x e E, x —> X e E en

(3) Extension d'un résultat de Naïm [16] donné dans le cas classique.
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topologie T), c'est-à-dire en ce sens

/ PM d^{y) -> p^(z) > f p^{y) d^{y)

ce qui est plus précis que (1).
Réciproquement si X est T-adhérent à E quelconque et (1)

satisfaite avec [JL, on introduit un nombre y strictement
compris entre les termes de (1) et un voisinage à de X dans û
tel que J p^{y) d^(y} > y sur à n E.

Comme f p^(y) d^ = 1, p^(yo) ou p^{x) vaut 1 pour x <t= oïo.
D'où si à a été choisi hors (OQ,

fpx(y) d[^{y) > yp^(^) x e E n S

puis V^ e Q

/p,(2/)^(2/)>Yft^n8^)

> ïR^^Î/o) = T//>. ̂ ;. (balayée pour E n S).

L'inégalité

/^<<lJp,(</)^(y)

s'étend donc selon

fpx d^ < —fpx{y) dy. (y)

d'où

iWyo) < -1- fpx(y) ̂  (y) < 1 = px(yo)

ce qui montre l'effilement de E n 8 donc de E.

COROLLAIRE. — Pour toute mesure (JL ̂  0 ^ur Q ^ X e Ai

lim infr f p^(î/) d^ {y) = f p^{y) dy. (y)
^eQ, x->^^ l7

puisque Q Tz'^t pas e^îté en X.

8. THÉORÈME 3 (Avec Ag). — Toute fonction surharmonique
adjointe ̂  0 admet en X e Ai, sur Q, une Ziw. sefon ^x egafc à
Za ?im. in/r.
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Supposons ce dernier nombre A fini et montrons que
l'ensemble Eg où v > A + £(s > 0) est effilé en X :

9 ̂  (A + ^ft^100 (S voisinage de X assez petit)
v(x) > (A + s)R^(2/o) = (A + s) fp^ d^

(e^ balayée de £y^ pour Eg n §).
Donc

/* /' 1
/ Px ̂ o== lim ̂ T / P.r(y) d^ < r~i—lim inf v < 1

t/ xeQ,x^X^ A + S a;-^X

c'est-à-dire ft^^î/o) < 1 == Rx^o)? ce q111 montre l'effilement
cherché.

THÉORÈME 4 (Hypothèse Ag). — Considérons sur Q u Ai,
pourvu de la topologie T, la famille ^i des fonctions surharmo-
niques adjointes ^ 0 prolongées sur Ai par 5.c.i 5^on T ^(
augmentée de la fonction + °0^? ^a sous-famille $2 obtenue de
même à partir des potentiels adjoints et la sous-famille $3 de
$2 obtenue à partir des potentiels de type j px(y) dy.{y). Soient
TI, Ï2, Tg f^5 topologies (4) 5^r û u Ai associées à <I>i, $2 o^ ^3
(c'est-à-dire parmi celles plus fines que T, les moins fines rendant
continues les fonctions de $1, $2? ^a resp.). Ti et Ï2 «ont identiques
à Vunique topologie^ induisant sur Q (laissé d9 ailleurs ouvert)
la topologie afine djointe et donnant pour les voisinages de tout
X c Ai des ensembles coupant û selon les complémentaires des effilés
en X. De même pour Tg en remplaçant la topologie fine adjointe
par celle qui est sur û, parmi les plus fines que celles de û, la
moins fine rendant continus les potentiels 1 px(y) dy. (y). Ces
topologies TI, Ï2, TS induisent sur Ai, la topologie discrète.
Ueffilement interne en X, relatif a Q u Ai, (avec topologie T
de û) et à $1, $2 ou ^3 es^ pour EcQ exactement l^effilement
minimal).

Cet effilement minimal s'interprète comme effilement
interne relatif à $3 grâce au théorème 2 et son corollaire, et
comme effilement interne relatif à ^i et $2? grâce en outre
au théorème 3. On voit donc que l'effilement minimal se conserve

(4) Ces topologies induisent sur îî les topologies définies de la même manière
à partir de Oi, <S>^ ^3 sur 0 pourvu de sa topologie initiale.
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par fermeture dans Q selon Ti, Tg ou T^ en particulier en
topologie fine adjointe.

Si l'on part de l'existence pour tout X e Ai d'un ensemble
de Q effilé en X et non effilé ailleurs sur Ai, on peut raisonner
comme au théorème 1 pour obtenir les propriétés d'unicité
de prolongement des topologies considérées sur Q.

Remarque 5. — Lorsque la topologie fine adjointe est
identique à la topologie fine, celle-ci prolongée comme au
théorème 1 s'interprète donc comme la topologie associée à
la famille des fonctions surharmoniques ^ 0 (ou seulement
les potentiels) adjointes prolongées par s.c.i. selon T.

9. Effilement fort, ineffilement fort,
Rappelons [4] que pour un cône convexe $ de fonction

,> 0 s.c.i. (contenant + °o) sur un espace Q, l'effilement de e
en XQ ^ e (lié à la topologie fine associée) se traduit par
inf. R^^o) <; 1 (a- voisinage de XQ et réduite R bien connue)

CT
et est dit fort si le premier membre est nul (il est ̂  1 s'il
existe u e ̂  fini >0 en Xo). L'ineffilement fort se définit par
inf (sup R{^<s^c^(xo) > 1 (5) (§ voisinage) et est satisfait si,

<T S

VA ^ XQ,
sup R^o) = R^o)

8

Ces propriétés entraînent [4] d'importants résultats sur les
limites fines (c'est-à-dire selon la topologie fine) et il faut donc
les examiner dans le cadre de l'axiomatique des fonctions
harmoniques.

THEOREME 5. — Avec Ai, même sans base dénombrable,
ou dans les conditions de Bauer [0] on considère sur Q la topo-
logie fine relative au cône des fonctions hyperharmoniques ^ 0.
En tout XQ polaire, Veffilement de e ̂  XQ est fort; en XQ non polaire,
il en est de même si les potentiels de pôle XQ, localement bornés,
sont continus en XQ (6) ( H . Bauer). Avec Ai l''ineffilement est
toujours fort.

On utilise pour l'effilement de e en XQ, selon Bauer, la pro-

(5) S'il existe dans 0 une fonction finie et > 0 en a*o» cette condition équivaut
à l'égalité avec 1.

(6) Ce qui a lieu, comme on sait, si D est satisfait. Voir [4], [14, n° 14].



406 MARCEL BRELOT

priété de M"16 Hervé, [14] (th. 14, 1), sous les conditions
indiquées, qu'il existe une fonction surharmonique .̂ 0 finie
en XQ, tendant vers + oo en XQ sur e.

Quant à l'ineffilement de e en XQ d e, il suffit de rappeler que,
dans des conditions d'ailleurs plus générales R^" —> î{{ (§„
suite décroissante de voisinages de XQ, n §„ == ^o{) (voir [1])*

LEMME 7. — Le théorème 2 avec A^ se complète par Inexistence
pour tout E c Q effilé en Xo e Ai, S une mesure y-o^>0 sur ^
telle que J px,{y) d^o{y) < °o et f p^(y) d^o(y) -> + oo quand
x e E, x —> Xo en topologie T.

On raisonne comme pour l'effilement classique interne; on
part d'une mesure [A satisfaisant à f l ) (théorème 2) ; on rappelle
que f px{y) d^ pour v à support compact dans Q tend vers

I P^Jiy} d^ pour x -y Xo ; on considère des voisinages décrois-
sants o^ de Xo dans û tels que, si (JL, est la restriction de (JE. à
<3^, S ^ pxo{y) d^^(y) <; oo. Alors la mesure 2^ répond à la
question. Car si £ est la différence des termes de (1) pour a,

/-* N

de même pour les a^ et, N étant fixé, / pxd^ p^ majore
£ . . l .N --- sur E dans un T-voisinage convenable de X. Donc aussi2i

f p^ cŒ(^.

LEMME 8. — On complète le lemme précédent [avec Ag) en
remarquant que pour tout Xo e Ai, il existe une mesure ^.^-0
sur Q telle que :

fp^{y) d^(y) < oo, fp^y) d^{y) -^ + ^(X e Ai, X ̂  Xo).

Il suffit d'utiliser un ensemble E c Q effilé en Xo et qui est
pour tout X e Ai X =7^ Xo la trace sur Q d'un T-voisinage
de X. La mesure p(.o du lemme précédent répond à la question
car en tout X e Ai

fpx{y) d^(y) == lim infr f p ^ { y ) d^ {y)J xeQ,x->x^

THÉORÈME 6. — Avec Ag, l'effilement en X c Ai associé aux
familles $3, $2 ou ^3 du théorème 4 sur QUAi, est toujours fort.
De même pour l^ineffilement.
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Pour reffilement, on remarque que A i - ^ X o j est effilé et
même fortement effilé relativement à $3 (lemme 8) donc aussi à
0i, 0a. Si alors E c Q c Q u Ai(E ^ Xo) est effilé en Xo pour
0,(i = 1, 2 ou 3), E n Ai est fortement effilé, E n Q est effilé
(au sens minimal) d'après le théorème 4 et fortement effilé
pour 03 donc 0^ d'après le lemme 7.

Pour Pineffilement, il suffit d'examiner le cas de E non effilé
je Q et de 0i, ce qui entraîne le cas général. On peut supposer
E n OÏQ = ̂  (voir (OQ défini n° 7). Toute fonction v de 0i majo-
rant 1 sur E n S (5 voisinage-T de X) majore dans Q
R^8^) ou R^(î/o) V11 vaut, au moins pour x intérieur à S n Q
(S voisinage-T de X) : j^ p^d^ (s^ balayée de £^ pour E\â).
Mors ^(x) majore la lim infr (xeQ, x -> X) de cette
expression, soit j pxde^ (th. 2, corollaire).

Il suffit donc de voir que sup ( pxde^ = 1 c'est-à-dire
2> i/ 0

6.^(î/o) -> ft^(î/o) po11!1 une suite décroissante §^ ( n §^ == | X^ )
ce qui est connu parmi les propriétés des réduites [I],

10. Compléments avec A^. Critères de minimalité (extension
du cas classique Naïm).

LEMME 9 (hypothèse A^ : usage de T, û et A == û — û). —
Pour que u harmonique > 0 soit minimale, il faut et suffit quil
existe Xo s A tel que, V§ (T voisinage de Xç dans û), Ri0^ = u
et alors u est proportionnelle à la fonction Xo notée aussi p^.

On sait que la condition est nécessaire (lemme 3, remarque 1).
Supposons-la. Si Q^ est croissant, relativement compact avec
u Q^ = Q, R^ = lim R^00" [1]. Si ̂  est la mesure associée au

potentiel u, = R^0"^), u, = j p,{y) d^{x) (où pjy) désigne
le potentiel (dans B) de pôle x ou la fonction harmonique
correspondant à ^eA) . On en déduit que \\^\\ est bornée;
on peut extraire une_suite ̂  convergeant vaguement vers pi
qui est jportée par à comme ^. Comme x -> px(y) pour y
fixé e Câ n Q est continue de xe § (voir [14]), le passage à la
limite sur l'expression de u^ donne

^V) = J Px{y) dy. (x) Vy 6 CS n Q.

En imaginant â^ décroissant, n â^ = {Xo ̂ , il vient de même :
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u[y) proportionnel à px/y) avec coefficient indépendant de y
dans CS puis même dans û.

Puis si u == MI + Ug (fonctions harm. > 0), on voit à cause de
l'additivité des réduites que 1^°°== u^ donc Ui et de même u^
sont proportionnels à px^; u et Xo sont minimaux.

THÉORÈME 7. — Critère 1 (a^^c V hypothèse AÇ CÎIA lemme 9).
Pour que X e A 501^ minimal il faut et suffit que Rj;00 == px

Va, T-^oisinage de X CÎOTZ^ û) (conséquence du lemme 9).
Critère 2 ^Hyp. Aa). Pour çue X e A ^o^ minimal, il faut et

suffit que Vpi mesure ̂  0 5Mr Q,

/'PX ̂  (y) == lim mî^fp^y) d^ {y)
xe^x-^x^

Si XeAi , la propriété précédente est le corollaire du th. 2.
Si X e A — Ai il existe un T-voisinage S ouvert de X tel que

É.^^^px et la première partie de la démonstration du théo-
rème 2 est valable et montre l'existence d'une mesure ^ 0
sur Q telle que

fpx{y) ̂  (y) Teir ̂ ^T > fp^y) ̂ (y)
•Zî-^X

Remarque 6. — Avec Aç, V(A, on a toujours :

f px dy. < lim infr f p^ d^ (car p^(î/) -^^ px(2/), y fixé)
l/ a-eQ^^x^ ^Q

et avec Ag les points non minimaux de A sont caractérisés par
l'existence d'un (JL donnant l'inégalité stricte.

11. Remarques sur les prolongements de topologie sur l9 en-
semble û.

Remarque 7 (avec A^). — Toute topologie 6 plus fine que T
sur Q u Ai se prolonge sur û selon une topologie 6' définie comme
suit :

Le filtre des voisinages de tout X e Q u Ai admet comme base
le filtre des voisinages selon 6 sur Q u Ai.

Les voisinages de tout X e A — Ai sont les T-voisinages
dans û.

Cela s'applique donc au prolongement de topologie fine du
théorème 1, et, avec Ag, aux topologies Ti et T^ sur Q u Ai.
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On peut vérifier que les axiomes des voisinages sont satis-
faits. On peut aussi utiliser les théorèmes du n° 2, ce qui
montre que 6' est la moins fine des topologies sur û, faisant û
ouvert et y induisant ô, et dont les traces des voisinages de tout
X e A — Ai admettent comme base a n (Q u Ai) (a décrivant
les T-voisinages ouverts de X dans û).

Remarque 8. — Avec Ag, le cône des fonctions j px(y) d^y}
((x ̂  0 sur û) définit sur û une topologie fine associée î3,
induisant Tg sur û u Ai et pour laquelle A — Ai est ouvert et
toute partie de Ai fermée.

Si X e A — Ai, et u{x){x e Cl) tel que u(X) << lim infr^(^)
a-eû
x->X

on sait que u(Y) == lim infr u[x), y <= Ai (corollaire, théorème 2)
xen
a-->Y

d'où u(X) < lim infr {x) ; c'est-à-dire que û u Ai est effilé en
a;eQUAi
X->X

X selon S dans û. Ainsi A — Ai est S-voisinage de chacun de
ses points, c'est-à-dire S-ouvert; Ai est donc S-fermé et toute
partie est Tg-fermée sur Ai (théorème 4), donc ©-fermée sur
Ai donc S-fermée sur û.

IV. — Ensembles W-polaires et potentiels semi-bornés

12. Nous allons extraire de deux articles [6, 7], quelques
notions et propriétés utiles pour les améliorer et les appro-
fondir. On suppose d'abord Ai.

On a déjà désigné par ç(p) le pôle dans û du potentiel extré-
mal p e B (base compacte) et piw Ici mesure associée sur B (ou
avec A^ sur û) à la fonction surharmonique W ̂  0 sur Q. On
rappelle que la partition de Mme Hervé [14] relative à un ouvert
co c û donne la décomposition W = W^ + W7 en deux fonc-
tions surharmoniques ^> 0 où W7 est harmonique dans (o et
la plus grande au sens spécifique (et aussi naturel) sous ces
hypothèses. De plus W^(î/) == J^^P(y) ^w(p).

Car toute décomposition W + Wi où Wi est harmonique
dans û) exige que ^W^y^co)) = 0 et la plus grande spécifique-
ment possible Wi correspond à la restriction de [Jiw à Ce^"1^)
(voir aussi [14, lemme 22, 1].

16
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On rappelle que la mesure ̂ xo de M"1® Hervé sur Q (associée
à W, XQ e (OQ, œ^ ouvert relativement compact c Q) donne comme
charge de co, / W^ rfp^0.

LEMME 10 (avec Ai) (7). — Si un potentiel v est harmonique
dans CK (K compact) et fini continu aux points de ôK, R^ == v
dans CK.

Car si u est surharmonique ^> 0 majorant p sur K, u — v
considéré dans CK admet une lim.inf ;> 0 aux points frontière
de CK dans Q ; comme u — v ̂  — v avec v potentiel, u — ^ ^> 0
dans CK [3, part IV, chap. IV, prop. 9] donc R^ = v sur CK.

COROLLAIRE. — Si le potentiel v est harmonique hors d'un
point x et (o un voisinage ouvert quelconque de x, R^ === ^ partout.

Car si K est un voisinage compact de x dans œ, R^ = v
sur CK, R^° > R1- donc R^0 ==== v sur Cco donc partout.

LEMME 11 (avec A, )(7). — On rappelle les propriétés équi-
valentes suivantes [6] exprimant la propriété dite de 'L-évanes-
cence d'une famille d'ensembles ^ c Q, pour '^ réelle ̂  0 dans Û.

a) inf R^ = 0 (en un point ou partout parce que le 1er

membre est hyperharmonique).
a') inf R. = 0 (en un point ou partout, de même).

j3) fini ft^rfp^0 = 0 (dp^ mesure harmonique).

P') /inf R^- d^ == 0.

y) inf^R^p^=0

y') inf/R^=0.

Les implications a' ====»- a, ji' ===»- [î, y' =^ y, y =-̂ «- ft
y' ===^ (Ï' sont évidentes.

Supposons a. Dans tout ouvert S, il y a x^ tel que

inf R^) < £

(7) Valable en fait dans des hypothèses plus générales. Signalons qu'avec D,
on obtient dans le lemme 11 des conditions équivalentes à [3, (î', y, y' en v rempla-
çant dp^ par toute mesure m ^ 0, à support compact, ^ 0 et ne chargeant pas
les ensembles polaires.
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et il existe / tel que ft.y(rri) < 2s puis x^ e § tel que R^^g) < 36

d'où mT^;<3£ d'où (a'). Puis R^x) ̂ f R^p^(Vrr e ^0)
d'après la définition de R^ cornrne enveloppe inférieure des
fonctions hyperharmoniques. Comme l'intégrale est dans
chaque domaine composant de coo, + 00 ou harmonique, on
déduit aisément jî, ^'5 y, y'.

Il n'y a plus qu'à voir que p ==^ a. Or (S implique

/'infft^rfp^-O.
*'' i

donc la nullité de la fonction hyperharmonique qui est sous j ?
c.à.d. a.

THÉORÈME 8 (avec Ai). — Les propriétés suivantes de e c Q
sont équivalentes et seront traduites par la dénomination que e
est W-polaire (W surharmonique > 0).

a) e est polaire et ^^(e) rfe ( .̂w-^^^^ {ext.) nulle.
b) e est polaire et de ^1XO- mesure [ext.) nulle.
c) La famille des voisinages de e dans û (ou seulement des

voisinages ouverts) est "W-évanescente.
d) II existe u surharmonique > 0 telle que u/W (pris + °°

lorsque indéterminé, convention permanente) tende vers -\- oo
aux points de e {topologie de û).

L'implication a ==»- b vient des remarques suivantes :
i) Si 9' est le prolongement de ç aux fonctions harmoniques

de B en donnant comme image commune le point d'Alexandrofï
de Q (ainsi compactifié selon Û), 9' est continue [14] et si pour
toute mesure a^O sur B ne chargeant que ^(û), la mesure
[S ̂  0 sur Û (projection) est définie par

fFd^fF^{x)d^x)

(F finie continue sur il) et donne donc pour <o ouvert c Û
p(oo) === a^"1^), on a la propriété :

Si e c Û, « ̂ (e) de a-mesure (ext.) nulle » ===»- « e de jî-mesure
nulle )). Car si 6 est s.c.i. ̂  0 sur Û, ̂  1 sur e,

f(id^f^{x)dQL(x)
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Prenons pour ô(i/) la fonction inj6 )̂ où 8 > 0 est s.c.i.

sur B) qui est s.c.i. Alors Jô ^</8^ d^x) qui est
arbitrairement petit pour 8 convenable majorant 1 sur ç- {e).

ii) Si l'on prend pour a la mesure j^w, e satisfaisant à (o) sera
de mesure (ext) nulle pour la mesure ? correspondante,
c à d. que pour un voisinage ouvert convenable M de e c U,
fi((ri) ou a^-1^)) seront arbitrairement petits. Ainsi

^-(a>)=/^[j'p(2/)^]^w(p) (p potentiel extrémal e B)

où le crochet est borné ([14] conséquence du lemme 21, 3),
sera arbitrairement petit pour w convenable.

La réciproque b=^a vient de l'expression précédente de
'̂(o)) où le crochet est borné intérieurement par un nombre

^0- ce dernier point résulte de ce que, sinon, on trouverait ?„,

T-convergeant vers u e S+ sur B, avec f p,(y) dpï; -> °. ce q"1

entraînerait par s.c.i. de J . d^: [14, prop. 23, I] comme

fonction de ^ que f u d^ = 0 donc u = 0.
Voyons que b =^ c. On choisit (Oi ouvert de û contenant e

tel que fw,, ̂  < ̂  On utilise la partition W == W,. + W
d'où pour tout ouvert ^ e, R^ == R^», + K .̂ F"18

/ R^ (ipX8 = J w^ ^P^ + J R<w' d^-

On sait que si V» e S+ est fini continu et si fa) décrit les ouverts
contenant . polaire, inf f R^ d^ = 0 [14, n" 26].

Considérons ^ comme réunion dénombrable d'ouverts
^(œ" c 0)1) où W < XpVo, et dans œ" un ouvert <o " contenant

c^ne et tel que ^/R^^<2-P.£•
Alors

/R^'"^^-
Donc en prenant œ = Uœ^., / R^ d?ï: < 2s d'où la
nullité du inf du 1^ membre c.à.d. (a) d'après la forme (y )
du lemme 11. A . — . .

Enfin voyons que c ̂  b. Comme R^ < R'w pour tout
voisinage <o de e, on conclut ^==0 donc . est polaire
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[3 part IVn°33]. Puis on a pour un ouvert co convenable
3^ r R ^ r f p ^ < £ donc fR^dp^<e et il suffit de voir
que R^ = W^ car cela entraîne (fc).

Or

Rw.(^) = J^RW d^(p) [14, théor. 22, 3]

et l'on sait par le corollaire du lemme 10 que Ry = p,
Vpe^(co).

Voyons enfin c -<==>- rf. Partant de c (y ou y' du lemme 11),
on forme Q)^ ouvert décroissant contenant ^, tel que
/ R^ dp^° <; 2~". Alors SR^" est surharmonique (parce que
j R^ rfp^°< oo ) et majore NW sur (ON. On peut donc la prendre

comme fonction u de l'énoncé (rf).
Inversement partons de [d) et fixons X>O.A chaque point i

de e attachons un voisinage ouvert (Oi tel que u ̂ . XW
sur (o^. Alors

R^<^.u d'où /R^^<^-/u^

arbitrairement petit pour X assez grand, ce qui donne (c).

Remarque 9. — Les propriétés ont le caractère local.
Remarque 10. ~ e polaire ^=^ e W-polaire pour un ou

pour tout W > 0 surharmonique localement borné (d'après rf).
Remarque 11. — Si W = pot V + h harm. ^0 et e c Q,

alors : e W-polaire -^==> e V-polaire.

Remarque 12. — Noter que j R^y dp^° et f R^y rfp^0 sont
des poids fins, dénombrablement sous-additifs [11]. Les poids
extérieurs correspondants (inf. des poids des ouverts conte-
nant <°) sont identiques.

i) La nullité de ces poids (pour un W > 0) équivaut à ce
que e soit polaire.

ii) La nullité des poids extérieurs équivaut à ce que e soit
W-polaire, car si e est polaire et u surharmonique > 0, + oo
sur <?, \u ;> R^r, VX > 0, donc j R^, rfp^° et j ft^y dp^ majorés
par À f u dp^ sont nuls.
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Réciproquement la nullité d'un de ces ternies entraîne
R^y. == 0 d'où e polaire. Quant à ii c'est l'une des formes de c.

12. THÉORÈME 9 (avec Ai). — La condition que ^ c Q est
W-polaire (W >> 0) équivaut à chacune des conditions suivantes :

c'} Les ensembles a) contenant e et pour chaque z e B,
z f= y-1^), un ensemble de ̂  forment une famille W-évanescente.

d ') e est polaire et il existe u surharmonique ~^> 0 telle que
u/W (pris + oc lors qu'indéterminé) tende vers + 00 selon tout
3^ zeB, ^eç-1^).

Comme tout ouvert contenant e contient un ensemble de
tout 3 ,̂ ces conditions c', d\ sont plus faibles que c et d.

D'après le résultat de Doob-Mokobodski (fin n° 4), (d')
entraîne que 9-l(^) est de mesure-p.w nulle et signifie donc
que e est W-polaire.

Enfin c ===> d\ D'abord R^y = 0 donc e est polaire. Comme
d' est « additive » en e, on se ramène à supposer que e ne coupe
pas un voisinage à de x^\ on introduit Oi, ouvert d'adhérence
c §, §1 a rt'1 et co' =-= (JD n C§; on remarque que inf R^, == inf R^.

^——-'——-—. (0 û)

On part alors de inf R^ = 0; on note que R^ est harmonique
0)' ——-"-——-

dans ai et de niêiTie inf R^ qui y vaut inf R^. On choisit
ro' 0)'

parmi ces co', OD^ tel que R^1^) << 2-n d'où l'existence de
u^ surharmonique > 0 majorant W sur œ^ et majoré en x^
par 2.2"". Alors Su,^ est surharmonique et Eu,JW majore N
sur (A)^ dès que n ̂  N, d'où (rf').

COROLLAIRE. — Avec Ag, ^5 critères c\ d\ se traduisent
au moyen de la topologie fine adjointe; les OD seront les voisinages
de e dans cette topologie; d' s'écrit en exprimant que u/W (pris
oo quand indéterminé) tend vers -{- oo en tout point de e (ce point
exclu) selon la topologie fine adjointe.

Car en un point polaire x^ l'effilement adjoint d'un ensemble
e ̂  x^ se traduit par R^ ou sa régularisée, -=/= p^ [14 th. 32, 5].

13. Les ensembles W'polaires et ^'négligeables sur Ai.

THÉORÈME 10. — (Avec Ai). Les conditions suivantes sont
équivalentes et se traduisent en disant que e c _\i est V^-négli-
geable (W surharmonique > 0).
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a) inf v == 0 pour les fonctions surharmoniques ^ > 0 dans

û, ^e5 çi^e Za Zfcm. in/', /me rfe ^/W en tout point de e est ^> 1.

&) 77 existe u surharmonique > 0 t<?Me que u/W (emfc finement
vers 4" °o û.r points de e.

c) Les ensembles de Û appartenant chacun à tous les £?x
(VX e e) forment une famille \N-é^anescente.

Il est immédiat que b ===^ a; de plus, partant de a, on forme
^ tel que ^^o) < 2~" et ^n/W > 1 — £ sur un ensemble
qui fait partie de tout ^ ( X e e ) . Alors Si^/W tend finement
vers + oo aux points de e. On a donc (&).

Puis on voit que b =--̂  c, comme, dans le th. 8, d impliquait
c, et c ==»- 6 par la fin du raisonnement qui montrait c - ̂  d!
dans le théor. 9.

Remarque 12. — Si W est un potentiel, tout e c Ai est
W-négligeable.

Si W = pot V + fet harm. h > 0,

W-négligeable ^^> h négligeable.

Cela résulte de la forme (c), de ce que

inf R^ < int ft^^ < R^
CO (tf

dont l'intégrale en dp^ est arbitrairement petite pour K com-
pact convenable, et de la (sous) additivité des réduites par
rapport à la fonction.

Remarque 14. — Dans l'hypothèse A^ les ensembles (o
considérés sont les traces sur û des voisinages fins de e dans
ûcà i (théor. 1).

DÉFINITION. — Un ensemble e c Ai sera dit W-polaire si
sa mesure (ext.) piw ou ^ est nulle.

D'après Gowrisankaran [13, lemme 4], cette propriété
dans Ai, équivaut à une condition plus faible que celle que e
soit /i-négligeable.

Donc [avec Ai) W-négligeable --> 'W-polaire.
Sur ii n Ai, e sera dit W-polaire si e n iî et e n Ai sont W-polaires

selon les définitions qui précèdent.



416 MARCEL BRELOT

THÉORÈME 11 (avec Aï). — Soit W surharmonique ^> 0 et
e c Ai.

Les 5 propriétés suivantes sont équivalentes :

a) e est ^'négligeable
(3) e est W-polaire.
a) inf ^ == 0 pour îes v surharmoniques > 0 satisfaisant à

lim infr ^/W ̂  1 en tout X e e (T, topologie Martin de û).
6) J? existe u surharmonique > 0 teHe yue u/W —> oo

«ua? points de e selon T.

c) jL^s T-voisinages de e dans Q coupent û selon une famille
W'évanescente.

Si W est un potentiel toutes les conditions sont satisfaites.
Si W == pot V + h harm. (h > 0), il y a équivalence avec

les mêmes propriétés pour h.
Les équivalences de a, &, c se voient comme au théorème

précédent dont les conditions sont moins fortes.
La condition (c) est encore évidente pour un potentiel et

la même pour A.
On voit donc déjà que toutes les conditions sont satis-

faites pour un potentiel, et équivalentes aux mêmes conditions
avec h > 0. On est donc ramené au cas d'une fonction har-
monique h > 0. On sait que a ==-> ^ et que les conditions
a, & ou c entraînent a d'après le théorème précédent. On
achève donc grâce à la propriété de Gowrisankaran ([12]
th. IV, 5 corollaire) (8) que jî -<==> a pour h.

COROLLAIRE. — Avec Af les ensembles W-polaires sont
caractérisés par:

ao) polaires dans Q et de u.w'mesure nulle dans Q
ou 89) les T- voisinages ou encore les voisinages fins, coupent û

selon une famille "W-évanescente,
ou Yo) II existe u surharmonique > 0 infinie sur e n Q

telle que u(y)IW(y) —> oo(y -> x, y e Û n Ce) 1x e e, soit en
topologie T, soit de façon équivalente^ en topologie fine.

(8) L'axiome D est inutile dans le chapitre iv de [12], basé sur un lemme (II, 1)
concernant un ensemble E pour lequel il suffit du cas où il est ouvert, cas établi
sans D dans [13] (lemme 1). Cela a été signalé par Gowrisankaran (Sem. théorie
du potentiel, 1967).



RECHERCHES SUR LA TOPOLOGIE FINE 417

14. Fonctions surharmoniques semi-bornées.
On remarque que, avec Ai, si <°cQ est effilé en XeAi, les

ensembles e n K (K décrivant les compacts de Q) forment
une famille px"évanescente.

Car R^00^ est un potentiel, donc comme le inf est harmo-
nique, cet inf est nul. K

K
D'où avec A^ le même résultat en considérant au lieu de

CK les T-voisinages de X dans û et la famille des e n co.
Il semble utile d'introduire, avec Ai, une propriété analogue

dans û à savoir l'hypothèse HE : Vp potentiel extrémal et
e effilé au pôle de p (et ne le contenant pas), la famille des
e n co ((o voisinage de ce pôle) est p-évanescente.

Remarquer que si le pôle de p est polaire, la p-évanescence
des e n co (e quelconque ^ x, OD voisinage de x) signifie que e
est effilé au sens minimal relativement à la fonction harmo-
nique minimale p dans û — \x\t

THÉORÈME 12. — HE est satisfaite sous les conditions sui-
mantes: A^y effïlement ==^> effilement adjointe et Vhypothèse quen
tout x non polaire^ le potentiel de pôle x (défini à un facteur près
fixé) est continu (ces conditions sont satisfaites dans un domaine
greenien de R" par les solutions adéquations elliptiques du 2e

ordre à coefficients assez réguliers; de même que V axiome D).
En effet, soit e effilé en x^e\ on utilise le py d'une base du

cône S+ et R^y) = R^010^), y ̂  x [14, th. 31, 1]. Comme
p*y est bornée au voisinage de x, la dernière réduite régularisée,
qui vaut d'ailleurs R^0^^)^!] p. 57) admet un inf nul parce

A (0

que l'effilement est fort (th. 5). Donc inf R^^y) = 0 ce qui
implique la proposition cherchée. œ

DÉFINITION. — Une fonction surharmonique W ̂  0 sera
dite semi-bornée si, en posant é^ == ,̂ W > Â J , la famille
[e^ ^ d'indice \ > 0 est ^N-é^anescente; et localement semi-bornée
si pour un voisinage co de chaque pointa e\ n G) est ̂ N-évanescente.

Remarques. — 1) W (loc.) semi-bornée ==^ Wi (loc.) semi-
bornée VWi < W.

2) (Wi + Wg) (loc.) semi-bornée ^^ Wi et Wg floc.) semi-
bornés. Car ^^c^Uef2 d'où R^w. < 3(R^ + Ri2.)
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en remarquant que
Pe^1^2 ^ R^ | R^2

^W, < ^<W/+ RW^
et

R€ < RC06'1 + RC^1

où les ternies du 2e membre sont majorés par R^' et R^2.

T H É O R È M E 13. — Avec Ai, ^oi( W = pot \ -\- h harm. ̂  0.
a) Si W e5( localement semi-bornée, ^x, W == oo j e^t

^W-polaire.
b) Si W <?5f semi-bornée, l'ensemble de Ai ou W ^nrf finement

vers 4-0° ^ W-négligeable.
c) Réciproquement, supposons Ai + HE + D (9).
Pour un potentiel V, 51 Eo = ^x, V == oo j e5( V-polaire,

V <°^^ semi-bornée.
Pour W, 51 ^rr, W== oo j e^ ^-polaire et ^XeA i , lim.

j^ne e7î X de W e^ oo ^ e5< ̂  pLw-^^ure nulle, si de plus (ce qui
a lieu (10) quand les constantes sont harmoniques et d^ abso-
lument continue par rapport à d[^) h admet une limite fine aux
points de Ai, p.p d[L^ alors W est semi-bornée.

a) résulte du théorème 8 et (&) du théorème 10 (partie c)
car ^w appartient à .̂ x pour tout X e Ai où W -^— oo.

^x
La réciproque pour V s'inspire de [6] ; elle repose sur

V(.r) == j p ( x ) d^{p) (p potentiel extrémal d'une base de S4")

et sur ft^(!/) = (^(y) ̂ (P) [14 th 22,3)] (^ brièvt. pour e^)
d'où f R^ d^: = f[f R^ dp^ d^p).

L'intégrale de droite étendue à ç'^Eo) étant nulle, il suffit
de voir que pour tout p <t ç'^Eo), le crochet qui est majoré
par / pÇx) dç^ d'intégrale-dpi égale à f V rf?^> finie, tend vers 0;
pour Xoo. Or, pour X assez grand, e\ est effilé en o(p) ^ e\
et d'après HE, \ R^0'0^?^0 est arbitrairement petit pour un
voisinage convenable de ç(p). Reste à voir que j R^^^p^—^O;
si V(x) est un potentiel >> 0 fini continu égal à p(x) hors (D,

(9) D équivaut avec A^ à la propriété de Choquet pour le poids ^ R^j dç>^
considéré plus loin — propriété qui paraît indispensable pour le passage à la limite,
fin de la démonstration (cas de V) (voir [11]).

(10) D'après [13].
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/ R^1 rfp^° majore la quantité précédente mais tend vers 0
pour X oo. En effet d'après [7 théor. 9], f R^ dp^ -^ f Rg^ d^
où è\ est l'adhérence fine de e\. Comme Ç\e\ === Eo polaire, cette
limite est 0.

Dans le cas général de W, il restera à montrer que h est
semi-bornée. On voit comme plus haut :

/R^pï; = f[f^d^] d^(X)

et il reste à voir que le crochet tend vers O(Xoo) pour tout
X e Ai, où h a une limite fine -=f=^ 0. Or en un tel X, e^ est effilé
pour \ assez grand et il suffit d'utiliser la remarque initiale du
n° 14, puis la propriété évidente que e^ n K f K compact fixé)
est vide pour X assez grand.

V. — Limites de réduites

15. — On a déjà établi avec (Ai 4- D) que, pour un ordonné
filtrant décroissant Oi de fonctions finement semi-continues
supérieurement sur û, majorées par un potentiel V fini continu,
mî1^.== ft,̂ . (voir [7]). ^

Si on suppose le potentiel V seulement semi-borné, on a
indiqué [10] que le résultat s'étendait. La démonstration
s'adapte à partir du lemme suivant :

LEMME 12. — (hyp. Ai + D). Si |^j est un ordonné filtrant
(Kensembles finement fermés et V un potentiel semi-borné,
infini sur Ç\e^ alors j ^ - j est \-é^anescente.

Soit un compact K c E tel que / ftç^rfp^0 < £. Il suffira de
voir que \e-^ n K ^ est V-évanescente. Soit OL\ = [x\ V(rr) > X î
et Vo un potentiel fini continu majorant \ sur K. AlorsÀ eic}^ <- ùd^ i ô^nca^nK

V ^ ^V 1 ^Vo

Le 1er terme à droite admet une intégrale en dp^ arbitrai-
rement petite pour \ convenable puisque V est semi-borné.
Quant au second, comme les ^ n Ca^ n K sont finement fermés
et d'intersection vide, ils forment ue famille Vo-évanescente
[7] d'où la conclusion.
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THÉORÈME 14. - [Hyp. Ai + D). Si \^\ est un ordonné
filtrant décroissant de fonctions finement s.c.s. sur û, majorées
par un potentiel semi-borné V > 0,

(2) milÇ. = inFfÇ. = R,,,,

Car si ^ est surharmonique > 0 et majore inf 9;, soit
^ = P, ?. > '-F + £V^(e > 0) finement fermé. En tout point
x j ne:, inî ç. > ̂  + eV ce qui implique inf ^(x) == oo donc
V(a;) == -)- oo.

Alors

Ti < ̂  + sV + R^ d'où Ry, < ̂  + sV + R'y

donc înf'ÎÇ < ^ + eV + înTR^ où le dernier terme à droite
est nul d'après le lemme. On conclut :

înf~Ry, < 4/
^ Rinfy,

Le prpmier membre étant hyperharmonique, est majoré par
Rinfço et d'autre part le majore évidemment, d'où l'égalité
des termes extrêmes de l'énoncé. Le terme du milieu est à
priori au plus égal maisjîomme Ry, > R.,,̂ , on trouve
inf Ry, > R,.,^ puis inf Ry, > R,.,^, ce qui achève la
démonstration.

16. — Si l'on remplace V par une fonction surharmonique,
on fait intervenir la frontière minimale et, avec A{ (voir th. 1)
la topologie fine prolongée alors discrète sur Ai. Cela empêche
le passage des suites aux filtres, utilisé implicitement plus
haut dans û (voir [7] (d'ailleurs selon une indication générale
de Doob, basée sur un lemme topologique de Choquet en
espace à base dénombrable).

Aussi pour l'extension en vue, faut-il se limiter à des suites
(des contre-exemples en montreraient de façon précise la
nécessité).

LEMME 13. - (Hyp. Ai + D) Soit H harmonique > 0
dans û, <?„ une suite décroissante d'ensembles finement fermés
sur û u Ai (dans une topologie fine définie au th. 1) avec n <?„ n Q
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polaire et n e^ n Ai rfe mesure-^ nulle. Alors e^ n Q <°̂  H-e^a-
ne5c^nte.

Cela résulte aussitôt de [7] théor. 10 (extension axiomatique
du th. 7). Car l'ensemble de Ai, où e^ n û est non effilé est dans
e^ n Ai, la (Jin-mesure de n e^ n Ai est nulle et comme n e^ n Q
est polaire, ft^"^ = 0.

THEOREME 15. — On suppose Ai 4" D? ^5 constantes har-
moniques et û n Ai pourvu d'une topologie fine (V. théor. 1).

5i y est une fonction réelle sur Q, on notera y, ç ses prolon-
gements par semi-continuité supérieure ou inférieure fine sur
Ai; si 6 ̂  0 sur Q n Ai, on notera R^ V enveloppe inférieure
des fonctions hyperharmoniques v ^> 0 sur û dont le prolonge-
ment v majore 6, sauf sur un ensemble i-polaire de Ai (c.-à.-d.
c?e [/.^-mesure nulle).

Soit <p^ une suite décroissante de fonctions ^> 0 sur û, /îne-
ment semi-continues supérieurement, majorées quasi-partout
par une fonction surharmonique W du type : V [potentiel semi-
borné) + H (harmonique ^ 0), OH associée étant absolument
continue par rapport à p4.

Alors

(3) mTR^ = mf1Ç, == ft^.

Reprenons l'idée de la démonstration du th. 14.
Soit ^ surharmonique .̂ 0, dont le prolongement ^ majore

inf ç^ sur û n Ai sauf sur un ensemble l-polaire de Ai. Soit
e^ == ^x e û n Ai, y^ ̂  ^ + £ ^ , £ > 0, ^ est finement fermé;
sur n e^ inf y^ ̂  ^ + s tandis que, dans û u Ai, ^ ^> inf <p^
sauf sur un ensemble a, l-polaire. Cela implique que la partie
de n e^, où ^ est finie soit dans a; comme ^; ^/(x) == + <x> ^
est l-polaire (car il est polaire dans Q et 1-négligeable sur
Ai), on conclut que n e^ est l-polaire, donc de (An-mesure nulle
sur Ai.

Alors de y^ <; ^ + £ sur C^ n û, on déduit :

R?n < ̂  + £ + R^ sur û.

Noter que R^ <^ R^. Comme û n e^ est V-évanescente et
H-évanescente flemmes 12 et 13), elle est W-évanescente,
donc 91 -évanescente.
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D'où
mfR; < ̂  + ^

<'^ ___
< R*nf^ puis inf R^ < Ê.*nf^

D'autre part R^^R*nf^; car si ^ surharmonique ^> 0
majore <p^ elle admet [13] une limite fine p.p-d^ sur Ai;
et celle-ci majore y^, p.p.'d^ sur Ai, donc majore de même
inf y^.

D'où

^ > R*nf?n puis inf R^ > inf R^ > R^

ce qui permet d'achever la démonstration.

Remarque. — On peut donner bien des variantes, dissocier
l'égalité (3) en inégalités n'exigeant pas les mêmes hypothèses,
étudier R^ pour y^ finement s.c.s. sur Q n Ai. Signalons seule-
ment que, plus haut, on obtient le même résultat en supposant,
séparément ou non, pour Ry et R^, qu'il s'agit d'enveloppes
de fonctions ne majorant ç et Ô dans Q que quasi-partout (dans
le second cas, ^ majore 9 sur û n Ai, sauf sur un ensemble
1-polaire).
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