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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
17, 2 (1967), 219-260.

FEUILLETAGES AYANT LA PROPRIÉTÉ
DU PROLONGEMENT DES HOMOTOPIES

par Claude GODBILLON

Introduction.

Les variétés feuilletées, introduites par C. Ehresmann et
G. Reeb, ont jusqu'à présent été essentiellement étudiées d'un
point de vue géométrique. On peut cependant espérer que les
méthodes de la topologie algébrique permettent un abord
nouveau et fécond de cette théorie.

Dans cette direction peu de résultats sont actuellement
connus. On peut par exemple citer la formule de Poincaré-
Reeb pour les feuilletages de codimension 1 définis par une
forme de Pfaff complètement intégrable ([17]); on peut aussi
mentionner une étude entreprise récemment par R. Deheuvels
et utilisant des techniques de géométrie différentielle.

L'objet de ce travail est de faire une étude homologique d'un
type de feuilletages dont le comportement est voisin de celui
des fibrations : les feuilletages ayant la propriété du prolonge-
ment des homotopies.

On peut d'ailleurs rappeler à ce sujet que tout feuilletage 9
de dimension 1 du plan R2 possède les propriétés suivantes :

1) chaque feuille de 9 est fermée et homéomorphe à R
(Bendixon, Kaplan) ;

2) l'espace des feuilles R2/? de 9 est une variété topo-
logique de dimension 1 (en général non séparée) simplement
connexe et à base dénombrable (Haefliger, Reeb);

3) la projection p : R2 -> R2/? est une fib ration localement
triviale (Whitney).



220 CLAUDE GODBILLON

Plus généralement, une relation d'équivalence p sur un
espace topologique X a la propriété du prolongement des
homotopies si la condition suivante est satisfaite : « étant
données deux simplexes singuliers f et g de même dimension
de X équivalents points par points {f{x) ~ g(x) pour tout x),
on peut suivre toute déformation de f en une déformation
équivalente de g ».

Cette notion généralise celle de fibre au sens de Serre :
l'espace topologique quotient X/p (ou plus généralement la
base du fibre) ne joue ici aucun rôle.

La propriété du prolongement des homotopies est par
exemple vérifiée par les relations d'équivalence suivantes :

1) classes à gauche d'un groupe topologique module un
sous-groupe (généralisation de la fibration localement triviale
d'un groupe de Lie sur l'espace homogène associé à un sous-
groupe fermé) ;

2) groupe discret opérant continuement et sans point fixe
(généralisation des revêtements galoisiens) ;

3) feuilletage transverse à une fibration dans le cas où le
groupe structural (discret) de la fibration opère sans point fixe
sur la fibre;

4) feuilletage défini par une forme de Pfaff fermée et sans
singularité.

Sous des hypothèses assez faibles sur la topologie de X,
la propriété du prolongement des homotopies (restreinte
d'ailleurs aux simplexes de dimension 0) entraîne que p est
une relation d'équivalence ouverte. Cette notion pourrait
donc conduire à une étude (à peine esquissée ici) de ces rela-
tions d'équivalence dans le cadre de la dynamique topolo-
gique.

Le défaut d'une base topologique pour une relation d'équi-
valence ayant la propriété du prolongement des homotopies
rend en général difficile une étude géométrique directe. Par
contre le cadre semi-simplicial permet d'obtenir une situation
exploitable.

Soit % le complexe singulier de X; la relation d'équi-
valence p s'étend en une relation d'équivalence, notée encore p,
sur % : deux simplexes singuliers f et g de dimension n
sont équivalents si l'on a f{x) ~ g(x) pour tout x e A".
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Cette relation d'équivalence est compatible avec la structure
semi-simpliciale de ââ; il existe donc un ensemble semi-
simplicial quotient S> == ââ/p.

On peut alors caractériser les relations d'équivalence ayant
la propriété du prolongement des homotopies comme celles
pour lesquelles % -> % est un fibre au sens de Kan.

Par conséquent dans ces conditions, si X est connexe par
arcs, les classes d'équivalence de p ont même ensemble de
composantes connexes; et deux telles composantes connexes
ont même type d'homotopie faible. En particulier, si p est
associée à un feuilletage 3 ,̂ toutes les feuilles de S sont
simultanément compactes ou non compactes (dans le premier
cas 9 définit d'ailleurs une fibration localement triviale).

La théorie générale des fibres au sens de Kan conduit aussi
à l'existence d'une suite exacte d'homotopie, d'une suite
spectrale en homologie et en cohomologie, ...

Les fibres de la fibration de Kan % —^ % s'interprètent comme
les complexes singuliers des classes d'équivalence de p munies
de la topologie induite. Mais, lorsque p est associée à un
feuilletage S de dimension p d'une variété paracompacte,
ces fibres sont aussi les complexes singuliers des feuilles de 9
munies de leur topologie fine ; elles ont donc dans ce cas même
homologie que des variétés de dimension p (leur homologie
est par exemple nulle en dimensions supérieures à p).

L'espace semi-simplicial quotient % s'identifie à un sous-
complexe du complexe singulier de l'espace topologique
quotient X/p; mais il en est en général distinct (l'égalité
caractérise les fibres au sens de Serre). Par contre, si p est
associée à un feuilletage 9 de codimension q dont l'espace
des feuilles X/p est une variété topologique (séparée ou non)
l'espace semi-simplicial quotient a même type d'homotopie
que le complexe singulier de X/p; son homologie est donc
nulle en dimensions supérieures à ç.

Mais en général (même dans le cas des variétés feuilletées),
l'espace semi-simplicial quotient S> n'est pas de dimension
homologique finie.

On peut cependant obtenir des résultats de deux types
différents :

1) ceux qui ne font pas intervenir la nature de la base semi-
simpliciale %; par exemple : il n'existe pas sur R" de relation
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d'équivalence ayant la propriété du prolongement des homoto-
pies et pour laquelle les classes d'équivalence soient des sphères
homologiques de dimension paire;

2) ceux pour lesquels une étude directe permet d'obtenir
des précisions sur la nature de % ; par exemple : si 9 est un
feuilletage de codimension 1 de R" ayant la propriété du
prolongement des homotopies les feuilles de 9 sont simple-
ment connexes et acycliques.

Les résultats de ce travail ont été annoncés dans quatre
Notes aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences :
[6J, [7], [8] et [9].



CHAPITRE 1

TOPOLOGIE FINE
ASSOCIÉE A UNE FAMILLE ^APPLICATIONS

On considère un espace topologique E dont on désigne
par S la topologie.

1. Définitions et propriétés.

Soit 3Ê une famille d'applications continues de but E;
on supposera que pour toute application f^S la source de f
est connexe.

DÉFINITION 1. — La topologie fine de E associée à la famille
Ï est la topologie la plus fine sur E qui rende continues toutes
les applications de 3£.

On désignera par S^ cette topologie fine. Plus généralement
d'ailleurs, pour toute partie A de E on désignera par (A, S)
(resp. (A, S^)) l'espace A muni de la topologie induite par S
(resp. par S^e).

Les propositions suivantes sont immédiates :

PROPOSITION 1. — La topologie S^ est plus fine que la
topologie S.

Pour toute partie A de E l'application identique de
(A, î^) dans (A, S) est donc continue.

PROPOSITION 2. — Les composantes connexes de E pour S
sont ouvertes et fermées pour t^e.

On supposera donc dans la suite que E est un espace
connexe. Cette hypothèse n'entraîne pas en général que
l'espace (E, 6^) soit connexe.



224 CLAUDE GODBILLON

Un cas particulier important est celui où X est la famille if
des simplexes singuliers de E (applications continues dans E
dont la source est un simplexe géométrique standard A") :
^ est le complexe singulier de E. On a alors :

PROPOSITION 3. — Les composantes connexes par arcs de
(E, ©9') sont identiques aux composantes connexes par arcs de
(E, S). Chacune de ces composantes connexes est ouverte et
fermée pour ©9'.

PROPOSITION 4. — Soit C une composante connexe par
arcs de E. Inapplication identique i de (C, ©9') dans (C, S)
induit un isomorphisme des complexes singuliers.

Démonstration.
L'application i : (C, S^) —> (C, S) étant continue tout

simplexe singulier de (C, ©9') est aussi un simplexe singulier
de (C, S).

Réciproquement un simplexe singulier de (C, S), étant
dans tf, est aussi par définition un simplexe singulier de
(E, %), donc de (C, %). L'application i induit donc un
isomorphisme des complexes singuliers.

COROLLAIRE. — Uapplication i: (C, ̂ ) -> (C, S) induit des
isomorphismes des groupes d'homotopie, des groupes d^homologie
singulière et des anneaux de cohomologie singulière.

2. Modèles.

DÉFINITION 2. — Un modèle de E est un couple (M, h)
où M est un espace topologique connexe et h une application
continue et bijective de M sur E ayant la propriété suivante :

tout point x de M possède un voisinage U tel que h soit
un homéomorphisme de U sur A(U).

L'application h est donc localement bicontinue; mais elle
n'est pas nécessairement un homéomorphisme local.

Exemples. — 1) Soit i l'application identique de E; (E, i)
est un modèle de E.
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2) Soit V une variété topologique et soit 9 un feuilletage
de dimension p de V [17]. La topologie fine de V associée
à 9 détermine pour chaque feuille E de ^ (munie de la
topologie induite par la topologie initiale de V) un modèle
(M, h) pour lequel M est une variété topologique de dimen-
sion p.

3) Plus généralement soit X un espace topologique sur
lequel est défini un système dynamique généralisé au sens
de [18]. La topologie fine de X associée à ce système dyna-
mique détermine pour chaque trajectoire de E un modèle
(M, A) pour lequel M est un espace localement connexe.

PROPOSITION 5. — Soit h une application continue et
bijectived9 un espace M sur E; alors h est un homéomorphisme
de M sur (E, S^).

En effet h est tout d'abord une application continue et
bijective de M sur (E, ®^); h est de plus une application
ouverte : si U est un ouvert de M, A(U) est un ouvert de ©^
car À-1 (AU) == U.

En particulier si (M, h) est un modèle de E, h est un homéo-
morphisme de M sur (E, ®|^).

DÉFINITION 3. — Un modèle (M, h) de E est un modèle
régulier si pour tout point x de M il existe un système fonda-
mental (Ui);gi de voisinages de x et un système fondamental
(^i)iei ^e voisinages de f[x) ayant la propriété suivante:

pour tout indice i e I h est un homéomorphisme de Ui sur la
composante connexe de V; contenant h{x).

Si (M, h} est un modèle régulier de E l'espace M est
localement connexe.

Exemples. — Les exemples de modèles donnés précédemment
ne sont pas nécessairement réguliers :

1) Pour que (E, i) soit un modèle régulier de E il faut
et il suffit que E soit un espace localement connexe.

2) Pour que la topologie fine associée à une feuille E de 9
définisse un modèle régulier de E il suffit (mais ce n'est pas
nécessaire) que V soit une variété paracompacte ; en effet
dans ce cas pour tout ouvert distingué U de 3*, U n E est
constitué d'une famille dénombrable de plaques.
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3) Comme dans l'exemple précédent, pour que les modèles
associés aux trajectoires d'un système dynamique généralisé
soient réguliers il suffit que l'espace X soit paracompact.

PROPOSITION 6. — Soient (MI, Ai) et (Mg, Ag) deux modèles
réguliers de E. ^application h^ h^ est un homéomorphisme
de MI sur Mg.

Démonstration.
Soient x^ un point de Mi, y = h^(x^) et x^ = h^Çy).

Soit W un voisinage de x^ ; on peut trouver un voisinage
Ug c W de ^2, et un voisinage Vg de y tels que Ag soit
un homéomorphisme de Ug sur la composante connexe de Vg
contenant y.

On peut aussi trouver un voisinage Ui de x^ et un voisi-
nage Vi c Vg de y tels que h^ soit un homéomorphisme
de Ui sur la composante connexe de Vi contenant y. On a
alors Ui c /^/^(Ua) c A^/^W) $ ce qui montre que h^h^
est continue au point x^.

On montre de même que h^h^ est continue au point ^3.
c.q.f.d.

Si E possède un modèle régulier, il est donc unique à un
homéomorphisme près.

PROPOSITION 7. — Soit (M, h) un modèle régulier de E.
La topologie ^ ^st plus fine que la topologie 6^.

Cette proposition signifie que h est une application ouverte
de M dans (E, S^), ou encore que h~1 est une application
continue de (E, E^) dans M (proposition 5).

Démonstration.
Il suffit de montrer que pour toute application (T de tf, h~1^

est une application continue.
Soient donc o" : A" -> E un simplexe singulier de E, x un

point de A'1, y = d{x) et z = /r^y). Soit W un voisinage
de js; on peut trouver un voisinage U c W de z et un voisi-
nage V de y tels que h soit un homéomorphisme de U sur
la composante connexe de V contenant y.

Il existe un voisinage connexe Z de x dans A" tel que
< r ( Z ) c V ; on a alors a(Z) c A(U) et A-^Z) c U c W. Ce qui
montre que h~1^ est continue en x.

c.q.f.d.
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Remarque. — Cette proposition reste vraie si on remplace if
par une famille d'applications continues dont les sources sont
des espaces localement connexes.

3. Modèles réguliers et variétés.

LEMME 1. — Soient M.p et \q deux variétés différentiables.
Si h est un plongement différentiable et régulier de M dans V,
(M, h) est un modèle régulier de h(M).

Démonstration. — Soit x un point de M. Puisque h est
un plongement différentiable et régulier de M on peut trouver
un système fondamental (U^g^ de voisinages de x et un
système fondamental (V;)^^ de voisinages de h{x) ayant
les propriétés suivantes pour tout i :

1) Vi est difféomorphe à la boule unité B^;
2) Vi n A(M) s'identifie à une section plane de B^;
3) h est un difféomorphisme de U\ sur V, n A(M).

c.q.f.d.
Remarque. — Ce lemme est inexact si l'on ne suppose pas que

le plongement h est régulier. Le plonge-
ment de R dans R2 dessiné ci-contre en
est un contre exemple.

THÉORÈME 1. — Soit (M, h) un modèle régulier de E pour
lequel M est une variété topologique de dimension p. Inappli-
cation h est un homéomorphisme de M sur (E, Ç^).

Démonstration. — On a déjà vu que h est une application
bijective et ouverte de M sur (E, S^) (proposition 7); il
reste donc à montrer qu'elle est continue.

Soit x un point de M et soit U un voisinage de h(x)
dans (E, 6^).

Soit g un homéomorphisme du simplexe /^p sur un voisi-
nage de x dans M. Le composé hg est une application
continue de ^p dans (E, %); hg est donc un élément de ^.
Par suite ^/^(U) est un voisinage de g~l{x) dans ^p et
/r^U) = g(g~lA~l(U)) est un voisinage de x dans M. Ce
qui montre la continuité de h en x.

c.q.f.d.
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Remarque. — Soit ^' la famille des applications continues
de R^" dans E; compte tenu de la remarque suivant la
proposition 7, on démontre de façon analogue que h est un
homéomorphisme de M sur (E, ©9").

COROLLAIRE 1. — Dans les hypothèses du théorème 1, h est
une équivalence dhomotopie faible de M sur (E, S).

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théorème 1
et de la proposition 4. (En fait h induit un isomorphisme des
complexes singuliers.)

COROLLAIRE 2. — Soit V une variété topologique paracom-
pacte et soit 9 un feuilletage de V. Si E est une feuille de S
la topologie fine de E associée à ^ et la topologie fine de E
associée à la famille ^ sont identiques.

En effet la topologie fine de E associée à 9 définit un
modèle régulier (M, h) de E (munie de la topologie induite
par la topologie de V) pour lequel M est une variété topo-
logique (voir exemples 2).

COROLLAIRE 3. — Dans les hypothèses du corollaire 2, l^injec-
tion canonique i de E munie de la topologie fine associée à ,̂
dans E munie de la topologie induite par la topologie de V,
définit un isomorphisme des complexes singuliers.

Remarque. — On peut démontrer directement que l'injection
canonique i est une équivalence d'homotopie.

Soit en effet ^ le recouvrement ouvert de la feuille E
(munie de la topologie induite S) associé à l'atlas définissant
le feuilletage S. Le complexe singulier if de (E, S) a même
type d'homotopie que le complexe ifc^ engendré par les sim-
plexes singuliers « petits d'ordre ^ ».

Soit W le recouvrement ouvert de la feuille E (munie de
la topologie fine S') défini par les plaques de S contenues
dans E. Le complexe singulier tf' de (E, S') a même type
d'homotopie que le complexe if'w engendré par les simplexes
singuliers « petits d'ordre W ».

Mais si la variété V est paracompacte on a ^ == ^ ' ^ .

COROLLAIRE 4. — Soit G un groupe de Lie opérant différen-
tiablement et proprement sur une variété différentiable M.
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Pour tout point x de M, on désigne par V^ {resp. H.) la
trajectoire de x {resp. le sous'groupe d'isotropie de x}. La
bijection canonique h de G/H, sur (V.,, S^) est un homéo-
morphisme.

On déduit en effet du lemme 1 que (G/H^., h) est un modèle
régulier de V^.



CHAPITRE II

ENSEMBLE SEMI-SIMPLICIAL QUOTIENT
ASSOCIÉ A UNE RELATION ^ÉQUIVALENCE

1. Ensemble semi-simplicial quotient.

On considère dans ce chapitre un espace topologique X
sur lequel est donnée une relation d'équivalence p (on écrira
aussi x — y pour p{x, y)). On note TT la projection de X
sur X/p.

Pour toute classe d'équivalence E de p on désignera par
(E, S) (resp. (E, S^)) l'espace E muni de la topologie induite
par X (resp. de la topologie fine associée à la famille if de tous
les simplexes singuliers de (E, S)).

DÉFINITION 1. — Deux simplexes f et g de dimension n
de X sont équivalents (relativement à p ) si l'on a f{x) — g{x)
pour tout x e A71.

Cette relation définit une relation d'équivalence, qu'on
notera encore p, sur le complexe singulier 3? de X.

Il est clair que cette relation d'équivalence est compatible
avec les opérateurs de face et de dégénérescence dans 3?. On
peut donc définir un ensemble semi-simplicial quotient
% == 3£/p, et une projection semi-simpliciale p de X sur %.

DÉFINITION 2. — L'ensemble semi-simplicial S> == j£/p est
l'ensemble semi-simplicial quotient associé à p.

Soit b un sommet de ï8, et soit (6) le sous-ensemble semi-
simplicial de % engendré par &. Soit x un point de X
représentant b dans X et soit E la classe d'équivalence de p
contenant x. On a :

PROPOSITION 1. — Le sous-ensemble p"1^) est le complexe
singulier de l'espace (E, 6).
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Démonstration. — En effet un simplexe singulier f de
dimension n de X est dans p"1^) si et seulement si f
est équivalent dans 3£ au simplexe singulier défini par l'appli-
cation constante de A" sur x\ donc si l'image de A" par f
est contenue dans E.

COROLLAIRE 1. — Avec les notations précédentes^ p^Çb) est
le complexe singulier de l'espace (E, î^).

Ce corollaire est une conséquence de la proposition 4 du
chapitre I. On en déduit (voir corollaire 3, paragraphe 3,
chapitre 1) :

COROLLAIRE 2. — Lorsque p est la relation d9 équivalence
associée à un feuilletage de dimension p d'une variété topolo-
gique paracompacte, le sous-ensemble p"1^) a même type
dhomotopie faible que le complexe singulier S une variété topo-
logique paracompacte de dimension p.

2. Rapports avec l'espace topologique quotient»

L'ensemble semi-simplicial quotient È8 peut s'identifier à
un sous-ensemble semi-simplicial du complexe singulier G
de l'espace topologique quotient X/p; en effet chaque classe
de simplexes singuliers de 3É définit un simplexe singulier
de X/p.

Mais en général % est distinct de (° : en effet pour que
l'on ait S) = G il faut et il suffit que tout simplexe singulier
de X/p se relève en un simplexe singulier de X.

Cette dernière condition n'est par exemple pas vérifiée
lorsque p est la relation d'équivalence sur le tore T2 associée
à un sous-groupe à un paramètre non compact; dans ce cas la
topologie quotient de T2/? est en effet la topologie grossière.

On a cependant :

PROPOSITION 2. — Soit (X, jf, B) un fibre au sens de Serre
et soit p la relation dîéquivalence sur X associée à f. Alors:

1) (X, il, X/p) est un fibre au sens de Serre;

2) l'ensemble semi-simplicial quotient S!> est égal au complexe
singulier G de X/p ;
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3) la bijection canonique continue h de X/p sur B induit
un isomorphisme des complexes singuliers.

Démonstration. — On a un diagramme commutatif

Xy\
X / p — — B

Soient g une application continue de A71 dans X et F
une application continue de A" X 1 dans X/p telles que
7cg(;r) == T{x, 0) pour tout x e A". On a donc

hr^g(x) == fg{x) === hT(x, 0) pour tout x e A".

Il existe par suite une application continue G de A" X 1
dans X telle que fo G = h o F, ou encore TT o G == F;
ce qui montre 1).

Puisque (X, TT, X/p) est un fibre au sens de Serre, toute
application continue d'un polyèdre fini et contractile P
dans X/p se relève en une application de P dans X; en
particulier tout simplexe singulier de X/p est la projection
d'un simplexe singulier de X; ce qui montre 2).

Enfin, puisque tout simplexe singulier de B se relève en
un simplexe singulier de X, h induit un isomorphisme des
complexes singuliers.

c.q.f.d.

PROPOSITION 3. — Si la projection 11 de X sur X/p
admet une section locale continue au voisinage de chaque point
de X/p, l7injection canonique de S) dans 6 est une équivalence
d'homotopie.

Démonstration. — Soit ^ == (U;)^ un recouvrement de
X/p par des ouverts Ui sur lesquels il existe une section
de TC; et soit 61 l'ensemble des simplexes singuliers de X/p
dont l'image est contenue dans un des ouverts Ui. Il est
clair que 61 est contenu dans %.

On peut construire, par subdivision barycentrique, une
rétraction r du complexe des chaînes singulières

C(X/p; Z)=C((3; Z)
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sur le complexe de chaînes C((°i ; Z) qui soit un inverse homo-
topique de l'inclusion de C(fii; Z) dans C(X/p; Z) [4].

De plus la construction de r est telle que sa restriction à
C(^;Z) est une rétraction de C(%; Z) sur C((°i; Z) inverse
homotopique de l'inclusion C(%; Z) <- C((°i; Z).

c.q.f.d.

COROLLAIRE 1. — Soit ^ un feuilletage de codimension p
d'une variété topologique V et soit p la relation d'équivalence
sur V associée à S. Si l'espace des feuilles est une variété
topologique de dimension p (en général non séparée)^ l'espace
semi-simplicial quotient a même type d'homotopie faible que le
complexe singulier de V/p.

En effet si l'espace des feuilles V/p est une variété, il
existe au voisinage de chaque point de V/p une section de la
projection 11.

COROLLAIRE 2. — Soit 9 un feuilletage de codimension 1
d'une variété topologique V simplement connexe tel que toutes
les feuilles de 9 soient fermées dans V; et soit p la relation
d'équivalence sur V associée à 9. L'espace semi-simplicial
quotient S> a même type d'homotopie faible que le complexe
singulier d'une variété topologique de dimension 1.

On a donc en particulier Hi(%; Z) == 0 pour i > 1.

Démonstration. — Un résultat de A. Haefliger [12] assure
en effet que dans les hypothèses du corollaire l'espace des
feuilles de 9 est une variété topologique de dimension 1
(en général non séparée).

c.q.f.d.



CHAPITRE III

PROLONGEMENT DES HOMOTOPIES

On considère un espace topologique X sur lequel est
donnée une relation d'équivalence p. Toutes les applications
seront supposées continues.

1. Le prolongement des chemins.

DÉFINITION 1. — La relation d'équivalence p a la propriété
du prolongement des chemins si la condition suivante est vérifiée :

(C) quelle que soit Inapplication f de 1 == [0, 1] dans E,
quel que soit le point x de E équivalent à f(0), il existe une
application g de 1 dans E telle que g(0) === x et g{t) ̂  f(t)
pour tout t e I.

Lorsque p est la relation d'équivalence associée à un feuil-
letage 9 d'une variété V, on dit aussi que 9 a la propriété
du prolongement des chemins.

Exemples. — 1) La relation d'équivalence associée à la pro-
jection d'une fibration de Serre a la propriété du prolongement
des chemins.

2) Soit G un groupe topologique opérant continuement à
gauche sur un espace E et soit p la relation d'équivalence
sur E dont les classes sont les trajectoires des points de E.

La relation d'équivalence p a la propriété du prolongement
des chemins; en effet si x === oc/*(0) avec a e G, on peut définir
g p^ sW = ̂ fW9

En particulier la relation d'équivalence définie par les
classes à droite d'un groupe modulo un sous-groupe, et la
relation d'équivalence dont les classes sont les trajectoires
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d'un système dynamique topologique au sens de Nemitskii et
Stepanov ont la propriété du prolongement des chemins.

THÉORÈME 1. — Soit S un feuilletage de dimension p
(Kune variété topologique V" de dimension n. Le feuilletage 9
a la propriété du prolongement des chemins.

Démonstration. — Soit f une application de 1 dans V"
et soit x = /*(0) ; on désigne par F la feuille de 9 conte-
nant x.

Soit y un point de F; il existe un plongement c du

[ 1 3 '1segment — ---» --- dans F tel que c(0) == x et c{i) == y.

On peut trouver un voisinage tubulaire T de c dans V
fibre en boules ouverts ayant les propriétés suivantes :

— les feuilles de S sont transverses aux fibres de T;
— T n F est un voisinage tubulaire de c dans F ;
— il existe une rétraction r de T sur T n F ;
— il existe une application distinguée ([14]) A de T dans

Rp;
— les applications r et h définissent une décomposition

de T en produit.
Soit s > 0 tel que l'image par f du segment [0, s] soit

contenue dans T; et soit y une application de [0, s] dans
T n F telle que y(0) = y et y(£) = rf(i).

On définit alors g par

gW = (ï(^ W))) pour 0 < ( < e,
g(t) = f(t) pour £ < t < 1.

c.q.f.d.
On suppose dans la suite de ce paragraphe que chaque point

de X possède un système fondamental dénombrable de
voisinages connexes par arcs, et que la relation d'équivalence p
a la propriété du prolongement des chemins.

LEMME. — Soient x un point de X, (V^)^ç^ un système
fondamental de voisinages connexes par arcs de x, et (xp)p^
une suite de points de X tendant vers x et telle que Xp e V^
pour p ̂  n. Il existe alors une application f de ï dans X

/ s \/ 1 \telle que f(0) == x et /*( — ]x et l { ~ ^ ) = ̂
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Démonstration. - Soit s? une application du segment

[pTT 7] dans v. telle ^ ^(———)=^ et
/1\«.(̂ )=...

^ On définit /• par /•(O) == x et f, = s, si ^ f-A—, ±1
L'application f est alors continue. Lp + 1 p J

THÉORÈME 2. — La relation d'équivalence p e^ ouverte.

Démonstration. — Soit U un ouvert de X et soit V le
saturé de U pour p. Si V n'est pas un ouvert de X il
contient au moins un de ses points frontières; soit donc x
un point frontière de V.

On peut trouver un système fondamental ÇWn)nw ^
voisinages connexes par arcs de x et une suite {^p^ de
points de X — V tendant vers x et telle que Xp e W^ pour
p > n. Il existe donc une application f de 1 dans X telle
que /•(O) = x et /YA^ = ̂

Soit y un point de U équivalent à x\ il existe une appli-
cation g de 1 dans X telle que g(0) == y et g(t) ~ /*(()
pour tout ( e I. Dès que p est assez grand on a g (-l-\ e U,
et par suite ^ e V $ ce qui est une contradiction. ^^

c.q.f.d.
COROLLAIRE 1. — Si A est une partie de X saturée pour p,

^7 en est de même de S.

COROLLAIRE 2. — 5i un point x de X est adhérent à une
classe d'équivalence F, la classe d'équivalence de x est adhé-
rente à F.

Ces deux corollaires sont des résultats classiques de dyna-
mique topologique [18].

2. Le prolongement des homotopies.

DÉFINITION 2. — La relation d'équivalence p a la propriété
du prolongement des homotopies si la condition suivante est
vérifiée :

(H) quelle que soit l'application F de A" X 1 dans X
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quelle que soit Inapplication g de A" dans X telle que

g[x) ~ F(rc, 0) pour tout x e A",

il existe une application G de A" X 1 telle que

G{x, 0) = g{x) pour tout x e A"
G( ,̂ () — ¥{x, t) pour tout {x, t) e A71 X I.

En particulier p a donc la propriété du prolongement des
chemins.

Lorsque p est la relation d'équivalence associée à un feuil-
letage 9 d'une variété V, on dit aussi que S a la propriété
du prolongement des homotopies.

Exemples. — 1) La relation d'équivalence associée à la
projection d'une fibration de Serre a la propriété du prolonge-
ment des homotopies.

2) Un feuilletage 9 de dimension 1 du plan R2 a la pro-
priété du prolongement des homotopies.

En effet d'après [15] les feuilles de 9 sont fermées et homéo-
morphes à R ; l'espace des feuilles R2/? de 9 est une variété
topologique de dimension 1 en général non séparée; la projec-
tion de R2 sur R2/? est une fibration localement triviale.
(On peut remarquer que, bien que R2/? soit contractile, cette
fibration n'est pas en général triviale; on pourra se reporter
à [11] pour une étude plus approfondie de cette situation.)

PROPOSITION 1. — Soient G un groupe topologique et K
un sous-groupe de G. La relation d équivalence sur G dont les
classes sont les classes à gauche de G modulo K. a la propriété
du prolongement des homotopies.

Démonstration. — Soient F une application de A" X 1
dans G et y une application de A" dans G telles que
h(^x) = y(^)F(n?, O)"1 appartienne à K pour tout x dans A".

L'application F de A71 X 1 dans G définie par
r(a?, t) == h{x)F{x, t) est alors telle que

'x^ 0) == y{x) pour tout x e A"
[x, t) ~ F{x, t) pour tout {x, t) e A" X I.

F(.
F(,

c.q.f.d.
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Remarque. — Lorsque G est un groupe de Lie et K un
sous-groupe fermé de G, cette relation d'équivalence est
associée à la projection p d'une fibration localement triviale
de G sur G/K. Par contre si K n'est pas fermé (G, p, G/K)
n'est pas nécessairement une fibration même au sens de Serre,
comme le montre l'exemple d'un sous-groupe à un paramètre
non compact du tore T2 (voir chap. II, § 2).

PROPOSITION 2. — La condition (H) est équivalente à Vune
des deux conditions suivantes :

(Hi) quel que soit le polyèdre fini P,
quelle que soit Inapplication F de P X 1 dans X,
quelle que soit Inapplication g de P dans X telle que

g{x) ~ F{x, 0) pour tout x e P,

il existe une application G de P X 1 dans X telle que

G(x, 0) = g(x) pour tout x e P,
G(x, t) ~ ¥{x, t) pour tout {x, t) e P x I.

(Ha) quelle que soit la paire triangulée compacte (E, A)
telle que A soit un rétract par déformation de E,

quelle que soit Inapplication F de E dans X,
quelle que soit Inapplication g de K dans X telle que

g(x) ̂  F(*^) pour tout x e A,

il existe un prolongement G de g à E tel que

G(x) ~ F(^) pour tout x e E.

La démonstration de cette proposition est analogue à celle
donnée par Hu [16] dans le cas des fibres de Serre.

Lorsque p a la propriété du prolongement des homotopies
on peut préciser les propositions 2 et 3 du chapitre II de la
façon suivante :

PROPOSITION 3. — Pour que inensemble semi-simplicial
quotient % soit identique au complexe singulier (° de l'espace
quotient X/p il faut et il suffit que (X, TT, X/p) soit un fibre
au sens de Serre.
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Démonstration. — La condition suffisante a été démontrée
au chapitre II. Supposons donc réciproquement que l'on ait
Ot _ ftJy —— .̂

Soient G une application de A" X 1 dans X/p et f une
application de A" dans X telles que ^f{x) = G(x, 0) pour
tout xe A".

Puisque A" X 1 est homéomorphe à A"4'1 il existe un
relèvement F de G dans X; on a alors f(x) ~ T'{x, 0) pour
tout x e A".

L'hypothèse du prolongement des homotopies entraîne donc
l'existence d'une application F de A" X 1 dans X telle que

F(^, 0) == f{x) pour tout x e A",
F{x, t) — T(x, t), c'est-à-dire irF^, t) = G{x, t)

pour tout {x, t) e A" X I.
c.q.f.d.

PROPOSITION 4. — 5i p a la propriété du prolongement des
homotopies et si la projection TC de X sur X/p admet une
section locale continue au voisinage de chaque point de X/p,
(X, TT, X/p) est un fibre au sens de Serre.

Démonstration. — Soit ^ == (U^) un recouvrement de X/p
par des ouverts sur lesquels il existe une section de TT.

Soit f un simplexe singulier de dimension n de X/p.
On peut construire une subdivision simpliciale de A", avec
un ordre o"i, . . . , (T,. sur les simplexes de dimension n de
cette subdivision, de façon que les conditions suivantes soient
vérifiées :

a) pour tout a, /'(o'a) est contenu dans un ouvert du recou-
vrement ^ ;

b) il existe une rétraction par déformation de ŒQ sur
ô(Tp n {__j (Ta.

a<?Pour tout a le simplexe singulier /^ se relève en un sim-
plexe singulier ga d6 X.

Puisque p a la propriété du prolongement des homotopies,
on peut en utilisant l'hypothèse b prolonger de proche en
proche gi en une application g de A71 dans X telle que
^ ° g = f'
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On déduit alors de la proposition 3 que (X, TT, X/p) est un
fibre au sens de Serre.

c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Soit 9 un feuilletage d'une variété topolo-
gique V ayant la propriété du prolongement des homotopies.
Si l'espace des feuilles V/p est une variété de dimension p,
(V, TI, V/p) est un fibre au sens de Serre.

Remarques, — Lorsque 9 est un feuilletage d'une variété V
pour lequel l'espace des feuilles V/p est une variété, chaque
feuille de 9 est fermée dans V.

On peut d'autre part montrer que si 9 a la propriété du
prolongement des homotopies, et si de plus chaque feuille
de 9 est compacte (il suffit d'ailleurs pour cela qu'une seule
le soit), alors V/p est une variété et (V, TC, V/p) est une
fibration localement triviale.

3. Groupes discrets opérant sans point fixe»

Soit F un groupe discret dénombrable opérant continue-
ment à gauche sur X.

On suppose que F opère sans point fixe sur X, c'est-à-dire
que la relation ^x == x entraîne y == e (e élément neutre
de F).

Soit p la relation d'équivalence sur X dont les classes
sont les trajectoires des points de X.

THÉORÈME 3. — La relation d'équivalence p a la propriété
du prolongement des homotopies.

Cette situation généralise celle du groupe discret opérant
proprement sans point fixe sur X : dans ce cas en effet
(X, TC, X/p) est un revêtement.

On peut étendre les opérations de F sur X en des opéra-
tions semi-simpliciales de F sur â6$ le groupe F opère alors
sans point fixe sur %.

La démonstration du théorème 3 repose sur le lemme
suivant :

LEMME. — Soit Y un espace topologique connexe, localement
compact et localement connexe. Il n'existe pas de partition
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(A^)yej de Y ayant les propriétés suivantes :
a) J est un ensemble dénombrable ayant plus Sun élément',
b) chaque Aj est un fermé non ^ide de Y.

Démonstration du lemme. — Supposons qu'il existe une
partition (Ay)yçj ayant les propriétés a) et b) du lemme.

Désignons par Vy l'intérieur de Ay, et par Fy = A.j — Vy
la frontière de Ay. La réunion F des Fy a les propriétés
suivantes :

— F est un fermé de Y (son complémentaire est la réunion
des V,.);

— F n'est pas vide (Y est connexe);
— F est réunion disjointe des F^.
Puisque Y est localement compact, il en est de même de F.

Pour obtenir une contradiction il suffit donc, d'après la pro-
priété de Baire, de montrer que les Fy n'ont pas de points
intérieurs dans F.

Soit x un point intérieur de Fy dans F. Il existe un
voisinage connexe W de x dans Y tel que F n W soit
contenu dans Fy; donc F n W == Fy n W.

Mais W qui n'est pas contenu dans A.j [x n'est pas
intérieur à Aj) rencontre au moins un second fermé Aj^,
/c=^:y ; W ayant des points dans A.j et dans A^ rencontre
donc par raison de connexité la frontière F^ de A^. Ce qui
contredit l'égalité W n F == W n Fy. c.q.f.d.

Démonstration du théorème. — Soient f et g deux appli-
cations de A" dans X telles que f(x) ~ g{x) pour tout
x e A". A chaque point x de A" on peut donc associer un
élément ya; de F tel que g{x) = ̂ {.cf(x).

D'autre part pour tout élément y de F, les applications
x —> g(x) et x —> ̂ f(x) coïncident sur un fermé A^ de A".
De plus puisque F opère sans point fixe sur X on a

A^ n A^ == ^ pour Yi ̂  y2-

On obtient ainsi une partition dénombrable de A" en
fermés disjoints. On déduit du lemme précédent que cette
partition est triviale, c'est-à-dire qu'il existe un élément y
de F tel que Av == A"; on a donc g(x) == yf(^) pour tout
xe^.
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Si maintenant F est une application de A" X 1 dans X
telle que F{x, 0) = f{x) pour tout x e A", l'application G
de A" X 1 dans X définie par G{x, t) = yF(.r, t) est telle que

G(x, 0) == g(x) pour tout x <= A",
G(x, t) — F(^, t) pour tout (x, t) e A71 X I.

c.q.f.d.

4. Feuilletage transverse à une fibration.

Soit B une variété difîérentiable connexe paracompacte de
dimension q, et soit YJ = (V, p, B) un fibre difîérentiable (au
sens de Steenrod [20]) sur B dont la fibre F est une variété
difîérentiable paracompacte.

Un feuilletage difîérentiable 9 de V est transverse à la
fibration YJ si les conditions suivantes sont vérifiées :

— 9 est de dimension q\
— en chaque point de V la feuille de 9 et la fibre de Y]

se coupent transversalement.
Dans ces conditions un résultat de C. Ehresmann [3] assure

que, si la fibre F est compacte, le groupe structural F de Y)
est discret et est associé à une représentation de T^i(B) (qui
est dénombrable) dans le groupe des difféomorphismes de F.
Plus précisément, à tout chemin dans B d'origine x et
d'extrémité y on peut associer un difîéomorphisme de la
fibre F^ au-dessus de x sur la fibre F y au-dessus de y\
ce difîéomorphisme ne dépend que de la classe d'homotopie du
chemin joignant x à y. Si x et y sont confondus au point
de base b de B, on obtient ainsi une représentation de iti(B)
dans le groupe des difféomorphismes de F^ dont l'image est
le groupe structural F de Y].

Réciproquement d'ailleurs une représentation de ^i(B)
dans le groupe des difféomorphismes de F (F compacte ou
non) permet de construire une variété V fibrée sur B avec F
pour fibre, et un feuilletage 9 de V transverse à cette fibra-
tion [14].

Dans ces conditions la variété V munie de la topologie
fine associée à 9 est un revêtement de B [14].

Soit donc 9 un feuilletage de V transverse à la fibra-
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tion YJ et permettant de réduire le groupe structural F de Y)
à un groupe discret.

On désigne par p la relation d'équivalence sur V associée
à ^; deux points x et y de V sont équivalents si et seule-
ment si la condition suivante est vérifiée :

soit r (resp. s) un chemin dans B d'origine p(x) (resp.
p(y)) et d'extrémité &, et soit h (resp. k) le difféomorphisme
de F^) (resp. fpçy^) sur F& associé à r (resp. s) ; alors il
existe un élément y de F tel que k(y) = yA(^).

THÉORÈME 4. — Si le groupe structural F opère sans point
fixe sur F, la relation d9 équivalence p a la propriété du pro-
longement des homotopies.

Démonstration. — On désigne par d un point de base dans A".
Soit f une application de A" dans V. Le fibre ^W)

sur A" induit de YJ par l'application ç = p o f est trivial.
On peut trouver

— une trivialisation de 9*(Yj) isomorphe à A" X F^),
— une application $ : A" X F^) -> V,
— une application a de A" dans F^),

de telle sorte que les propriétés suivantes soient vérifiées :
1) le diagramme

A - X F^—^-V

A" —T-^B
est commutatif;

2) pour tout x e A", le difféomorphisme de F^) sur Fç(a.)
défini par la restriction de $ à \x\ X F^) est le difféomor-
phisme associé à l'image par y d'un chemin quelconque
joignant d à x dans A";

3) f{x) = ̂ (x, a(.r)).
Si g est une seconde application de A71 dans V, le fibre

^*(y[) sur A71 induit de T) par l'application ^ == p o g est
aussi trivial. On peut trouver

— une trivialisation de ^*(ï]) isomorphe à A71 X F^),
— une application T de A" X F^) danc V,
— une application ^ de A71 dans F^),
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de telle sorte que des propriétés analogues aux propriétés 1)
et 2) précédentes soient vérifiées et que g{x) = Y(rr, (S(n1)).

Soit alors r (resp. s) un chemin dans B d'origine f(d)
(resp. ^{d)) et d'extrémité b, et soit h (resp. k) le difféo-
morphisme de F^) (resp. F^)) sur F;, associé à r (resp. s}.
Pour que f{x) et g(a;) soient équivalents pour tout x <= A"
il faut et il suffit qu'on puisse associer à chaque point x
de A" un élément y .̂ de F de façon que k(^[x)} = Ya;A(a(rp)).

D'autre part pour tout élément y de F les applications
x —> k{^{x)) et x -> y/i(a(^)) coïncident sur un fermé Av
de A". De plus puisque F opère sans point fixe sur F on a
A^ n A^ == ^ pour ^ ̂  ̂ .

On obtient ainsi une partition dénombrable de A" en
fermés disjoints; le lemme du paragraphe précédent montre
alors que cette partition est triviale, c'est-à-dire qu'il existe
un élément y de F tel que /c(p(^)) == Y/i(a(^)), ou encore
gf^oc) == ^{x, À•~'ly/la(;r)) pour tout ^eA".

Soit maintenant S une application de A" X 1 dans V
telle que S(x, 0) == f{x) pour tout ^ e A ^ Le fibre o-*(ï))
sur A" X 1 induit de Y) par l'application o" == p o S est
trivial et isomorphe à ç*('y]) X I. On peut trouver :

— une trivialisation de (7*(yj) isomorphe à A" X 1 X Fç(d),
— une application S de A" X 1 X F^) dans V,
— une application A de A" X 1 dans F^),

de telle sorte que des propriétés analogues aux propriétés 1)
et 2) précédentes soient vérifiées et que de plus

— A.(x, 0) == oc.(x) pour tout x e A",
— S(^, t) = ̂ {x, t, A.(x, t)),
— ïi{x, 0, z) = ̂ (x, z) pour tout {x, z) <= A'1 X Fç(d).
On définit alors une application T de A" X 1 dans V

par T{x, t) == T(;r, /c-^AA^, ()). Cette application a les
propriétés suivantes :

— T(x, 0) == g(x) pour tout x e A",
— T(.r, () ~ S{x, t) pour tout (rr, () e A" X I.

c.q.f.d.
Soit p' la relation d'équivalence sur F^, associée à l'opé-

ration de F. Si F opère sans point fixe sur F&, p' a la pro-
priété du prolongement des homotopies.
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Soit % (resp. %7) l'espace semi-simplicial quotient associé
à p (resp. p'). La relation induite par p sur F& est p'; il
existe donc une injection canonique de %' dans %.

La démonstration du théorème 4 contient alors la démons-
tration de la proposition suivante :

PROPOSITION 5. — Uinjection canonique de %' dans %
est un isomorphisme,

Remarque. — On déduit du théorème 4 que les feuilletages
ergodiques et les feuilletages exceptionnels de Denjoy du
tore T2 ont la propriété du prolongement des homotopies.

Ceci montre donc que les feuilles d'un feuilletage ayant la
propriété du prolongement des homotopies peuvent être plon-
gées différemment dans la variété feuilletée; en effet les feuil-
letages de Denjoy possèdent simultanément des feuilles
propres et des feuilles exceptionnelles.

5. Feuilletages définis par une forme de Pfaff fermée.

Soit V71 une variété différentiable compacte de dimension n
et soit co une forme différentielle de degré 1 fermée et sans
singularité sur V"; co définit un feuilletage 9 de codimension 1
de V" [17].

Soit M71""1 une feuille de 9 et soit v un point de base dans
M71"1. On désigne par i;' le sous-groupe de ^(V71) = i^(V71, ?)
engendré par les lacets de V" sur lesquels la période de co
est nulle; IT' est un sous-groupe normal de ^(V") contenant
le sous-groupe des commutateurs; le quotient Q == ^(V71)/^'
est un groupe abélien libre de type fini; il est donc indépendant
du point de base v choisi. De plus l'intégration de co le
long d'un lacet représentant un élément de Q détermine un
isomorphisme de Q sur un sous-groupe de R.

Soit (W71, p, V") le revêtement galoisien de V71 associé au
sous-groupe -IT'. La forme p*(o est une forme de Pfaff
fermée et sans singularité sur W71 dont toutes les périodes
sont nulles. Il existe donc une fonction différentiable f sur W71

telle que p*œ == df9, la variété W" est alors difféomorphe à
M71-1 X R ([17]). Le groupe structural Q de ce revêtement
opère sur W71 par les translations sur le facteur R.
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THÉORÈME 5. — Le feuilletage 9 a la propriété du prolonge-
ment des homotopies.

Démonstration. — Soient F une application de A7" X 1
dans V" et g une application de A7" dans V71 telles que
l'on ait F(^, 0) ~ g(x) pour tout x e A7".

Il existe une application <S> de A7" X 1 dans W" et une
application y de A7" dans W" telles que

p o $ == F, p o y == ^
^(A" X I^M71-1 x |0| =^,
^(A^nM"-1 X |0| =^

Soit A (resp. (3) l'application de Am X 1 (resp. A771) dans R
obtenue par composition de $ (resp. y) avec la projection de
W ^ M ^ X R sur R. Puisque Pon a F(x, 0) ~ g(x)
pour tout ^eA", les images A(x, 0) et P(^) sont équivalentes
pour les opérations du groupe discret Q dans R.

Il existe donc un prolongement B de ? à A7" X 1 tel que
pour tout (x, t) e A" X I, A(^, () et B(x, t) soient équivalents
dans R pour l'opération de Q (théorème 3 du paragraphe 3).

Cette application B permet de construire un prolongement
de y en une application F de A7" X 1 dans W\

Si l'on pose G = p o F on a alors

G(x, 0) == g(x) pour tout x e A7",
G(x, t) ~ F(x, t) pour tout (x, t) e A7" X I.

c.q.f.d.
Soit p' la relation d'équivalence définie sur R par le

sous-groupe Q; p' a la propriété du prolongement des homo-
topies.

Soit % (resp. %') l'espace semi-simplicial quotient associé
à p (resp. p'). La démonstration du théorème 5 contient aussi
la démonstration de la proposition suivante :

PROPOSITION 6. — La projection p de \v\ X R dans V
induit un isomorphisme de %' sur ai.

On peut alors déduire des résultats du chapitre IV le corol-
laire suivant :

^COROLLAIRE. — Si Q est un groupe abélien libre ayant s
générateurs, % a même type d'homotopie faible que le tore T.



CHAPITRE IV

ÉTUDE HOMOLOGIQUE

On désigne par A[yi] le simplexe semi-simplicial standard de
dimension n et par §71 son simplexe fondamental; A/c[n]
(0 <^ k ̂  n) est le /c-ième cornet de A[^], c'est-à-dire le
sous-ensemble semi-simplicial de A[^] engendré par les faces
d^ pour i =/= /c. On peut prendre pour réalisation géomé-
trique de Afc[n] la réunion A.Î des faces de dimension
(n — 1) de A" ayant en commun le /c-ième sommet; Aï est
un retract par déformation de A".

On rappelle que, si % et % sont des ensembles semi-
simpliciaux, et p : % —^ Sï une application semi-simpliciale,
(96, p, S)) est un fibre de Kan lorsque la condition suivante est
satisfaite ([21]) :

(K) quelle que soit l'application semi-simpliciale F de
A[n] dans 33,

quelle que soit l'application semi-simpliciale g de A^[n]
dans 96 telle que p o g = F|^[^],

il existe un prolongement semi-simplicial G : A[7z] —> % de g
à A[n] tel que p o G == F.

1. Prolongement des homotopies et fibration de Kan.

Soit p une relation d'équivalence sur un espace X et soit
S> = 9â/p l'espace semi-simplicial quotient associé à p (voir
chapitre II).
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THÉORÈME 1. — Pour que p ait la propriété du prolonge-
ment des homotopies il faut et il suffit que (8S, p, 3ï) soit un
fibre au sens de Kan.

Démonstration. -— Soient F une application semi-simpli-
ciale de A[n] dans % et g une application semi-simpliciale
de [n] dans % telles que p o g == F|A^[n]-

Soit F : A" -> X un simplexe singulier de dimension n
de X dont la classe dans S) est F(â"), et soit g une appli-
cation de AS dans X réalisant g; on a g{x) ~ F(x) pour
tout x e Aï.

Si p a la propriété du prolongement des homotopies il
existe un prolongement G de g à A" tel que G(x) ~ F(x)
pour tout x e A". Cette application définit une application
semi-simpliciale G de A[n] dans % qui prolonge g et qui
est telle que p o G == F. Ce qui montre que (âê, p, S>) est un
fibre de Kan.

Supposons réciproquement que (âS, p, %) soit un fibre au
sens de Kan, et soient F : A" X 1 -> X et g : A" —^ X deux
applications telles que g{x) — F(x, 0) pour tout x e= A71.

Soit h un homéomorphisme de A""^ sur A71 X 1 tel que
^(AS4"1) == A" X |0^. Les applications F oh et g oh déter-
minent deux applications semi-simpliciales $ : A"'4"1 -> % et
y : A.Q[n -{- 1] -> % telles que p o y == <I)[^^_^. Il existe
donc un prolongement semi-simplicial F: A [ n ] — > % de y
à A[n] tel que p o F == $; F définit alors une application
G : A"-^ X qui prolonge g o h et qui est telle que G{x) ̂  Fh{x)
pour tout x es A714'1.

L'application G == G o /r"1 de A" X 1 a alors les propriétés
suivantes :

^, 0) == g(rc) pour tout ^ e A",
^, ^) ~ ¥{x, t) pour tout (^, () e A" X I.

G(:
G(:

PROPOSITION 1. — Si p a la propriété du prolongement des
homotopies, la fibre du fibre (%, p, %) est le complexe singulier
(Kune classe d9 équivalence de p (munie de la topologie induite
ou de la topologie S^.

Cette proposition n'est en effet qu'une reformulation de la
proposition 1 et du corollaire 1 du chapitre II.
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Lorsque X est un espace connexe par arcs on déduit de
la théorie générale des fibres au sens de Kan le corollaire
suivant :

COROLLAIRE 1. — Si p a la propriété du prolongement des
homotopies ses classes d!équivalence ont des ensembles de compo-
santes connexes isomorphes. Si Ei et Eg sont deux compo-
santes connexes par arcs de classes d9 équivalence de p, Ei et Eg
ont même type d^homotopie faible.

En particulier :

COROLLAIRE 2. — Soit 9 un feuilletage de dimension p
d^une variété paracompacte connexe V. Si 9 a la propriété
du prolongement des homotopies toutes les feuilles de S sont
simultanément compactes ou non compactes.

En effet une variété compacte connexe M de dimension p
et une variété non compacte N de dimension p ne peuvent
avoir le même type d'homotopie : on a par exemple

H,(M, Z,) = Z, et H^(N, Z,) = 0.

Remarque. — On peut donner une démonstration géométrique
directe du corollaire 1 de la façon suivante :

Soient (F, x) et (G, y) deux classes d'équivalence de p
avec points de base. Soit a : (S'1, e) —^ (F, x) une application
de la sphère pointée dans F et soit c : 1 -> X un chemin
joignant x à y.

On définit une application A : S" X 1 -> X par
A(^, t) == c(t), et une application

par
& : s = = s" x {o\ u {t} x i->x

b(s, 0) = a(^),
b{e, t) = c(t).

On a b(s^ t) — A {s, t) pour tout {s, t) e 2.
Puisque 2 est un rétract par déformation de S" X 1 on

peut prolonger b en une application B : S" X 1 -> X telle
que

B(^, t) — A(^, t) pour tout (s, t) e S" X I.

La restriction de B à S" X {1} définit une application ?
de (S", e) dans (G, y).

Il
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On vérifie alors, comme dans [20] § 16, que la correspon-
dance a —>• ? permet d'établir un isomorphisme de itn(F, x)
sur ^(G, y).

2. Suite exacte d'homotopie. Suite spectrale»

On suppose dans ce paragraphe que la relation d'équivalence
p a la propriété du prolongement des homotopies.

On désignera par A un anneau principal et par F une
classe d'équivalence de p.

Pour les applications du théorème 1 qui font intervenir les
groupes d'homotopie, les groupes d'homologie singulière et
l'anneau de cohomologie singulière de F, il n'est pas néces-
saire de préciser la topologie dont on munit F; en effet
(chapitre II) la topologie induite et la topologie fine S^
conduisent aux mêmes groupes ou anneaux.

PROPOSITION 2. — I I existe une suite exacte (Vhomotopie

... -> ^(F) -> ̂ (X) -> ̂ ) -> ^_i(F) -> • . •
En effet cette suite exacte s'obtient par interprétation

géométrique des termes de la suite exacte d'homotopie du
fibre de Kan (âê, p, 31) ([21]).

C O R O L L A I R E . — S i F est connexe par arcs et si X est connexe
par arcs et simplement connexe, S) est aussi connexe par arcs et
simplement connexe.

PROPOSITION 3. — I I existe une suite spectrale (E^ç, cT)
dont le terme E^ est isomorphe à Hp(^B, H^(F; A)) (homo-
logie de S) à coefficients dans le système local défini par Vhomo-
logie des fibres) et qui converge vers HJX; A).

En effet, comme pour la proposition 2, cette suite spectrale
s'obtient par interprétation géométrique des termes de la
suite spectrale associée au fibre de Kan (%, p, %).

On a aussi une suite spectrale analogue en cohomologie.
Le système local défini sur S) par l'homologie des fibres est

constant si les conditions suivantes sont vérifiées :
— F est connexe par arcs,
— X est connexe par arcs et simplement connexe.



FEUILLETAGES AYANT LA PROPRIÉTÉ DU PROLONGEMENT 251

Lorsque ce système local est constant, on sait ([19]) que si
X et F ont une homologie de type fini, il en est de même de
l'homologie de l'espace semi-simplicial quotient 35.

Par contre si X et F sont de dimensions homologiques
finies (c'est-à-dire si X et F ont une homologie nulle en
grandes dimensions), on ne peut pas en conclure qu'il en est
de même pour 33 (par exemple : espaces classifiants des
groupes de Lie compacts).

On peut cependant dans certains cas dégager des résultats
qui sont indépendants de la nature de % (§ 3); on peut aussi
dans d'autres cas démontrer par une étude directe que %
est un espace de dimension homologique finie (§4) .

3. Généralisation (Tun théorème sur les fibres en sphères ([8]).

Les groupes de cohomologie intervenant ici sont des groupes
de cohomologie singulière ou simpliciale à valeurs dans un
même anneau commutatif unitaire et sans torsion d'ordre 2.

PROPOSITION 4. — Soit X un espace topologique connexe
par arcs, simplement connexe, et tel que

H^X) = H^+^X) ==0, k > 0.

Il n'existe pas de relation d9 équivalence sur X ayant la propriété
du prolongement des homotopies et pour laquelle les classes
d9 équivalence soient des sphères de cohomologie de dimension 2/c.

Cette proposition généralise donc un résultat classique sur
l'impossibilité de fibrer certains espaces en sphères homolo-
giques. La démonstration est aussi analogue à celle du cas
classique.

Démonstration. — Soit p une relation d'équivalence sur X
ayant la propriété du prolongement des homotopies et pour
laquelle les classes d'équivalence soient des sphères de coho-
mologie de dimension 2/c.

Avec ces hypothèses et celles faites sur X, le système
local défini sur la base % par la cohomologie des classes
d'équivalence est constant. Il existe donc ([19]) une suite
exacte de Gysin dans laquelle l'homomorphisme de H1^)
dans H1'1"2^1^) est donné par le cup-produit par la classe
caractéristique Q <= H2^4"1^); de plus on a 2Q == 0.
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La suite exacte

H^X) -> H°(%) -> H2^^) -^ HP+^X)
montre alors que H^4-1^) est isomorphe à H°(%) et que
la classe caractéristique Q n'est pas nulle; ce qui est absurde
puisque Panneau des valeurs n'a pas de torsion d'ordre 2.

c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Soit X un espace topologique connexe par
arcs, simplement connexe et acyclique. Il n'existe pas de relation
d'équivalence sur X ayant la propriété du prolongement des
homotopies et pour laquelle les classes d'équivalence soient des
sphères de cohomologie de dimension paire.

Remarque. — On pourrait aussi, en utilisant les méthodes
de A. Borel [l], montrer que sur certains espaces il n'existe pas
de relation d'équivalence ayant la propriété du prolongement
des homotopies et pour laquelle les classes d'équivalence aient
la cohomologie d'un produit de sphères de dimensions im-
paires.

4. Feuilletages de codimension 1.

THÉORÈME 2. — Soit V une variété de classe C2 para-
compacte, connexes et simplement connexe, de dimension n ̂  3,
et soit 9 un feuilletage de classe C2 et de codimension 1 de V
ayant la propriété du prolongement des homotopies. U injection
de chaque feuille de 9 dans V est une équivalence d'homotopie.

La démonstration de ce théorème utilise les lemmes suivants :

LEMME 1. — Chaque feuille de 9 a un groupe d'holonomie
nul (voir [10]).

LEMME 2. — Chaque feuille de 9 est fermée dans V.

Démonstration. — Supposons qu'il existe une feuille F
de 9 qui ne soit pas fermée dans V. On peut trouver un
point x de F et un voisinage distingué U de a? tel que
l'intersection U n F contienne au moins deux plaques de F.

Soit y un point de U n F n'appartenant pas à la plaque
passant par x. On peut joindre x à y dans F par un che-
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min y sans point double. Utilisant un voisinage tubulaire
convenable de y on peut construire un chemin c dans V
trans verse à 9 et joignant x à un point z de U voisin
de y.

On peut alors joindre z à x dans U par un chemin c'
transverse à 9 et obtenir ainsi une transversale fermée de 9.

Puisque le groupe d'holonomie de F est nul, un résultat de
A. Haefliger ([13]) assure alors que cette transversale définit
un élément d'ordre infini de 'TCi(V, x}\ ce qui est impossible
car V a été supposée simplement connexe.

c.q.f.d.

Remarque. — L'hypothèse de différentiabilité de 9 inter-
vient dans la démonstration de ce lemme. Mais le résultat est
encore valable dans le cas où 9 est un feuilletage topologique
possédant un champ continu de directions transverses; on
utilise pour cela une nouvelle démonstration, due à J. Hector,
du théorème de A. Haefliger.

Démonstration du théorème. — On déduit du lemme 2, et du
corollaire 2, paragraphe 2, chapitre II, que H,(%, Z) = 0
pour i > 1.

De plus les feuilles de 9 étant connexes par arcs, et V
étant connexe et simplement connexe, % est aussi simplement
connexe.

Le fibre de Kan (%, p, %) a donc une base acyclique; et
par suite l'injection de chaque fibre de p dans % est une
équivalence d'homotopie.

c.q.f.d.

Remarque. — On peut démontrer que si les feuilles de S
sont compactes la projection de V sur V/p est une fibration
localement triviale, et que l'espace des feuilles est une variété
séparée.

Dans ce cas si F est une feuille de ^, V est homéomorphe
à R X F et le feuilletage 9 est défini par la projection de V
sur R.

COROLLAIRE 1. — Soit V une variété compacte connexe et
simplement connexe de dimension n ̂  3. Il n^existe pas de
feuilletage de codimension i de N ayant la propriété du prolon-
gement des homotopies.



254 CLAUDE GODBILLON

En effet si F est une feuille de 9 on a H^(F, Z) = 0 et
H ^ ( V , Z ) = Z .

Ce corollaire est aussi une conséquence directe du lemme 1
et du théorème de A. Haefliger.

COROLLAIRE 2. — Soit 9 un feuilletage de codimension 1
de R"(M > 2) ayant la propriété du prolongement des homo-
topies. Les feuilles de 9 sont simplement connexes et acycliques.

Ce résultat est aussi vrai lorsque n = 2, dans ce cas d'ail-
leurs (voir exemple 2, paragraphe 2, chapitre III) les feuilles
de S sont homéomorphes à la droite réelle R.

Remarques. — 1) Le théorème 2 est inexact si V n'est pas
simplement connexe : feuilletages ergodiques et exceptionnels
du tore T2.

2) Le corollaire 2 est à rapprocher du résultat suivant de
A. Borel et J.-P. Serre : les fibres d'une fibration localement
triviale de R71 sont simplement connexes et acycliques.

5. Un critère de non-finitude
de la dimension homologique de S) ([9]).

Ce critère utilise la théorie des bouts dont on va d'abord
rappeler quelques propriétés.

Soit X un espace connexe, paracompact, localement
connexe et localement compact.

Un bout de X ([5]) est déterminé par la donnée d'une
suite (FJ^o de fermés connexes non vides de X vérifiant
les propriétés suivantes :

1) chaque F^ a une frontière compacte non vide;
2) F^+i D F^ pour tout n ̂  0;

3)riFn=^.
n

Deux suites (FJ^o et (G^o définissent le même bout
de X si pour n ̂  0 il existe m ̂  0 tel que G^ c F^.

Soit B l'ensemble des bouts de X et soit X la réunion
disjointe de X et de B. Il existe sur X une topologie et
une seule ayant les propriétés suivantes :

1) X est compact, connexe et localement connexe;
2) B est fermé dans X;
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3) la topologie induite par X sur X est la topologie
initiale de X;

4) tout point b e B possède un système fondamental de
voisinages connexes dont les frontières sont des compacts
non vides de X.

Dans ces conditions B est un espace totalement discontinu.
Désignons par H (resp. Hc) le foncteur cohomologie de

Cech à supports fermés (resp. compacts) et à valeurs dans un
anneau commutatif unitaire A.

L'ensemble 9 des fermés de X dont le complémentaire
est relativement compact (ordonné par D ) est un système
projectif d'ensembles. La famille (H°(F)pe^ (avec les mor-
phismes induits par les inclusions) est donc un système inductif
de groupes abéliens. On note H°,(X) la limite inductive de
cette famille.

PROPOSITION 5. — Le groupe H°,(X) est isomorphe au
groupe des applications continues de B dans A.

Démonstration. — Soit F un fermé de S ' , l'adhérence F
de F dans X est la réunion de F et de B ; de plus B est
intérieur à F.

Le groupe H°(F) est isomorphe à l'ensemble des applica-
tions continues de F dans A ([4]). Une telle application
se prolonge de manière unique en une application continue
de F dans A. Les deux systèmes inductifs (H°(F))Fe^ et
(H°(F))pe^ sont donc isomorphes.

La famille (F)pe^ est une famille projective de compacts
de X dont l'intersection est B. Par continuité de la cohomo-
logie de Cech ([4]) on a donc

H°,(X) == lim H°(F) == H°(B). c.q.f.d.

COROLLAIRE 1. — Si B est fini on a H°,(X) = A®.

COROLLAIRE 2. — Si A est un corps et si B est infini on a
dim.^H°,(X) === + oo.

PROPOSITION 6. — II existe une suite exacte

0 -> H°(X) -> H°,(X) -> Hî(X).
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Démonstration. — Puisque X est un élément de 9 il
existe un homomorphisme ^ de H°(X) dans H°o(X).

Soit maintenant F un élément de 9 et U == X — F
le complémentaire de F. On peut trouver un ouvert V de X
contenu dans l'intérieur de F et dont le complémentaire est
compact. On a alors une suite d'isomorphismes fonctoriels

HÎ(U) = HÎ(X, F)
= Hi(X - U, F - U)
== H^X - U, F - U)
== H^X, F).

Il existe donc un homomorphisme fonctoriel âp de H°(F)
dans HÎ(X — F) qui détermine par passage à la limite induc-
tive un homomorphisme à de H°o(X) dans

Hî(X) == lim Hî(X - F).

La suite exacte

0 -> H°(X) -> H°(F) -> Hî(X - F)

donne alors par passage à la limite inductive la suite exacte

0 -> H°(X) -^ H^X) -> Hî(X).
c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Lorsque A est un corps, pour que V ensemble
des bouts de X soit fini il suffit que HÎ(X) soit de dimension
finie.

Soit maintenant V une variété topologique paracompacte
simplement connexe de dimension n ; et soit 9 un feuilletage
de dimension p de V ayant la propriété du prolongement
des homotopies, et pour lequel l'espace semi-simplicial quotient
% est de dimension homologique finie sur Zg.

THÉORÈME 3. — Si le dernier groupe d^homologie modulo 2
non nul de V est de dimension finie d sur Zg, les feuilles
de 9 ont toutes un même nombre fini b de bouts, et on a
b^d+L

Démonstration. — Soit F une feuille de 9 et soit r (resp. s)
le plus grand des entiers i tels que Hi(V, Zg) -=/=. 0 (resp.
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H;(F, Zg) ^f=- 0). On a alors les propriétés suivantes :
1) r<s ;
2) s — r est le plus grand des entiers i tels que

H^Z^O;
3) H,(V; Z,)^H^(%; Z,)®H,(F; Z,).
L'espace vectoriel Hr(F$ Zg) est donc de dimension finie

inférieure à d sur Zg.
Trois cas sont alors à considérer suivant que r == jo,

r ==: p — 1 ou r << p — 1.
Si r = p les feuilles de ^ sont compactes et n'ont donc

pas de bouts.
Si r == p — 1, on obtient par dualité de Poincaré que

H^(F; Zg) est de dimension finie inférieure à d sur Zg,
et on déduit des propositions 5 et 6 que F a au plus d + 1-
bouts.

Si r <; p — 1, on obtient encore par dualité de Poincaré
que HÎ(F; Zg) = 0; F a donc 1 bout.

c.q.f.d.

COROLLAIRE 1. — Soit V une variété paracompacte, simple-
ment connexe ayant le type d'homotopie d'une variété compacte,
Soit S un feuilletage de V ayant la propriété du prolongement
des homotopies et tel que Vespace semi-simplicial quotient S)
associé à 9 soit de dimension homologique finie sur Zg. Alors
les feuilles de F ont au plus 2 bouts.

COROLLAIRE 2. — Soit V une variété paracompacte simple-
ment connexe dont le dernier groupe d'homologie modulo 2 non
nul est de dimension finie d sur Zg. Soit 9 un feuilletage
de V ayant la propriété du prolongement des homotopies. Si
une feuille de 9 a plus de d 4- 1 bouts, l'espace semi-simpli'
cial quotient % associé à 9 n'est pas de dimension homolo-
gique finie.

6. Feuilletage transverse à une fibration.

Soit G un groupe discret dénombrable opérant continue-
ment et sans point fixe sur un espace X. La relation d'équi-
valence p associée à l'opération de G sur X a la propriété
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du prolongement des homotopies (§ 3 du chapitre III); soit %
l'espace semi-simplicial quotient associé à p.

La théorie des espaces avec groupes d'opérateurs ([2]) montre
qu'il existe une seconde suite spectrale dont le terme E2 est
isomorphe à Hp(G, H^(X; Z)) (homologie du groupe G à
coefficients dans le G-module H^(X; Z)) et qui converge vers
H^;Z) .^

Cette suite spectrale permet donc d'obtenir des informations
sur l'homologie de l'espace semi-simplicial quotient %. En
particulier :

si X est un espace acyclique et simplement connexe,
l'homologie entière de l'espace semi-simplicial quotient .%
est isomorphe à l'homologie à coefficients entiers du groupe G.

Exemple. — Soit (o^, . . . , aj une suite de n nombres
réels rationnellement indépendants et soit G le sous-groupe
additif de R engendré par ai, . . ., a^. Le groupe G opère
sans point fixe sur R par les translations, et dans ce cas l'espace
semi-simplicial quotient % a l'homologie entière du tore T"
à n dimensions.

Soit maintenant B une variété paracompacte connexe de
dimension r et soit Y) = (V, p, B) une fîbration localement
triviale de base B dont la fibre est une variété paracompacte
de dimension s.

Soit 9 un feuilletage de V transverse à YJ et permettant
de réduire le groupe structural de Y) à un groupe discret
dénombrable. (§ 4 du chapitre in). L'espace semi-simplicial
quotient S> associé à 9 est dans ces conditions isomorphe à
l'espace semi-simplicial quotient associé à l'opération de G
sur la fibre de Y] (proposition 5 du chapitre ni).

Supposons maintenant que le groupe structural G opère
sans point fixe sur la fibre X de Y], et désignons par F
une feuille de 3?. Le feuilletage 9 a alors la propriété du
prolongement des homotopies, et on a dans cette situation 4
suites spectrales :

1) une suite spectrale dont le terme E^ est isomorphe à
H^; H^(F; Z)) et qui converge vers H,(V; Z) ;

2) une suite spectrale dont le terme E^ est isomorphe à
Hp(G; H^(X; Z)) et qui converge vers HJâ3; Z);
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3) une suite spectrale dont le ternie Ej^ est isomorphe à
Hp(G; Hç(F; Z)) et qui converge vers H^(B; Z) (suite spec-
trale du revêtement p : F —^ B) ;

4) une suite spectrale dont le terme E^ç est isomorphe à
Hp(B; H^(X$ Z)) et qui converge vers HJV; Z) (suite spec-
trale du fibre Y]).

On en déduit :

PROPOSITION 7. — Si G est un groupe de dimension homo-
logique finie, il en est de même de Vespace semi-simplicial
quotient ^B.

Exemples. — 1) Soit B une surface compacte orientable
de genre g. Le groupe fondamental 7^(B) rendu abélien
(c'est-à-dire Hi(B, Z)) est isomorphe à G = Z29.

La donnée d'une représentation de G comme groupe de
translations sans point fixe de R permet de construire un
fibre Y) = (V, p, B) de base B et de fibre R, et un feuille-
tage 9 de V trans verse à Y). Les résultats précédents
montrent alors que 9 a la propriété du prolongement des
homotopies et que l'espace semi-simplicial quotient S> associé
à 9 a l'homologie entière du tore T29 de dimension 2g.

Cet exemple illustre donc le fait que, même sous des hypo-
thèses de triangulation de l'espace V et des feuilles de 3^
la dimension homologique de l'espace semi-simplicial quo-
tient S) peut être plus grande que la dimension homologique
de V.

2) Représentant G non plus comme groupe de translations
de R mais comme un groupe de rotations sans point fixe
du cercle S1, on obtient une situation analogue pour laquelle
V est une variété compacte et S> a l'homologie entière du
tore T^+1.

3) On peut aussi aisément modifier ces exemples de façon
à obtenir un feuilletage 9 ayant la propriété du prolongement
des homotopies et pour lequel l'espace semi-simplicial quo-
tient S) est de dimension homologique infinie.
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