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QUELQUES PROPRIÉTÉS DES SURSOLUTIONS
ET SURSOLUTIONS LOCALES D^UNE ÉQUATION

UNIFORMÉMENT ELLIPTIQUE DE LA FORME

T ^ ô / ^ ôu^ f\Lu = — 2 — S ̂ — ===0
i ô^\ y ôa?y/

par Rosé-Marie HERVÉ

Dans deux articles antérieurs [5] et [6], j'ai vérifié que les
solutions locales de Lu == 0 constituent un système de fonc-
tions harmoniques, et indiqué quelques propriétés des fonctions
surharmoniques qui lui sont associées. J'étudie ici plus spécia-
lement les fonctions surharmoniques e W112 ou W^'2.

Je commence par montrer que les sursolutions (resp. les
sursolutions locales) u coïncident avec les fonctions surharmo-
niques s W1'2 (resp. W^2), et que, si (JL désigne la distribution
positive Lu, (JL est aussi la « mesure de F. Riesz » associée
à la fonction surharmonique u. Pour cela, je reprends, avec
quelques compléments, l'étude faite par Littman, Stampacchia
et Weinberger [7] dans une boule, et en particulier la notion
de « solution faible de Lu == [L dans t2, s'annulant sur où »,
notion que j'étends au cas où t2 est un ouvert connexe borné.

La fonction de Green de pôle y dans i2 est la solution faible
de Lu == £y dans 0, s'annulant sur ôt2; ses propriétés sont
étudiées directement, sans utiliser celles de la fonction de
Green relative à un opérateur à coefficients réguliers. La
représentation intégrale d'une fonction surharmonique à
l'aide de la mesure de F. Riesz associée et de la fonction de
Green permet d'améliorer un résultat de [6] et de montrer
que toute fonction surharmonique est limite ponctuelle de
ses régularisées, résultat bien connu dans le cas classique.

Dans la seconde partie, j'étudie la stabilité de la classe
13



242 R. M. HERVÉ

des fonctions surharmoniques ;> 0, <= W^'2 ou W^'2. Le résultat
essentiel est le suivant : toute fonction surharmonique .̂ 0,
majorée par une fonction e W^'2 (resp. W^'2), appartient à
W^'2 (resp. Wi1;2) ; et cette propriété est fausse si l'on remplace
W^'2 par W112. En particulier :

— la balayée, sur un ensemble quelconque, d'une fonction
surharmonique ^0 ôt e W^'2 (resp. W^2), appartient à W^12

(resp. Wfe2);
— les fonctions surharmoniques localement bornées appar-

tiennent à W^'2.
Dans le dernier paragraphe, je caractérise les potentiels

e W^'2 : ce sont les potentiels d'énergie finie; si u est un tel
potentiel et (JL sa mesure de F. Riesz :

r ^ ou ou , r ,
S ^,—r-^^ ud^^Jû i,y ô.r,ô^ J

formule due à G. Evans dans le cas classique [2].
Ce travail doit beaucoup à M. G. Stampacchia, dont j'utilise

les résultats et même souvent les méthodes, et qui m'a suggéré
plusieurs améliorations.

Notations. — Q est un ouvert connexe et borné de R".
Les coefficients a^x) de l'opérateur

T V ô /Y ôu\Lu == - S — S ^y;—i ô^ \ ^ ô^/

sont mesurables dans û, symétriques par rapport aux indices i
et /, et

1 S ^?< S ̂ )^-<X S S2, Vr.eQ.
A » ij i

W^ti) est l'espace des fonctions ^eL^Û), p ̂  1, telles
que

^ eLW, Z = l , . . . , M,
ô^

et
ll/llw1^) == ||/'HLP(Q) + Hgrad /HLP(Û).

W^(Q) est l'adhérence de 3)(Q) dans W^^Q). Pour les
fonctions /'eW^Û), la norme de W^Q) est équivalente à
llgrad/'II^Q), notée \\f\\w^^
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W-^'(Q) est le dual de W^Q), p > 1, J- + -L = i.
? Pf ?

il est formé des distributions sur Q de la forme T == S ô^,
; ô^-

avec/, e L^(Q) [8]. W^(Q) est réHexif.
C°(Q) est l'espace des fonctions continues sur Q.
S+(û) est l'espace des fonctions surharmoniques :> 0

dans Q. ^
On pose a(u, ?) == t ^ a,. -ôu ô^ dx, pour u et p e W1'2^^)),

.'û ij ^ ^Xj i v h

et plus généralement pour u e W^^Q) et ^ e W1^^),
1 1

-„-+— := 1; a{u, u), encore noté |||u|||2, définit une norme

sur W;'2(Q), équivalente à la norme de W^Q).
Une solution (resp. une solution locale) de Lu = 0 dans

Q est une fonction u e W^Q) (resp. W^(Q)) telle que
•a(u, y) = 0, Vy6®(Q).

Une sursolution (resp. une sursolution locale) dans û est
une fonction u e W^^Q) (resp. W^Q)) telle que

a(u, ç) >0, V 9 > 0 et e3)(Q).

Une solution de Lu = — ^ ÔA dans Q, où /^eL^Q),
i î

est une fonction ueW l '2(Q) telle que

^? )=^5 / î ^ £ ^ V9Œ3)(Q).
Jû i ^i

ï. COMPARAISON DES SURSOLUTIONS
ET DES FONCTIONS SURHARMONIQUES eW1'2

1. La notion de solution faible dans un ouvert connexe borné t2.

THÉORÈME 1. — Étant donné une mesure a de masse totale
fime sur Q, il existe dans L^Q), une classe unique de fonctions u,
appelée ((solution faible de Lu == (A dans û, s'annulant sur ôQ »,
telle que

(1) f 14 dx = f 9 du. pour toute ^ e C^O),

où ç est la solution continue e W^Q) de Lç == <L.
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En outre u <= W^'(Q), p' < —"—., et
n — JL

1-i ^
IM|wi*p'(û) < c\ (mes Q) " ^ / d\^\,

1 1wcc c(n, p) et — + — = 1.
_ P P ./.

Si ^€=C°(Q), elle peut s'écrire ^ == ^ -/l avec ^eL^Q),
1 ^i

p > n\ alors Ly == ^ admet une solution unique eW^Û),
représentée par une fonction continue (1), notée ç, et

(2) lîK^^esû)^!;!)/:.!]^
i

dans û, avecc(n,p) [7, th. 2.6. ou 11, th. 4.1]. La condition (1)
a donc un sens.

Pour montrer l'existence de u, on considère la forme linéaire
^ ~-> f 9 d^ définie sur C°(Ii), et continue si l'on munit C°(0)
de la topologie de W-^Q), d'après (2). Comme C°([i) est dense
dans W-^û), elle se prolonge en un élément u e W^'(Q),
1 1

— -f- —f :== 1, et
P P

-3—1- ,
II^HW^Q) < c\ (mes Q) n p d\^\.

En outre, pour ^ e C°(n) : (u, ^) = F 9 rfjji, soit

f u ^ dx = F y rfpi.

Enfin, u est unique car, F u^ dx = 0 pour toute A e C°(0)
entraîne u = 0 p.p. dans Q.

2. Les solutions faibles e W^Q).

LEMME 1. — Étant donné (peW^Q), |9| </c, ^ continue
dans û, ^ 6^i5(e une suite ç^e3)(Q), [y^| ̂  k + 1, tendant
vers y dîayz^ W1'2(Q) ^ uniformément sur tout compact c Q.

Si y est à support compact, y^ == y * p^, où p, est une suite
régularisante e3)(Q). Dans le cas général, tout revient donc

(1) Cf. [11, th. 7.5].

S
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à construire '^esW^Q), à support compact, |̂ | <^ k + 1,
et continue dans Q, tendant vers y dans W^^û) et approchant
y à £ près sur un compact K c Q.

On suppose O ^ y ^ / c et 0 < £ <; 1. y est limite dans

W112^) d'une suite ^<=3)(Q), donc aussi de inff^, y + ̂ -\
£ . v /

On considère d'autre part y — -^r- restreinte à K et prolongée
2i

hors de K en une fonction à support compact dans Q, comprise
^

entre — -7- et /c et continue dans û, puis à une de ses régulari-
L

sées l'approchant à moins de -7-; on a donc y — £ ̂  S ̂  y
1sur K e t — -rr <^ à <^ ^ partout. On en déduit que
A

. f f \ \

^ = sup jinf(^, y + -i-)' inf(â, y)(
( \ ^ / 5

répond à la question.
COROLLAIRE. — Étant donné yeW^Q), continue et bornée

dans Q, il existe une suite y, e ®(Q), teZ^ que a{u, yj ~> a(u, y)
^( J y^ dy. —> j y rfjji, çud^ çue soient ueW l'2(Q) e( Za mesure
[x 5ur Q de masse totale finie.

LEMME 2. — Soi( pi^ et (JL de5 mesures de masses totales finies
sur Q, u^ et u des fonctions qui représentent les solutions faibles
dans û, s'annulant sur ôi2, de Lu^ = (Xn ^ Lu == (x. 5^
J y dy.n -> f y dp. pour toute y continue et bornée dans Q, et

fdl^l <M Vn, aZor5:
n1) u^->u faiblement dans W^Q), Vp' < ———î

7î —' JL

2) il existe une suite partielle u^ —> u p.p. dans û.
1) L'hypothèse entraîne : (u — u^, ^> -> 0, V^ e C°([i).
Soit maintenant T e W^'^Q) : T est limite dans W-^^Q)

_ 1 1
d'une suite ^ e C°(û) et, si — + — == 1 :

|<u — u ,̂ T — ^>| < ||u — u^p'^\T — |̂)w-^û)

< c À (mes Q)^J^|(X - |̂||T ~ ^IW^Q) (th. 1),
<cSte||T- |̂|w-̂ (û)
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d'après l'hypothèse; donc

{u— u,, T) -> 0, VT e W-^Q).

2) Si œ est un ouvert c Q possédant la propriété du cône,
il résulte du théorème de Sobolev [3] que u^->u fortement

1 1 1dans L^co), avec — > — — — . En utilisant une suite
q p n

croissante d'ouverts c^ possédant la propriété du cône et de
réunion Q, et le procédé diagonal, on en déduit l'existence
d'une suite partielle u^ -> u p.p. dans Q.

THÉORÈME 2. — Soit ^ une mesure de masse totale finie
sur Q et u la solution faible de Lu = pi dans Q, s'annulant
sur ôQ :

1) pour que u e W^Q), il faut et il suffit que la distribution
ixeW-^^Q); alors :

a(u, 9) = f^dy. pour toute yeW^Û),

continue et bornée dans Q.
2) quel que soit [j., a(u, y) == T y dpi pour tou^ y e= 3)(Q).
1) Supposons que la solution faible de Lu = a appartienne

à W^(Q):
J u Ly dx == û(u, y) = F <p ^pi,

VyeW^'^Q), continue et bornée dans Q et telle que

LyeCo(O).
Soit y € = ® ( Q ) ;

LÎ= - 5 ̂ (5 ^^-W-^Q), vp>i ,
i " î \ j "^y/

donc il existe upe suite ^eC°([i), tendant vers Ly dans
W-^Q), Vp > 1> Si y^ est la solution continue e W^Q)
de Ly^ == ¥„, on a d'une part y^ •-> y dans W^'^û) car l'appli-
cation T -> y de W^^Q) dans W^Q) est continue, et d'autre
part Vn -> y uniformément dans Q d'après l'inégalité (2) du
th. 1 pour p > n . De a(u, fn) ̂  ffnd^ on déduit

a(u,y) = f G du. Vy e ®(Q),
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donc (JieW"1'2^); en outre, grâce au corollaire du lemme 1,
l'égalité s'étend à çeW^Q), continue et bornée dans û.

Réciproquement, soit p. == 2 — » avec /i^L2^}), et u
i î

la solution eW^Q) de Lu = S ̂  î on a
i î

a(u,9)==/y^x, V9e3)(Q),

donc aussi V<p e W^'2^}), continue et bornée dans Q, et u est
la solution faible de Lu = p- dans Q, s'annulant sur où.

2) On a a{u, 9) == / y d^ Vy e 3)(Q) si pie W-^^û), en

particulier si d[Ji.(.r) = -A^——, où ys est la fonction caracté-
f^dx

ristique d'une boule ouverte R c û ; comme u —> a(u, y) est
une forme linéaire continue sur W^^Q), le lemme 2 permet
d'étendre la formule de proche en proche : d'abord aux mesures
discrètes, puis aux mesures à support compact, enfin aux
mesures quelconques de masse totale finie.

3. La fonction de Green dans un ouvert connexe borné £i.

THÉORÈME 3. — La solution faible dans Q, s^annulant sur
ôQ, de Lu = £y, est représentée par un potentiel de support y,
noté g? ou brièvement gy, et appelé fonction de Green de Q, de
pôle y.

En outre, si Q et Q' sont deux ouverts s y, g? — g?' est
harmonique dans Q n û'. 7

On considère les mesures (x^ définies par dy.^x) = —'ra——»
/ i x JV^

où ?„ == [3 ( y, — ) est la boule ouverte de centre y et de rayon
^ \ n /

—• La distribution u^e W^^Q), Vp > 1; donc la solutionn
faible u^ de Lu = pi^ est dans W^Q), et on peut la choisir
continue dans Q. Comme ^ ^> 0, u^ est une sursolution dans
Q; elle est donc ^0 dans Q [5, th. 1]. En outre, u^ est har-
monique dans Q n ( ^n, et elle est surharmonique dans Q car, si j3
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est une boule telle que ^ c Q et si L^ = H^ [5, th. 3] est la
solution continue de Lu = 0 dans (3, telle que

u.-L^W^p),

on a ^>L|^ dans [3. Comme u^eW^Q), c'est un potentiel
dans Q [5, corollaire du th. 1].

Soit u un représentant de la solution faible de Lu = ̂
Sur chaque compact K de mesure > 0 et cQ — {y\ :

sup u^ ̂  c inf u^ pour n assez grand $

donc, si u^ est une suite partielle convergeant vers u p.p.
dans Q (lemme 2), u^ est uniformément bornée sur K;
l'axiome 3' entraîne alors l'existence d'une nouvelle suite
partielle, uniformément convergente sur tout compact

<=û- \y\

vers une fonction harmonique ;> 0 dans 0 — î y { , donc
prolongeable en une fonction surharmonique >. 0 dans û,
notée gP.gP = u p.p. dans Q, donc gû ne dépend pas de la
suite partielle considérée et toute la suite u^ a pour limite
uniforme g? sur tout compact c Q — \y\. Enfin gû est > 0
dans Q d'après le théorème 2,2), où l'on prend pi = e .

g° est un potentiel dans Q car c'est la limite d'une suite
de potentiels dont les supports sont contenus dans un même
compact K et qui convergent uniformément sur tout compact
eu - K [4, lemme 3.2].

Soit Q' un autre ouvert ^y et u[ la solution continue
e W^Q') de Lu = (^ : gû — gû' est limite uniforme sur tout
compact c û n Q ' — \y\ de la suite des fonctions u^ — u'^
harmoniques dans Q n Q'. Donc, si p est une boule de centre y,
P c Q n Q', la suite u^ — u\ est uniformément convergente sur
ôp et le principe du maximum entraîne la convergence uniforme
de cette suite dans ?. Sa limite est donc harmonique dans (î
et ë9 ^~ g? est prolongeable harmoniquement dans û n Q'.

4. Propriétés de la fonction de Green.

1) PROPOSITION 1. — gû(^) est fonction s.c.i. de {x, y} dans
Q X û, continue hors de la diagonale où elle vaut + oo.
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Pour montrer que gy(y) == + °°? on remarque d'abord que
gy n'est pas borné supérieurement au voisinage de y. On en
déduit que sup gy —> + oo quand r -> 0, car sinon il existerait

ôjîùsr)

une suite T\ -> 0 et un nombre A tels que sup gy ̂  A et,
. ̂ P^n)

d'après le principe du maximum, on aurait gy ̂  A sur un
voisinage de y, privé de y. Alors l'inégalité sup gy <^ c inf gy,

ôp(y,r) ôp(j.r)
où c(X, 72) [6, lemme du n° l], entraîne lim gy(x) ==4-00, d'où
^(y)=+^

La continuité de l'application y -> gy{x) sur û — ^xî se
démontre en utilisant le lemme 2, où pt^ == £y et p. = £y,
avec y^ --> y -=f=^ x : il existe une suite partielle gy^. tendant
vers gy p.p. dans Q. L'axiome 3' entraîne l'existence d'une
nouvelle suite partielle, uniformément convergente sur tout
compact cQ — ^ y j vers gy; donc toute la suite gy^ tend vers
gy sur Q — |î/|.

Un résultat général démontré dans [4] (proposition 18.1)
prouve alors la continuité de l'application {x, y) -> gy{x)
hors de la diagonale et la s.c.i. de cette application dans
Q x Q.

Conséquences :
Rappelons [6, th. 1] que les potentiels dans Q de support

ponctuel donné sont proportionnels. Par suite :
à) Tout potentiel P dans Q admet une représentation inté-

grale unique de la forme P(x) == f gy{x) d\(y), où À est une
mesure >0 sur Q [4, th. 18.2].

Réciproquement, si X est une mesure ^.0 sur û, f gy{x) d\(y)
est hyperharmonique dans Q, et, si elle appartient à S^û),
c'est un potentiel dans Q [4, th. 18.3].

b) Pour que les potentiels P et P' diffèrent d'une fonction
harmonique sur l'ouvert co c Q, il faut et il suffit que les mesures
X et À' aient même restriction à co [4, th. 18.3].

c) Si P est localement borné dans Q, X ne charge pas les
ensembles polaires [4, th. 18.2 et corollaire de la proposition
15.3].

2) Représentation intégrale de la solution faible de Lu = (JL,
à l'aide de la fonction de Green et de la mesure (x.
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PROPOSITION 2. — Soit (x une mesure sur û, de masse totale
finie. û(x) = j g^{x) du. (y) existe pour presque tout ^ e Q ;
c'est un représentant de la solution faible dans Q, s'annulant
sur où, de Lu = a; 51 (JL ̂  >. 0, û est un potentiel dans Q.

Il suffit de supposer (JL > 0. Soit ^ e C°(0) et y la solution
continue eW^Q) de Ly =4. gy étant la Solution faible de
LU = ty :

fgy^dx=f^dty=^(y^

ffëyW W dx d^V) = fî ^A-

d'où

Par suite û(x) = j gy{x) d^{y) existe pour presque tout x,
ûeL^Q) et f w\f dx •== f 9 rfp..

3) PROPOSITION 3. — gy{x) est fonction symétrique de {x, y).
gy(x) est une fonction intégrable de (^, y) d'après la démons-

tration précédente où l'on prend ^ = 1, dy.{y) = dy.
Soit ^€=C°([i), et 9 la solution continue eW^Q) de

Ly = ^. On a

?(?/) == / gyW W dx, Vy e= Q,

et, d'après la proposition 2 :

?(y) == J ëx{y} ^W dx pour presque tout y e= Q.

Donc ffgy{x) h{x) k{y) dx dy = ff g,{y) h{x) k{y) dx dy V/i et
k e C°([i) ; on en déduit gy{x) = g^{y) tx et y .

5. Les fonctions surhannoniques eW^^Q) et W^Q).

PROPOSITION 4. — 1) Étant donné une fonction u surharmo-
nique dans Q, il existe une mesure X unique, ̂  0 sur Q, appelée
« mesure de F. Riesz associée à u », telle que sur tout ouvert
(0 c C3 c; Q :

u = j s9y^{y) d\{y) + une fonction harmonique dans œ;

le support fermé de X est le plus petit fermé de Q hors duquel u
est harmonique,
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En outre, si u admet une minorante harmonique dans û :

u == j g? d'k(y) + la plus grande minorante harmonique
(p.g.m.h.) de u dans Q.

2) La mesure de F. Riesz est intrinsèque : si u est surharmo-
nique dans Q u Q', les mesures de F. Riesz dans û et Q' ont
même restriction à Q n Q'.

3) Si u est localement borné dans Q, X ne charge pas les
ensembles polaires.

1) Dans tout ouvert co c © c Q, on a la décomposition :
u == un potentiel dans Q + une fonction harmonique dans

co [4, th. 13.1], et d'après la représentation intégrale des
potentiels dans û :

u == / g? d\^(y) + une fonction harmonique dans co,

où Xm est une mesure ^.0 sur (2, dépendant de œ, et qu'on
peut restreindre à CD; par suite X(o et X^» ont même restriction
à <o n a)' et les mesures ̂  sont les restrictions aux co d'une
mesure unique X sur û.

Si de plus u admet une minorante harmonique dans Q, u
admet une plus grande minorante harmonique dans Q, soit h,
et u = h + un potentiel dans Q, qui est de la forme

/gû^(t/).

2) résulte de : g? — g0' est harmonique dans Q n Q',
V y e Q n Q ' .

3) Soit 55 C(D 'c G?'c Q : si u est localement borné dans û,
I g^ d^^.{y) est localement borné dans o/, donc

fê?d\^y\ <fg9d^.{y),

est localement borné dans Q, et ̂  ne charge pas les ensembles
polaires.

COROLLAIRE. — Toute fonction surharmonique appartient à

Wfcf, p' <;———-,; tout ensemble polaire est de mesure nulle.n — 1
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En effet, j g^^{y) d\{y), solution faible dans Q, est dans
W^Q).

THÉORÈME 4. — 1) Si u est une sursolution locale dans Q
et si (A est la mesure ;> 0 Lu, un représentant de u est une fonc-
tion surharmonique dans Q dont la mesure de J7. Riesz est a.

Par suite, si u est une sursolution dans û :

u= f g9 d^{y) + L? p.p. dans û,

où L° est la solution de Lu == 0 dans Q, telle que

u- LûeW^(Q).

2) Réciproquement, si u est surharmonique dans Q, e W^Q)
(resp. e W^Q)), et si pi est sa mesure de F. Riesz, alors u
est une sursolution (resp. une sursolution locale) dans û et
Lu = pi.

1) Soit un ouvert œ c CT c Q. La restriction de [x à co; soit
P-X.(O, est une mesure ̂ 0 de masse finie sur co et elle e W^^co) ;
donc (th. 2), la solution faible u^ de Lu = piy^ dans œ, s'annu-
lant sur ôco, est dans W^co), et u — u^ est la solution L^
de Lu = 0 dans (o. D'après la proposition 2, un représentant
de u|œ est donc surharmonique, de la forme :

/ ^Xco(y) d^{y) + L^,

donc aussi de la forme :
j ë97L^{y) dy.{y) + une fonction harmonique dans œ ; dans

(JD n co', les représentants ainsi formés, d'une part sont égaux
p.p., d'autre part diffèrent d'une fonction harmonique, donc ils
coïncident. Les représentants ci-dessus sont donc les restric-
tions aux co d'une même fonction û, surharmonique dans Q,
dont pi est la mesure de F. Riesz.

Si u est .̂ 0 p.p. dans Q : L^ est ;> 0 dans co [5, proposi-
tion 2], donc les représentants ci-dessus sont ^ 0, c'est-
à-dire û ̂  0 dans Q; û a donc une p.g.m.h. dans Q, qui est 0
si en outre ueW^Q) [5, th. 1].

Enfin, si u est une sursolution dans Q, on applique ce qui
précède a u — L0.
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2) Dans chaque ouvert œ c G5 c Q :
u = j ë97^{y) d^(y) + une fonction harmonique dans co ;

comme u^ = j g^y^y) d^(y) est la solution faible de Lu == (JL/^
dans û, s'annulant sur ôQ, on a (th. 2).

a(u, y) == a(u^ 9) = /îy.co d^ ¥9 e ®(œ),

d'où a(u, 9)==J'9^, V9e3)(Q) (2).

Conséquence. — On retrouve un résultat démontré directe-
ment par G. Stampacchia, sans utiliser la théorie du poten-
tiel [10] :

si Ui et Ug sont deux sursolutions (resp. sursolutions locales),
il en est de même de inf(ui, Ug).

6. Capacité (Tun compact (3).

LEMME 3. — Étant donné v e W^Q) et K compact c Q :
1) les fonctions eW^Û), à support compact dans Q et

^ v p.p. sur un voisinage de K, forment une famille S == ^K

non ^idîe; 5oit ^ son adhérence dans W^Q);
2) il existe P unique e 3? rendant minimum |||9|||2 == ^(9, 9)

quand 9 parcourt 9\ on peut choisir pour P un potentiel dans Q,
harmonique dans Q — K, 5oit P^.

1) Soit S 6 3)(Q), 0 < S < 1, § = 1 sur un voisinage de K :
alors ^o == ̂  répond à la question.

2) Comme 9 est formé et convexe, il existe P unique e 9
rendant minimum [[[9|||2.

Soit Ç la famille des fonctions e W^Q), à support compact
dans Q et ̂  0 p.p. sur un voisinage de K : si ^ e fi, pour tout
£ > 0 on a P+4el , donc |||P|||2 < |||P + £^|||2, d'où
a(P,^)>0.

(2) Cette propriété est même vraie pour toute fonction u surharmonique dans û,
ce qui a un sens d'après le corollaire de la proposition 4.

(3) Tout ce qui suit : lemmes 3, 4, 5 et proposition 5, reprend, pour la commodité
du lecteur, le travail de Littman, Stampacchia et Weinberger [7] sans autre chan-
gement que la boule S remplacée par l'ouvert Û.
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On en déduit que P est une sursolution dans Q, et une solu-
tion dans Q — K; comme PeW^Q), un représentant de P
est un potentiel dans Q, harmonique dans Q — K (th. 4).

LEMME 4. — Le potentiel P^ vaut 1 p.p. sur K et partout sur ft.,
et il est limite dans W^'^Q) de fonctions (p^e3)(Q), égales à 1
sur un voisinage de K.

Soit P? = P. inf (P, 1) e^ et

a | i n f ( P , l ) , i n f ( P , l ) | < a ( P , P )

entraînent P = inf (P, 1) p.p. dans Q, d'où P = 1 p.p. sur K.
Par suite, la mesure LP ne charge pas K, P est harmonique
sur K et vaut 1 en tout point e K.

Soit ^ e 3^ et tendant vers P dans W^û) $ inf (^, 1) e %
vaut 1 p.p. sur un voisinage de K et tend aussi vers P dans
Wi^Q); on obtient donc <?„ en régularisant inf (^pn, 1).

DÉFINITION. — La capacité d'un compact K c Q est
cap K = |||PMr.

Conséquence. — Si L et L sont deux opérateurs de même
constante \ d'uniforme ellipticité, cap K et cap K les capacités
de K relatives à ces deux opérateurs :

^ __ __
— cap K <; cap K <; À2 cap K.
A

En effet, la famille ̂  ne dépend pas de l'opérateur.

Cette notion de capacité conduit à de nouvelles propriétés
de la fonction de Green.

LEMME 5. — Si l'ensemble K= ^xeQ: g^(x)^M^ est
. 1compact {donc pour M assez grand), il a pour capacité -—-•

Soit (x la mesure de F. Riesz associée à P^; c'est aussi la
mesure LP^ (th. 4), donc, si <p^ est la suite du lemme 4 :

a(P?, y/,) = f fn d[^ = f d^ et cap K == f d^.

D'autre part (th. 4) : P^ == f g?d^{z)'y comme y e = K et (A
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est portée par ôK :

1 = P^{y) = f gû(y) du. (Z) = f gû(z) du. (Z) == M/ du..

PROPOSITION 5. — Pour tout compact K c Q, il existe deux
constantes k^ et /Cg > 0 telles que:

" n>î.^,^<^<^^.-.• v -« y-K;
si n==2 , À tllog.^-^—<gp(^)</f2log.^--,V^etî/6K,

c > diain K.

On reprend la démonstration de Littman, Stampacchia et
Weinberger [7], mais sans utiliser les propriétés de la fonction
de Green relative à un opérateur à coefficients réguliers. Elle
consiste à montrer que, si gy et gy sont les fonctions de Green
relatives à deux opérateurs L et L de même constante d'uni-

forme ellipticité, oyv / est compris entre deux constantes > 0
ëyW

pour x et y voisins, d'où l'on déduit la double inégalité annoncée
en prenant L == A.

Pour cela, on utilise le lemme démontré dans [6, n° 1] :
•p

si Q contient la boule ouverte P (y, R), pour r <; —— on a
2i

M(r) = sup gy < c inf gy = cm{r),
^.r) ôpfcr.r)

où c ne dépend que de n et À ; donc, pour x e ô? (y, r)

w < ëyW < cm(r), M^ < gy(^) < cm{r),
C Cîc - -' ' - ' " c

et

• J_ W < sM < .2 "î^)
- ^ mW^g^)^0 M(r)' .

D'après le lemme 5, pour r <; un nombre fixe quand y
décrit K :

M(r) ̂  captgy > m(r)} ̂  çjp ĵ /,̂ ) ̂  J_
?n(r) cap|gy>M(r)j ̂  cap ̂  (y, r) ̂  X2 '
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et
n^r) ̂  cap^>M(r)^ cap j? (y, r) .,
M(r) cap |g ,>m(r ) j^capp( t / , r )^ ï

d'où __^i^)^^
C2X2 ê )̂

Vy e K et a; e ? (y, r) pour r assez petit.

COROLLAIRE 1. — Les ensembles polaires ne dépendent pas
de V opérateur L.

COROLLAIRE 2. — Uaxiome D est vérifié (cf. la remarque
finale de [6]).

7. Deux propriétés des fonctions surharmoniques.

THÉORÈME 5 (4). — Soit p^{x} une suite régularisante formée
de fonctions ^ 0, indéfiniment différentiables, dépendant seule-

ment de \x\, nulles pour \x\ ^—et telles que f pn{x) dx == 1.

1) Pour toute fonction u, surharmonique dans Q : u * p^ —> u
en tout point e Q.

2) Si u est une fonction surharmonique > 0 dans û, dont la
mesure de F. Riesz est portée par un compact c Q : pour tout
compact K c Q, il existe une constante k telle que u*p^<;/cu
sur K, pour n assez grand.

Il suffit de montrer 1) en un point x tel que u{x) <; + °c>5/»
et l'on peut supposer u{z) == J gP(z) d\ (y), X;>0 à support
compact dans Q. On a :

^*Pn(^)=/(gû*Pn)(^)^(^/),

où (g? * pj(n;) —^ g^{x) y y e: Q ; d'autre part, y et z restant dans
un compact c Q, on a (proposition 5), en notant Uy le noyau
newtonien (dans R" si n > 2, dans une boule 3 Q si n = 2) :

(gP*Pn)(^) =fëW ?n{x - Z) ̂  < /C,(^p^)

</c,^)<-j2-gû(^.

(4) Améliorant le th. 3 de [6].
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THÉORÈME 6. — Toute fonction surharmonique dans Q est
s.c.i. essentielle (c'est-à-dire égale à sa lim inf essentielle en
tout point e Q).

Soit u une fonction surharmonique dans Q ; en chaque point
XQ !

u(xo) == lim inf u(x) ̂  lim inf ess u(x).
X-^-XQ X->XQ

Supposons u{xo) < X < lim inf ess u(x) ; on en déduit :
X->XQ

\ <; u p.p. sur un voisinage de XQ,

d'où ^<^u*pn(^o) pour n assez grand, où p^ est une suite
régularisante définie au th. 5. Comme u*p^(o;o) -> u{xo), on a
la contradiction cherchée.

COROLLAIRE 1. — Si u et v sont surharmoniques dans Q :
u ^> v p.p. dans û entraîne u ̂  v. De même avec u surharmo-
nique et v continue.

COROLLAIRE 2. — Le représentant surharmonique dans Q
de la solution faible de Lu == (JL ̂ . 0 (proposition 2) ou d^une
sursolution locale dans Q (th. 4, 1) est sa régularisée s. c. i. ess.

H. STABILITÉ DE LA CLASSE
DES SURSOLUTIONS LOCALES

PAR PASSAGE A LA LIMITE

LEMME 6. — Soit u une sursolution locale dans Q, localement
essentiellement bornée supérieurement dans Q. Pour tout compact
K c Q, soit o- un nombre > 0 et <; distance de K à ôQ, K'
ï'ensemble des points e Q dont la distance à K est <^ a et u ̂  M
p.p. sur K'. Alors

v r/0^2^ ^4X4 r / A/r\2 ^^ ( — ) dx ̂  -— (u -— M)2 dx.
î JA^J Œ2 -A' /

Pour toute sous-solution locale u ̂  0 p.p. dans Q, donc aussi
pour toute sursolution locale ̂  0 p.p. dans Q, l'inégalité

Y c y0^2 /7 ^4X4 r 2 ^^ ( — } dx ̂  —— u2 cte
i JK \ô^/ Œ2 JK.
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est démontrée par Moser [9, lemme l], dans le cas où K est
une boule; sa démonstration s'étend sans difficulté au cas
où K est une réunion finie de boules, d'où le cas général.

Soit maintenant u satisfaisant aux hypothèses de renoncé.
On considère l'ouvert Q', lieu des points e Q dont la distance
à K est << o-, et le compact K", lieu des points e Q dont la
distance à K est ^ o" — £, £ > 0; alors u — M est une sur-
solution <^ 0 p. p. dans û' et

sxfêy^^j.t"-»1)
<̂^r4X4 r \u - M)2 dx.

(a — e) Jjs.'

LEMME 7. — Soit Un une suite de sursolutions locales dans Q,
localement essentiellement bornées dans leur ensemble, et tendant
vers u p.p. dans û. Alors i^^W^Û) et est limite faible de la
suite Un dans W^'2 (û) (c*'est-à-dire dans W^Q') pour tout
ouvert Q 'cQ 'cû) .

D'après le lemme précédent, ll^nllw1'2^) est borné indépen-
damment de n; donc on peut extraire de la suite Un une suite
partielle faiblement convergente dans W112^'). Comme u^
est borné indépendamment de n sur Q' et tend vers u p.p.,
u et la limite faible ont même intégrale sur tout ensemble
mesurable E c Q', donc u est limite faible de la suite u^.

PROPOSITION 6 ( 5 ) .— 1) Soit Un une suite croissante de fonc-
tions surharmoniques dans Q, e W^'^û) et localement bornées
supérieurement dans leur ensemble. Alors, la fonction surhar-
monique sup Un est dans W^Q).

2) Soit 9 une famille de fonctions surharmoniques dans ?,
e W^Q) et localement bornées dans leur ensemble. Alors
inf u est dans W^Q), ainsi que la fonction surharmonique
ne^
inf u (régularisée s.c.i. de inf u).
ue^r uegî

3) Soit ^n une suite ^-convergente [4] de fonctions

eS+(Q)nW,^(û)

(5) Ces résultats seront améliorés successivement par la proposition 7 et par le
th. 9.
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et localement bornées supérieurement dans leur ensemble. Alors
sa ^-limite v dans S^û) appartient à W^Q).

1) Conséquence du lemme 7.
2) Par le raisonnement classique [l], on se ramène au cas

d'une suite décroissante : en effet, grâce à un lemme de
MM. Brelot et Choquet, on peut extraire de 9 une suite u^
telle que inf u = inf u»; alors (axiome D) inf u = inf u^ ou
^-^ "e^ ' ne^î

inf u^ q.p., donc p.p. dans Q; puis on se ramène à une suite
décroissante en posant Un == inf (ui, . . ., i^).

Pour une suite décroissante, on applique le lemme 7.

3) ^= lim inf ^ [4, corollaire 1 de la proposition 21.2].
De plus, u,, = inf Vp forme une suite croissante de ^-fonctions

P^n

dont la limite est lim inf ^; alors [4; n° 5, A, propriété 3] :
lim inf ^ = lim û^.

D'après le 2), la fonction surharmonique û^eW^Q);
comme la suite u^ est croissante et localement bornée supérieu-
rement, sa limite est dans Wfc^Q).

Conséquence. — Propriété des fonctions surharmoniques
localement bornées.

LEMME 8. — Soit (x une mesure ̂  0 sur Q, à support compact
dans Q, ^ = ̂  * p^ où p^ est une suite régularisante définie
au th. 5. Alors v = j g? d[f.(y) est T'-limite de la suite
^n == J g^ d^nÇy)^ ^ il existe une constante k telle que ç^ ̂  kv
pour n assez grand.

Les mesures ^ étant portées par un même compact K
pour n assez grand, ̂  —^ ^ si et seulement si (x^ tend vaguement
vers y. [4, proposition 19.3], et cette dernière convergence
est classique.

Il suffit de démontrer l'inégalité ^ ̂  kv sur un compact,
voisinage de K et, pour cela, de montrer une inégalité analogue
pour les potentiels newtoniens î^ = j Uy dy.^{y) et v = T Uy d^(y)
(proposition 5). Or:

^) == / (^ * Pn)(!/) du,{y) < f n,{y) d^(y) = v{x). .
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PROPOSITION 7. — Toute fonction surharmonique, localement
bornée dans Q, appartient à W^Q).

Il suffit de traiter le cas où v est un potentiel localement
borné dans Q; soit v == f g^ d^Çy).

On suppose d'abord (JL à support compact : alors v est
T-limite des fonctions ^ = / g ? rf^n(y), localement bornées
dans leur ensemble (lemme 8); ^ est définie par la densité
z -> j p^(z — x) dy.{x) relativement à la mesure de Lebesgue,
donc la distribution (JL^ <= W^'^Q) et ̂  e= W^Q) (proposition 2
et th. 2); par suite (^eW^Û) (proposition 6).

Pour traiter le cas général, on considère une suite croissante
de compacts K.n dont la réunion est Q, et ̂  == f gpxsjî/) d[^{y) ;
chaque ^eW^'^Q) et la suite ^ est croissante et majorée
par v localement bornée; donc sa limite v appartient à W^Q)
(proposition 6).

m. LES FONCTIONS e S+ MAJORÉES PAR UNE FONCTION
eWi12 OU Wfc2

LEMME 9. — Étant donné v surharmonique eW^Q) et
un compact K c Q, soit ^ eW^2(Q), à support compact dans Q
et égale à v sur un voisinage de K (cf. la démonstration du
lemme 3,1)).

5i VQ désigne la fonction VQ prolongée par 0 sur ôQ, la solution
H^ du problème de Dirichlet dans co == Q — K pour la donnée
VQ sur ô(o, coïncide avec la solution L^ de Lu == 0 dans co, telle
que ^ - L^eW;'2^).

Soit p^ une suite régularisante définie au th. 5 : pour n assez
grand, ^o*P^®(û) donc H^===L^ [5, th. 3]. ^o*Pn-^o
dans W^^û), donc [5, proposition 4] L^^p^ —^ L^ dans
dans W^^co), et, pour une suite partielle, la limite a lieu p.p.
dans co ; il reste donc à montrer que H^>^ -> H^.

Pour cela, supposons ^ == v sur l'ouvert Q', K c Q' c Q :
dans un ouvert co tel que K c co c 03 c Q', on peut écrire (pro-
position 4, 1)) v = V ' + A, où (/ est un potentiel dans Q',
dont la mesure de F. Riesz est portée par QJ, et h est harmo-
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nique dans œ ; alors, sur ôK, pour n assez grand :

^0 * pn == ^ * Pn == ^ * Pn + ^ * pn,

où A * pn -> h uniformément, v9 * pn —> ^ et ^' * pn ̂  ̂ ' (th. 5).

LEMME 10. — Soit Q^ une suite croissante (Vou^erts, tels
que Q^ c Q et Q = [ j Q^. Pour toute p e S^û) <°t tou( ensemble
E c Q : n

ft? = lim (ft^)^.

La formule est vérifiée par un potentiel .dans Q car, dans Qn :

ft? < (ft^)^ + ftî011 [1, lemme 1, chapitre 7],

et ftî^-^O quand n -^+oo .
Comme toute fonction e S^'ÇQ) est limite d'une suite crois-

sante de potentiels dans Q et que (Ê.?0011)^ est fonction crois-
sante de n et de ^, on déduit la formule dans le cas général
par double passage à la limite [4, proposition 28.1].

1. Balayage (Tune fonction e S^^ n Wfec2 sur un compact.

THÉORÈME 7. — Étant donné v e S^Q) n Wi»2 {û)et K compact
c Q, ft.̂  appartient à W^û) et c'est îa fonction e 3^ {définie au

lemme 3) rendant minimum ||[ç||[2 == a(<p, y).
^

Il suffit de montrer que R? == P^ définie au lemme 3.
1) Supposons d'abord ^eW^^Q). Alors in^P?, ^el^;

pour montrer que c'est P^, on pose P1 == infÇP^, v) + y et
on remarque, que infÇP^, ?) étant une sursolution,

alinfÇP^yj > 0,

d'où [IIP r̂̂ JllinW, ^)|j|2 et 9 = 0 p.p.
On en déduit d'abord P^ == ^ p.p. sur K; puis, ^o étant

choisie comme dans le lemme 9 : P^ = L^ dans œ == Q — K
car P^ — po ^t limite dans W^^co) de fonctions e W^^co)
à support compact dans œ.

Comme R^ == p p.p. sur K (corollaire de la proposition 4)
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et ft^ = H^ = H^ dans co, on a, grâce au lemme 9, P^ = R^
p.p. dans Q, donc partout (corollaire 1 du th. 6).

2) Si ç/eW^Q), on montre d'abord que ft^eW^Q):
d'après le lemme 10, Ê.̂  est limite de la suite croissante
w^ = (R^)^e W^QJ, donc aussi de la suite croissante

Wn dans Q»
Wn= eW;'2^);

0 dans Q — Qn

d'autre part, pour n assez grand, la fonction ^o du lemme 9
appartient à la famille S^ relative à chaque Q^, donc ||!^[[|̂ |||̂ o|]|-
On peut alors extraire de la suite w^ une suite partielle faible-
ment convergente dans W^Q); R^et la limite faible ont même
intégrale sur tout ensemble mesurable E c Q, donc coïncident
p.p. dans Q. Ainsi Ê.̂  e W^O) pour tout compact K c û.

On peut alors choisir un compact K', c û et voisinage de K :
on ne change ni ft.^ ni la famille ̂  en remplaçant v par Ê.̂ ',
qui eW^(Q).

COROLLAIRE. — Tout potentiel localement borné dans û et
dont la mesure de F. Riesz est à support compact dans Q, appar-
tient à W;'2(Q).

Soit P un potentiel localement borné dans Q et K le support
de sa mesure de F. Riesz. PeW^(û) (proposition 7) et, pour
tout compact K' voisinage de K: Ê.^'=P.

1. Les fonctions eS^ majorées par une fonction e W^*2.

LEMME 11. — Toute fonction v e S^Q) n W^Q), majorée
p.p. dans û par çeW^Q), est dans W^(Q). En outre

IIM1KIM-
Quel que soit le compact K c û, y e ̂ K car, si §e3)(û),

0 ̂  o ̂  1, et S == 1 sur un voisinage de K et si Çne2)(Û)
tend vers y dans W^^û), sup(y^, §ç) e= ^K et tend vers 9 dans
W^Q).

Soit K^ une suite croissante de compacts, dé réunion Q.
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ft111 tend en croissant vers ^; d'autre part Il if t^l l l <^ Hl ï l lh
donc la suite R^" converge faiblement dans W^Q) vers v
(même raisonnement que pour le th. 7,2)) et

M < lim inf IIÎ 'HI < M.

THÉORÈME 8. — Toute fonction v e S^Q), majorée p.p. dans
Q par çeW^Û), appartient à W^Q), donc est un potentiel
(th. 4), „ IIHII <|||y|||.

En effet, ^ = inf(^, n) e S^Q) n W^û) (proposition 7),
et ^ < y p.p. dans Q; donc ^e W^Q) et ||N]|<M.
Comme ^ tend en croissant vers ^, ^ est limite faible de (\
dans WS'^Q) et ||H|| ,< lim inf|][^||| <'" •"
^

ConoLLAiRE.— La balayée d'une fonction e S'^'ÇQ) n W^^Q)
sur un ensemble quelconque appartient à W^Q).

3. Les fonctions e S4', majorées par une fonction e W^?.

THÉORÈME 9. — Toute fonction v e S^Q), majorée p.p.
dans Q par une fonction eW^Q), appartient à W^Q).

Soit 0' un ouvert d'adhérence c Q. Étant donné ^e Wfc^Q)
et le compact Q', il existe un potentiel P dans Q, eW^Q)
et ̂  f p.p. sur Q' (lemme 3). Donc, si v <; f p.p. dans Q, on a
P ̂  ^ p.p. sur û', donc partout sur Q' (corollaire 1 du th. 6),
et P>f tû ' dans Q. Alors Rû'eW^Û) (th. 8), et comme
^=f tû ' dans Q', ^eW^Q').

COROLLAIRE. — La balayée d^une fonction e S^Q) n W^Q)
sur un ensemble quelconque appartient à W^Q).

Exemple prouvant que la classe S4" n W112 n'est pas stable
par balayage.

On prend L == A dans R2, Û == le disque ouvert x2 -\- y2 < 1.
On balaie v = 1 e S+(û) n W^^û) sur le demi-disque E situé
dans le demi-plan y ̂  0. Sur l'ouvert (D = Q — E, Ê.̂  est la
solution du problème de Dirichlet pour la donnée égale à 1
sur le diamètre et 0 sur la demi-circonférence; c'est donc une

fonction affine de Q(a?, y) == Im log ( z \
\1 — z/

z = x + iy.
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Posons f(z) == log fl-^-^ == S ̂ n, M < 1, avec
\1 ~ z/ "^o

^p = o, o,̂  == ̂ -j • Q.2 + o;2 = in2

donc :

JX(Q? + Q;2) dx dy = fL1/T dx dy == 4" fflfl2 ̂ d!/î

car f a un développement en série entière à coefficients réels.

0^ \fWr dr rf0 = ^ S na^R ,̂
' " n l̂

et le 1er membre a une limite finie quand R -> 1 si et seulement
si la série de terme général na2 converge. Ici, cette série diverge;
par suite ft^W^^Q).

IV. CARACTÉRISATION DES POTENTIELS eW^2.

DÉFINITION. — L'énergie d'un potentiel dans û :

U^=/gû^(y) ,

où (x est une mesure ̂  0 sur Q, est le nombre f V^- d^ fini ou
== + oo.

Si le potentiel W est d'énergie finie, tout potentiel l^ ̂  Ut1

est aussi d'énergie finie et j V ^ d^ <; F U^ du.:
en effet fV^d^^fv^d^ est fini, f^ dy, = fw rfv et

fV^d^^f U^ ̂  est fini et < /^ U^ dpi.

THÉORÈME 10. — Les potentiels dans Q, appartenant à
W^Q), 50^ ^5 potentiels d'énergie finie et si U^== Fg0 ̂ (î/)
e5( un ^î potentiel:

(1) a^U^^U^.

1) Soit V^== f g^ d^{y) un potentiel dans Q, e W^(Q) :

(2) a{V^ 9) == / ? ̂  Vç e 2)(Q) (th. 4).
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— Supposons d'abord que le support de pi est compact.
Alors [x est de masse finie et (2) est satisfait pour toute

yeW^Q), continue et bornée dans Q (th. 2).
Soit yeW^Q), continue et bornée dans Q, et L^ la solu-

tion continue de Lu = 0 telle que y — L^ e W^Q) ; les
bornes de 9 sont aussi des bornes de L? dans Q [5, th. 1] et
par suite

(3) a(U^, y) = f (9 - Lu) ̂ .

Soit u un potentiel dans Q, <= W^û) et borné dans Q :
0 ̂  u <; M. Si pn est une suite régularisante du th. 5, u * pn (6) —>- u
dans Q, ainsi que dans W^Q), et par suite L° ^ p^ -> L° = 0
dans W^Q) donc aussi p.p. dans Q pour une suite partielle;
comme L.9 ^ ^ est harmonique ;> 0, l'axiome 3' entraîne
la convergence, uniforme sur tout compact c Q, d'une nouvelle
suite partielle; d'où L° ^ ^ -> 0 dans Q, uniformément sur le
support de (J.; enfin 0 ̂  u » p^ <; M. L'égalité (3), valable pour
y == u * pn, donne à la limite a(Ut1, u) = f u d^.

On considère enfin u^ = inf(U^, n) ; u^ est un potentiel
eW^Q) et borné dans Q, u^ tend en croissant vers Ut1

et Un tend vers W dans W^Q) [6; cf. la démonstration du
th. 5], d'où la relation (1).

— Si pi est une mesure ;> 0 quelconque sur Q, soit K^
une suite croissante de compacts, de réunion Q et ^ == /j^.

U^, majoré par U^ est dans W;12^) (th. 8), d'où

a(U^, U^») = J* U^ J^.

)CK^U^ tend vers U^ en croissant, donc Ï U ^ 1 d^—> C V^ ^(A,
fini ou = + ûo. D'autre part (th. 8) |[|U^|[[ < |||U^|||; on
en déduit que la suite U^ est faiblement convergente vers U^
dans W^(Q), d'où lim inf |||U |̂|[ > |||U |̂||. On a donc
11WH ->|||U^||[ et l'égalité (1).

2) Réciproquement, soit U^ un potentiel d'énergie finie.
— Supposons d'abord la mesure pi à support compact.

Soit Un = inf (U^, n) et ̂  la mesure de F. Riesz de Un : pour n
assez grand, ^ est aussi à support compact, donc u^ e W^(Q)

(6) M * p^ désigne ici la restriction à Q de la régularisée de û == u dans Q,
0 dans R» ~ Çî.
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(corollaire du th. 7) et a(u^ u^=fu^d^ Comme

/u,4^<JWd(x,

111^111 est borné et la suite u^ converge faiblement dans
W^(Q) vers W; d'où WeW^Û).

— Si [A est une mesure > 0 quelconque, on considère encore
une suite croissante de compacts K^, de réunion Q, et
^n = XK^. On a : a(U^, U^") = ̂  U^ ̂  et

fv^d^^fv^d^

d'après le raisonnement ci-dessus U^eW^Q).

COROLLAIRE 1. — 5i les potentiels W et L^ sont d'énergie
finie :

(J"U^)2 ^fWd^fv^d^',

par suite TU^ d{y. — v) > 0.

COROLLAIRE 2. — L a topologie forte de Cartan, sur V espace
Ê+ de5 potentiels dans û d9 énergie finie ou sur Vespace ê des
différences de tels potentiels, équivaut à celle de W^Q), restreinte
aux sursolutions ou aux différences de sursolutions.

Les sursolutions eW^Q) formant une partie fermée de
W^Q), on retrouve ainsi le fait que ê+ est complet pour sa
topologie forte; le fait que ë ne l'est pas signifie que les diffé-
rences de sursolutions ne forment pas une partie fermée de
W^(Q).
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