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LE PROBLEME DES MODULES
POUR
LES SOUS-ESPACES ANALYTIQUES COMPACTS
D’UN ESPACE ANALYTIQUE DONNE

par Adrien DOUADY

Introduction .

Soit X un espace analytique complexe (*).

Le but de ce travail est de munir son auteur du grade de docteur
és-sciences mathématiques et I'ensemble H (X) des sous-espaces analyti-
ques compacts de X d’une structure d’espace analytique.

Pour formuler de fagon plus précise le second probléme, on a besoin
de la notion de famille analytique de sous-espaces compacts de X. Nous
appellerons famille de sous-espaces compacts de X paramétrée par un
espace analytique S tout sous-espace analytique Y de S X X propre et
plat sur S.

Le probléme universel posé est de montrer que le foncteur contra-
variant ® qui & un espace analytique S associe I'ensemble des familles de
sous-espaces analytiques compacts de X paramétrées par S est représen-
table.

Nous posons et résolvons au § 9 un probléme plus général (ca ne
colite pas plus cher!): le probléme des modules pour les faisceaux

(1) Les anneaux locaux peuvent avoir des éléments nilpotents.
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analytiques cohérents a support compact quotients d’un faisceau analy-
tique cohérent donné.

Pous obtenir ce résultat, nous avons été amené a sortir du cadre des
espaces analytiques de dimension finie usuels pour considérer des espaces
analytiques « banachiques ». Ces espaces ne sont que des intermédiaires :
I’espace X d’olt I'on part et I'espace H (X) ou H (&) que l'on construit
sont, bien entendu, de dimension finie.

Le théoréme des voisinages privilégiés (§ 7) permet d’associer, a des
faisceaux analytiques cohérents, des espaces de Banach a partir desquels
on construit, par un procédé décrit au § 4, de nouveaux espaces analy-
tiques banachiques.

L’espace X étant toujours supposé de dimension finie, on étend le
foncteur @ a la catégorie des espaces analytiques banachiques (§ 8). On
montre qu’il est représentable dans cette catégorie, puis, en utilisant le
critére de finitude du § 3, n° 4, que l’espace analytique qui le représente
est (localement) de dimension finie.

Le probleme de modules traité ici a été posé par Grothendieck dans
[16] (Conjecture 1), sous une forme légérement plus générale (au-dessus
de S). Les méthodes de la géométrie algébrique (Polynémes de Hilbert)
permettent d’en donner une solution dans le cas ol X est un espace
projectif (Chow-Van der Waerden [9], Grothendieck [15]). Grothendieck
pose également dans [16] le probléme des modules locaux pour un espace
analytique compact (conjecture 2). Ce probléme, plus difficile, a été résolu
pour les variétés analytiques par Kodaira-Nirenberg-Spencer [23] moyen-
nant une hypotheése cohomologique (H? (V,;®) = 0), puis par Kura-
nishi [24], [11], sans cette hypothése. Ces auteurs considérent des
familles de structures complexes sur une variété analytique réelle fixe.
On ne peut plus adopter ce point de vue quand la fibre initiale a des
singularités. De nouvelles méthodes devront étre mises en ceuvre; nous
espérons que cet article constitue un pas dans cette direction.

Tous les éleves d’Henri Cartan connaissent son exigence de rigueur,
parfois jusque dans le détail, et savent le profit qu’ils en ont retiré. Par
son enseignement a '’Ecole Normale, par la direction de son séminaire,
par les nombreux entretiens qu’il m’a accordés, il a été I'inspirateur de
cette thése. Je n’aurais probablement jamais résolu ce probléme sans les
encouragements et les directives de Bernard Malgrange, qui, dans les
moments difficiles, m’a indiqué plusieurs voies dont I'une devait mener

N

au résultat. A I'un comme a lautre je tiens a exprimer ma gratitude.
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1. VARIETES ANALYTIQUES BANACHIQUES

Ce paragraphe contient un exposé sommaire de la théorie, main-
tenant classique, ([25], [14], [3]) des variétés analytiques banachiques.

Jusqu’au paragraphe 4, le corps de base pourra étre R (corps des
réels) ou C (corps des complexes), la plupart des résultats étant d’ailleurs
valables pour un corps valué complet quelconque. A partir du paragra-
phe 5, le corps de base sera toujours C.

1. Applications polynomiales.

Soient E et F deux espaces de Banach. Une application f de E dans
F est dite polynomiale homogéne de degré n s’il existe une application
n-linéaire u de E X ... X E dans F telle que f (x) = u (x, ..., x) pour tout
x € E. 1l existe alors une application n-linéaire symétrique Tet une seule
de E X ... X E dans F possédant cette propriété, et f est déterminée de
la fagon suivante : en posant, pour toute fonction A,

1
Azh(y)=7 (RO +2)—hO—2),

la fonction A, ... A, f est constante et sa valeur est n !'f(xl, veey Xn).

PROPOSITION 1. — Pour une application polynomiale homogéne f
de E dans F, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est continue;

b) f est continue en 0,

c) f est bornée sur la boule unité Bg de E;
@) f est continue;

B) T est continue en (0, ..., 0);

?) f est bornée sur Bg X ... X Bg.



8 A. DOUADY

Les implications b <0 =d =a =>b => c sont immé-
diates, montrons que ¢ = ¢. Plus précisément, en posant

Ifll= sup If@I et |Ifll = sup |[FCx o 2]l

@, €By

on a l'inégalité : 7 €Bg
~ n"

M <<=l

En effet f est bornée par n"”f” sur la boule de rayon n; soient
X1, ..., Xn € Bg, on voit par récurrence sur k que A,, ... A;, f est bornée
par n" ” f” sur la boule de rayon n — k, et pour k = n, on trouve :

nl || F O, ey %) || = || sy e Doy FO) || < 17 || F]].

2. Applications analytiques .

Soient E et F deux espaces de Banach, et soit U un ouvert de E.
Une application 4 de U dans F est dite analytique en un point a de U
s’il existe une suite (f,), o, pour tout n, f, est une application polyno-
miale homogene continue de degré n de E dans F, et un nombre réel
r > 0 tels que

@ 3l < e
et que

h(a + x) = 3 fu(x) pour x suffisamment petit. Les f, sont alors unique-
ment déterminés (unicités des développements limités).

La borne supérieure R des nombres r vérifiant (2) est appelée rayon
de convergence de h en a. On appelle rayon de convergence strict de A
en a la borne supérieure R des nombres r vérifiant

@ 3|[ff <
I1 résulte de (1) et de la formule de Stirling donnant une majoration de

n

— que R et R sont reliés par les inégalités
n’

3) %<ﬁ<key

(2) Ces inégalités m’ont été communiquées par N. Bourbaki.
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Exemples. — 1. Soit A une algtbre de Banach ayant un élément
unité 1 tel que H 1 || = 1. L’ensemble GA des éléments inversibles de A
est ouvert dans A et l'application x > x—! de GA dans lui-méme
est analytique : si a € GA, a + x est inversible dés que |]x” < ”a‘I ||“1
et @+x)t=al—a'xa! + alxa?! xal — + ... =
S (—Drfa(x),0u fo(x) =a1x..a 1xa 1 est polynomlale homogene
de degré nen x, car (x; , ..., X)) = a—1 x; ... a—1 x, a—! est n-linéaire.

Ona|la|| =< || A M| < ]| <[[a ||+
dod || a= || "* S R <R || a||; en particulier, sia=1,R=R = 1.

Si A est commutative, f, (x) = a—"—1 x" et f:, (X1 5 eeey Xn) = @1 x1... %,
—1

d'od ||fo]] = [|fa] = ||a=*||- ot R = R =1lim || a=* || "= est linverse

du rayon spectral de a—1.

2. Prenons pour E l'espace I* des suites sommables, x = (x;..., Xy...)
muni de la norme “ x ” =3 | x|, et pour f, (x) le produit x; ... x, des n

premiéres coordonnées. On a Hf,.” <

, car le maximum de [ f,,] pour
S | X5 l 1 est atteint pour I.xl l = .= lx,, ] = —’11— D’autre part,

~ - 1) (n)
fo (V) o x™) = - S Xy e XSn
. G€o(n)

-~ 1
d’ol en prenant pour x® Pélément & de Kronecker, ” = — et
n:

1
I'inégalité (1) montre que ” f ” = —. Pour la série h=3n!f,, on a
R =1et R=ce

3. Cas complexe.

PROPOSITION 2 [18]. — Soient E et F deux espaces de Banach
complexes, U un ouvert de E, et h une application de U dans F. Supposons
que h soit localement bornée et que, pour toute droite affine complexe
D C E et toute forme linéaire continue v sur F, v o h induise une fonction
holomorphe sur D N\'U. Alors h est C-analytique. Si h est bornée sur une
boule de centre a et de rayon r contenue dans U, le rayon de convergence
R de h en a vérifie R = r, et le développement de h en a converge vers h
normalement sur toute boule de centre a et de rayon r <r.
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Démonstration. — Cette proposition est connue dans le cas ou E est
de dimension finie et F = C; et le développement i (a + x) = 3 f» (x)
est alors donné par la formule

1 2n
4 fn (%) =2—-f h(a+ e®x)e"0df pour || x|| <.
T 0

Dans le cas général, définissons f, (x) pour || x | < r par la formule (4)
(intégrale a valeurs dans 1’espace de Banach F). Si || 4 || est majorée par
M sur la boule de centre a et de rayon r, on a “ fa (%) ” <M pour
Hx H < r. Pour montrer que f, est polynomiale homogene de degré n,

suffit de vérifier que f, définie par (1) est n-linéaire et que
fn (x) =7 (x, ..., x); il suffit méme de vérifier ces relations pour la res-
triction de v o f, & E’ pour toute forme linéaire continue v sur F et tout
sous-espace E’ de dimension finie de E, ce qui nous raméne au cas
particulier connu. Il en résulte que la série 3 f, converge normalement
sur toute boule de rayon r<r, et de la relation v (h (a+x))=v (3 f» (x))
pour toute forme v, on déduit h(a + x) = 3 f» (x). Ceci démontre la
proposition.

Il résulte de cette proposition que ’ensemble des applications C-
analytiques bornées de U dans F est fermé dans 1’espace de Banach des
applications continues bornées.

Soit 4 une fonction C-analytique en a, soit R, son rayon de conver-
gence en a, et supposons que le développement de % en a converge vers h
en tout point de la boule de centre a et de rayon R, . Alors

(i) A est analytique en tout point b tel que H b—a ” <R

(ii) son rayon de convergence R, en b vérifie R,>R, ——”b — aH ®).

4. Variétés.

Soit X un ensemble. Une carte de X est une bijection d’une partie U
de X sur un ouvert U’ d’un espace de Banach. Deux cartes ¢, : U; = U}

(3) La propriété (i) subsiste dans le cas réel, mais sa démonstration est plus
délicate. J’ignore si la propriété (ii) subsiste, mais on a I'inégalité
VR, =2 VR, — VTb—al.

Il est immédiat que les rayons de convergence stricts vérifient ib = ia— b —all
dans les deux cas.
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et @2 : Uz —> U3 sont dites compatibles si
Ulz=¢1 (U1 NUz) et Uiy = @2 (UzNUy)

sont ouverts dans U{ et UJ et si 'application y;2 = ¢;10 ¢3! de U,
dans U/, (changement de carte) est analytique ainsi que son inverse. Un
atlas sur X est une famille de cartes deux & deux compatibles dont les
domaines recouvrent X. Deux atlas sur X sont dits équivalents si toute
carte de I'un est compatible avec toute carte de 'autre. Une structure
de variété (analytique banachique) sur X est une classe d’équivalence
d’atlas.

Etant donné un atlas sur X, il existe une topologie et une seule
sur X telle que toute carte de cet atlas soit un homéomorphisme défini sur
un ouvert de X. Cette topologie est la méme pour deux atlas équivalents
et est appelée topologie sous-jacente a la structure de variété. Pour que
cette topologie soit séparée, il faut et il suffit que, pour tout couple de
cartes (¢1 : U = U{, ¢2:Us— Uj) de I’atlas, le graphe du changement
de cartes ;2 soit fermé dans Uf X Uj.

Soit X une variété. On appelle carte de X une carte d’un atlas de X.
Soient X et Y deux variétés, f une application de X dans Y, ¢ : U—> U’
une carte de X, ¢ : V— V’ une carte de Y. L’application f = o fo !
de U” = ¢ (UNf~1(V)) dans V’ est appelée 'expression de f dans les
cartes données. Pour que f soit continue, il faut et il suffit que, pour tout
couple de cartes (¢ : U— U, ¢: V> V), Pexpression de f soit une
application continue d’un ouvert de U” dans V’. On dit que f est analytique
si f est continue et si son expression dans tout couple de cartes est analy-
tique. Pour que f soit analytique (resp. continue), il suffit qu’il existe
un atlas de X et un atlas de Y tels que les propriétés ci-dessus soient
satisfaites pour tout couple formé d’une carte de chacun de ces atlas.

5. Sous-variétés, sous-variétés directes, espace tangent.

Si E est un espace de Banach, on appellera sous-espace direct de E
tout sous-espace vectoriel admettant un supplémentaire topologique ou,
ce qui revient au méme en vertu du théoréme de Banach, tout sous-espace
vectoriel fermé admettant un supplémentaire fermé.

Soient X une variété, ¢ : U— U’ une carte de X et Y une partie de
"X. La partie ¢ (YNU) de U’ est appelée l'expression de Y dans la
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carte ¢. On dira que Y est une sous-variété (resp. une sous-variété
directe) de X si pour tout point y € Y, il existe une carte ¢ : U — U’ de X
telle que y € U et ¢ (y) = 0 et que I'expression de Y dans cette carte
soit la trace sur U’ d’un sous-espace vectoriel fermé (resp. direct) de
I'espace de Banach dont U’ est un ouvert.

Avec cette définition, les sous-variétés sont nécessairement locale-
ment fermées. Si Y est une sous-variété de X, il existe une structure de
variété et une seule sur Y dont la topologie sous-jacente soit induite par
celle de X et telle que I'injection canonique Y — X soit analytique. On
Pappelle structure induite.

Soient X et Y deux variétés. On appelle plongement (resp. plonge-
ment direct) de X dans Y toute application analytique de X dans Y qui
est un isomorphisme de X sur une sous-variété (resp. une sous-variété
directe) de Y.

Soit X une variété. Si Y est une sous-variété directe de X, toute
sous-variété (resp. sous-variété directe) de Y est une sous-variété (resp.
sous-variété directe) de X. Si Y est une sous-variété non directe de X,
il peut exister des sous-variétés directes de Y qui ne soient pas des saus-
variétés de X. Exemple : soient E un espace de Banach, F un sous-espace
vectoriel fermé de E, 4 une forme quadratique continue sur F; le graphe T'
de & est une sous-variété directe de F X C, qui est une sous-variété de
E X C, mais on peut montrer, en utilisant le théoréme des fonctions
implicites, que I" n’est une sous-variété de E X C que si & peut se pro-
longer en une forme quadratique continue sur E.

Soient X une variété et x un point de X. On appelle espace tangent
a X en x et on note T, X le quotient de 'ensemble des couples (¢, 1),
ol ¢ est une carte de X représentant un voisinage de x sur un ouvert d’un
espace de Banach E telle que ¢ (x) =0, et ¢ un vecteur de E, par la
relation d’équivalence (¢, 1) ~ (¢’,?) si ¥ = a(f), ob « est la partie
linéaire du développement de I’application de changement de carte
¢ o¢~! en 0. Cest de fagon naturelle un espace de Banach, ie. un
espace vectoriel topologique normable complet. Soient X et Y deux
variétés, f une application analytique de X dans Y, x un point de X et
¥y = f (x). On définit P'application linéaire tangente a f en x,

T,f: T, X>T,Y par T,f(u) =v

si u est représenté par (g, £), et v par (Y, & (9)), ol « est la partie linéaire
du développement de I’expression de f dans les cartes ¢, .
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6. Le théoréme des fonctions implicites.

Soient X et Y deux variétés, f une application analytique de X dans
Y, a un point de X, et b = f (a) € Y. On dit que f est un isomorphisme
local en a §’il existe des voisinages ouverts V et Wdeaet b dans X et Y
respectivement tels que f induise un isomorphisme de V sur W pour la
structure de variété, i.e. un homéomorphisme dont I'inverse soit analy-
tique.

THEOREME 1. — Soient X et Y deux variétés, f une application
analytique de X dans Y, a un point de X et b=f(@) €Y. Si
Tef: ToX—> Ty Y est un isomorphisme, | est un isomorphisme local
en a.

Remarque. — D’apres le théoreme de Banach, il est équivalent de
supposer que T, f est bijectif ou que c’est un isomorphisme d’espaces
vectoriels topologiques.

Démonstration du théoréme 1. — En prenant des cartes de X et Y,
on se raméne au cas ol X et Y sont des ouverts d’espaces de Banach E
et F, et ol a=0, b =0. Pour tout r, on pose Hh”‘,’:—_g ”f,,”r"
si h=73f.; on a donc HhH7< w si r <R, od R est le rayon de
convergence strict de & en 0. Si g est une application d’un voisinage de 0

dans F, a valeurs dans un espace de Banach G, analytique en O, g o & est
analytique en O et H goh “:’< ” g ”';', ol s = H h H',’

Soit f, le terme linéaire du développement de h, posons c=||f1’1 ”-1,
et soit k € 10,1 [. Posons 1 (x) =x —fi 1o h(x); m est analytique en
0 € E, dordre = 2. Il existe un r > 0 tel que ” m |[¥ << kr. Posons
¥ =c(l—k)r, et soit B’ la boule de rayon r dans F. On définit par
récurrence une suite (g,) d’applications analytiques de B’ dans E par

800)=0; g1 =F'0) + nogn®.

On voit par récurrence que ” &n ”‘: Lretque goy1—gnet hog,—1
sont d’ordre > n. La série g telle que g — g, soit d’ordre > n pour tout n
vérifie H g ||:f'< r, et hog=1. L’application analytique h est donc
localement inversible & droite, et pour la méme raison g est localement
inversible & droite. On voit donc que 4 est localement inversible, et le
théoréme est démontré.
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7. Immersions et submersions directes.

Soient E et F deux espaces de Banach, u une application linéaire
continue de E dans F. On dit que u est un homomorphisme strict si u
induit un isomorphisme topologique de E/Ker u sur Im«, ou, ce qui
revient au méme en vertu du théoréme de Banach, si Im u est fermé.
On dira que u est un homomorphisme direct si Keru et Imu sont des sous-
espaces directs de E et F respectivement. Tout homomorphisme direct
est donc strict. Contrairement aux conventions générales des catégories,
on réserve le nom de monomorphisme aux homomorphismes stricts
injectifs et le nom d’épimorphisme aux homomorphismes surjectifs (qui
sont tous stricts).

Soient X et Y deux variétés, f une application analytique de X dans
Y, x un point de X et y = f (x). On dit que f est une immersion (resp.
une immersion directe, resp. une submersion, resp. une submersion di-
recte) en x s’il existe une carte ¢ de X représentant un voisinage de x
sur un ouvert d’'un espace de Banach E et une carte ¥ de Y représentant
un voisinage de y sur un ouvert d’un espace de Banach F telles que
Pexpression de f dans ces cartes soit induite par un monomorphisme (resp.
un monomorphisme direct, resp. un épimorphisme, resp. un épimorphisme
direct) de E dans F.

Dire que f est une immersion en x signifie que f induit un plongement
dans Y d’un voisinage de x dans X. Si f est une submersion, I'image
réciproque de tout point de Y est une sous-variété de X. Si f est une
submersion directe, I'image réciproque de toute sous-variété (resp. sous-
variété directe) de Y est une sous-variété (resp. sous-variété directe)
de X.

On utilise souvent le Théoreme des fonctions implicites sous la forme
suivante :

COROLLAIRE. — Soient X et Y deux variétés, f une application ana-
lytique de X dans Y, x € X.

a) Si T, f est un monomorphisme direct, f est une immersion directe
en Xx.

b) Si T, f est un épimorphisme direct, f est une submersion directe
en Xx.
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Soient ¢ :U—>U' CE et y =V—> V' CF des cartes de X et Y
respectivement avec ¢ (x) =0, Y (y) =0, ou y = f (x); notons f lex-
pression de f dans ces cartes.

a) Supposons que T, f soit un monomorphisme direct, et soit G un
supplémentaire de Im f dans F. L’application analytique g de U’ X G
dans F définie par g (x, y) = f (x) + y est un isomorphisme local d’apres
le théoréme 1, et g—1 o Y est une carte de Y au voisinage de y. L’expres-
sion de f dans les cartes ¢, g= o ¢ est l'injection canonique de E dans
E®G.

b) Supposons que T, f soit un épimorphisme direct, soit K son
noyau, et soit p une projection de E sur K parallélement a un supplé-
mentaire. L’application g de U’ dans V’ X K définie par

g(x) = x),p ()

p (x)) est un isomorphisme local d’aprés le théoréme 1 et go ¢ est une
carte de X au voisinage de x. L’expression de f dans les cartes g o ¢, Y est
la projection de F X K sur F. Le corollaire est démontré.

8. Un contre-exemple.

Avec les notations du corollaire, montrons par un exemple que
T, f peut étre un épimorphisme sans que f soit une submersion.

Soit E un espace de Banach et F un sous-espace fermé tel que E ne
soit pas isomorphe & F @ E/F, et notons p l'application canonique de E
sur E/F. Définissons I'application analytique f de € X E X E/F dans
E/F par f(t,x,y) =p (x) + ty. Pour z=1(0,0,0), on a

T.ftx,y)=px), et KerT.f=CPF P E/F.
Pour z = (2, 0,0), on a

T, x,)=px) +ty, et KerT.f =C DG,

—1
P:E—E/F, donc KerT,f~ C@E. Les

espaces CO F @ E/F et C @ E ne sont pas isomorphes, car des hyper-
plans de deux espaces isomorphes sont toujours isomorphes. Il en résulte
que f n’est pas une submersion, car si f était une submersion, f—! (0) serait
une sous-variété V de C X E X E/F, et on aurait, en tout point z de
V, T.V =Ker T, f. Or l'espace tangent a une variété reste constamment
isomorphe a lui-méme sur une composante connexe.

ot G est le graphe de
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Reste & montrer qu’il existe un espace de Banach E et un sous-
espace fermé F de E tels que E == F @ E/F. Prenons pour E I'espace I
des suites sommables. Pour tout espace de Banach séparable H, il existe
un épimorphisme « de E sur H, et en posant F —= Ker &, on a E/F ~ H.
Mais les sous-espaces vectoriels fermés de /! jouissent de propriétés tres
particuliéres, par exemple: «toute suite faiblement convergente est
convergente » (Théoréme d’Orlicz). Si H ne possede pas cette propriété,
par exemple si H est un espace de Hilbert, E/F n’est isomorphe & aucun
sous-espace fermé de E et Es+ F @ E/F..

2. VARIETE GRASSMANNIENNE D’UN ESPACE DE BANACH

1. La variété grassmannienne.

Soit E un espace de Banach; nous allons munir ’ensemble & (E) des
sous-espaces directs de E d’une structure de variété analytique banachique.
Pour tout couple (F, G) de sous-espaces fermés supplémentaires de E,
notons Ug ’ensemble des sous-espaces F” de E admettant G comme sup-
plémentaire; on définit une bijection Yr, ¢ de Ug sur I'espace de Banach
L (F ; G) des applications linéaires continues de F dans G en associant
a F’ € Ug 'application de F dans G ayant pour graphe le sous-espace F’
de E=F X G. Les {ip,¢ sont des cartes de & (E) dont les domaines
recouvrent & (E). Pour étudier le changement de cartes,

Y = Ym0, o Pip e, considérons d’abord deux cas particuliers :

(i) Go = G;. Dans ce cas y est un isomorphisme affine.

(i) Fo = F;. Notons j I'application de G, dans F, dont le graphe
est Gy, soit j = Yig,, v, (G1), et i Pisomorphisme de G, sur G, défini par
i(x) =x+ jx). Soit F € Ug,, et f =y, q, (F); F est 'ensemble des
x + f(x) pour x € F,. La décomposition de x + f (x) suivant F, et G
estxX’ +y,ouxX=x—j(fx) € Fpety =i(f(x)) € G;.Pour que
F € Ug,, il faut et il suffit que la projection de F sur F, parall¢lement
a G, soit un isomorphisme, c’est-a-dire que I —j f soit inversible. Alors
vy() =ifd—jfH~L On constate que l'ensemble de définition de vy
est ouvert et que vy y est analytique.

(iii) Cas général: Si Ug, N Ug, 7 &, soit F un supplémentaire
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commun a G, et G;. En passant par l'intermédiaire de Yr, g, €t ¥r,q, »
le changement de carte se décompose en trois facteurs dont deux rentrent
dans le cas (i) et un dans le cas (ii).

Les cartes Yy, ¢ forment un atlas qui munit & (E) d’une structure de
variété.

On définit une distance d sur I'ensemble @ (E) de tous les sous-
espaces vectoriels fermés de E en posant

d (F, F) = sup (6 (F, F),6 (F, F)),
ol 6(F,F)= sup inf [|x—y]|l.

zeR Jlall<1 veER lyvi<1
L’ensemble & (E) est ouvert dans @ (E) () et on peut vérifier que la topo-
logie sous-jacente a la structure de variété coincide avec la topologie
induite par d. En particulier cette topologie est séparée (ce qu’on pourrait
également vérifier en utilisant le critére du § 1 n° 4).

Soit F € & (E) et G un supplémentaire fermé de F. La carte i g
définit un isomorphisme de 1’espace tangent Ty & (E) sur L (F ; G), qui
s’identifie 4 L (F ; E/F) ; la formule donnant le changement de carte dans
le cas (ii) montre que I'isomorphisme Tr & (E) — L (F ; E/F) ainsi obtenu
ne dépend pas du choix de G; nous identifierons donc ces deux espaces.

2. Applications Ker et Im pour les monomorphismes
et épimorphismes directs.

Soient E et E’ deux espaces de Banach, notons & (0, E, E") et
& (E, E’, 0) respectivement ’ensemble des monomorphismes directs et des
épimorphismes directs de E dans E’.

PROPOSITION 1. — a) L’ensemble & (E,E’,0) est ouvert dans
L (E ;E) et lapplication

Ker: S (E,E, 0 — & (E)

qui a f associe Ker f est une submersion directe.

() L’exemple du paragraphe 1, n° 8 montre également que @ (E) n’est pas
nécessairement fermé dans @(E). Jignore si & (E) est dense dans @(E) en général.
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b) L’ensemble & (0, E, E") est ouvert dans L (E, E’) et l'application
Im: 0,E,E)—> & (E)

est une submersion directe.

Démonstration. — a) Soit fo € S (E, E’, 0) un épimorphisme direct
de E dans E’, posons T = Ker fo, et soit S un supplémentaire de T dans
E. Soit

f=@b): E=T®PS—>E,
ola: T—>E etb:S— E. Pour que Kerf € Us, il faut et il suffit que
b soit inversible, ce qui a lieu sur un ouvert de L (E; E’) contenant f,.
Dans ce cas, Ker f est le graphe de — b=! a: T — S; Iexpression de
lapplication Ker dans la carte f: (a,b) = (— b~ a,b) de L (E; E),
définie au voisinage de fo, et la carte Yir, g de & (E) est la projection sur
le premier facteur.

b) Soit fo € S (0, E, E), posons T’ =1Imf, et soit S’ un supplé-
mentaire de T’ dans F’. Si f = (Z> E->T @S, ona

Y s Imf) = ba-?; or f :(Z)l——) (a, b a—?) est une carte de L (E ; E")

au voisinage de f,.

3. Variété d’homomorphismes directs.

Soient E et E’ deux espaces de Banach, notons & (E, E”) ’ensemble
des triplets (F, 4, F) € & (E) X L(E;E) X & (E") tels que F = Ker
et FF=Imh.

PROPOSITION 2. — a) Soient E et E’ deux espaces de Banach. L’en-
~semble S (E, E’) est une sous-variété directe de

G E) X L(E;;E) X & E).

La projection p, induit une immersion directe injective de & (E, E’) dans
L (E ; E"). Les projections p.2 et P23 induisent des plongements directs de
S (E, E) dans & (E) XL (E; E) et L (E; E) X & (E’) respectivement. La
projection pys induit une submersion directe de S(E, E) dans &(E) X
SE).
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b) Soient E, E’ et E” trois espaces de Banach. Le produit fibré

S(E,E,E) =G, E) X &E) S(E,E”)

est une sous-variété directe de
SE) XLEE)XGE)XLE;E”) X &E.

La projection pas induit un plongement direct de S(E,E’, E”) dans
L (E; E) X L (E’; E”), qui identifie S (E, E’, E”) a un ouvert de '’ensem-
ble ® (E, E’, E”) des couples (h,h") € L(E;E) X L (E’;E") tels que
W o h=0. La projection p13s induit une submersion directe de S (E,E’,E”)
dans G(E) X G(E) X GE.

Démonstration. — a) Soient (Fo, Go) et (Fg, Gj) des couples de sous-
espaces vectoriels fermés supplémentaires de E et E’ respectivement.
L’expression de S(E, E”) dans la carte

Yroco X Ipg.my X Yrpay: Ugy X L(E;E) X Ug,—» W,
ol
W = L (Fo; Go) X L (E; E") X L (Fo; Gy),

est 'ensemble des triplets (f, h = (: :) , f) vérifiant les conditions :
(i) : c inversible;
(ii): b=dc1a;
(i): f=—cta;
@(iv): f =dc—.

En identifiant W a V X V’, ou

V={@cd} e V=(bf1),

on voit que 1'expression de S (E, E’) est le graphe d’une application ana-
lytique d’un ouvert de V dans V’. Ceci montre que &S (E, E’) est une
sous-variété directe de & (E) X L (E;E") X & (E) et que p. est une
immersion. L’injectivité de p, est évidente. Les projections p;2 et ps3 sont
donc aussi des immersions injectives, nous devons voir que ce sont des
homéomorphismes sur leurs images. Cela résulte de ce que deux des
conditions :

Ker h € Ug,; ¢ inversible; Imh € Ug,;

entrainent la troisi¢me.
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En identifiant W & V; X Vi, o V. = {(f,f, ¢)} et Vi = {(a, b, d)},
on voit que I'expression de & (E, E) est le graphe d’une application analy-
tique de V; dans Vi, On en déduit que p;; est une submersion directe.

b) Le fait que S(E, E’, E”) soit une sous-variété directe de
G E) XLE;E) X 8(E) XLE;ZE") X G(E)

résulte de ce que p3: G(E,E)— G(E") et p,: S(E, E”") —> G(E) sont
des submersions directes. Il est également immédiat que pi3s est une sub-
mersion directe et que pq, est une immersion directe injective. Nous de-
vons voir que pp4 induit un homéomorphisme de & (E, E’, E”) sur un
ouvert de D(E, E/, E”). Si (Fo, Go), (Fg, Go), (Fo, Gi') sont des couples
de sous-espaces vectoriels fermés supplémentaires de E, E’, E” respecti-
vement, et si

k= (: Z) €LEBE) e W =(Z Z,) € L(E;E),
les relations
& Woh=0; ¢ inversible; ¢’ inversible; »
entrainent
& Ker h € Ug,; Imh = Ker &’ € Ug,; Im#A € Ug, »>.

Notre derniére assertion en découle et la proposition est démontrée.

Remarques. — 1. En définissant S (E, E’, EY) comme l’ensemble

7 9 . .

des couples (f, g) tels que E— E’— E” soit une suite exacte directe
(i.e. une suite exacte d’homomorphismes directs), la partie b) de la pro-
position 2 peut s’énoncer de la fagon suivante :

L’ensemble S(E,E’'E”) est ouvert dans ©(E, E’,E”) et est une
sous-variété directe de L (E, E") X L (E’, E”); l'application

x:GE,E,E")—> GE) X GE) X B(E")

définie par x (f,g) = (Kerf,Imf—=Kerg,Img) est une submersion
directe.

2. La proposition 1 n’est qu'un cas particulier de la proposition 2.
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4. Interprétation en termes de fibrés.

Soient X une variété et E un espace de Banach; on peut considérer
Ex = X X E comme un fibré vectoriel trivial sur X. Un homomorphisme
de fibrés f: Ex — E% est une application de la forme (x, £) = (x, f.(2)),
ol x+> f, est une application analytique de X dans L (E, E). La somme
directe de deux fibrés triviaux est définie par Fx @ Gx = (F @ G)x.

ProrosITION 3. — Soient X une variété, E,E’, E” trois espaces de

Banach, f : Ex — Ex et g : Ex — E% des homomorphismes de fibrés tels
’. g'

que gof = 0, et x € X un point tel que E — E’ — E” soit une suite exacte

directe. Alors il existe un voisinage U de x dans X, des espaces de Banach
F, ¥, ¥”, G, G’, G”, et un diagramme commutatif d’homomorphismes de
fibrés
u v
Fv @ Gv— Fy @ Gty —» F¢ @ Gy
g W N
t ) .
EU -> E[;’[ - EU
tel que j, j/, i’ soient des isomorphismes, que u soit nul sur Fy et induise
un isomorphisme de Gy sur F§, et que v soit nul sur Fy et induise un
isomorphisme de G¢ sur Fg.

Démonstration. — L’application y > (f,, g,) est une application ana-
lytique de X dans L (E, E’) X L (E’, E”) qui prend ses valeurs dans
D(E, E/, E”). D’aprés la proposition 2, cette application induit une appli-
cation analytique W — & (E, E’, E”), ou W est un voisinage de x dans X.
Soient (F, G), (F’, G), (F”, G”) des couples de sous-espaces supplémen-
taires de E, E’, E” respectivement, et U l'ouvert de W formé des y tels
que X(fy, 8,) € Ug X Ug X Ug~. On peut supposer que x € U. Définis-

I0
sons j: Fy @ Gy — Fy @ Gy = Ey par i,,:(b I)oﬁ
v

b, = Yip, ¢ (Ker f,).

En définissant j et 7’ de fagon analogue et u et v par la commutativité
du diagramme, on obtient des morphismes qui répondent & la question
et la proposition est démontrée.
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COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de la proposition 3, I'ensemble
fﬁ g’
des points y de X tels que E — E’ — E” soit une suite exacte directe est
ouvert dans X.

3. NOTION D’ESPACE ANALYTIQUE BANACHIQUE

La structure d’espace annelé dont on munit les espaces analytiques
de dimension finie est insuffisante pour décrire les espaces analytiques
banachiques : se donner le faisceau d’anneaux revient & se donner les
morphismes dans C, donc dans C* pour tout n; en dimension infinie, il
convient de se donner les morphismes dans tous les espaces de Banach
(d’'un univers sous-entendu). La structure d’espace foncté qui répond
a cette exigence est d’'un maniement assez lourd, mais le canular fonda-
mental, le fait qu'un morphisme n’est pas déterminé par son application
sous-jacente, se rencontre déja pour les espaces analytiques de dimension
finie non réduits (i.e. avec nilpotents), espaces qu’on ne saurait s’abstenir,
apres Grothendieck, de considérer.

On sait que les paragraphes de sorites ont une tendance naturelle
a s’enfler. On s’est efforcé de lutter contre cette tendance, aux dépens de
la rigueur, sinon de la clarté.

1. Les modéles,

Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f une
application analytique de U dans F, et posons X = f—1(0).

Pour tout espace de Banach G, notons #€ (U, G) l'espace vectoriel
des applications analytiques de U dans G. Si on a une application bi-
linéaire continue G’ X G” — G, notée comme un produit, il lui corres-
pond un produit bilinéaire

# U, G) X U, G")— 8 (U, G).

Appliquons ceci au produit L (F, G) X F — G; nous noterons 9T (f, G)
le sous-espace vectoriel de #€ (U, G) formé des fonctions de la forme A.f
avec A € JE (U,L (F,G)). Si g € 9L(f, G), on a g(x) =0 pour x € X.
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Remarquons que, si F = C?, f = (fy, ..., f»), G = C¢, Tespace IL(f, G)
est 'espace des fonctions g = (g1, ..., &) telles que gy, ..., g, appartiennent
a l'idéal engendré par fy, ..., fp.

Pour tout ouvert U’ de U, posons
YU, G) =g U, G)/N (f[U, G).

On obtient ainsi un préfaisceau U’ — ¥ (U’, G) sur U. Le faisceau asso-
cié a ce préfaisceau a pour support X; notons ®(G) ce faisceau, restreint
a X. A une section de ®(G) sur un ouvert de X correspond une fonction
continue & valeur dans G définie sur le méme ouvert, appelée fonction
(ensembliste) sous-jacente. Deux sections différentes peuvent avoir méme
fonction sous-jacente, comme toujours dans les théories « avec nilpo-
tents ».

Si W est un ouvert de G, notons ® (W) le sous-faisceau d’ensembles
de ® (G) ayant pour sections les sections de ® (G) dont la fonction sous-
jacente prend ses valeurs dans W.

Soient G et G’ deux espaces de Banach, W et W’ des ouverts de G
et G’ respectivement, 4 une application analytique de W dans W’. Nous
allons associer & 4 un morphisme 4. : (W) - ®(W’) de faisceaux d’en-
sembles. Pour cela, nous aurons besoin du

LEMME 1. — Soit Q) un ouvert de U X F contenant X X 0, et ) une
application analytique de Q) dans G, nulle sur (U X 0) N Q. 1l existe alors
un voisinage ouvert U’ de X dans U tel que (x, f(x)) € Q pour x € U’
et que la fonction g € 3€ (U, G) définie par g (x) = n (x, f (x)) appar-
tienne a I (fl v’ G).

Démonstration. — Pour (x,y) € Q, soit n} (x,y) € L (F, G) la dé-
rivée partielle de n par rapport a y. Si (x, zy) € Q pour tout ¢ € [0, 1],
on a

1 L
n(x,y):j n'z(X,fY)'ydt:<f n’z(x,ty)dt)-y.
0 (1]

Soit U’ I’ensemble des x tels que (x, ¢f (x)) € Q pour tout ¢ € [0, 1], on a
g8 (x) = A (x) - f(») pour x € U’ en posant

1
A(x) = f 7z (x, tf (x)) dt,
0

ce qui démontre le lemme.
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Revenons a I’application analytique 7 de W dans W’. Soient x, € X
et ¢ €@, (W) un germe de section du faisceau &(W). Soit y € #,, (U, W)
un représentant de ¢. On a hoy € 8,, (U, W), et 'image h.(¢) de
havy dans ®,, (W) ne dépend pas du choix de y. En effet, soit
v =17 + A f un autre représentant, définissons n € J€ s, 0) (UXF, G)
par
By +A@) - N=h@y &) +7nxy;

et g € ¥, (U,G)par g(x) =n(x,f(x)) onaho ¥ = hoy + get
g € 9, (f, G’) d’apres le lemme 1, ce qui démontre notre assertion.

Ceci permet d’associer . a h, et la correspondance W — @ (W)
devient un foncteur de la catégorie des ouverts d’espaces de Banach et

applications analytiques dans la catégorie des faisceaux d’ensembles sur
X.

Nous dirons que I'espace topologique X, muni de ce foncteur, est
le modéle d’espace analytique banachique défini par (U, F, f) et nous le
noterons u (U, F, /) ou u (f).

Remarques.

1) Posons @ = ® (C); aux lois de composition + ete: C X C— C
correspondent des lois de compositions qui munissent @ d’une structure
de faisceau d’anneaux.

2) Si f=0, on a X ="U et le foncteur ® n’est autre que celui qui
associe & W le faisceau des applications analytiques dans W. On dit alors
que le modéle (X, ®) = (U, 3€) est lisse.

3) Si U=E, et si f:E—F est linéaire continue, X — Ker f est
un sous-espace vectoriel fermé de E. Le modele u (E, F, f) s’identifie au
modele lisse défini par I'espace de Banach X si et seulement si f est un
homomorphisme direct.

2. Définition des espaces analytiques banachiques.

Soit K une catégorie, on appelle espace J-foncté un espace topo-
logique X muni d’un foncteur ® de JC dans la catégorie des faisceaux
d’ensembles sur X. Soient (X, ®) et (X’, ') deux espaces HK-fonctés, un
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morphisme de (X, ®) dans (X’, ¥’) est un couple (fo,f1) ou f, est une
application continue de X dans X’ et f; un morphisme de foncteurs de
fo o @ dans ®, ol f; est le foncteur « image réciproque par f, » de la
catégorie des faisceaux sur X’ dans la catégorie des faisceaux sur X.

Prenant pour JC la catégorie des ouverts d’espaces de Banach et
applications analytiques, on appelle espace analytique banachique un
espace JC-foncté dont tout point admet un voisinage ouvert isomorphe,
pour la structure induite, &2 un modéle.

- Tout espace analytique banachique X = (X, ®) a un espace annelé
sous-jacent, obtenu en prenant le faisceau Ox = ® (C) (cf. n° 1, remar-
que 1).

ProPOSITION 1. — Soit (X, ®) un espace analytique banachique et
W un ouvert d’un espace de Banach. L’ensemble des morphismes de
(X, @) dans le modele lisse W s’identifie a ® (X, W).

La démonstration est asinitrottante (une page). Nous ne la ferons pas
ici.

PropPoSITION 2. — Soient E et F deux espaces de Banach, U un
ouvert de E, | une application analytique de U dans F. Pour tout espace
analytique banachique X = (X, ®), I'ensemble des morphismes de X dans
le modéle u (f) s’identifie a I'ensemble des morphismes u de X dans U
tels que fou = 0.

Remarque.

La proposition 2 peut aussi s’énoncer en disant que p (U, F, f) est

!
noyau de la double fleche U =3 F dans la catégorie des espaces analytiques
S ;

banachiques.

Démonstration. — Posons (Xo, ®o) = u (f), et soit i le morphisme
canonique de X, dans U. Comme f € 9T (f, F), I'image de f dans

H® X, ; @, (F))
est nulle, et f o i = 0 d’aprés la proposition 1.

Soit u = (ug, 1) un morphisme de X dans U tel que fou = 0. On
a uy (X) C X, , et quels que soient I'espace de Banach G, I'ouvert U’ de
Uetgel( IU’ ,G) on a u; (g) = 0. L’homomorphisme u, (G) du

3
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faisceau u, (¥€, (G)) dans ® (G) se factorise donc de facon unique par
ug (Do (G)), et cette propriété subsiste si on remplace G par un de ses
ouverts W. Ceci démontre la proposition.

Si X est un espace analytique banachique dont tout point admet un
voisinage ouvert isomorphe & un modéle lisse, on dira que X est lisse. La

notion d’espace analytique banachique lisse est équivalente a celle de
variété analytique banachique.

3. Produits, sous-espaces analytiques, etc.

Le produit de deux modeles X’ = u (U, F, f) et X” = u (U”, F/ ")
est par définition le modéle X = (U’ X U”, F' X F”, f X f’). Clest
un produit dans la catégorie des espaces analytiques banachiques : on a
des morphismes p’: X — X’ et p”: X — X”, et pour tout espace ana-
lytique banachique Y, quels que soient les morphismes A’: Y — X’ et
h’: Y —X”, il existe un morphisme et un seul A: Y — X tel que
W=p' oh et B = p” o h. Cela résulte des propositions 1 et 2.

Soient maintenant X’ et X” deux espaces analytiques banachiques,
nous allons munir l’espace topologique produit X = X’ X X” d’une
structure d’espace analytique banachique; pour cela, pour tout ouvert

W d’un espace de Banach, nous allons construire un faisceau @ (W)
sur X,

Si U est un ouvert de X de la forme U’ X U”, ou U’ et U” sont des
ouverts de X’ et X” isomorphes a des modeles, on peut transporter sur U
le faisceau associé a W sur le produit de ces modeles. A un isomorphisme
canonique pres, le faisceau ainsi obtenu sur U ne dépend pas du choix de
ces modeles, et les faisceaux ainsi construits localement se recollent en
un faisceau sur X. En faisant varier W, on obtient sur X une structure
d’espace analytique banachique. Muni de cette structure, X est produit de
X’ et X” dans la catégorie des espaces analytiques banachiques.

Soit (X, ®) un espace analytique. Un sous-espace analytique de
(X, ®) est un espace analytique (X’, ®) tel que X’ soit un sous-espace
de X, que pour tout objet W de X, le faisceau @’ (W) soit un faisceau
quotient du faisceau induit sur X’ par ® (W), et que pour tout morphisme
h:W— W de X, le diagramme
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® (h)
PW) > W)
b oean )
YW - W),

ot les fleches verticales sont les morphismes canoniques, soit commutatif.

Exemples.

1) Avec nos définitions, une sous-variété d’une variété analytique
banachique en est un sous-espace analytique si et seulement si c’en est
une sous-variété directe.

2) Le modéle p (U, F, f) est un sous-espace analytique de U. Pour
que 1 (U, F, f) soit un sous-espace analytique de u (U, F’, ), il faut et
il suffit que tout point x € U posseéde un voisinage ouvert U’ tel que
f']U, EI( }U,,F').

Si X est un espace analytique et X’ un sous-espace analytique de X,
le morphisme d’inclusion X’— X est un monomorphisme, donc pour
tout espace analytique Y, on peut considérer I’ensemble des morphismes
de Y dans X’ comme contenu dans l’ensemble des morphismes de Y
dans X.

Soient u et v deux morphismes de X dans X;. Rappelons qu’on
appelle noyau de la double fléche (i, v) un sous-espace analytique X’ de
X tel que, pour tout espace analytique Y, les morphismes de Y dans X’
soient les morphismes 4 de Y dans X tels que u o & = v o h. Nous allons
montrer qu'un tel noyau existe toujours; I'unicité est évidente.

() : cas particulier. Supposons que X = u (U, F, f) et X; = p (U, Fy, f1)
soient des modeles, U; ouvert dans I’espace de Banach E;, et que u et v
se prolongent en des applications analytiques de U dans E,;. Il résulte
alors de la proposition 2 que le modéle X" = u (U, F X E;, (f, v —u))
répond a la question.

(ii) : cas général. Localement, on est dans la situation (i), on peut donc
construire X’ localement et les solutions locales se recollent.

Dans la catégorie des espaces analytiques banachiques, les produits
finis et les noyaux de doubles fleches existent; on a donc aussi des produits
fibrés et des limites projectives finies. Le produit fibré de X et X’ au-dessus
de Y se note X Xy X'
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Un morphisme Y — X est dit lisse si, pour tout point y € Y, il
existe un voisinage V de I'image x de y dans X et un voisinage W de y
dans Y tels que I'image de W soit dans V et que W soit isomorphe, comme
espace analytique au-dessus de V, a un produit V X U, ou U est un
ouvert d’'un espace de Banach. Tout morphisme lisse admet des sections
locales; en particulier un morphisme lisse surjectif est un épimorphisme
effectif.

(Dans une catégorie avec produits fibrés, on dit qu'un morphisme
Y — X est un épimorphisme effectif si X est conoyau de la double
fléche Y Xx Y =3 Y).

4. Un critére de finitude.

Un espace analytique banachique X sera dit de dimension finie en
un point x € X s’il existe un voisinage ouvert de x isomorphe a un modéle
# (U, F, f) ot U est un ouvert d’'un espace de dimension finie. On verra

au § 7, n° 5 (Proposition 7) que, dans ce cas, on peut également supposer
F de dimension finie.

Soient X et X’ deux espaces analytiques banachiques, # un mor-
phisme de X dans X’, et x un point de X; posons x’ = A (x). On dira
que h est compact en x §’il existe un isomorphisme ¢ d’un voisinage
ouvert de x sur un modéle u (U, F, f), un isomorphisme ¢’ d’un voisinage
ouvert de x’ sur un modele u (U’, F, f) et un germe % en ¢ (x) d’applica-
tion analytique de U dans U’ tels que :

a) le diagramme de germes :

n

X - X

W ey vy
1

Uu -»> U

soit commutatif,

b) lapplication linéaire tangente 2 4 en ¢ (x) soit compacte.

Si h: X > X’ est un morphisme compact en x, quels que soient les
isomorphismes ¢, et ¢{ de voisinages de x et x’ = A (x) respectivement
sur des modéles u (U, Fy, f1) et p (U7, Fi, f1), il existe un germe hy
d’application analytique de U, dans Uj satisfaisant aux conditions a) et b).
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En effet, si ¢, ¢ et h vérifient a) et b), il existe des germes de morphismes
y:U;—»>Uety:U — Uj tels que les diagrammes de germes

X X’
%N\ /N
U, ->U U - Uj

v v

soient commutatifs, et 7y =7y o h oy répond i la question.

ProrosITION 3. — Soit X un espace analytique banachique et x
un point de X. Si le morphisme identique de X est compact en x, alors
X est de dimension finie en x.

Démonstration. — Dans le diagramme (1), ot 2 = I, on peut suppo-
ser U =U et ¢’ = ¢. Notons E l'espace de Banach dont U est un
ouvert, et A : E — E Papplication linéaire tangente 2 4 en ¢ (x). Comme A
est compact par hypothése, Ker (I — N) et Coker (I — A) sont de dimen-
sion finie et I — A est un homomorphisme direct. Posons E’ = Im (I — A)
et soit p : E — E’ une projection linéaire. On a poho ¢ = po ¢, ce qui
montre que le modele ¢ (X;) est un sous-espace analytique de

(U, E,poA—H).
Or p o (I — h) est une submersion directe en ¢ (x) et le modgle
M’ (U’ E’, Do (I '—ﬁ))

est lisse de dimension finie au voisinage de ¢ (x). Ceci démontre la
proposition.

4. ESPACE ANALYTIQUE DES SOUS-MODULES
D’UN MODULE DE BANACH

1. L’espace analytique des sous-modules directs
d’un module de Banach.

Soient A une algébre de Banach a unité, et E un A-module de
Banach. On appellera sous A-module direct de E tout sous A-module
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fermé de E qui admette un supplémentaire topologique en tant qu’espace
vectoriel (5). Nous allons munir I’ensemble &, (E) des sous A-modules
directs de 13 d’une structure de sous-espace analytique banachique de
3 (E).

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels fermés supplémentaires
de E; définissons une application analytique ¢ de 'ouvert Ug de ® (E)
(formé des sous-espaces de E admettant G comme supplémentaire) dans
L (A) ® F, G) (qui n’est autre que I'espace des applications bilinéaires
continues de A X F dans G, la topologie dont on munit le produit tenso-
riel étant ici la topologie ), en posant

¢ (F) =promo (s jr),

otl py désigne la projection de E sur G de noyau F/, oit m : A ® E—E
est la multiplication, et oul jg est I'injection de F dans E d’image F” telle
que jp (X)) —x € G pour x €EF. On a ¢~ (0) = G, (E) N Ug.

Soient (Fo, Go) et (F1, G1) deux couples de sous-espaces vectoriels
fermés supplémentaires de E, et définissons ¢, et ¢; comme ci-dessus.
Posons U; = Ug,. Les structures de sous-espace analytique banachique de
& (E) induites sur &4 (E) N U, N U, par les modeles [.L(UO,L®F0G0), ©0)
et u (U, L(A ® Fi, G1), ¢;) coincident, comme on le voit en se rame-
nant comme au § 2, n° 1 aux deux cas particuliers suivants :

(i) Go = Gy. Dans ce cas, o1 = £* o ¢y, Ol ¢ est 'isomorphisme de
F, sur F, parallelement 8 G = Gy = Gy, et

e*: L(A®F,, G > L(AQ®F,, G)
Pisomorphisme associé a e.

(i) Fo = Fy. Dans ce cas, g1 (F) = ¢ (F) o o (F) o (Ix @ v (F))
pour F” € Uy N U, ot & (F’) est l'isomorphisme de G, sur G, parall¢le-
ment a F' et ¥y (F) = jo F)~! o ji (F"), en notant j; (F) l'isomorphisme
de F sur F’ parallelement a2 G;. Les applications ¢ et v de Uy, NU;
dans L (G, G,) et L (F, F) respectivement sont analytiques.

Il existe donc sur &, (E) une structure de sous-espace analytique
banachique de & (E) et une seule qui, pour tout couple (F, G) de sous-
espaces supplémentaires de E, induise sur &, (E) N Ug la structure décrite
ci-dessus. L’ensemble &, (E) sera toujours muni de cette structure.

() De méme, quand nous parlerons d’homomorphisme direct, suite exacte
directe, etc., le mot « direct » se rapportera toujours a la structure d’espace de Ba-
nach sous-jacente.
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2. Le morphisme Im.

Soit A une algebre de Banach, et soient E et E’ deux A-modules de
Banach. On notera &, (E, E’) I'espace analytique banachique

Hom, (E, E’) X LE.E) & (E, E).
PropoSITION 1. — L’application analytique p3 : G (E,E’) — & (E")
induit un morphisme S, (E, E) - &, (E).

Remarque. — Ensemblistement, cette proposition dit seulement que
I'image d’une application A-linéaire de E dans E’ est un sous A-module
de E’.

Démonstration (]). — Soient (Fo, Go) et (Fg, Gy ) des couples de
sous-espaces vectoriels fermés supplémentaires de E et E’ respectivement
et soit

§= (F’ f9 F,) € @A (E3 E,)’
avec

F € Ug, C B (BE), f € Hom, (E, E), F’ € Ug, C & (E).

Il s’agit de montrer que F’ € &, (E"). La question étant locale, cela

N

suffira et en vertu de la proposition 2 cela se rame¢ne a montrer que
¢ F) =0, ot ¢ : Ug,—>L(A Q Fg, Gg ) est I'application définie au nu-
méro précédent, soit

¢ F) =promos ® jr).

Or jp = fl G° u(f)—' ou u est l'application composée
Hom, (E, E’) —» L(E, E") = L(G,, F¢ ).

On a donc

¢ F)=promols®f|) e ®u)™)
=profom, & g ol @uH™=0,
car pr-of = 0'dés que (F, f, F") € &(E, E’). Ceci démontre la proposition.

(8) Dans le calcul qui suit, nous ferons I'abus de notation suivant: on se fixe
un espace analytique banachique T quelconque; quand nous écrirons x € X, cela
signifiera que x est un morphisme de T dans X; si ¢:X > Y est un morphisme,
nous écrirons ¢ (x) pour ¢ o x, etc.
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On démontrerait de méme que I'application analytique
p1: G(E, E)— G(E)
induit un morphisme S, (E, E") — &, (E).

ProPOSITION 2. — Si E est de la forme A @ L, ou L est un espace
de Banach, le morphisme

Ga(E, E) = B4 (E)

est lisse.

Remarque. — On n’appliquera cette proposition que dans le cas ol
E est un A-module libre de type fini: E ~ A".

Démonstration (7). — Soit (Fg, Go) un couple de sous-espaces vecto-
riels fermés supplémentaires de E’, et notons 7 la projection de E’ sur Fg
de noyau Gg.

(i) Définissons un morphisme

a: Gu(E,E)— GA(E) X L(L,F{ )
par a(s) = (F',froflL) pour s = (F,f,F) € G4(E, E).

(ii) Définissons un morphisme
B: Ug, X L (L, Fo) > Hom, (E, E") X Ug,
par B(F,u) = (f, F), od f =mo(Ix ® (w ou)).
SiF' € GA(E), on a-

promo(ly ® jr) =0,
d’ou
prof =promo(la ® jr) o(Ia ® w) =0.

11 en résulte que B induit un morphisme de ) dans &, (E, E’), ou Q dési-
gne l'ouvert de @, (E") X L(L, F{ ) formé des couples (F’, u) tels que F’
appartienne a Ug, et que mof € L(E, F{ ) soit un épimorphisme direct, et
ou &, (E, E’) est plongé dans Hom, (E, E") X GE’).

(") Voir note précédente.
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(iii) Il est immédiat que oo 8 = Io. Montrons que Boa est I'iden-
tité de 'ouvert W de &, (E, E’) formé des couples (f, F’) tels que F’ appar-
tienne a Ug,. Pour s = (f, F) € W, posons B(a(s)) =t= (g, F). On a
a(t) = aoBoa(s) = a(s), soit WoglL = wof,L. Comme f=jmomof

et g = jg o o g, ceci entraine g’L = fIL d’ott g = f car Hom, (E, E") =
L({L, E).

La proposition est démontrée.

Si Fy, ..., F, sont des A-modules de Banach, on pose

Ga(Fy, ..., Fu) = G (Fy, F3) X Sas(Fn-1, F,).

Gu(F) ™ Ga(Fas)

COROLLAIRE. — Soient A une algébre de Banach, E un A-module
de Banach. Le morphisme canonique S,(A™, ..., A%, E) > @, (E) est
lisse.

Démonstration par récurrence sur n. — Le morphisme

Sa(A'n, ..., AT, E) > S (A", ..., A%, E)

se déduit du morphisme S, (A", A”-1) - &1 (A1) par changement de
base. Il est donc lisse. Comme le morphisme

S (AT, ..., AT, E) > &, (E)
est lisse par hypothése de récurrence, le morphisme
@A (Arn, veey A'O, E) -> @A(E)’

composé de deux morphismes lisses, est lisse.

3. Présentations finies directes.

Soit A une algebre de Banach. Un A-module de Banach F sera dit
de type fini direct s’il existe un épimorphisme direct A-linéaire ¢ : A" — F,
our € N.

Si F est de type fini direct, tout épimorphisme A-linéaire ¢’ : A" — F
est direct. En effet, soit ¢ : A" — F un épimorphisme direct, on peut cons-
truire une application A-linéaire, nécessairement continue, f: A"— A"
telle que ¢ = ¢’of; si o0 € L(F, A7) est une section de e, I'application
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o’ =foo € L(F, A”) est une section de ¢’. Plus généralement, si F est
de type fini direct, tout épimorphisme A-linéaire E— F, ou E est un
A-module de Banach, est direct.

Si F admet une présentation finie directe, i.e. une suite exacte directe
A-linéaire A?— A"— F — 0, toute présentation finie de F est directe.
En effet, si e: A”— F et ¢’: A” — F sont deux épimorphismes directs,
considérons ¢” = (g, ¢’) : A" > F; on a

Kerg” =~ Kere @ A" ~ A" @ Ker ¢/,
donc si Ker ¢ est de type fini direct, il en est de méme de Ker ¢'.

Soit E un A-module de Banach. Il résulte du corollaire de la propo-
sition 2 que I'ensemble des sous A-modules directs de E admettant une
présentation finie directe est ouvert dans &, (E).

4. Résolutions finies directes.

DEFINITION. Soient A une algébre de Banach et E un A-module
de Banach. Une résolution finie directe de E est une suite exacte directe
de la forme: 0 > An— ...—> A%— E — 0.

11 résulte du corollaire de la proposition 2 que ’ensemble des sous-
modules de E admettant une résolution finie directe est ouvert dans &, (E).
La proposition qui suit montre que, si E admet une résolution finie directe,
cet ensemble coincide avec I'ensemble des sous-modules tels que le quo-
tient admette une résolution finie directe.

PROPOSITION 3. — Soit 0 > E' - E —- E”— 0 une suite exacte
directe de A-modules de Banach. Si deux des trois modules E, E’, E”
admettent une résolution finie directe, il en est de méme du troisiéme.

Démonstration. — Faisons d’abord trois remarques :

1) Soit F un A-module de Banach. Toute application A-linéaire de
A7 dans F est continue.

2) Soit F.:0—>F,—>..>F;—>0 un complexe d’espaces de
Banach. Pour que F. soit acyclique direct, il faut et il suffit que pour tout
espace de Banach S, le complexe L(S; F.) soit acyclique. Plus générale-
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ment, pour que F. soit direct, il faut et il suffit que, pour tout i, H;(F.)
soit séparé et H;(L(S; F.)) = L(S; H; (F.)) pour tout espace de Banach S.

3) Soit F un A-module de Banach. S’il existe un complexe direct
L,:0-»>L,—»..»>L;—>0, avec ¢< 0, Li = A", acyclique en degré
%0, tel que Ho(L.) =F, le A-module F admet une résolution finie
directe. Considérons la suite exacte directe 0 > E’— E — E” — 0.

a) Si L, et L’ sont des résolutions finies directes de E’ et E”, on
peut construire une résolution L. de E et une suite exacte directe
O0-L,->L.—-»L/—0.

b) Si L. et L/, sont des résolutions finies directes de E et E’, on
peut construire une résolution L7 de E” et une suite exacte directe
0->L.>LY—>0Li—0, ot oL’ est le complexe obtenu a partir
de L, en décalant les degrés.

c) SiL. et LY sont des résolutions finies directes de E et E”, on peut
construire un complexe L, (avec un terme de degré — 1) tel que
Ho(,) = E’, et une suite exacte directe 0 > oc—'L) > L, >L.—> 0.

Dans le cas a) pour tout espace de Banach S, les complexes L(S; L, )
et L(S; L)) sont acycliques en degré <0, et on a Ho(L(S;L, )) =
L(S; E), Ho(L(S; LY )) = L(S; E”). La suite exacte d’homologie montre
que le complexe L (S; L, ) est acyclique en degré 5= 0 et que H, (L (S; L.))
= L (S; E). 1l en résulte que le complexe L. est direct.

De méme les complexes L/ dans le cas b) et L, dans le cas c) sont
directs. Dans le cas c), on conclut en appliquant la remarque 3. La pro-
position est démontrée.

5. Changement d’algébre.

~ Soient A et A’ deux algebres de Banach, E un A-module de Banach,
E’ un A’-module de Banach, p,: A — A’ un homomorphisme d’algebres
continu, qu’on ne suppose pas d’image fermée, et p; : E — E’ une appli-
cation continue po-linéaire (i.e. A-linéaire quand on considére E’ comme
un A-module au moyen de po), de sorte que p = (po, p1) est un dimor-
phisme.

Ce qui suit est une tentative pour définir un morphisme
P, : B4 (E) > @4 (E) tel que, pour F € G, (E), F¥ = p, (F) soit le sous-
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A’-module de E’ engendré par p,; (F). Nous parviendrons seulement a
définir un morphisme p, d’un ouvert W de @, (E) dans G- (E').

Soit F € &, (E) un sous A-module admettant une présentation finie
directe, que nous considérerons comme un point s € S, (A9, A", E). L’es-
pace analytique banachique &, (A% A’, E) s’identific & un ouvert du
sous-espace D, (A%, A%, E) de Hom, (A%, A7) X Hom, (A", E) formé des

couples (u, v) tels que vou =0 (®).
On définit
p+ : Hom, (A% A7) X Hom, (A", E) > Hom, (A”?, A’) X Hom, (A", E")

par extension des scalaires de A & A’ et au moyen de p,, et p. induit
un morphisme de D, (A% A7, E) dans D, (A9, A", E).

Considérons ’hypothése suivante :
(2)) p+ (s) € Ga (A4, A", E).

Remarquons que cette hypothése porte seulement sur F : elle signifie que
p1 identifie A’ @4 F a un sous A’-module direct F’ de E’ admettant une
présentation finie directe.

PROPOSITION 4. — L’ensemble W des F € &, (E) vérifiant (H) est
ouvert dans &, (E), et il existe un morphisme et un seul p. de W dans
&4 (B) tel que, quels que soient q et r, le diagramme :

G (AL ALB) |, > Gy (A% A" E)

\) \)
w 3 ®. (E)
soit commutatif.
Démonstration. — Pour tous g, r le morphisme

p:Gs (A4 AT E) > G, (B)
est lisse, donc ouvert, et en posant

Xq,r = @A (Aq’ Ar’ E) N P: ! (@A‘ (AIq, Aﬂ, E’)),
W, »=p (Xq,r) est ouvert dans @, (E). Donc W =U W, , est ouvert.

(8) Comme Hom, (A9, E) -est un sous-espace direct de L (A9, E), les modeles
définis par la multiplication
m:Hom, (A4, A") X Hom, (A7, E) > Hom, (A%, E)
et par iom, ou:
i:Hom, (A9, E)~> L (A4, E)
est I'injection canonique, coincident.
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Le morphisme X, ,—> W, , étant lisse et surjectif, c’est un épimor-
phisme effectif dans la catégorie des espaces analytiques banachiques, et
pour montrer I'existence et I'unicité d’un morphisme p 4, : W, — @, (E)
rendant le diagramme

Xq' r - @A'
\ ¥
Wq, r = @A’

commutatif, il suffit de montrer que p. X p. induit un morphisme de
Xq,r qu,rX'Lr dans 6A’ X @A @A'

Considérons I'ensemble H des sextuplets (u, v, u, v/, fo, f1) d’appli-
cations A-linéaires tels que le diagramme

/1
As - A¢

u l ‘L w
1o
Ar - Ar
v \ / v’
E

soit commutatif et que les couples (v, v) et («/,V") appartiennent a
Sa (A9, A", E). On munit de fagon évidente H d’une structure d’espace
analytique banachique.

LEMME. — On a un morphisme lisse surjectif ¢ d’'un ouvert Y de
H dans
6A (Aq’ Ar, E) X @A (E) @A (Aq’ A's E)
défini par
(4 (ll, v, w, V” fO, fl) = ((u9 V), (u/, V’))

Démonstration du lemme (°). — Soit h = (u, v, W, v, fo, f1) € H,
et supposons qu’il existe un couple (Fy, Go) de sous-espaces supplémen-
taires de E tel que Im v € Ug, et F" =Im V' € Ug,. Soit pr- € L (E, G)
la projection de noyau F’; on a pg-o v = pg o V' o fo = 0, ce qui entraine
F = F’. 1l en résulte qu’on a un morphisme ¢ d’un ouvert de Y de H
dans &, X B, &, défini par la formule de 1’énoncé. La surjectivité est
un résultat classique. Nous nous contenterons de montrer -que ¢ a des

(®) Méme convention que pour la démonstration des propositions 1 et 2.
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sections locales, ce qui nous suffira pour démontrer la proposition, laissant
au lecteur le soin de montrer qu’il est lisse.

Soit ((u, v), W, V) €Ca X5, Ca; soient (Fo, Go), (To, So) et
(T4, S1) des couples de sous-espaces supplémentaires de E, A™ et A? res-
pectivement, et supposons que Imv =1ImV € Ug,; Kerv € Ug, et
Ker v € Uy, . Nous allons construire

fo € Homy (A7, A”) et f; € Homy (A%, A9
tels que (w, v, «, v, fo, f1) € H. Vu les conventions faites, cela suffira.
Notons 7 les projections E — F,, A" — T, et A?— T; de noyau G,

So et S; respectivement, et notons i les injections canoniques G, — E,
So— A et S; — A?. Alors

a=mol ol € L(Sl,To) et b=moVvoi € L(So,Fo)

sont inversibles. Définissons f, € Hom, (A7, A7) et f; € Hom, (A9, A9)
par

fOICr:iob_l omov € L(C, A"
et

fllcq:ioa‘l o1 o foo U € L (C9, A9).

Maintenant f, et f; répondent a la question, ce qui démontre notre
assertion.

Fin de la démonstration de la proposition 4. — Soient Y’ et ¢’ les
analogues de Y et ¢ relativement au A’-module E’. Notons Z I'ouvert

‘P—l (Xq, r X Wq',. Xq, r)

de Y. On définit par extension des scalaires et au moyen de p; un
morphisme p. de Z et Y’. On a un diagramme commutatif

Py

z - Y
L @
Xq,r X War Xq,r @A' X GA @A'
\ \
Xq'r x Xq’r _9 @A' X @A'

Py X Py
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Comme ¢ est surjectif et admet des sections locales, on voit que
p X p induit un morphisme de X, Xw,, Xg,r dans Gy X ¢,. Gar,
ce qui permet comme on I'a vu de construire un morphisme pg , de W,
dans @, (BE). Sir>ret g —r>=q—r, on a Wg,» D W, ,, et on
vérifie immédiatement que py,, et pg - coincident sur Wy ,. Ceci permet
de construire p par recollement et la proposition est démontrée.

PROPOSITION 5. — Avec les notations de la proposition 4, si les
applications p, et p; sont compactes, le morphisme p. de W dans &,. (E)
est compact en tout point.

Démonstration. — L’application
p+ : Hom, (A% A") X Hom, (A", E) - Hom,. (A’?, A”") X Hom,-(A’", E’)

est compacte. Le morphisme p. : @‘iw — &, est donc compact en tout
point, et comme le morphisme S,jw—> W est surjectif et admet des
sections locales, il en résulte que p. : W — @&, est compact en tout point
et la proposition est démontrée.

5. LESPACE B (K)

1. Espaces B (K;F).

DEFINITION. — On appellera polycylindre toute partie K de C* de la

forme K; X ... X K,, ot pour tout i, K; est une partie compacte convexe
de C.

Soit K un polycylindre; si F est un espace de Banach, on notera
O (K ;F) l'espace vectoriel des fonctions analytiques au voisinage de
K a valeurs dans F, € (K ; F) I’espace de Banach des fonctions continues
définies sur K a valeurs dans F, et B (K ; F) 'adhérence de I'image de
O (K ;F) dans C (K ;F).

On notera B (K) l'algebre de Banach B (K;C). Si lintérieur K
de K n’est pas vide, B (K ; F) est I’espace des fonctions continues sur K,
analytiques sur f(, a valeurs dans F. En effet, une telle fonction f peut
s’approcher, uniformément sur K, par la fonction analytique f; définie au
voisinage de K par f; (@) =f(ta + (1— ) x), ot a€ K, t > 0.
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PROPOSITION 1. — On a B (K ; F) =B (K) @)EF.

Démonstration. — Rappelons que la norme ¢ sur un produit tenso-
riel E® F d’espaces de Banach est la norme induite par celle de
L% E), ot FF=L (F;C), au moyen de linjection de Kronecker
E ® F— L (F*, E). On peut identifier B (K) ® F au sous-espace vecto-
riel de B (K ; F) formé des fonctions f prenant leurs valeurs dans un
sous-espace vectoriel de F de dimension finie. La norme induite sur
B (K) ® F par celle de B (K ; F) est

Hfll= swp [[f®)|[= sup JuGO)|=][]],
Z¢K z¢K, ugF*

et B (K) @.F s’identifie & un sous-espace fermé de B (K, F). Reste a
montrer que B (K) ® F est dense dans B (K ; F), soit que toute fonction
f € © (K ;F) peut s’approcher uniformément sur K par des fonctions
prenant leurs valeurs dans des sous-espaces vectoriels de F de dimension
finie. Ceci peut se faire en représentant f par une intégrale de Cauchy et
en approchant celle-ci par des sommes de Riemann. Ceci démontre la
proposition.

ProrosiTION 2. — Si K=K’ X K”, ou K'Cc C*, K" C C" sont
des polycylindres; on a B (K) = B (K’, B (K”)) = B (K) ® .B (K").

Démonstration. — On a des applications naturelles
9 (K)— 0 (K’; B (K")— B (K’; BK")

et la norme induite sur ® (K) par celle de B (K’ ; B (K”")) coincide avec
celle de B (K), donc B (K) s’identifie a un sous-espace fermé de
B (K’ ; B (K”)). Mais 0 (K) contient © (K) ® © (K”), qui est dense dans
B (K’ ; B (K") d’apres la proposition 1. Ceci démontre la proposition.

2. Morphismes d’un espace analytique dans B (K).

Soit K un polycylindre. La fonction & définie sur B (K) X K par
d (f, x) = f (x), a valeurs dans C, est analytique. Elle est en effet continue
et partiellement analytique en f et en x, donc analytique d’aprés la pro-
position 2 du § 1. Si S est un espace analytique banachique et f un
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morphisme de S dans B (K), on peut considérer le morphisme
8o(f X Ig):S X K— C comme une section du faisceau Ogxz, quon
appellera section associée a f.

Inversement, soient U un ouvert de C?, K C U un polycylindre,
S un espace analytique banachique, # une section de @sx v ; nous allons
associer a A un morphisme de S dans B (K). Ceci est assez délicat, et se
fera en trois pas, dont le troisiéme ne sera justifié qu’au § 6, n° 1.

1) Cas ou S est lisse. Dans ce cas, ’application qui a s € S associe
h, € B (K) définie par h, (x) = h (s, x) est analytique. En effet, cette
application est continue car A est continue, et pour montrer I’analyticité
on se rameéne au cas ou S est de dimension 1, ce cas pouvant se traiter
avec une intégrale de Cauchy.

2) Germes en (s, x).

PROPOSITION 3. — Soient S = (S, ®) un espace analytique bana-
chique, U un ouvert de C* et (s, x) un point de S X U. Alors

lim q)s,c B K)) = Osxv, (s,2) 5

K

la limite inductive étant prise sur les polycylindres K qui sont des voisi-
nages de x.

Démonstration. — Pour tout voisinage S’ de s dans S, on a associé
a tout morphisme de S’ dans B (K) une section de ©g'xx ; en passant a la
limite inductive, on obtient une application naturelle

¢:lim @5, (B (K)) = O(s,2)-

Montrons que cette application est bijective. On peut supposer que S est
un modele : u (W, G, g).

Surjectivité. Un élément h € Osxv, s,y peut étre prolongé en fonc-
tion analytique sur un voisinage W’ X U’ de (s, x) dans W X U. Si
K C U, cette fonction définit une application analytique de W’ dans
B (K) (cas 1), qui induit un morphisme de S’ =S N W’ dans B (K). II est
clair que l'image de l'élément correspondant de lim @y, (B (K)) est h.
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Injectivité. Soit f un germe en s de morphisme de S dans B (K); on
peut trouver un voisinage W’ de s dans W et une application analytique f
de W’ dans B (K) induisant f. A I’application f est associée une fonction
analytique 2 sur W’ X K. Sie (/) = 0, l'image de cette fonction dans
Osxvu s, st nulle, donc il existe un voisinage W” X U’ de (s, x) dans
W X U et une application A de W” X U’ dans L (G, C) telle que
h =\ - g. Par une généralisation immédiate du cas 1 aux applications
a valeurs dans un espace de Banach pour K’ C U’, on associe & A une
application analytique de W” dans B (K’, L (G, C)); en composant avec
I’homomorphisme de Kronecker

B.(K’, L (G, 0)) =B (K) ®. L (G, ©) - L (G, B K)),

on obtient une application analytique X de W” dans L (G,B (K)), et
pof= X-g ol p:B(K)—> B (K. est la restriction. L’image de p of
dans ®g , (B (K") est donc nulle, et il en est de méme de I'image de f
dans lim ®g , (B (K)).

La proposition est démontrée.

3) Sections de Osxuv sur {s} X K.

Soient S un espace analytique banachique et s un point de S. Pour
tout polycylindre K C C*, nous noterons Bg(K) I'espace vectoriel
®g . (B (K)) des germes de morphismes de S dans B (K). Pour tout
ouvert de U C C, posons Bs (U) = ln_n Bs (K), limite projective fil-

KcU
trante si U est convexe et de la forme U; X ... X U,. Les ®Bs (U)

forment un préfaisceau @Bs sur C*, dont le faisceau associé n’est autre que
O d’apreés la proposition 3. Nous verrons (§ 6, n° 1, fin de la démons-

tration du théoréme 1) que le préfaisceau @Bs est un faisceau, d’ou
Bs = Oy, cn Une section de @San sur {s} X K, définit donc un élément
de Bs(U), ol U est un voisinage de K dans C*, d’ott un élément de

Bs(K), i.e. un germe de morphisme de S dans B (K).

Soient maintenant S un espace analytique banachique, U un ouvert
de C*, K C U un polycylindre, ~ une section de ©sxy. Pour tout point
sde S, a h est associé un germe de morphisme de S dans B (K); ces germes
définissent un morphisme de S dans B (K).
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6. LES THEOREMES A ET B
POUR UN POLYCYLINDRE DE DIMENSION FINIE
DANS UN ESPACE ANALYTIQUE BANACHIQUE

Dans tout ce paragraphe S désignera un espace analytique banachique
muni d’'un point de base s, et U un ouvert de C*. Nous nous proposons
de démontrer les théorémes A et B de H. Cartan ([7], [17]) pour un
compact {so} X K, ot K C U est un polycylindre (cf § 5, n° 1), et pour
un faisceau § qui soit un Oy g-module admettant localement une résolu-
tion finie. On identifiera K & {s,} X K.

1. Le théoréme de Dolbeault.

THEOREME 1. — Si K C U est un polycylindre on a
H?({s0} X K; Osxv) =0 pour p>0.

Démonstration. — Pour tout ouvert V de C*, et pour
I<h<..<p<n,

notons 2,
que

....t,,(V) Pespace vectoriel des formes f.dz;, A ... A dz;p telles
__of
9z, ... 9z;,

soit une fonction continue sur V pour toutes les suites ji, ..., j, telles que
<< <jossn et {ji, e i} N {is, o0y ip} = .

On définit ainsi un faisceau 2, ..,s, sur C*. Posons

ceey

2P = @D iy, by
1<) <. <t <
SiL=L, X .. X L, C C* est un polycylindre d’intérieur non vide,
notons Q,,, R (L) espace de Banach des formes f.dz;; A ... A dap telles
que la distribution
9
0zj; ... 02y,
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sur L soit induite par une fonction continue sur L pour toutes les suites
j1, ..., jo comme ci-dessus, muni de la norme

0%f
82,1 02; 2

P

Posons encore Q?(L) = @ Qqy,....+,(L). On a les propriétés suivantes :
@: Qi L) = QALY @ ... @ Q% (L),

ou 8, =1 pour i€ {i,.. i} e O sinon.

Quand on plonge Q%(L,) ® ... ® Q% (L,) dans Q, ...« (L), la nor-
me induite coincide avec la norme ¢ sur le produit tensoriel. On peut en
effet identifier QL;) & @ (L,) et plonger Q° (L;) dans @€ (L)) & € (L)) par
f—> (f, —(—9:—) Or on sait que si E’ est un sous-espace d’un espace

Zi
normé E muni de la norme induite, E’ ®.F est un sous-espace de
E ®.F muni de la norme induite et que € (L) = C (L)) ®,... ®.C (L,).

D’autre part Q%(Ly) @ ... @ Q%(L,) est dense dans Q.. (L),
comme on le voit en approchant f d’abord par une fonction f, définie au
voisinage de L par f;(x) = f(ta + (1 — ?) x), a étant un point intérieur
a L, puis par un polyndme en les z; et Z; par régularisation. Ceci démontre
la propriété (a).

(b) : On a une suite exacte directe

05BL)»> QLS. Q@M -0,
L’application d”:Q°(L;) = Q! (L;) a pour noyau l'espace B (L;) défini
a l’exposé précédent. En définissant s : Q! (L;) = Q° (L) par s (f - dz;) =
exf, ol ¢ (2) = —1-— et ol f est prolongée par O sur C—L,, on a
d’os=1 Le comgezyte Q* (L;) est donc direct et a pour cohomologie
H°(Q' L)) =B @y, H'(Q" (L)) =0.
La formule de Kiinneth (1°) montre que le complexe

L) =0L) K. ..®.Q Ly

(10) Si P; et P? sont des complexes directs d’espaces de Banach, P, = P} ® B
est un complexe direct et H(P,) = H(F/ )®,H (P! ). Ceci résulte du fait que tout
complexe direct est somme directe de complexes de la forme

g
w>0>E->E,_;>0-> ..
ou
Ww>0->E>0-> ...
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est direct et-acyclique en degrés > 0, et que
H°(Q" (L) =B (L) &,..8.B (L) =B (L),
ce qui démontre la propriété (b).

(c) Pour tout ouvert V.C C", on a 2* (V) = 1lim Q* (L), la limite
projective étant prise sur les polycylindres d’intérieur non vide contenus
dans V, limite projective filtrante si V est un ouvert convexe de la
forme V; X ... X V,,.

(d) Si K=K; X ... X K, C U est un polycylindre, on a

H° (K ; 2°) = lim Q* (L),
limite inductive sur les polycylindres L qui sont des voisinages de K
dans U.

Faisons maintenant intervenir S. Notons Qf (L) (resp. Bg (L)) ’espace
vectoriel des germes en s, de morphismes de S dans Qf (L) (resp. B (L)).
11 résulte de la propriété (b) qu’on a une suite exacte

0-BsL)-»QIML)—> .- Q¥L)—> 0.

Définissons 2% (V) par 2% (V) = lim Q% (L) comme dans la pro-
priété (c). On vérifie en utilisant des pa;titions différentiables de I'unité
sur C" que le préfaisceau 24§ ainsi défini est un faisceau (*!).

Pour tout V, @5 (V) =1limBg (L) est noyau de 2% (V) - 2k (V).

Par suite le préfaisceau @sg, pr%faisceau noyau d’'un homomorphisme de
faisceaux, est un faisceau. La promesse faite au § 5, n°2 est tenue.
Comme on I'a vu audit lieu, ceci entraine que le faisceau @By s’identifie
A Og,cn, Testreint a {so} X C".

On a encore H° (K ; 28 ) = lim Q& (L) comme dans la propriété (d),
et Ogxu (K) = lim Bg (L). Par pa;sage a la limite inductive, on obtient
une suite exacte‘)

0-H' K;0%sxm)>H K;2%)—> ..o H (K;2§)—0.
En remplagant K par un espace réduit 2 un point, on voit que cette suite

exacte correspond a une suite exacte de faisceaux sur K, qui forment une
résolution fine de Oy v, et ceci démontre le théoréme.

(11) Tout préfaisceau fin ¢ tel que ¢ (V) = lim ¢ (W) est un faisceau.
——
WccecV
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COROLLAIRE 1. — Si & est un Ogxyp-module admettant une réso-
lution finie sur K (i.e. une suite exacte

0> £,— ... £, F >0 avec £; = Oskv),
ona H (K ; ) =0 pour q > 0 et la suite
0-H K;L)—>..oH (K;L)—>H K;F -0
est exacte.
Démonstration. — D’aprés la proposition, H? (K ; £;) =0 pour

g > 0. Posons &; —=Imd,. La suite exacte de cohomologie associée a
la suite exacte de faisceaux

0-5F 1> Li>F -0
donne
H¢(K; F) ~ HH1 (K ; Feya)
pour g > 0, d’ou
He (K ; ) ~ Het#+1 (K ; Fpyy) = 0.

La deuxiéme assertion en découle.

COROLLAIRE 2. — Soient 9’ et §” deux Ogyy-modules admettant
des résolutions finies 2t et £¥ sur K.

(a) Pour tout homomorphisme f de 9’ dans F", il existe un homo-
morphisme de £, dans 2! au-dessus de f, unique a homotopie (algé-
brique) prés.

(b) Pour toute suite exacte 0 > F — F — F” — 0, il existe une
résolution finie £, de F telle que

Li=21Q £/

et que
di: Li—> Loy
soit de la forme
d; u
0 a;

Compte tenu du corollaire 1, la démonstration est analogue a celle
de deux théoremes classiques d’algebre homologique (Godement, Théorie
des faisceaux, Ch. 1, Théorémes 5.1.1 et 5.1.2).
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2. Le théoréme des matrices holomorphes.

Soit L =L; X ... X L, C C* un polycylindre d’intérieur non vide,
et soient L] et LY deux compacts convexes de C tels que

L,=LiULy, Li—LNL,—LY=¢.
Posons
L=L{NLY;, I'=Li XL, X ..XL,,

définissons de méme L” et L"”.

L

Fi1a. 1
PROPOSITION 1. — On' a une suite exacte directe :

0->B(@L)SBL)PBIA)>B L") =0,

)= |y, f|) et BELI=1"

L - f’ lLﬂ/ :

Démonstration. — Vu la proposition 2 du § 5, il suffit de montrer
qu’on a une suite exacte directe

0-> B (L) = B (%) @ B (%) = B (L) - 0.
Construisons une application linéaire continue :
o:L{")->B@) & (LY)
telle que Boo =1. Soit  une fonction continiment R-différentiable

0
sur C, égale 8 O sur L; — L7 et 4 1 sur L, —Lj, et posons 6§ = —2——.
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L’application o définie par o (h) = (¢*(6h)—nh , ¢*(6h) + (1—n) h),
1

ol ¢ (z7) = —— et ol Ok est prolongée par 0 en dehors de L;", répond
wzZ

a la question. Comme Ker 8 = B (L,), ceci démontre la proposition.

Soit A une algébre de Banach, G le groupe des éléments inversibles
de A; notons B (L ; G) ’ensemble des f € B (L ; A) telles que f (L) C G,
c’est-a-dire le groupe des éléments inversibles de l'algebre de Banach
B (L ; A). L’ensemble B (L ; G) est ouvert dans B (L ; A) et est un groupe
de Lie banachique.

ProrosiTION 2. — L’application -y de B (L’ ; G) X B (L” ; G) dans
B (L ; G) définie par y (f, f) = ¢’ o P IL"” est une submersion
directe surjective.

Démonstration.

(a) v est une submersion directe : application linéaire tangente
Ty ():BL;ASBL”;A)—>B(L";A)
est égale a

67 to 0y 0B o (a7 @ o7'),

ol o (resp. 6,) est la multiplication & gauche (resp. a droite) par f' ou
par 'L”’ et de méme pour f”, et ol B est I'application définie dans

la proposition 1. Comme S est un épimorphisme direct d’aprés la propo-
sition 1 et que les autres sont des isomorphismes, y est une submersion
directe.

(b) y est surjective.

LeEMME. — L’application de restriction p:B (L” ;G) - B (L ;G)
a une image dense.

Démonstration du lemme. — D’aprés le Théoréme de Runge, 1’appli-
cation de restriction p, : B (LY) — B (LY ) a une image dense. Il en est
donc de méme de

p=p1 @Iz (LgX... X L) ®I.:BL”;A)— (B”;A).
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Le diagramme commutatif

B(L”;A) = B(L”;G)
el el
B (LIII : A) ‘e_x;) B (-L/// ,G)

montre que I'adhérence H de p (B (L” ; G)) dans B (L’” ; G) contient
I'image de B (L”” ; A) par exp, donc est un voisinage de 0. Comme H
est un sous-groupe de B (L”” ; G), H est ouvert et fermé.

Soit a un point de L”. Pour tout # € B (L”;G), la famille
(hs), < ;< définie par h; (x) = h (tx + (1 — ) @) est un chemin qui meéne
de lapplication constante 4 (a) & A dans B (L””” ; G). Donc toute compo-
sante connexe de B (L””; G) contient une application constante, et toute
application constante appartenant &8 H, on a H=B (L”” ; G), ce qui
démontre le lemme.

Fin de la démonstration de la proposition 2. — Comme 7y est une
submersion, Iimage de 7y contient un voisinage ouvert W de 1 dans
B(L"";G). Soit h € B (L” ; G); d’apres le lemme, il existe un #” € B(L”;G)
tel que p(W') € h-W-1 On a donc h =p(H)w, ol w€ W se met
sous la forme vy (f, f’), d’ou

h=p®) -y, )=v{, K,

ce qui démontre la proposition.

Remarque. — On pourrait, dans la proposition 2, remplacer G par
un groupe de Lie banachique quelconque. Nous ne I'avons pas fait pour
éviter d’avoir a décrire la structure de groupe de Lie banachique sur
B (L ;G).

COROLLAIRE. — Notons Bg (L’ ; G) I'ensemble des germes en s, de
morphismes de S dans B (L ; G), et de méme pour L”, L"”. L’application
vs de Bg (I’ ; G) X Bs (” ; G) dans Bs (L” ; G) induite par vy est sur-
jective.

Démonstration. — Soit h € Bg (L’ ; G). D’apres la proposition 2,
on peut trouver une section locale de y au voisinage de hy = k (5o),
c’est-a-dire une application analytique o: W — B (L’;G) X B (L”; G),
ol W est un voisinage de h, dans B (L' ; G), telle que y oo =1. En
posant f = o o h, on a h = ys (f), d’ou le corollaire.
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Soit maintenant K =K; X ... X K, C U un polycylindre et soient

K/ et KY deux compacts convexes de C tels que K; = K; U K{. Posons

7’ =KiNK{, K=K} X K; X ... X K,, et définissons de méme K”

et K”. En notant ®syy le foncteur structural de S X U, et G gardant la

méme signification (Psx v (G) est donc le faisceau des morphismes d’ou-
verts de S X U dans G), on a:

THEOREME 2. [4]. — L’application y de
H® (K’ ; @gxv (G)) X H® (K", D5y v (G))
dans H® (K" ; &gy v (G)) définie par

P — 7 ’—1
YELV=1 | o 7 |
est surjective.

Démonstration. — Pour tout ¢ > 0, et pour 1 < i < n, notons L;(¢)
Pensemble des x € C tels que d (x, K) <, ob d(x,K,) est la distance
de x a K;; notons L, (¢) ’ensemble des x € L, (g) tels que d(x, Kj ) < 2¢,
définissons de méme LY (g); et définissons L (), L’ (¢), L” (¢) L” (¢)
comme plus haut.

On est dans les conditions d’application des propositions 1 et 2
et du corollaire d’icelle. Les ensembles L’ () forment un systéeme fon-
damental de voisinages de K’ dans C*, donc on a

H (K’ ; ®sxv (G)) = lim Bg (L’ (), G)

et de méme pour K” et K””. Le Théoréme 2 se déduit donc du corollaire
de la proposition 2 par passage a la limite inductive.
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4

COROLLAIRE. — Soit F un Ogyy-module. Si QVIK et .‘?F|K,, sont

libres de type fini, il en est de méme de & IK'

Démonstration. — On peut supposer K’ et K” non vides; comme K

est connexe, il en est de méme de K™, donc & IK’ et F ]K” ont méme

rang r. En écrivant @ pour Osxv, le groupe des automorphismes de @’IK

s’identifie a2 H°(K; ®gxv GL(C, n)), et de méme pour K’, K”’, K.
Soient g’ et g” des isomorphismes de @ sur & au-dessus de K’ et K”
respectivement. D’apres le théoreme 2, 'automorphisme A = g’ 1o g’ de

or K" se met sous la forme

f”[Km °f,_1|K”/

ol f et f’ sont des automorphismes de O], et O

K’ KII
Les isomorphismes g’of" et g’of” de ©" sur & définis au-dessus de K’
et K” respectivement coincident sur K, donc se recollent en un isomor-
phisme de @"K sur 57IK, ce qui démontre le corollaire.

respectivement.

3. Les théorémes A et B.

THEOREMES 3. — Soit K C U un polycylindre et soit F un Ogxyu
-module. On suppose que pour tout point x € K, le faisceau & admet une
résolution finie de longueur < p sur un voisinage de x.

(A) Le faisceau § admet une résolution finie de longueur < p sur K;
(B) On a H'(K, ) = O pour tout q > 0.

Soit K =K; X ... X K,. Considérons d’abord un cas particulier.

LEMME. — Soient K; et K{ deux compacts convexes de C tels que
K; = K, UKY. Posons K’ =K{ X Ky X ... X K, définissons de méme
K”. Si le faisceau F admet une résolution finie de longueur < p sur K’
et sur K”, il admet aussi une résolution finie de longueur < p sur K.
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Démonstration par récurrence sur p. — Pour p =0, le lemme se
réduit au corollaire du Théoréme 2. Soit p = 1, et supposons le lemme
démontré pour p — 1. Soient £, et £, des résolutions de & au-dessus
de K’ et K” respectivement. D’aprés le corollaire 2 du théoreme 1, il
existe des homomorphismes f: £, —> £V et g: £/ —> £, au-dessus de
I, définis sur K” =K' NK”. Au-dessus de K/, on a le diagramme
commutatif

£o D £ €, 0)
§T ~ \
£ D L ") g
7| ~
£o D £7" 0,

ol f= lflo (; etg :l (I) gIO . On peut étendre £5 et £¢ en des faisceaux

libres sur K, que nous noterons encore £5 et £ . Soient £, le faisceau
localement libre sur K obtenu en recollant 2§ @ £§ a |£2§ D £¢

moyen de fog—! et e: £o— & I’'homomorphisme surjectif obtenu en

recollant (¢’, 0) et (0, ¢”). Il résulte du corollaire du Théoréme 2 que £,
est libre. Posons 9; — Kere¢; on a

Kl’ au

T ~TFi DL o T, ~COH,

ol ¥ = Ker¢’ et F/ = Ker¢”. Le faisceau 9, admet donc une réso-
lution de longueur ' p — 1 sur K’ et sur K”, et il résulte de ’hypothése
de récurrence qu’il admet une résolution de longueur < p — 1 sur K. On
obtient ainsi une résolution de longueur < p de & sur K, ce qui démontre
le lemme.

Démonstration du théoréme. — Soit W — (W,) un recouvrement
ouvert de K tel que & admette une résolution finie de longueur << p sur
chacun des W,. Identifions C* & R?", et soit ¢ > O tel que la trace sur K
de tout cube de coté ¢ de R?* soit contenue dans 1'un des W.. Montrons,
par récurrence sur m, que si H=K N (C X R™), ou C C R2*—™ est un
cube de coté ¢, le faisceau F admet une résolution finie de longueur < p
sur H. Cette propriété est vraie pour m = 0, car alors H N C est contenu
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dans 'un des W,. Supposons la propriété vraie pour m — 1; on peut
mettre H sous la forme H, U ... U Hy,

H;=KN(C; X R"—1),
ol
C=CX[b+ (@(F—1)¢g b+ ic]Cc R»—m+1

est un cube de c6té ¢. Le lemme montre par récurrence sur i que & admet
une résolution finie de longueur < p sur H; U ... U H;, donc sur H. Fai-
sant m = 2n, on obtient (A). Le corollaire 1 du théoréme 1 donne (B)
et le théoréme est démontré.

7. LE THEOREME DES VOISINAGES PRIVILEGIES

Dans ce paragraphe, nous décrivons deux notions : celle de poly-
cylindre privilégié et celle de voiéinage privilégié d’un point. Nous ne
nous servirons dans la suite que de la premiére. Les voisinages privilégiés
ont été introduits, avec une définition un peu moins restrictive, par H. Car-
tan [5], [12]. Le plan suivi ici est di a B. Malgrange.

Nous utiliserons les résultats classiques suivants sur les faisceaux
analytiques cohérents sur un ouvert U de C":

(a) Pour qu’un faisceau analytique sur U soit cohérent, il faut et il
suffit qu’il admette localement une résolution finie de longueur < n
(Théoréme des syzygies [7], [17] et théoréme d’Oka [19]).

(b) Les théorémes A et B pour un polycylindre (Théor¢me 3 du
§ 6 dans le cas ol S est un point, cas légérement plus facile et beaucoup
plus classique [7], [17]).

Pour lire ce paragraphe, il suffit d’avoir lu le n° 1 du § 5 et d’ad-
mettre la proposition 3 du § 2 dans le cas ou X est un ouvert de C".

Nous pourrions éviter d’admettre le théoréme des syzygies, qui appa-
raitrait alors comme une conséquence du théoréme d’existence des voi-
sinages privilégiés. La démonstration de celui-ci consiste d’ailleurs a
reprendre, en la précisant, une démonstration possible du théoréme des
syzygies. D’autre part, sauf pour la proposition 4 (qui n’est pas nécessaire
pour la démonstration du théoréme), il suffirait du théor¢me 1 du § 6
dans le cas ot S est un point au lieu du Théoréme 3 dudit paragraphe.
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1. Polycylindres et voisinages privilégiés.

Soient U un ouvert de C*, K C U un polycylindre; notons © le fai-
sceau des fonctions holomorphes sur U et soit & un faisceau analytique
cohérent sur U. Posons & (K) = H°(K; %); c’est un ©(K)-module admet-
tant une résolution finie (Corollaire 1 du Théor¢me 1 du § 6).

On posera B(K; ¥) = B(K) ® ¢k F (K). En particulier,

BK;0) =By
La topologie (non nécessairement séparée) obtenue sur B(K; &) en pre-
nant une résolution
0> .>L>L—>9F—-0
et en identifiant B(K; %) a Coker (B(K; £,) » B(K; £,)) ne dépend pas
du choix de la résolution. Cela résulte du corollaire 2, (a), du Théoréme 1
du § 6. Nous munirons désormais B(K; &) de cette topologie.

DEFINITION 1. — On dira que K est privilégié pour ¥ (ou F-privi-
légi¢) s’il existe une résolution

0> £,>.o>L—>F—>0
de F au voisinage de K telle que
0-BKXK;£)—..-BK; £)—>BK; £)
soit une suite exacte directe.
Remarques. — 1) Si K est Fi-privilégié, B(K; &) est un espace de

Banach. C’est seulement dans ce cas qu’il est intéressant de considérer
BX; %).

2) 1l résulte du théoréme des syzygies, du théoréme 3 A du § 6 et
de la proposition 2 ci-dessous que 'on peut prendre p — n dans la défi-
nition 1. Si ’'on voulait déduire le théoréme des syzygies du théoreme des
voisinages privilégiés, il faudrait exiger p = n dans la définition 1.

PROPOSITION 1. — Pour que K soit F-privilégié, il faut et il suffit
que :

(i) BX; %) soit séparé,
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(ii) pour tout espace de Banach E, on ait

LE;BK)) ®, &) F(K) =L(E; BK; %))
et
Tord ™ (L(E; B(K)), F(K)) =0

pour g > 0.

Démonstration. — Si K est F-privilégié, B(K; &) est un espace de
Banach et il existe une résolution 0 » £, = ...»> £, > F—>0de F au
voisinage de K, donnant une résolution de @ (K)-module & (K), telle que
0-BXK;£)—..»BK; £)—>BK;F)— 0 soit une suite exacte
directe. Pour tout espace de Banach E,

0> L(E;BK;£))—>..»LE;BK; L)~ LE;BXK;F)—>0
est alors une suite exacte, d’ou (ii).
Si (i) et (ii) sont vérifiées, pour toute résolution
0->£,> .2 £L—>F >0 de F au voisinage de K,
0-BXK;£)—>..»BK;£L)—>BK;F—0

est une suite exacte (prendre E — C) d’espaces de Banach, qui reste
exacte quand on lui applique le foncteur F — L(E; F); c’est donc une
suite exacte directe.

La proposition 1 est démontrée. La démonstration donne également :

PrOPOSITION 2. — Si K est Fi-privilégié, pour toute résolution finie
0-£,>..5 L >F—>0de F sur K,

0->BXK;£)—>..>BK;£)—>BXK;%F)—> 0 est une suite exacte
directe.

DEFINITION 2. — Soit x un point de U. On dira que K est un voisi-
nage Ji-privilégié de x si :

(a) K est un voisinage de x;
(b) K est Fi-privilégié,

(c) lapplication naturelle B(K, &) — J, est injective.
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2. Propriétés élémentaires.

PROPOSITION 3. — Soit 0 > ¥’ — F — F”’ — 0 une suite exacte de
faisceaux analytiques cohérents sur U.

(a) Si K est privilégi¢ pour & et §”, il l'est aussi pour F, et
0-BK;9)—>BK;9)—>BK;F)—>0
est une suite exacte directe.

(b) Soit x un point de U; si K est un voisinage privilégié de x pour
9’ et §”, il lest aussi pour .

Démonstration. — (a) Soient £, et £ des résolutions de longueur n
de 9’ et F” respectivement, et soit {2, une résolution de & satisfaisant
aux conditions du corollaire 2, (b) du théoréme 1 du § 6. On a une suite
exacte de complexes 0 >B (K; £.)>B (K ; £.)—> B (K; £J)— 0. Les
deux extrémes étant acycliques en degré > 0, il en est de méme de celui
du milieu. On vérifie par récurrence descendante sur i que si S; et S;’ sont
des supplémentaires de Imd;,; et Imd/;, alors S;=S; § S/ est
un supplémentaire de Im d; 1, ce qui montre que les d; sont directs. En-
fin Sp, S§ et Sy s’identifient respectivement & B(K; ), B(K; F) et
B ; 97).

(b) Dans le diagramme
0->BK;5)—->B(K;F) —>BK;F)—>0
a’l 3 \L e”
0> g, - F, > il — 0,

si ¢’ et ¢” sont injectives, il en est de méme de ¢, d’ott la proposition.

PROPOSITION 4. — Soit 0 —» ' — F — F” — 0 une suite exacte de
faisceaux analytiques cohérents sur U.

(a) Si K est privilégié pour F et F”, il 'est aussi pour 9.

(b) Si K est un voisinage privilégié de x pour F et F”, il l'est aussi
pour .
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Démonstration. — a) La condition (ii) de la proposition 1 appliquée
a g avec E = C donne Tor? ® (B(K), 9”(K)) = 0. Par suite I'appli-
cation B(K; ) - B(K; ) est injective, et comme B(K; &) est séparé,
B(K; &) est séparé. La suite exacte des Tor donne la deuxiéme partie
de la condition (ii) pour 97, et montre que, pour tout E,

L(E;BK) ®¢ &) FK)
est le noyau de
L(E;BKXK; ) —> L(E; B(X; ).
L’espace B(K; §") étant séparé est un espace de Banach, et la suite
0-BK;9)->BK;9)—>B(K;9”")—>0 étant exacte, ce noyau
s’identifie 2 L(E; B(K; ")), d’ou la condition (ii) pour &’. La proposi-
tion 1 donne (a).

b) Dans le diagramme
BK;¥)->BK;%)
“l \
Fo —> G,

Pinjectivité de ¢’ découle de celle des trois autres applications. La pro-
position est démontrée.

DEFINITION 3. — Soit f: & — G un homomorphisme de faisceaux
analytiques cohérents sur U. On dira que K est privilégié (resp. est un
voisinage privilégié de x) pour f s’il est privilégié (resp. est un voisinage
privilégié de x) pour Ker f, Im f et Coker f, ou ce qui revient au méme
en vertu des propositions 3 et 4, pour &, G et Coker f.

PROPOSITION 5. — Soit U=U" X U”, ou U C C¥, U” C C",
n +n" =n,et K=K X K”. Soient ' et F’ des faisceaux analytiques
cohérents sur U’ et U” respectivement. Considérons le faisceau analytique
cohérent & sur U défini par

=G} ®9;’ (O ®9;; i
pour x = (x’, x"),

out @ et ©” sont les faisceaux de fonctions holomorphes sur C* et C"
respectivement.
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(a) Si K’ est F-privilégié et si K” est F”'-privilégié, K est Fi-privilégié
e¢eBK;F) =BK';9)®.BXK";F).

(b) Si K’ et K” sont des voisinages privilégiés de x' et X"’ respective-
ment, K est un voisinage privilégié de x = (x’, xX”).

Démonstration. — (a) Soient £, et £. des résolutions finies de J’
et §” respectivement; £, = £/ ®o © @, £7 est une résolution finie
de et BK;L)=BX;£) é,B X”; £2). 11 suffit donc d’appli-
quer la formule de Kiinneth (cf. § 6, n° 1, note 10, p. 46).

Nous n’utiliserons la partie (b) que dans le cas trivial ou ' = ¢’/m’,
m’ désignant I'idéal maximal du point x". Indiquons cependant la démons-
tration : notons Fj la fibre en X’ de 9'/m’*+1 §’, espace vectoriel de di-
mension finie sur C; soient p; : B (K’, ) — F; l’application canonique
et

Pe=ri®. 15k ;g :BEK;F)>F,®@BXK";F).

Sife BK;%)etf,=0,o0na(px(),>=0, donc p; (f) = 0 pour tout
k, et f€ M Kerp,. Quand on a des espaces de Banach B’, B”,
k

B =B'®.B”, F, et une application linéaire p’: B"—> F, on a
Ker p C (Ker p) ®,B”,
en posant p = p/ éclg" ,
comme on le voit en plongeant B’ ®, B” dans L (B”*; B’).
On a donc ici:
M Ker p C (N Ker p) ®,B (K" 5 ) ;

or ﬂKer P = 0 en vertu de I'hypotheése sur K’ et du Théoréme de

KIull-Artm-Rees (**) qui assure que lapplication 9, — 11m F} est injec-
tive. Il en résulte que f = 0, ce qui démontre la proposmon

COROLLAIRE. — Soient K = K’ X K” et X' un point intérieur a K’ ;
notons w’ lidéal de © formé des fonctions nulles en x'. Soit ¥ un faisceau
analytique cohérent sur K tel que m’ § = 0; notons F, le faisceau induit
par § sur U” au moyen de linjection i,, de U” dans U.

(12) Le recours & ce théoréme pourrait étre évité en remplagant &, par
9‘ =lm &, /mk &, dans la définition 2.
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(@) Si K” est Fy-privilégié, K est Fi-privilégié;

(b) Si K” est un voisinage Fi,-privilégié de x”, K est un voisinage
F-privilégié de x = (x', x).

Démonstration. — On a

97 = Ca)’ ®9' @ ®9" gio ’
ot Cpr = @/m’. Le corollaire résulte donc de la proposition et du fait
que K’ est un voisinage C,-privilégié de x’. Grice a la proposition, il suffit
de vérifier ce fait quand n’ = 1. Dans ce cas, le principe du maximum
montre qu’on a une suite exacte directe

0—->B(K’)-t—>(B(K’))—>C—>0,

ou { est la fonction définie sur C par { () =y — X'.

3. Platitude et privilége.

Soient U’ et U” des ouverts de C* et C* respectivement, et
U=U XU’"CC* n=n + n”. Notons O, @ et ©” les faisceaux de
fonctions holomorphes sur U, U” et U”, notons 7 la projection de U sur
U’, et pour tout x’ € U’, notons i,» I'injection de U” dans U définie par
iy (X)) = (X, X).

Si £ = @, pour tout polycylindre K” C U”, on notera B (K" ; £) le
fibré trivial sur U’ de fibre B (K”)".

Si F est un fibré vectoriel banachique trivial sur U’ de fibre F,, on
écrira B (K’ ; F) au lieu de B (K’ ; F,) pour K" C U'.

Soit & un faisceau analytique cohérent sur U, plat sur U’ (ie. tel
que pour tout x = (¥, ¥”) € U, &, soit un ©z-module plat). Pour tout
point x” € U’, on notera & (x’) le faisceau analytique cohérent sur U”
défini par

g (x’) o= O ®ez F,=C ®3'z_ F (x),
ol x = (1, x”), O}~ étant considéré comme O,-algebre au moyen de i, ,
et O, comme ©;-algébre au moyen de .

Soient x” un point de U’, K” C U” un polycylindre, et

0-5L,> .o £,>9-0
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une résolution de & sur un voisinage U; de {x’} X K”, qu'on peut sup-
poser de la forme Uj X U{. Cette résolution donne naissance a un
complexe analytique de fibrés vectoriels banachiques triviaux sur Uj:

0->BXK";£)—..>BXK"; £).

Pourtout y’ € U1, 0> £, )= ...> £, ) > F (Y) > 0 est une
résolution de & (3"). Si K” est un & (x’)-privilégié, le complexe de fibrés
est exact direct au point x’, donc sur un voisinage U, de x’, et le
conoyau du dernier homomorphisme est un fibré vectoriel banachique
analytique sur U3, dont la fibre en un point y’ est B (K” ; ¥ (»’)). Remar-
quons que K” est F (y')-privilégié pour tout y’ € Uj.

Il résulte du corollaire 2 du théoréme 1 du § 6 que, & un isomor-
phisme canonique défini au voisinage de x’ pres, ce fibré ne dépend pas
du choix de la résolution de %. Nous le noterons B (K”; &). Nous
reviendrons sur cette situation dans un cadre plus général au § 8.

PROPOSITION 6. — Soit & un faisceau analytique cohérent sur
U =W X U”, et supposons que F soit U’-plat. Soient x’ un point de U’
et K” C U” un polycylindre.

(a) Si K” est F (x)-privilégié, il existe un voisinage V’ de x’' dans
U’ tel que, pour tout polycylindre K’ C V, le polycylindre K = K’ X K”
soit F-privilégié et B(K ; ) =B (K’ ; B (K" ; ¥)).

(b) Si K” est un voisinage F (x’)-privilégié de x”, il existe un voi-
sinage V’ de x’ dans U’ tel que, pour tout polycylindre K’ C V’ qui soit
un voisinage de x’, le polycylindre K = K’ X K” soit un voisinage J-
privilégié de x = (x’, X").

Démonstration. — Soit £, : 0> £,— ... > £y —> F — 0 une réso-
lution de & au voisinage de {x’} X K”. D’apres la proposition 3 du § 2,
on peut trouver un voisinage V’ de x* dans U’ et pour chaque i des
sous-fibrés triviaux S; et T; de B (K”, £;) sur V’ tels que B (K", £) =
= S; @ T, et que d; induise un isomorphisme de S; sur T;_, et soit nul
sur T;. On a alors, si K’ C V/,

BK;£)=BX ;BX";£))=BK;S) ®BX ;T),
et
di:BXK;£2)—>BK;£i1)
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induit un isomorphisme de B (K’;S;) sur B (K’ ; T;_.1) et est nul sur
B (K’';T). Le complexe B (K;£,) est donc direct et acyclique en
degrés > 0 et B (K ; &) = B (K’ ; So), ce qui démontre la partie (a).

(b) Nous utiliserons le lemme suivant :

- LeEmME. — Soit A un anneau local dont l'idéal maximal m soit nil-
potent, E et F deux A-modules plats, {: E—F un homomorphisme. Si

I®f: (A/m)®sE—> (A/m) Qs F

est injectif, f est injectif.

Ce lemme est une conséquence de [BourBaki, Alg. Comm. Ch. 2,
§ 3, Prop. 51.

Posons Ay = @7 /m™*+1. Le Ay-module J; des jets & l'ordre k en x’
de sections du fibré B (K” ; ¥) est isomorphe & A; ®cB (K” ; ¥;) donc
libre. En vertu du lemme et de I’hypothése sur K”, I'application canonique

Ji—> Ar ®o;, Fo

est injective. Dans le diagramme commutatif

BK;% =BX :;BK”;F) > F,
oy {

a

[

p est injective par passage a la limite projective, et 6 aussi a cause
de I’hypothése sur K’. Il en résulte que p est injective, ce qui acheéve
de démontrer la proposition.

Remarques.

1) Plagons-nous dans le cas n” =1, n =n—1, U” connexe,
et supposons que & admette une résolution 0 > @ > ® > F — 0 sur U.
La condition « & est U’-plat » équivaut & « pour tout X’ € U la fonction
h (x’) sur U” n’est pas nulle ». Sous cette condition, pour que K” soit
i (x)-privilégié, il faut et il suffit que la frontiére de K” ne contienne
aucun zéro de h (x’). En notant k le nombre de zéros (avec leur multipli-
cité) de h (x) intérieurs & K, I'espace vectoriel P, des polynémes de
degré < k est un supplémentaire de 'image de 4 (x’) : B (K”) - B (K”).
La proposition donne alors B (K) = A (B (K)) & B (K’ ; Py), ce qui est
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une forme du théoréme de préparation. C’est au contraire dans le cas
=1, ”=n—1, que nous utiliserons cette proposition pour la
démonstration du théoreme 1.

2) Dans les conditions de la partie (a) de la proposition, K” est
F (y')-privilégié pour tout y’ € V’. Cependant, dans les conditions de la
partie (b), il n’existe pas nécessairement pour tout y’ suffisamment voisin
de x’ un point y” € K” tel que K” soit un voisinage & (y')-privilégié
de y”.

Le fait que K” est & (y")-privilégié pour y’ voisin de x’ a encore
la conséquence suivante :

COROLLAIRE. — Soient U un ouvert de C*, § un faisceau analytique
cohérent sur U, K un polycylindre Ji-privilégié, a un point de C". Pour t
suffisamment voisin de 1, le transformé K; de K par I'homothétie de
centre a et de rapport t est Fi-privilégié.

Démonstration. — Considérons I'application m de C* X C* dans C”
définie par m (¢, x) = (1 — ¢) a + tx. Posons U=m (U) et définissons
le faisceau & sur U par Gy = 08,7 o, , Fo pour x =m (X). Le faisceau
F est C*-plat; on a FA)=F et F (¢) est le faisceau image réciproque
de & par ’homothétie de centre a et de rapport ¢. Pour ¢ suffisamment
voisin de 1, le polycylindre K est & (f) privilégié, donc K, est F-privilégié.

4. Le théoréme d’existence.

THEOREME 1. — Soient U un ouvert de C" et &y, ..., F, des
faisceaux analytiques cohérents sur U. Pour tout x € U, il existe un
K C U qui soit un voisinage % -privilégié de x pour 1 i < k.

Démonstration par récurrence sur n. — Le théoréme est trivial pour
n = 0. Supposons le théor¢eme démontré pour n— 1 et identifions C*
a CXCr1, Le point x = (x’, ¥’) € U étant fixé, définissons la fonction
sur U par { (/,y”) =y — x’. Posons F;; = Ker {/I1: ¥, — F;. Comme
O est noethérien, il existe un j, tel que Fi;,» = Fyy,, » pour j = jo. Posons
F' = F./F;, ; lendomorphisme {1 de F7, est injectif, et F; ,, consi-
déré comme ©,-module, est sans torsion, donc plat car 'anneau O, est
principal. Posons Fj; = &,/ F; j—, pour j < jo.
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Quitte & remplacer U par un voisinage plus petit des x dans C*, on
peut supposer que U est de la forme U’ X U”, que &;; = F;, sur U
pour j = j, et que & est U’-plat sur U pour tout i.

Par hypothé¢se de récurrence, il existe un polycylindre K” C U” qui
soit un voisinage privilégié de x”’ pour les Fj;, 1 i<k, 1 <j<ijo
considérés comme faisceaux sur U”, et pour les 7 (x). Si K’ est un
voisinage compact convexe suffisamment petit de x” dans C, K = K’ X K”
est un voisinage & -privilégié de x d’apres la proposition 6 et Fii-privi-
1égi¢ d’apres le corollaire de la proposition 5. Ceci entraine par appli-
cations répétées de la proposition 3 que K est un voisinage F-privilégié
de x, ce qui démontre le théoréme.

Remarque.

La démonstration donne le résultat suivant : soient U un ouvert de
C», et F un faisceau analytique cohérent sur U, alors
Vx=(x, .., x) € 1) (3 U,.) (VK..CU,.) (3 U,,_l)

vois. @, vois. 2, vois. #,

(3 U1)(IVK1CU1) K=K; X .. XK,

vois. @, vois. @,

est un voisinage F-privilégié de x.

5. Application : Espaces analytiques de dimension finie.

Les notations sont celles du § 3.

PrOPOSITION 7. — Soient U un ouvert de C*, F un espace de
Banach et f:U— F une application analytique. Pour tout x € U, il
existe un voisinage U’ de x dans U, un p € N et une application linéaire
continue v de F dans C? tels que u (U, F,f) = p (U, C?, vo f).

Démonstration. — Soit J I'idéal de ©, engendré par les uo f,
u€ L (F, C). Comme O, est noethérien, J est engendré par une famille
finie v10f,..,vpof. Soit J le faisceau d’idéaux engendré par les
8 =0 f, et soit K un voisinage ©/F-privilégié de x. L’homomorphisme
g: O? — O défini par les g; donne un homomorphisme direct

g:BX)y—->B(K);
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posons Ty = g (B (K)?). Montrons que

femg®I:BK)?®F— B(K)® F] =T, &F.
Il suffit pour cela de voir que pour tout u € L (F, C), uof €Ty, mais
ceci découle de I'hypothese faite sur K.

11 en résulte qu’on peut mettre f sous la forme A - g, avec
AEBXK;FP=B(K; L(C;F)).

On a donc f € 9T (gy, F) en notant U’ lintérieur de K et u (U’, C?, o)
est un sous-espace analytique de u (U, F, f). Comme I'inclusion opposée
est évidente, la proposition est démontrée.

8. FAISCEAUX ANAPLATS

1. Notations.

Si X = (X, ®) est un espace analytique banachique, on note ©x le
faisceau ® (C) sur X. Si f = (fo, f1) est un morphisme d’espaces analy-
tiques banachiques de X" dans X et si & est un faisceau Ox-module sur X,
on notera f* & le faisceau Ox-module Ox ® s+ o, f; & sur X'

Si & est un faisceau Og x x-module sur un produit S X X d’espaces
analytiques banachiques, pour tout point s € S, on notera F (s) le faisceau
Ox-module i F sur X, ol i, désigne le morphisme d’injection de X dans
S X X défini par s.

Si S est un espace analytique de dimension finie, & (s) s’identifie a

F/mF =C®e , &. Il n'en est plus ainsi en général si S n’est pas
de dimension finie. '

2. Un lemme préliminaire.

LEMME 1. Soit U un ouvert de C*, soient F, 9, §” des faisceaux
analytiques cohérents sur U, et soit K un polycylindre privilégié pour %,
g et F”.
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(a) Soient f:F — G et g: F — F" des homomorphismes de ©y-
modules tels que g o f = 0. Si
BK;%5)->BXK;5)—>BK;F

est une suite exacte directe, F— F' — F” est une suite exacte de
faisceaux sur K.

(b) Toute suite exacte directe B (K)-linéaire :

B(K ;%) —B(K;%)—>BK;F)

[s]
induit une suite exacte de faisceaux sur lintérieur K de K.

Démonstration. — (ay). Avec les hypothéses de (a), F — ' — F”’
est une suite exacte sur K. En effet, pour tout h € H®° (K ;Kerg), la
restriction de & & K est dans Iimage de f, et H®(K ; Ker g) engendre
Ker g, d’apres le théoréeme A classique.

(a) Soit a un point intérieur 2 K et considérons I’application
m:C X C*— C* définie par m (t, x) = (1 — £) a + tx. Posons

G__—.m—l(U), F — m* g, f:m*f:§7—> f}:', etc.

L’ensemble J des ¢ € C tels que K soit privilégié pour G ), g’ @) et
G (?) est un voisinage de 1 et les B (K ; & (¢)) sont les fibres d’un fibré
vectoriel B (K ; &) sur J; de méme pour §’ et F”. Les homomorphismes
f et g définissent des homomorphismes analytiques de fibrés vectoriels :

B(K ;%) >BK;F)>BK;F).

Comme on a une suite exacte pour ¢ = 1, on a encore une suite exacte
pour ¢ suffisamment voisin de 1, donc une suite exacte

FO->FO->F 0

sur K d’aprés (ao). Ceci signifie que % — §’ — F” est une suite exacte
sur K;, ot K;=m (@ X K). Or pour # > 1, K; DK et l'assertion (a)
est démontrée.

(b) Posons I = [0,1] N J. Les applications u et v définissent des mor-
phismes non nécessairement analytiques mais continus

B(K;fi)lle B(K;fﬁf)ll - B(K;ﬁ'ﬂl
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de fibrés vectoriels. Comme on a une suite exacte pour ¢ = 1, on a encore
une suite exacte pour ¢ € I suffisamment voisin de 1. Mais pour ¢ < 1,
u (?) et v (¢) sont induits par des homomorphismes de faisceaux définis au
voisinage de K;, et on peut appliquer (a,). D’oll une suite exacte de
faisceaux sur K,. Comme

Ie(t = Ia(y

to <t<l1

le lemme est démontré.

3. Faisceaux anaplats.
Soient S un espace analytique banachique et U un ouvert de C".

DEFINITION. — Soit & un faisceau Ogyy-module sur S X U. Nous
dirons que  est S-anaplat si, pour tout point (s, x) € S XU, il existe une
résolution finie

_ 0L, .. > L—>F—>0
de & sur un voisinage de (s, x) dans S X U telle que
0L, )>..>L()> 97>(s)—-)0

soit une suite exacte.

Remarques.

1) 11 suffit de supposer 0 — 2, (s) = ... = £ (5) exacte, ’exactitude
de £, (8) = £o (5) > F (s) » 0 étant automatique en vertu des propriétés
du produit tensoriel.

2) Cette condition d’exactitude ne dépend pas du choix de la réso-
lution de & : elle signifie que

Tor%xv (Ov, F) =0 pour g > 0.
PROPOSITION 1. — Supposons S de dimension finie et soit & un

faisceau Ogyy-module sur S X U. Pour que & soit S-anaplat, il faut et il
suffit que 9 soit cohérent et S-plat.

Démonstration. — Si & est anaplat, il est cohérent car localement
de présentation finie; pour montrer qu’il est S-plat, on peut appliquer
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Bourbaki, Alg. comm. Chap. III, § 5, Th. 1, (iii)) = (i), I'hypothese
« idéalement séparé » étant satisfaite en vertu de loc. cit. Prop. 2.

Supposons & cohérent et S-plat. Soient (s, x) un point de S X U, et
£2 une résolution finie de  (x) au voisinage de x (il en existe d’apres le
théoréme des syzygies). Montrons qu’il existe une résolution £, de & au
voisinage de (s, x) telle que £, (s) = £9: si £f= O, posons ;= Osiu
et K?=XKerd}: £f— £ ;. On va, par récurrence sur i, construire
di: £;— £;_, au voisinage de (s, x) tel que d;(s) = d9, montrer que
I = Ker d; est S-plat et que J; (s) = ;% Supposons qu’on ait construit
d, et vérifié ces propriétés pour X; ; on peut construire d; 1 : £i1—> K
au voisinage de (s, x) de fagcon que le diagramme

dul
Liz1 —> K,
Voo

.
21 —> I

soit commutatif. Le lemme de Nakayama montre alors que Im d;; = X
au point (s, x), donc au voisinage de ce point. La suite exacte

0> Kip1— L1 HKi—> 0,

o JC; et £;,, sont S-plats, montre que J;,, est S-plat et que
HKiy1(s) = &Kit1. Le départ de la récurrence se fait de fagon analogue.
Nous avons montré que & est S-anaplat et la proposition est démontrée.

Soient & un faisceau S-anaplat sur S X U, s un point de S, et
K c U un polycylindre & (s)-privilégié. D’aprés le théoréme A sous la
forme que nous lui avons donnée, il existe une résolution finie

0L, .. £r—>F>0

de & au voisinage de s X K. Cette résolution définit un complexe de
fibrés analytiques banachiques B (K ; £, ) :

0>BX;L£,)—..—B(K; L)

au voisinage de s dans S. Ce complexe est direct et acyclique en degrés >0
en s, donc encore au voisinage de s, et

H°B (K ; £,)) = Coker [d; : B(K ; £1) > B (K ; £0)]

est un fibré banachique trivial au voisinage de s. Il résulte du corollaire
2 du théoréme 1 du § 6 que ce fibré vectoriel est indépendant, a un iso-
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morphisme canonique pres, du choix de la résolution £, de & ; nous le
noterons B (K ; ).

Pour s” voisin de s, il résulte du lemme 1 (a) et de I’exactitude a
droite du produit tensoriel que £, (s") est. une résolution de & (s’) sur
K. Par suite K est & (s/)-privilégié et la fibre de B (K ; %) en s* n’est
autre que B (K ; & (5)). L’ensemble $’ des points s € S tels que K soit
F (s)-privilégié est ouvert dans S et les fibrés vectoriels construits
localement se recollent en un fibré vectoriel B (K ; &) sur S’.

Nous pouvons donc énoncer :

SCHOLIE. — Soient S un espace analytique banachique, U un ouvert
de C", & un faisceau S-anaplat sur S X U, et KC U un polycylindre.
.L’ensemble S’ des points s € S tels que K soit F (s)-privilégié est ouvert
dans S et les espaces de Banach B (K ; F (s)) sont les fibres d’un fibré
analytique localement trivial B (K ; &) sur S’.

Ce scholie exprime de fagon fort concréte I'idée que, & étant anaplat,
le faisceau & (s) dépend continfiment du point s (13).

PROPOSITION 2. — Soient F, 9’, 9" des faisceaux S-anaplats sur
SXU,etf:F— F,g:9 —> F' des homomorphismes tels que g f=0.
Soit (s, x) un point de S X U; si & (s) —> F () = F” (s) est une suite
exacte en x, la suite § — 9’ — J" est exacte au voisinage de (s, x).

Démonstration. — (a) Exactitude au point (s, x): Soit KC U un
voisinage privilégié de x pour f (s) et g (s), i.e. pour le noyau, I'image et
le conoyau de ces homomorphismes; f et g définissent des morphismes de
fibrés

BK;9)—>BK;9)—>BK;F).

On a une suite exacte directe au point s, donc une suite exacte directe de
fibrés triviaux sur un voisinage V de s dans S. Pour S$’CS, notons
By (K ; ) I’espace vectoriel des sections de B (K ; &) sur §”. Si S’ C 'V,
on a une suite exacte

By (K; ) — By (K ; &) > By (K ; F7).
(13) Par exemple il en résulte immédiatement que la projection du support de

& sur S est une application ouverte (question posée par Grothendieck dans I’exposé
13 du Séminaire H. Cartan 1960/61).
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En passant & la limite inductive sur les voisinages ouverts de s dans S
et sur les voisinages privilégiés de x dans U, on obtient une suite exacte

Fs,00 > F 5,00 > F' 5,0)-

(b) Exactitude au voisinage de (s, x) : soit K un voisinage privilégié
de x pour f (s) et g (s). Pour s suffisamment voisin de s, on a une suite
exacte directe

BK;F@)—>BK;J (s)—>BK;F ()
et d’aprés le lemme 1 (a),
F()>F (8)> F'(5)

est une suite exacte en tout point x” € K. L’hypothese est donc vérifiée
en tout point suffisamment voisin de (s, x), et la proposition est démontrée.

COROLLAIRE. — Soit & un faisceau S-anaplat sur' S X U. L’ensemble
supp & des points (s,x) de S X U tels que F, ,+~ 0 est fermé dans
S X U.

Démonstration. — Si &,, =0, on a en x une suite exacte
0— % (s) > 0, donc 0 — F — 0 est une suite exacte de (s, x).

ProposITION 3 (Changement de base). — Soient & un faisceau S-
anaplat sur S X U, S’ un espace analytique banachique et f:S'— S un
morphisme. Le faisceau §’ = (f X Ip)* & sur S’ X U est S’-anaplat.

Démonstration. — Soit s’ € S’ et s=f(s") € S. Si

L0 L, > ... > L>F—>0

est une résolution de J' au voisinage de (s, x), le complexe £, = (f X )*£,
est une résolution de 9’ au voisinage de (s’, x). En effet

L1 L{—>F -0
est exacte d’aprés les propriétés du produit tensoriel et
0> L)> .= £

est exacte d’apres la proposition 2, le complexe £(s") = £, (s) étant
acyclique en degré > 0.
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PROPOSITION 4. — Soit 0> §’ — F — F’ — 0 une suite exacte
de faisceaux ©Ogyv-modules sur S X U,

(a) Si 9’ et 9 sont S-anaplats, F est S-anaplat.
(b) Si F et F” sont S-anaplats, F’ est S-anaplat.
(c) Supposons F et §’ S-anaplats; pour que F” soit S-anaplat, il faut

et il suffit que pour tout s € S, '’homomorphisme J’ (s) —> F (s) soit
injectif.

Démonstration. — (a) Soient £} et £/ des résolutions de 9’ et "
au voisinage de (s, x). On peut construire une résolution £, de & au
voisinage de (s, x) telle que £, = £f @ £1, et la suite exacte des Tor
montre que

Torfsw (Oy,5) =0 pour g > 0.

(b) Soient £, et £7 des résolutions de F et F” au voisinage‘ de
(s, x). On peut construire une résolution £, de ’ au voisinage de (s, x)
telle que £ = £ @ L1 pour k%1 et

L1=00 LD £7;
la suite exacte des Tor montre que
Tor2sv (Oy, ) =0 pour g > 0.

(c) Soient £, et £/ des résolutions de § et F’ au voisinage-de (s, x).
On peut construire une résolution £ de §” au voisinage de (s, x) telle
que £F= £ ® L£i_1; la suite exacte des Tor montre que

Torlsv (Oy, ') =0 pour g > 1
et que

Torsv (Ou, F) =0
en (s, x) si et seulement si ¥’ (s) = F (s) est injective en x. La proposition
est démontrée.

PROPOSITION 5. — Soient & un faisceau S-anaplat sur S X U, et
(s, x) € S X U. Toute résolution finie de F (s) en x provient d’une réso-
lution de F au voisinage de (s, x).

Démonstration par récurrence sur -la longueur de la résolution. —
La résolution donnée de & (s) en x peut se mettre sous la forme
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0L, > ..o L > F(s)—>0,

ol les £ sont des faisceaux Oy y-modules libres de type fini sur S X U,
les homomorphismes étant définis au voisinage de x dans U. Comme
F 6.0y > F (s), est surjectif, il existe un homomorphisme £, — & défini
au voisinage de (s, x) induisant I’'homomorphisme donné £, (s) = F (s)
en x. D’aprés la proposition 2, cet homomorphisme £, — & est surjectif
au voisinage de (s, x), et son noyau &, est S-anaplat d’apres la proposition
4 (b). Enfin comme
Torfsv (Oy, F) =0
on a
F1(s) =Ker [£o(5) > F ()] ;

par hypothése de récurrence la résolution
0-L,®>.>L1®->F -0
de &, (s) en x provient d’une résolution
0-£L,>.>£->F -0
de &, au voisinage de (s, x) et
0> L, > ..o L1 > L—>F—>0

est une résolution de & au voisinage de (s,x), ce qui démontre la
proposition.

PROPOSITION 6. — Soit U=U’" X U”, o U CcC¥ U”cCcC",
n + n” =n. Soient ' et F” des faisceaux S-anaplats sur S X U’ et
S X U” respectivement. Le faisceau F = F' o, ., Osxv o, . F"’ sur
S X U est S-anaplat.

Démonstration. — Soient £, et £/ des résolutions de F et ' au
voisinage de (s, x") et (s, xX’) respectivement. Les complexes £:(s) et
£, (s) sont des résolutions de F” (s) et F” (s) en x’ et x” respectivement,
et

L. =Ll ®e, ,,03x0 o, L0

est un complexe tel que £, soit une résolution de F (s) en (¥, x”). Il
résulte de la proposition 2 et des propriétés du produit tensoriel que £,

est une résolution de & au voisinage de (s, x’, x”), et la proposition est
démontrée.
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4. Morphisme défini par un faisceau.

Soient S un espace analytique banachique, U un ouvert de C*, soit
& un faisceau analytique cohérent sur U, notons &g le faisceau #* &
sur S X U, ou 7 désigne la projection de S X U sur U. Soient KC U
un polycylindre &-privilégié et F — &s/F un faisceau quotient S-anaplat
de &g (ce qui équivaut a dire que F* est S-anaplat et F~ (s) - & injectif
pour tout s €8S).

L’ensemble S; des s € S tels que K soit privilégié pour F (s) est
ouvert dans S et on a sur S; une suite exacte directe de fibrés analytiques
banachiques.

0->BXK;F )>BK;&s—>BXK;5) -0,
ou B (K ; &)s désigne le fibré trivial sur S de fibre B (K ; &).

Soit @k (&) T'ouvert de @gix) B (K ;&) formé des sous B (K)-
modules de B (K ; &) admettant une résolution finie directe. D’apres la
proposition 3 du § 4, nous pouvons identifier @x (&) a I'ensemble des
quotients directs de Bx (&) admettant une résolution finie directe. Nous
ferons désormais cette identification.

Nous allons définir un morphisme de Bx(&F) de S; dans Gx(&) tel que
Bx (F) (s) = B (K ; & (s)) pour tout point s de S; .

Soit s un point de S;. D’aprés le théoréme A, il existe une résolution
finie de " sur s X K, qu’on peut écrire comme une suite exacte

0— £, — ...—> Lo— & avec £, = Osku.
On en déduit (§ 5, n° 2) un complexe analytique de fibrés vectoriels
0-BK;£)—>..-»BK;£)—B(K;8&)

au voisinage de s, qui donne une suite exacte directe en s, donc sur un
voisinage V de s. (Prop. 3 du § 2 étendue au cas ou la base est un espace
analytique). D’ott un morphisme V dans

Gk (0, 0F, ..., 0%, &) = Gpx) (0, B (K, ..., B (K)s, B (K ; 8)).
En composant avec le morphisme
Gk (0, 0F, ..., 07, &) > Bx (&),
on obtient un morphisme de V dans ®x (&).
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Ce morphisme ne dépend pas du choix de la résolution de F~ sur
s X K: cela résulte du corollaire 2 a) du théoréme 1 du § 6, qui donne
une équivalence d’homotopie entre deux résolutions. Les morphismes
ainsi définis localement se recollent en un morphisme Bx (F) de S;
dans ®x (8).

Il est immédiat & partir des définitions qu'on a la propriété de
fonctorialité suivante : Soit f : S’ — S un morphisme d’espaces analytiques
banachiques, et posons F’ = (f X Ipy)* . Le faisceau §” est un faisceau
quotient S’-anaplat de &gy ; définissons S{ comme S,. Alors S = f~* (Sy)
et -

Bx (F) = Bx (F) o f : $1 > Bk (6).

5. Faisceau défini par un morphisme.

Soit U un ouvert de C*, soit & un faisceau analytique cohérent sur
U, soit K C U un polycylindre &-privilégié d’intérieur non vide; rappelons
quon note @k (&) I'ensemble des modules quotients de B (K ; &) admet-
tant une résolution finie directe, identifié & un ouvert de &z x, (B (K ; &)).

Soient S un espace analytique banachique et f un morphisme de S
dans @x (&). Nous allons associer & f un faisceau quotient S-anaplat de &g
restreint 4 S X K.

Soient s un point de S, et F=B (K ;&)/F ={(s) € Gk (&). Le
module F~ admet une résolution, finie directe, i.e. une suite exacte
directe

0-BEK)y:—>..»BEK) 5> BK;8&)
telle que Coker ¢ = F. Considérons
& = Gpx) (0, B(K)?», .., B(K)+,B(K;8);

le morphisme & — @k (&) admettant des sections locales, il existe un
voisinage S’ de s dans S tel que flS’ se factorise en un morphisme

g:5 > &. Au-dessus de &’ X K, le morphisme g donne naissance a un
complexe de faisceaux

r . T
L£.:0- 0v— ... > Ogxv— Es .
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Il résulte du lemme 1 b) que pour tout point s € §’, le complexe
£ ():0- 08> ... > 05> &

est une suite exacte sur K, et la proposition 1 montre que £. est une suite
exacte sur 8’ X K. L’image 9~ de O¢xu —> &s est donc un sous-faisceau
anaplat de &g au-dessus de $’X K et la proposition 4 (c) montre que
F = &s/F " est anaplat.

Le faisceau & ne dépend pas du choix du relévement g de f: on le
vérifie 4 ’aide du lemme utilisé dans la démonstration de la proposition 3
de I'exposé précédent. Les faisceaux ainsi construits localement se recollent
en un faisceau quotient F de &g sur S X K.

On a la propriété de fonctorialité suivante: si A:S’— S est un
morphisme d’espaces analytiques banachiques, le faisceau associé a
foh:S — Bk (&) est ' = (h X 1g)* ¥. En particulier, si on note R le
faisceau quotient de &g _ (s, restreint a Gk (&) X K associé au mor-
phisme identique de ®x (&), le faisceau F associé a f: S — Gx (&) n’est
autre que (f X Ix)* R. Le faisceau R sera dans la suite qualifié d’uni-
versel.

6. Aller-retours.

Soit U un ouvert C", soit & un faisceau analytique cohérent sur U,
soient K C U un polycylindre &-privilégié, d’intérieur non vide.

Si S est un espace analytique banachique et & un faisceau quotient
S-anaplat de &g, on a associé & & un morphisme Bx (¥) d’un ouvert S,
de S dans ®x (&). Le faisceau (Bx (F) X Iz)* R associé & Bx (F) n’est
autre que la restriction de & a4 S; X K. Cela résulte des constructions.

Soit K’ CK un polycylindre &-privilégi€. Le faisceau universel R
sur G (&) X K définit un morphisme Bx (R) d’un ouvert &, de Gk (&)
dans @k (8). Avec les notations du n° 5 du § 4, po: B (K)—> B (K)
et p;:B(K;8&) > B(K’;&) désignant les restrictions, on a &; C W et
Bx: (R) est la restriction a2 ®; du morphisme p. défini dans la proposition
4 du § 4. Cela résulte encore des constructions.

Comme p, et p; sont des applications compactes, on peut appliquer

la proposition 5 du § 4: le morphisme Bx- (R) est compact en tout
point.
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7. Faisceaux S-anaplats sur S X X.

Soient S un espace analytique banachique, X un espace analytique de
dimension finie, & un faisceau Ogyx-module sur S X X. Si ¢ : X; > U
est un isomorphisme d’un ouvert X; de X sur un sous-espace analytique
fermé Y d’un ouvert U de C*, posons

(ps:Isqu:SXXl'—)SXU.

Le faisceau (¢g). &, image directe de & par ¢g, est un Ogxy-module qui
a pour fibre F,,,) en (s, ¢ (x)) et O sur S X (U—Y).

PrOPOSITION 7. — Soient U’ et U” des ouverts de C* et C*" respec-
tivement, X; un ouvert de X, ¢’ et ¢” des isomorphismes de X, sur des
sous-espaces analytiques fermés Y’ et Y’ de U’ et U” respectivement. Si
(¢s )+ F est S-anaplat, il en est de méme de (¢% ). F.

Traitons d’abord un cas particulier :

LEMME 2. — Soient U’ un ouvert de C*, U” un voisinage de 0 dans
C”, U=UXU’"CC" n=n"+n’, et soit i: U — U Ulinjection
X (x,0). Soient 9 un faisceau Ogyy-module sur S X U’ et
9 = (is)s 9. Le faisceau Ogyy-module F est S-anaplat si et seulement
si &’ est S-anaplat.

Démonstration. — (a) 9’ anaplat —> & anaplat. Soit C le faisceau
Op~/m sur U”, ol m est I'idéal maximal de P'origine. On a

F =9 @, , Osxv®,  Cs
et I'assertion (a) résulte de la proposition 6.

(b) F anaplat —> F’ anaplat. Soit (s, X) un point de S X U’. Le
faisceau & (s) = i. 9’ (s) est cohérent, donc F’ (s) est cohérent et admet
au voisinage de x’ une résolution finie

0> 07— .. O'o-e—> g’ (s) - 0.

Nous démontrons I'assertion (b) par récurrence sur p. L’homomorphisme
gsereléeveene: o;"x o — 9 au voisinage de (s, x’); posons F1 = Ker &
D’apreés la proposition 1, ’'homomorphisme

(), €: (is)e Oxvr = F
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est surjectif au voisinage de (s, x’, 0), et la proposition 4 montre que son
noyau 9, = (is), F; est anaplat et que Fi(s) =Keri, ¢ =i, Kere.
On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence : §{ est S-anaplat au
voisinage de (s, x’). Il en résulte que 9’ est S-anaplat au voisinage de
(s, x’) et le lemme est démontré.

Démonstration de la proposition. — Posons
U=U X U” et oe=(@,¢): Xi—>U;

nous allons montrer que (¢s). & est S-anaplat si et seulement si (¢5 ). F
Pest. Soit x € X;. Il existe un morphisme A : U; — U”, o U] est un
voisinage de ¢’(x) dans U’, tel que ¢” = hay’ au voisinage de x; d’ol
¢ =jog’, ou j: Ul — U est 'immersion x’+> (x’, h(x’)). Quitte & rétré-
cir U{, on peut définir un isomorphisme

Y:U;»> Ui X U7,

ol U, est un voisinage de ¢ (x) dans U et U un voisinage de O dans
C*, par Y (X, x’) = (¥, ¥’ — h(x’)). Le lemme montre alors que (¢g): F
est S-anaplat sur S X Uj si et seulement si (¢5 ), F est S-anaplat sur
S X U{. Par suite,

(s )o F anaplat <> (¢s). F anaplat <> (¢ ). F anaplat,

et la proposition est démontrée.

DEFINITION. — Nous dirons que le faisceau Ogxx-module F est
S-anaplat si, pour tout point x de X, il existe un voisinage ouvert X, de
x dans X, et un isomorphisme ¢ de X, sur un sous-espace analytique fer-

mé d’un ouvert U de C", tel que le faisceau ©gyy-module (¢g), F soit
S-anaplat.

9. LE THEOREME D’EXISTENCE

1. Ou lon pose le probléme.

Dans ce paragraphe, X désignera un espace analytique séparé de
dimension finie et & un faisceau analytique cohérent sur X. On cherche
un espace analytique H de dimension finie et un faisceau analytique cohé-
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rent R quotient de &g qui soit H-plat et H-propre (c’est-a-dire que la
projection de son support sur H soit propre), tels que soit vérifiée la pro-
priété universelle : Quels que soient I'espace analytique S de dimension
finie et le faisceau analytique cohérent & quotient de &g, S-plat et
S-propre, il existe un morphisme et un seul f: S— H tel que

F=0FXIx*R.

Ce probléme peut encore s’énoncer en disant que l'on cherche a
représenter le foncteur qui, a tout espace analytique S de dimension finie,
associe I’ensemble des faisceaux analytiques cohérents S-plats et S-propres
quotients de &g.

Nous montrerons d’abord que le foncteur qui, a tout espace analy-
tique banachique S, associe I’ensemble des faisceaux S-anaplats et S-pro-
pres quotients de &g, est représentable, puis que I’espace analytique H qui
le représente est de dimension finie.

En vertu de la proposition 1 du § 8, cela résoudra le probléme posé.

Remarques. — 1. Soit H une solution du probléme universel. En
prenant pour S un point simple, I’ensemble des morphismes de S dans H
s’identifie & 'ensemble sous-jacent 3 H; d’autre part la valeur du fonc-
teur que 'on représente n’est autre que I'ensemble des faisceaux analy-
tiques cohérents a support compact quotients de &.

On voit donc que Pensemble sous-jacent & H s’identifie a 'ensemble
des faisceaux analytiques cohérents a support compact quotients de &.

En résolvant le probléme, on aura donc en particulier muni d’une
structure d’espace analytique I’ensemble des faisceaux analytiques cohé-
rents a support compact quotients de &.

2. Si & = @x, on trouve pour I'ensemble sous-jacent & H ’ensemble
des faisceaux cohérents d’anneaux quotients de ©x a support compact,
autrement dit ensemble des sous-espaces analytiques compacts de X.
Pour tout espace analytique S, 'ensemble des morphismes de S dans H
s’identifie alors 4 1’ensemble des sous-espaces analytiques Y de S X X
plats et propres sur S.

3. L’espace tangent de Zariski T, H 2 H en un point s de H, auquel
correspond un faisceau quotient § — &/F "~ de &, s’identifie a

Hom, (F~; %).
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Soit en effet «—> un espace réduit & un point muni de I'algébre des nom-
bres duaux D = C [#]/(#%). Alors T, H est '’ensemble des morphismes de
—> dans H qui appliquent le point en s, donc s’identifie & 'ensemble des
faisceaux cohérents ¥’ — &'/9’~ quotients de & = D ®. &, D-plats et
tels que C ®p 9’ = &. Identifions & & & X &, la premiére projection
p: & — & s’identifiant & I; ®e¢e, ol ¢: D— C est 'augmentation.
Si 9 = & /9> vérifie les conditions ci-dessus, on a p(F'7)=F" et
KerpNn 9~ =0 X . On peut donc considérer /(0 X ) comme
le graphe d’un morphisme de 9 dans &. On vérifie que 'on obtient
ainsi une bijection de T, H sur Homex (F~; F) et que c’est un isomor-
phisme d’espace vectoriel.

Ceci nous montre déja que T, H est de dimension finie si on sait
seulement que H est solution du probléme universel banachique [8].

2. Cuirasses.

Si ¢ est une carte de X, i.e. un morphisme d’un ouvert X’ de X dans
un ouvert U de C” induisant un isomorphisme de X’ sur un sous-espace
analytique fermé de U, si K C U est un polycylindre, et si § est un fai-
sceau analytique cohérent sur X, nous commettrons ’abus de langage
suivant : nous dirons que K est F-privilégié si K est privilégié¢ pour ¢. &
et nous écrirons B(K; &) pour B(K; ¢. &), Gk (F) pour Gk (¢, F), etc.

On appellera cuirasse sur X la donnée :

() d’une famille finie (¢:);. de cartes de X (pour tout i, ¢; est un
isomorphisme d’un ouvert X; de X sur un sous-espace analytique fermé
d’un ouvert U; de C*) ;

(ii) pour tout i € I, d’un polycylindre K; C U, ;
(iii) pour tout i € I, d’un compact V, C ¢i! (K) cX;;

(iv) pour tout couple (i, ), d’une carte ¢;; de X ayant pour domaine
Xy
Xy =XinX;

(¢i; est un isomorphisme de X,; sur un sous-espace analytique fermé d’un
ouvert U;; de C™,).
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(v) pour tout couple (i,j), d’'une famille finie (Kijo)a¢ A, de poly-
cylindres contenus dans Uj; telle que

U ¢i'®)DVinV; et U ¢5'Ki) Cort K) Nert K);

neA” uEA”
(vi) d’un fermé L de X tel que LUV, = X.

Remarquons que ces conditions entrainent que X-L est relativement
compact dans X.

Soit & un faisceau analytique cohérent sur X ; la cuirasse

M = ((¢0), K, (VI), (¢43); Kia), L)
sera dite semi-privilégiée pour & si K; est F-privilégié pour tout i € I et
si Kija est F-privilégié pour tous i, j, «. On dira que M est F-privilégiée
si M est semi-privilégiée pour & et si supp & N L = @. Remarquons que
ceci entraine que & est A support compact.

Si & est un faisceau cohérent quotient de &, on dira que M est
(8, F)-privilégi€e si M est semi-privilégiée pour & et Fi-privilégiée.

PROPOSITION 1. — Soit & un faisceau analytique cohérent quotient
de & a support compact. Alors il existe une cuirasse M sur X qui soit
(&, F)-privilégiée.

Cette proposition est facile a partir du théoréme des voisinages

privilégiés.

PROPOSITION 2. — Soient S un espace analytique banachique, § un
faisceau quotient de &g, S-anaplat et S-propre. Soit M une cuirasse sur X.
Alors lensemble des s € S tels que M soit (&, F (s))-privilégiée est ouvert
dans S.

Cette proposition résulte du scholie du § 8 et du corollaire de la
proposition 2 du § 8.

3. L’espace 0.

Jusqu’au n° 6, nous munissons X d’une cuirasse

M= ((‘Pl)’ (K't)ﬁ (Vt)s (¢¢!)9 (dea), L)

semi-privilégiée pour &.
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Pour chaque i € I, notons R; le faisceau quotient universel de
égxi (¢) défini au-dessus de Gk, (8) X ¢i *(K)). Notons G; l'ouvert de
®k, (&) formé des points s tels que :

() Viel Va€ Ay Kie est Ry (s)-privilégié,
(i) supp R« NLNVi=4.

Posons encore Gy = Ok, s (8), notons pf le morphisme de G
dans Gije induit par Bx, , (R4), et posons pije = pjia. Définissons les mor-
phismes p’ et p” de II G; dans II Gy;« par

P =5 avec Sfa = pla(s)
et

P’ =5" avec Sifa= pifa(sy.
Notons ©® I'espace analytique banachique noyau de la double fleche

(P’, P”) NG =31 Gq-

4. Morphisme dans © défini par un faisceau.

Soient S un espace analytique banachique et & un faisceau quotient
S-anaplat et S-propre de &s. Soit S; 'ouvert de S formé des s tels que M
soit (&, F (s))-privilégiée. Pour tout i € I, le morphisme Bk, (&) induit un
morphisme de S, dans G,, d’ott un morphisme By (F) de S, dans II G,.

La description faite au cours du § 8 du comportement des Bx (%)
permet d’écrire les égalités suivantes entre morphismes définis sur S, :

Pie o B, (F) = B, , (Ri) o B, (F) = B, (Bus(F) X IR)* Ry
= Bx,,, &g ) = Bx,,, (8. ().

De méme

Pija UﬁKj(g) = BK‘W ().
Il en résulte que

P’ o Bu(F) = p” o Bu(F),

donc By (F) peut étre considéré comme un morphisme de S; dans ©.

(14) Si & est un faisceau sur S X X et V C X, on écrira 9’[ v pour ng <V
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On a la propriété de fonctorialité suivante : Soit f: S’ > S un mor-
phisme d’espaces analytiques banachiques, et posons ' = (f X Ix* & ;
définissons S{ comme S;. Alors S = f—1(S,) et

Bu(F) = Bu(F)df: S — 0.

5. Faisceau quotient universel de &g,

Notons p; la projection de ® sur G;. Le faisceau
Ri= (pi X D* Ry
est un faisceau quotient de &g défini sur ® X @7 1(K).

LEMME. — On a

‘Man:“WmVj“ Ry, AL =

On a en effet

R g (Ke) = B
ol 5
Rija = (Pya X D* Rijer
avec
Py = PijaoPi = pljaoP;: O —> Gya .
Comme

v.inV;cU i 1(I°<4ja)’
la premiére assertion en résulte. La seconde résulte de la condition (ii)
dans la définition de G; et de la proposition 2 du § 8.

Ce lemme montre qu'il existe un faisceau quotient et un seul R} de
&g tel que R|,, = (R,| pour tout i € I et (Rl = 0. Le faisceau R
Vi Vi , L

sera qualifié d’universel. Il jouit des propriétés suivantes : il est @-anaplat,
et son support est fermé dans ® X X — L, comme X — L est compact,
la projection de ce support sur @ est propre.

PROPOSITION 3. — Soient S un espace analytique banachique, § un
faisceau quotient S-anaplat et S-propre de &g. Posons f = By (F) : S1 — 0.
On a alors

* R —
(X R=Fg  x.
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Démonstration. — Pour tout i € I, posons

ftzpcdf=ﬁx4(5)lsl—>G¢.
Ona: '

(f X D* dllv‘z f X D* C&IV‘= (fe X D* “4]V‘= glsl X Vi,

la derni¢re égalité provenant du n° 6 du § 8, car V,C ¢ 1(Io(4). D’autre
part les deux membres de la formule de ’énoncé sont nuls sur S; X L.
Ils coincident donc sur S; X X et la proposition est démontrée.

6. L’espace Hy (8).

Considérons le morphisme
0= Bu(®):0,— 0,

ol O, est 'ouvert de ® formé des points s tels que M soit (&, R (s))-privi-
légiée. Si contrariant que cela puisse étre, § ne coincide pas avec 'identité.
Cependant :

PROPOSITION 4. — Soient S un espace analytique banachique, § un
faisceau quotient S-anaplat et S-propre de &s. Alors 'image du morphisme
Bu(F) : S1 —> O est contenue dans 0, et on a

0d Bu (F) = Bu(F).

Démonstration. — Posons f = By (%) :S:—> 0. On a
Bu(F) = Bm(.ﬂsl % X) =Bu((f X D*R);

La propriété de fonctorialité vue au n° 4 dit que le domaine de définition
S; de ce morphisme est f—1(0,), ce qui prouve la premiere assertion, et
que -

Bu((f X D* R) = Bu(R) of = 0f,

ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE. — On a 6(0,) C 0, et 606 = 6.

C’est la proposition 4 appliquée au faisceau R.
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Notons Hy (&) 'espace analytique noyau de la double fleche
1,0):0,=0,.

Soit ¢ le morphisme d’inclusion de Hy (&) dans O et notons R le faisceau
quotient (¢ oIx)* R de 8n, (s). Ce faisceau quotient mérite le nom d’uni-
versel : il est Hy(&)-anaplat; pour tout & € Hy(&), la cuirasse M est
(8, R (h))-privilégiée, enfin :

PROPOSITION 5. — Soient S un espace analytique banachique, & un
faisceau quotient S-anaplat de &g tel que M soit (&, F (s))-privilégiée pour
tout s € S. Alors il existe un morphisme et un seul f de S dans Hy (&)
tel que ¥ = (f X Izx)* R.

Démonstration. — Le morphisme By (%) est défini sur S et la pro-
position 4 montre qu’il peut étre considéré comme un morphisme
f:S— Hy(8). La proposition 3 montre que ce morphisme répond & la
question. Si g est un autre morphisme répondant a la question, on a

tof = Bu(F) = Bullg X I* R) = Pu(R)og = tog,

d’olt f = g, ce qui démontre la proposition.

7. Solution du probléme universel.

THEOREME 1. — Il existe un espace analytique banachique H (&) et
un faisceau quotient R de &y (g, jouissant de la propriété universelle sui-
vante.

(i) R est H(&)-anaplat et H(&)-propre ;

(ii) Pour tout espace analytique banachique S et tout faisceau quo-
tient S-anaplat et S-propre F de &g, il existe un morphisme et un seul
f:S—>H(&) tel que F = (f X Ix)* R.

Démonstration. — Pour toute cuirasse M sur X, posons Hy = Hu (8),
notons Ry le sous-faisceau universel de &g, ; I'ensemble [HMI sous-jacent
a Hy, s’identifie & 'ensemble des faisceaux analytiques cohérents quotients
F de & tels que M soit (&, F)-privilégiée.

Considérons I’ensemble !H! des faisceaux analytiques cohérents
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quotients de & a support compact. Pour toute cuirasse M sur X, I’en-
semble |Hy | s’identifie & une partie de |H| Si M et M’ sont deux cui-
rasses sur X, I’ensemble IHM’ N IHM'I est ouvert dans Hy et dans Hy-
pour leurs topologies respectives ; nous noterons Hy, u- cet ensemble
muni de la structure analytique induite par celle de Hy. Les espaces
analytiques Hy, i €t Hye,m sont solution d’'un méme probléme universel ;
il existe donc un morphisme et un seul

vuy : Hy,me = Hur u

tel que Ry = (yuwr X Ix)* Ry sur Hy,» X X. Les morphismes yuy~
et Yuu~ o Yum coincident sur Hy, i N Hy, i Comme ] H l =y | Hy
d’aprés la proposition 1, on peut faire de I’ensemble |H | un espace
analytique banachique H tel que, pour toute cuirasse M, l’ensemble

Hy | soit ouvert dans H et la structure de Hy s’identifie a la structure
induite par celle de H. Les faisceaux quotients Ry de &g, se recollent
alors en un sous-faisceau R de &g.

Montrons que le couple (H, R) jouit de la propriété universelle
requise. Soient S et & vérifiant les hypotheses de (ii). Pour toute cuirasse
M sur X, soit Sy I'ensemble des s € S tels que M soit (&, F (s))-privi-
légiée, et soit fu : Swu —> Hyu le morphisme satisfaisant & la condition de
la proposition 5. Les propositions 1 et 2 montrent que les Sy forment un
recouvrement ouvert de S, et I'unicité dans la proposition 5 montre que les
fu se recollent en un morphisme f de S dans H, qui est évidemment le
seul répondant & la question. Ceci démontre le théoréme.

8. La finitude

THEOREME 2. —‘L’espace analytique H (&) est séparé, et de dimen-
sion finie en tout point.

Démonstration.

a) Séparation. Pour toute cuirasse M, I'espace Hy (&) est séparé, car
C’est un sous-espace d’un produit de variétés grassmaniennes, qui sont
séparées. Etant donné deux points distincts s, et s; de H (&), on peut
construire une cuirasse M qui soit (&, R (s))-privilégiée pour i = 0,1.
Les points s, et s; ont alors des voisinages disjoints dans Hy (&), donc
dans H (&).
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b) Finitude. Soit s un point de H (&). On peut construire deux
cuirasses

M = ((¢0), Kier, ...) et M = ((¢2), (K Jier, -.)

qui soient (&, R (s))-privilégies et telles que K;C K; pour tout i € L
Le morphisme By (R), qui n’est autre que lidentité de Hy N Hy, est
induit par le morphisme IIBg; (R:) d’un ouvert de II Gg, (&) dans
II Gg, (6). Comme on I'a remarqué au n° 6 du § 8, les morphismes
Bx, (Ry) sont compacts. Par suite I; 4, est un morphisme compact en s.
D’apres la proposition 3 du § 3, H (&) est de dimension finie en s, et le
théoréme est démontré.

10. APPLICATION

Espaces de morphismes

Sauf mention expresse du contraire, tous les espaces analytiques sont
supposés de dimension finie et séparés.

1. Morphismes d’espaces analytiques au-dessus de S.

Rappelons quelques faits concernant les morphismes finis [19] et
plats (§ 8, cas particulier olt S est de dimension finie).

Soient f : X — Y un morphisme d’espaces analytiques, x un point de
X, et y=7F(x). On dit que f est fini (resp. plaf) en x si Ox,, est un
Oy, ,-module de type fini (resp. plat). D’aprés un théoréme connu, f est
fini en x si et seulement si x est isolé dans f—1 (y). Si X et Y sont deux
espaces analytiques au-dessus de S et f un S-morphisme, pour tout point
s € S, notons X(s) et Y(s) les fibres de s dans X et Y et f(s) : X(s) = Y(s)
fe morphisme induit par f. Si x € X (s), le morphisme f est fini en x si et
seulement si f (s) est fini en x.

Soit f: X — Y un morphisme d’espaces analytiques; I’ensemble des
points ol f est fini (resp. plat) est ouvert dans X.
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Soit f:X— Y un morphisme fini et propre. Pour tout faisceau
cohérent & sur X, le faisceau image directe f, & est un faisceau cohérent
sur Y et

(ft g)y = @ g @
v €1 (y)
Si X et Y sont des espaces analytiques au-dessus de S et f un S-morphisme,
on a (f. &) (s) =f(s). F(s), et f. F est S-plat si et seulement si F est
S-plat. Le morphisme f définit un morphisme de faisceaux d’anneaux

f: 0y f. Ox.

Pour qu'un morphisme d’espaces analytiques f: X — Y soit un iso-
morphisme, il faut et il suffit que f soit fini et propre, et que f : Oy — f, Ox
soit un isomorphisme.

PROPOSITION 1. — Soient X et Y deux espaces analytiques propres
et plats au-dessus de S, et f : X — Y un S-morphisme. L’ensemble S’ des
points s € S tels que f(s) : X(s) = Y (s) soit un isomorphisme est ouvert
dans S, et f induit un isomorphisme de X g

Démonstration. — Soit s un point de S tel que f(s) soit un isomor-
phisme; alors f(s) est fini, donc f est fini sur un voisinage de X(s), qu'on
peut supposer de la forme X] S ol S; est un voisinage de s dans S. Le

1

morphisme f induit un morphisme fini et propre de Xl S dans YI S
1 1
définit sur Y] g un homomorphisme f de ©y dans le faisceau cohérent
1

f. ©x. L’homomorphisme 7(s) est un isomorphisme. Il résulte de la pro-

position 2 du § 8 (*5) que f est un isomorphisme sur un voisinage de Y (s),
qu’on peut supposer de la forme Y!S ou S, est un voisinage de s dans S.
2

Alors f induit un isomorphisme de X]S sur Y S et ceci démontre la
2 2

proposition.

(15) On peut aussi faire le raisonnement suivant :

Soit & = Coker f, on a 2(s) = 0, d’olt & = 0 par Nakayama. Soit JC = Ker f;
comme f, Ox est S-plat, J(s) = Ker f(s) = 0, donc K = 0, de nouveau par Naka-
yama.
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2. L’espace des morphismes.

THEOREME 1. — Soient X et Y deux espaces analytiques, X compact,
soient H l'espace analytique des sous-espaces analytiques compacts de
X X Y, et R le sous-espace analytique universel de H X X X Y.

a) L’ensemble M — Mor(X;Y) des points s € H tels que R(s)
soit le graphe d’un morphisme de X dans Y est ouvert dans H.

b) R]M est le graphe d’'un morphisme mde M X X dans Y.

c) Le morphisme m jouit de la propriété universelle suivante : Pour
tout espace analytique S et pour tout morphisme u:S X X —> Y, il existe
un morphisme et un seul f:S—> M tel que u = mo(f X Ix).

Démonstration. — Les espaces R et H X X sont propres et plats
sur H; considérons la projection p : R - H X X. Un point s € H appar-
tient 3 M si et seulement si p(s) est un isomorphisme de R(s) sur X.
D’apres 1a proposition 1, M est ouvert dans H et p]M est un isomorphisme

de R]M sur M X X, donc R]M est le graphe d’un morphisme m de
M X X dans Y.

Soit S un espace analytique. Les morphismes de S X X dans Y
correspondent bijectivement aux sous-espaces Z de S X X X Y tels que
la projection Z — S X X soit un isomorphisme, i.e. aux sous-espaces Z
de S X X X Y propres et plats sur S tels que, pour tout s € S, Z(s) soit
le graphe d’un morphisme de X dans Y, donc aux morphismes f:S —> H
tels que, pour tout s € S, f(s) € M, i.e. aux morphismes de S dans M.
Cette correspondance est fonctorielle en S, d’out le théoréme.

Remarques. — 1. Soient X, X’ et Y trois espaces analytiques. X et
X’ compacts. A des morphismes f: S - Mor (X; X’) et

g2:S- Mor(X’'; Y),

on associe un morphisme g.f: S— Mor(X;Y) de la fagon suivante :
fcorrespond au:S X X— X', gcorrespond av:S X X' - Y, g.f cor-
respond & ve#i:S X X—>Y, ol #:S X X—>S X X’ est défini par
u(s, x) = (s, u(s, x)). En prenant

S = Mor(X; X) X Mor(X’;Y),
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on obtient un morphisme
Mor(X; X) X Mor(X’; Y) - Mor(X; Y),
appelé composition, qui a pour application sous-jacente (f, g) > gof.

2. Les espaces X et Y étant toujours supposés de dimension finie,
X compact, on devrait pouvoir démontrer que pour tout espace analy-
tique banachique S, les morphismes de S X X dans Y correspondent
bijectivement aux morphismes de S dans Mor (X; Y).

3. Topologie sur I'espace des sections d’'un faisceau.

Soient X un espace analytique & base dénombrable (i.e. dont la topo-
logie admet une base dénombrable d’ouverts) et & un faisceau cohérent
sur X. On va munir P'espace vectoriel H°(X; &) d’une topologie de Fré-
chet : prenons des cartes ¢; de X (pour tout i, ¢; est un isomorphisme
d’un ouvert de X; de X sur un sous-espace analytique fermé d’un ouvert
U; de C™) et des polycylindres K; C U, privilégiés pour &, tels que

Uer! K) =X.

Alors H°(X; &) s’identifie a un sous-espace vectoriel fermé de I1B (K;; &).
On peut supposer '’ensemble d’indice I dénombrable, on voit alors que la
topologie induite est une topologie de Fréchet. Cette topologie ne dépend
pas du choix des ¢; et des K;, car étant donné deux telles familles, on
obtient en les réunissant une famille qui donne une topologie de Fréchet
plus fine que chacune, or on sait que deux topologies de Fréchet compa-
rables sur un méme espace coincident. A posteriori on voit que les
familles non dénombrables donnent également la méme topologie.

Si & est un sous-faisceau cohérent de &, ’espace H°(X; &) s’iden-
tifie & un sous-espace vectoriel fermé de H°(X; &), comme on le voit en
prenant des K; privilégiés pour & et &/8&'.

PROPOSITION 2. — (Grauert-Remmert [13]). Soit X un espace ana-
lytique a base dénombrable réduit. La topologie de H°(X; Ox) coincide
avec la topologie de la convergence compacte des fonctions analytiques.

Démonstration. — Soit X le normalisé de X, et p: i — X la pro-
jection canonique. L’espace des fonctions analytiques sur X est un sous-
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espace vectoriel fermé de I’espace C(X) des fonctions continues sur X 2
valeurs dans C, muni de la topologie de la convergence compacte, car
c’est 'espace des fonctions continues sur X, holomorphes aux points régu-

liers de X. L’espace H'(X ; p, ©%) s’envoie sur cet espace par une appli-
cation linéaire continue bijective, donc bicontinue. La topologie de

H°(X; p, ©%) coincide donc avec la topologie de la convergence compacte
des fonctions analytiques sur X. Comme Ox est un sous-faisceau cohérent
de p, 6%, 'espace H°(X; ©x) est un sous-espace de H*(X; p, ©%), muni
de la topologie induite. D’autre part, comme p est surjective et propre,
C(X) s’identifie & un sous-espace de c(X), muni de la topologie induite.
On en déduit que la topologie de H* (X ; ©x) est induite par celle de € (X),
et la proposition est démontrée.

4. La topologie de Mor (X;Y).

Nous commencerons par un lemme.

Soient U’ et U” des ouverts de C* et C* respectivement, X un
sous-espace analytique réduit de U’ et Y un sous-espace analytique de
U”. Notons J€ I'espace des applications analytiques de X dans Y, muni
de la topologie de la convergence compacte. Si # € J€, notons O, le
faisceau structural du graphe de A, et J; le noyau de ’homomorphisme

@xxt—') Or.

LEMME 1. — Soient K’ C U’ et K” C U” des polycylindres privilégiés
pour Ox- et Ox~ respectivement, et K =K’ X K”. L’ensemble W des
h € 3 tels que K soit privilégié pour ©, et I, est ouvert dans I et
Papplication h— B(K, J3) de W dans Gk (Oxxy) est continue.

Démonstration. — 3€ est un sous-espace de H°(X; 9%'). D’autre
part, B(K; Oxxy) est quotient direct de B(K; Oxxv~), donc &g (Oxxv)
s’identifie & un sous-espace de &x(Oxxyu~). D’aprés la proposition 4 du
§ 7, si K est privilégié pour @, il ’est aussi pour J;. Il suffit donc de
montrer que 'ensemble W des h € H*(X; 0%') telles que K soit privilégié
pour & est ouvert dans H°(X; ©F") et que l'application h+> B(K; 0,)
de W dans ®x (Oxxu~) (espace des modules quotients de B (K; Oxxv~)
admettant une résolution finie directe) est continue.
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Soit K5 C U’ un polycylindre Ox-privilégié tel que K’ C K4 (par
exemple le transformé de K’ par une homothétie de centre x” € K’ et de
rapport 1 + g, ¢ > O suffisamment petit). Posons S = B (K} )*"; l'appli-
cation (h, x)> h(x) de S X K] dans C"" est analytique. Soit y l’auto-
morphisme de variété analytique banachigue de S X K7 X C* défini par

Yy, X, X)) =k, X, x" + h(x));

notons I' le sous-espace analytique banachique de S X Ki X C™ image
de S X (XN K{)X {0} par y. Le faisceau O, x o €st S-anaplat, il en
est donc de méme de Or; d’autre part Or(h) = @;,l < Par suite 'ensemble

S; des h € S tels que K soit @”l % -privilégié est ouvert dans S et 'applica-
tion h—» B(K; @”]x) de S; dans Gx(Pxxu~) est analytique, donc conti-

nue. En prenant une section de ’épimorphisme direct
S =B(K; )»* - B(K] ;0%),
et en remarquant que
H'(X; 0%) > B(K{ ; 0%)

est continue, on en déduit le lemme.

THEOREME 2. — Soient X et Y deux espaces analytiques, X compact
et réduit. La topologie sous-jacente a la structure d’espace analytique de
Mor(X;Y) coincide avec la topologie de la convergence compacte des
applications analytiques de X dans Y.

Démonstration. — Notons J€ I'espace des applications analytiques
de X dans Y, muni de la topologie de la convergence compacte.

a) L’application identique : € — Mor(X;Y) est continue. Soit
h € 3€. On peut trouver une cuirasse M’ = ((¢s), Ky, ...) sur X X Y
telle que, pour tout i, la carte ¢; soit de la forme ¢; X ¢i, ol
of 1 Xi—> Ul et ¢ : Y;,— U}’ sont des cartes de X et Y respectivement,
et K; de 1a forme Ki X K/, et que h vérifie les conditions suivantes :

0 rX)CYq,

(i) M est (Oxxy, On)-privilégiée, olt ©; est le faisceau structural du
graphe de h.
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Par définition de la topologie de J¢, 'ensemble J¢’ des W' € &
vérifiant (i) est ouvert, et le lemme 1 montre que ’ensemble #€” des
K € 3¢’ vérifiant (ii) est ouvert dans J€’ et que I’application

h—BK;; 6:)

de #¢” dans II Gk, (Ox«v) est continue. Comme Hy (X X Y) est un sous-
espace de II ®,(Oxxv), I'assertion (a) en résulte.

b) L’application identique Mor (X ; Y) > J€ est continue. Le sous-
espace I' de Mor(X;Y) X X X Y formé des (h, x, h(x)) est le sous-
espace universel, donc la projection I'+— Mor (X ; Y) est propre. Par suite,
pour tout ouvert W de X X Y, I'ensemble des # dont le graphe est con-
tenu dans W est ouvert dans Mor(X;Y), d’ou (b), et le théoréeme est
démontré. '

5. Conséquences.

Voici, pour terminer, deux exemples de conséquences des théoremes
1et2.

COROLLAIRE 1. — Soient X et Y deux espaces analytiques, X com-
pact et réduit, et soit f: X — Y une application analytique. Il existe un
voisinage W de f pour la topologie de la convergence compacte et des
points Xxi, ..., X, dans X tels que si deux applications analytiques de X
dans Y appartiennent a W et coincident aux points xi, ..., X, elles sont
égales.

Démonstration. — Pour tout x € X, soit D, le sous-espace analytique
de Mor(X;Y) X Mor(X;Y) formé des couples (f, f”) tels que f(x) =
f’(x). On a

ﬂ Dw:A,

T¢X
diagonale de Mor(X; Y) X Mor(X; Y). Il existe donc des points xy, ..., X,
tels que

M Dy,

1<i<n

coincide avec A sur un voisinage W X W de (f, f).
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COROLLAIRE 2 (1%). — Soit X un espace analytique compact. L’en-
semble des automorphismes de X est ouvert dans Mor (X ; X). Muni de
la structure analytique induite et de sa loi de composition, c’est un groupe
de Lie complexe. Si X est réduit, sa topologie coincide avec la topologie
de la convergence compacte.

Démonstration. — La premiére assertion résulte de la proposition 1,
la seconde de la remarque 1 qui suit le théor¢me 1, la troisitme du
théoréme 2.

(18) Ce résultat a été obtenu indépendamment par Kaup [20]; dans le cas ou X
est réduit, il est connu depuis 1960 (Kerner [21]).



INDEX TERMINOLOGIQUE ET DES NOTATIONS

Expression: § 1, n° 4 et n° 5.

Sous-espace direct: § 1, n° 5.

Plongement, plongement direct: § 1,
n° 5.

Homomorphisme direct: § 1, n° 7.

Suite exacte directe: § 2, n° 3, re-
marque 1.

Morphisme lisse : § 3, n° 3.

Morphisme compact : § 3, n° 4.

Polycylindre : § 5, n° 1.

LF;G): §2,n° 1.

GE): §2,n° 1.

SE,E):8§2,n°3.

SE,E,E"): §2,n° 3.

DE,EL,EM): §2,n° 3.
SA(E): §4,n° 1.
GA(E,E): §4,n° 2.
Sa(Fy, ..., Fy): §4, n° 2.
pU,F,H:§3,n° 1.
Ox:8§3,n° 2.
B(XK), BK;F): §5,n° 1.
BXK;F): §7,n° 1 et n° 3; §8,
n°® 2.
Bx(F): §8, n° 4,
Sx(B): § 8, n° 4.
H@&): §9,n° 7.
HX) = H(0x).
Mor(X;Y):§10,n° 2.
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