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Introduction .

Beaucoup de résultats de théorie des nombres utilisant le fait qu’une
propriété est vraie sur 'ensemble N des entiers positifs, peuvent se géné-
raliser en supposant la propriété vraie seulement sur un ensemble partiel
d’entiers, assez « fréquent » en ce sens qu’il contient des tranches assez
longues d’entiers consécutifs. Ceci est notamment le cas quand les pro-
priétés en question concernent des suites récurrentes.

Par exemple, si un polynome a coefficients dans un surcorps de Q
prend des valeurs enti¢res quand la variable décrit N, il est connu que ce
polynome est de la forme :

b b4

P@= I o (o) o MELZ &)
o=0

Nous pouvons alors généraliser ce résultat de la mani¢re suivante : Soit J

un ensemble d’entiers tel que ¥ A € N, 3 A entiers consécutifs dans J.

Si un polynome P(z) prend des valeurs entiéres pour z € J, P(z) est

encore de la forme (1).

(Pour cela, écrivons P(z) sous la forme (1) avec As quelconque. Si ¢
est le plus grand indice tel que A\; & Z il y a contradiction en considérant
pour un entier n € J convenablement choisi la différence -¢me A; P (n) ).
Remarquons que ce résultat n’est plus valable si nous remplagons I’en-
semble J par un ensemble méme infini et de densité positive ne possé-
dant pas la propriété énoncée (par exemple si J est I'ensemble des entiers
pairs et P (z) = z/2) ().

Donnons encore un autre exemple qui illustre la méthode que nous
utiliserons au cours de ce travail; nous généralisons de la maniére suivante
un résultat de Fatou :

Soient A (z) et Q () deux polynomes de Q [z] premiers entre eux et
supposons Q(z) & coefficients entiers, primitif. Si la fraction rationnelle
A(2)/Q(z) est holomorphe a l'origine et y admet le développement :

A@/QE) = Eou, z"

(1) 11 est visible d’ailleurs que le résultat est valable pour un ensemble J si et
seulement si ce dernier est arithmétiquement dense, c’est-a-dire si toute progression
arithmétique contient un élément de J au moins (donc une infinité).
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ou u, est entier pour tout indice n appartenant @ un ensemble JC N
possédant la propriété énoncée précédemment sur les éléments consécutifs
alors |Q(O)l =1.

En effet, posons Q(z) =ap + a1z + ... + a, 2, a, est évidemment
non nul et il suffit de montrer que |ao| = 1. Supposons le contraire et
soit p un nombre premier divisant go. Dans la cl6ture algébrique de Q,
le polynome Q(z) admet alors au moins une racine 6 de valeur absolue
strictement inférieure & 1 (polygone de Newton) et se décompose en un
produit :

Q@ =a (1 —z/0) (1 + Bz + ..+ fi_12*7Y).

D’autre part, u, vérifie dés que n assez grand, soit » >t la relation de
récurrence :

Qo Unys + ... + agu, = 0. )
En posant: v, = tnys—1 + B: Un4s—2 + ... + Bs—1u4, on a donc pour

1
N2t Vpp1 = Fv,, d'odt pour n 2>t v, =0"""ty,,

Mais v; ne peut étre nul, sinon on aurait v, = 0 pour n 2> ¢, donc la

AQ)
Q@

devrait étre racine de A(z) ce qui est impossible puisque A et N <ont
premiers entre eux. (En d’autres termes v, ne peut pas étre nul, car la
relation (2) est la plus courte possible).

quantité : (1 + Byz + ... + Be—12*Y)

serait un polynome et 6

Comme |6, < 1, il en résulte que |v,|, —> « quand n— o, donc I n,
tel que n>no > |Va|p > B ol B-— max |B¢| Mais par hypo-
0,...,8—

these, il existe ny tel que ny, ny + 1, ..., m + (no + s — 1) appartiennent
A J, Uny 4 ngs s Uny + g +2—1 SONt donc entiers et Iv,.1+,,0|p < B. Contra-
diction.

Un contre exemple est cette fois-ci fourni par la fraction z/(2 — z2)
I'ensemble J étant toujours 'ensemble des entiers pairs.

Résumé.

Apres avoir étudié dans le premier chapitre quelques propriétés des
suites vérifiant pour un ensemble fini d’indices consécutifs une méme
relation de récurrence linéaire, nous définissons au chapitre 2 une caté-
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gorie d’ensembles contenant des tranches d’entiers consécutifs : les ensem-
bles de fréquence supérieure a 1, la fréquence d’'un ensemble d’entiers
étant une mesure de la longueur relative des tranches d’entiers consécutifs
lui appartenant.

Nous étudions alors les généralisations possibles relativement a
cette catégorie et principalement aux ensembles de fréquence infinie des
résultats de M. Pisot sur la répartition modulo 1 d’une part et d’autre
part des propriétés des coefficients du développement de Taylor de fonc-
tions analytiques, ou des valeurs prises par ces fonctions.

1. En ce qui concerne la répartition modulo 1 le résultat principal
est le suivant.

Soit 8 un nombre algébrique réel supérieur a 1. Pour qu’il existe un
ensemble J de fréquence infinie et un nombre réel ) 5= 0 tels que :
lim || A6*]|| =0, (||x||= |x— k|, k étant I'entier le plus voisin de x)
nel

il faut et suffit que 9 appartienne @ I'ensemble T des entiers algébriques
supérieurs a 1, dont tous les conjugués sont a lintérieur ou sur le cercle
unité.

Nous montrons dans le 2¢ chapitre la nécessité de cette condition en

bornant pour un 6 algébrique n’appartenant pas a T, la fréquence de tout
ensemble J pour lequel existe A = 0 avec :

N

lim [|A6"|] < e(8), e(B) étant une fonction a valeurs positives.
ned

Nous montrons dans le 4° chapitre que la condition est suffisante en
séparant le cas ol 0 appartient a la classe S des entiers algébriques dont
tous les conjugués sont intérieurs au cercle unité (§ 1) de celui ol 6 est
un nombre de Salem (§ 4): nous construisons dans ces deux cas un
ensemble J de fréquence infinie et montrons que pour un ensemble de X
ayant la puissance du continu on a :

lim |[x6"|| = 0.
ne)

L’ensemble des couples (X, 6) tels qu’il existe un ensemble de fré-
quence infinie sur lequel | A0 | tende vers 0, n’est donc pas dénombrable,
néanmoins nous montrons (chap. 4, § 2) que pour un 0 donné l'ensemble
des ) tels que (), 6) soit un tel couple est de mesure nulle et qu’il se
réduit 2 1’élément X — O sauf pour un ensemble de 6 de mesure nulle
(au sens de Lebesgue).
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Ce résultat reste d’ailleurs valable en supposant seulement J de fré-
quence supérieure a 1 (et lim || 16" || convenablement bornée). Tous les
n¢l

autres résultats que nous donnons sur la répartition module 1, concernent
des ensembles partiels supposés seulement de fréquence supérieure a 1,
nous montrons au chapitre 2 que si nous supposons que sur un tel ensem-
ble lim ”XB"HV" < 1 alors 0 est nécessairement algébrique et au cha-
pitre 3, revenant au cas ol 0 est algébrique nous donnons des résultats
particuliers concernant ces ensembles plus généraux en faisant des hypo-
théses supplémentaires : soit que ||16"|| tende rapidement vers 0 (§ 1),
soit que A soit algébrique (§ 2) auquel cas on peut conclure grice a une
application directe du théor¢me de Roth; enfin, dans le paragraphe 3 du
chapitre 4, nous généralisons pour ces ensembles, le résultat concernant
la densité de A" modulo 1 sur un segment centré a l'origine quand <t est
un nombre de Salem et A un nombre convenable du corps de z.

2. En ce qui concerne les fonctions analytiques nous rappelons tout
d’abord un résultat d’Ostrowski : si une fonction f(z) holomorphe a l'infini,
admet au voisinage de ce point le développement :

Q= T /2t

et si u, est nul pour n € J ot J est de fréquence infinie, alors f est uni-
forme et est limite dans tout son domaine d’holomorphie d’une suite
P,(1/z) de polynomes en 1/z. Nous appelons fonction d’Ostrowski la
somme d’une telle fonction et d’un polynome en z, étudions quelques pro-
priétés simples de ces fonctions et donnons alors (chap. 5, § 1) la géné-
ralisation suivante d’un résultat de Borel :

Si f(2) holomorphe a linfini et admettant le développement

0
E un/zrt,
n=20

a un rayon de méromorphie inférieur a 1, et si u, est entier pour n € J
(de fréquence infinie), alors f est le quotient d’'une fonction d’Ostrowski
(de rayon d’holomorphie égal au rayon de méromorphie de f), par un
polynome .a coefficients entiers dont les racines sont des entiers algébri-
ques.

Nous montrons dans le paragraphe 2 que si I'on fait les mémes hypo-
théses sur f mais en supposant cette fois que f est holomorphe en dehors
d’un cercle de rayon inférieur & 1 centré au point z =1, il en résulte alors
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que f est une fraction rationnelle ce qui conduit a la généralisation sui-
vante d’'un théoréme de Polya :

Soit f(z) une fonction entiére telle que la quantité
— 1
a(@) = lm — Log f(re)|

soit bornée par k < Log?2. Alors si pour n € J de fréquence infinie,
f(n) € Z, {(2) est un polynome.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons une généralisation du
résultat de Polya sur les fonctions holomorphes a I'extérieur d’un ensem-
ble compact de diamétre transfini inférieur a 1, mais, nous sommes obligés
de supposer les coefficients du développement au voisinage de I'infini,
entiers pour un ensemble d’indice plus particulier que les ensembles con-
sidérés jusqu’ici.

Remarque .

La condition imposée & I’ensemble J dans les deux résultats énoncés
au début de l'introduction reste vérifiée si I’on remplace J par ’ensemble
J(a, b) des entiers n € N tels que an + b € J (a entier =1 b € Z). De
méme la fréquence d’un ensemble que nous définirons au chapitre 2 reste
invariante dans une telle transformation. Réciproquement les contre-
exemples que nous avons fournis font encore intervenir des progressions
arithmétiques : ce fait est a rapprocher du résultat de Mahler (Eine
arithmetische Eigenschaft der Taylorkoeffizienten rationaler funktionen.
Proc. Ned. Akad. Wet., t. 38, 1935, pp. 50-60) sur les zéros des coeffi-
cients du développement en série de Taylor d’une fraction rationnelle,
résultat dont la démonstration légérement modifiée permet d’améliorer
considérablement le résultat de Fatou déja cité.

Notations.

Nous noterons respectivement, N, Z, Q, R, C, I’ensemble des entiers
naturels non négatifs, des entiers rationnels, des nombres-rationnels, des
nombres complexes, Q,, Q, la complétion de Q pour la valeur absolue
p-adique, et la cl6ture algébrique de cette complétion.
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Pour un nombre rationnel x, |x|,, désignera la valeur absolue p-adique
de x avec la condition : l pl,, =1/p.

On désignera par [x] l'entier inférieur ou égal au nombre réel x
([x]1 < x < [x] + 1) et par || x|| la valeur absolue de la différence entre x
et 'entier le plus voisin (||x|| = min |x —n|).
ncl
xx—1D..x—n+1)
n!

On désignera par (;) le polyn6me

Enfin, étant donné un corps K une suite u, d’éléments de K et un
polyndme P a coefficients dans K. P = a, z* + ... + a4,, on désignera par
P((u,)) la quantité ao 4y, + ... + a, Up.

On a immédiatement
P((un + va)) = P((us)) + P((vn)

(P + Q) () = P ((ua)) + Q ((ua)), P ((Q (4n)))) = (PQ) ((4n))
= Q (P ((un)))).

©

Si K = C, si la fonction f(z) = X u,/z*t! est holomorphe au voisinage

n=0
de linfini, alors en désignant par y une courbe parcourue dans le sens
direct entourant les singularités de la fonction f on a:

1 2 ]
P () = 5 j f@P @z dz

Enfin, si
Uy, = A9" P ((un)) = 216"P (0).



CHAPITRE 1

RELATIONS DE RECURRENCE

1. Systémes canoniques-existence.

Soient donnés un entier x et un nombre réel y tels que 0 < x < y.
Dans toute la suite nous supposerons donnée une suite finie de nombres
rationnels u, ol I'indice n varie dans lintervalle x < n < y.

1.1. Déterminants de Hankel.

Nous posons pour k =0, x<<n, n + 2k <y (n, k entiers)

Un e Untk

D,.'k = et Dn, —_ = 1.

Uik oo Unt2k
On a alors pour k¥ > 1 la relation de Sylvester;
S, k): DnxDayz x—2—Dnx—1Dny2,x—1 =D2y1 51
d’olt 'on déduit les deux sch¢mes de démonstration
AN k):Dyy=Dpr1=0=>Dpi1,,-1=0
(en utilisant la relation S (n, k))

B@,k):Da2,t=Dps—1=0=>Dp_1,,-1=0
(en utilisant la relation S (n — 2, k))

1
1.2. — LEMME. — Soit t un entier tel que 0<t<?(y—x),

a) Si D, ; est nul quand il est défini (pour 0 < n <y—21), alors
pour x + 1< n<y—2t+ 1, D,:_; est ou bien identiquement nul,
ou bien n’est jamais nul et dans ce dernier cas ne lest pas non plus pour
n==x.
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b) Si pour k > t, D,, ; est nul quand il est défini

1
pour k < —2—(y—x)),
alors D, ; est nul pour :

1
x<n<—2—-(y+x)—t.

Démonstration.
Supposons D, :—; = 0 pour n = n, avec
x+ 1< n<y—2t+1.

Alors, si no+ 1 <y—2t+ 1 on peut appliquer A (n,t), donc
Dyg+1,¢—1 est nul. En itérant, on voit que D, ;_; = 0 pour

nn<n<ly—2t+1,

De méme, si no— 1= x + 1 on peut appliquer B (n, — 2, 7) donc
Dyy—1,¢—1 = 0. En itérant on montre bien D, ;1 = 0 pour

x+1<nn
ce qui acheéve la démonstration de la premitre assertion de a.

En remarquant que si D,,;—; = 0 on peut appliquer A (x, #), ce qui
entraine D, 1,:—; = 0 on démontre la seconde.

Pour montrer b il suffit en posant

r=[Lo+]

d’appliquer successivement

A, t+1),Ax,t+2),..,AxT
puis
Ax+1L,t+1D,., Ax+1,T—1),..,
et enfin
Ax+T—(@+ 1,t+1).

1.3. — DEFINITION. — Nous appellerons systéme canonique pour
u, un triplet (P ; m, m’) formé par un polynéme P a coefficients entiers,
primitif, tel que P (0) 54 0, et de deux entiers m, m’ tels que 'on ait en
désignant par s le degré de P.
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xSmsm <y—2(—1)

P ((u»)) = 0 quand cette quantité est définie c’est-a-dire pour

mn<m +s5s—2.
Dm,c—l#o-

1.4, — THEOREME D’EXISTENCE. — Soit un entier t tel que

1
O<t<?()’—x),

alors, il existe pour u, un systéeme canonique (P ; m, m’) dans les deux
cas suivants :

a) — D, : = 0 quand il est défini (pour x < n <y —21%);

1
b) — D, x =0 pour k =t quand il est défini (pour k < -E-(y—x)).

On a en outre en désignant toujours par s le degré de P .

0t y—x—2t dans le cas a
m—m2
r<m<x+1t T(y—x-—2t) dans le cas b
Démonstration.

Dans le cas a, on a par hypothése D, : =0 pour x <n<y—2¢t.
En itérant, alors, le résultat du 1.3 a on voit qu’il existe un entier s avec
0 st tel que:

D, =0pourx+(@t—)<n<y—2t+(t—s)
Dps1%0pour x + ¢t —s)Sn<y—2t+(t—s) + 1.

Mais si D, , = 0 comme les mineurs de la derniére ligne de ce détermi-
nant ne sont pas tous nuls (puisque par exemple le mineur de u,;2, est
égal & D, ,_1) et que ce sont des nombres rationnels (puisque les u, le
sont par hypothése) on peut trouver un systeme et un seul d’entiers non
tous nuls (o , ..., a;) premiers entre eux (avec par exemple a, > 0) et qui
leurs sont proportionnels. On aura alors s + 1 relations :

QUnioys t oo + GUnyo=0 (6=0,..,5)

les ay, ..., a, étant déterminés uniquement par les s premiceres équations,
ou par les s derni¢res. On en déduit par récurrence qu’ils ne dépendent
pas du n choisi.
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En désignant, alors par P (z) le polyndme a, z* + ... + 4, on a donc :
P((uy)) =0 pourx + ¢t —s)<n<y—2t+ (t—s) + s

P (z) est bien primitif & coefficients entiers, et a, est proportionnel a
Da.a—l et Qs a Dm+1,n—1 .

P (z) est donc exactement de degré s et P(0) 40 ce qui achéve la
démonstration en prenant

m=x+t—sy—2t+(@t—s)+s—1<mM+s—2<y
—2t+ (t—s) + 5.
Pour démontrer b on se raméne grice a 1.3 b au cas précédent ou 'on

1
remplaceyparY:—z—(y + x) + 1t

2. Etude du systéme canonique.

2.1. — Soient donnés une suite u, de rationnels pour
m<n<m +2(@E—1),
et un systéme canonique (P ; m, m") pour u,.

Soit d’autre part, K un surcorps de Q et soit dans K une décompo-
position du polynéme P :

Q=22—f1 27— ... — B,
P=a,QR avec q+r=s
R=z—yiz7t—..—¥"

Posons :
P() =ao(z* —a12°71... — ), Va=R ((4n)), wa = Q (1))
et considérons les matrices :

Uy vee Up g1 Va e Vatg—1
U, = ’ ‘vn:
Uptg—1 oo Upt2s—2 Vat+g—1 oo Vnigq—2
Wy o Waiea
W =
Watr—1 oo Wni2r—2
définies respectivement pour :

m<nnm, m<nm +r, m<nsm + q.
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On a immédiatement les relations de récurrence [10] :

0\ 1 0,1
Unt1= (l)\}()\gl Uy, Vnt1= (l)}(‘)\ol Vs
Oy oo Ol1, B - Br
0, 1
W1 = (I)Bo\ol
Yre Y1
Nous en déduisons une premiére relation :
dét Ve . = (— 1) +1) (a+D) Gmi=m+r Gt ), )
D’autre part,onasim<n<m':
U, v Unps—1

détu, =

Unta—1 .. Unj20—2

Retranchons de la s-éme colonne, §; fois la colonne (s — 1)-8me, ...,
B, fois la colonne (s — g)-¢me et recommengons cette opération en déca-
lant 3 chaque fois d’une unité vers la gauche jusqu’a la g-€éme colonne :
Uy e Upg—1 Wy . Wptr—1

dét, =

Unt+1 Unist+q—1 Wats oo Wngstr—1

Recommengons cette opération sur les lignes cette fois et en utilisant les
coefficients du polynome R.

Uy v Unpg—1 Wy e Wgr—1

dét L, — Uptr—1 voe Unps—1 Watr—1 voe Wnpor—2 _
R((u) v R((Unyg-1))  R(Ww) e R(Wn4r—1))
R((“n-{-q—l)) R((un+2q—2)) R((w»+q—1)) R((w»-l-n—l))
Uy wee Upyg—1 Wn e Wpr1

Uppr—1 oo Unta—1  Watr—1 ... Wnipor—2
V,. .o bn+q_.1 O 0

Vatg—1 +.Vn42¢—2 0 0
(en utilisant les relations

va = R((4n)) et R((ws)) = RQ((4n)) = P((un)) = 0).
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En développant alors ce déterminant selon. la régle de Laplace, nous en
déduisons une seconde relation :

dét U, = (— 1) dét V, dét 20, . )
2.2, — LeMME. — Si (P; m, m) est un systéme canonique pour
Uy, et si u, est entier quand il est défini (c’est-a-dire pour
m<nsm +2(@—1))
alors en posant M=m' —met P=ayz* + ... + a,.

ad! divise dét WU, et par conséquent a} divise dét AU, .

Démonstration.

Soit p un nombre premier divisant a,. Soient 0, ..., 8, les racines de
P(z) dans Q,. Posons alors en gardant les notations précédentes :
Q= IO (z—80), R= I (z—6,
|8s]p>1 [0,],<1

ols

Q n’ayant que des racines de valeur absolue > 1, il est visible (polygone
de Newton) que :

|Ba|» > |Bi]o si i<aq.

D’autre part, R n’ayant que des racines de valeur absolue << 1 ses

coefficients, fonctions symétriques de ces racines sont en valeur absolue
<1

Le coefficient de 2" dans P(2) est: ao B, + a0 $¢—1 Y1 + ... sa valeur
absolue est donc égale a la valeur absolue de son unique terme de valeur
maximum c’est-a-dire a ]ao B, |,,. Mais, d’une part,P est a coefficients
entiers donc Iao B, |,, < 1, d’autre part, P est primitif, donc on ne peut
avoir Iao Be l, < 1 sinon on aurait lao Bilp<1Vi=1,..,q et tous les
coefficients de a, Q seraient < 1 en valeur absolue, donc aussi ceux de P
ce qui est contraire a ’hypothése. Donc,

|ao B, !, =1
D’autre part, comme [7; [,, Klpouri=1,..,ret
Vo =Untr— Y1 Unpr—1—— .. = Yr lUn
ona: |w|, 1 et par conséquent |dét Vm,,|, < 1. Enfin,

Wn = Untq— B1 Untq—1...— Bqun donc |w,.|p<“3q]p.
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et par conséquent : ldét ‘w,,.l » S [Bq [; En appliquant la relation (1)
du 2.1. il vient

lﬂqlz‘“ldét Vm I, <1
et en appliquant la relation (2)

|Baf, ldét‘vm[,> Idét 2R

d’ot
|Be|3" [dét Um|, < 1 soit | o |3t > |dét U,
Cette inégalité ayant lieu pour tout p divisant g, entraine bien que
ad! divise dét U,,. En prenant la relation de récurrence & I’envers ou en
utilisant le fait que

a, | M
|dét U | = I-— |dét Um |
ay
on en tire le deuxiéme résultat.
2.3. — LEMME. — Si (P;m, m") est un systéme canonique pour

Un, et si u, vérifie quand il est défini (pour m < n < n'/2(s — 1)) liné-
galité : lu,,l < CK* (ou K et C=1). Alors, quelque soit ¢ racine de
P dans le corps des complexes :

|§ l““'“ <Ko KM+""/{dét "LL,,.I ou bien [gl <K
(on voit le sens de cette relation en laissant s et m fixe et faisant tendre m’

vers linfini : on obtient a la limite : |;]s< K).

Démonstration.

Comme nous voulons uniquement une majoration de { nous pou-
vons toujours supposer que £ est de module maximum (par rapport a
I’ensemble des modules des racines).

Conservant les mémes notations que dans 2.1, nous posons :
Q=2z—¢ d’ou q=1, r=s—1.
L’égalité (1) devient alors :

|[Vmer| =[S V]
donc':

|E 47 < | R 4| X |dét U | /

dét U, | (d’apres (2)).
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Les coefficients de R sont fonctions symétriques des autres racines
que ¢ qui sont en module < |[{|.

Donc :
r
< () ke

IR((um'+r))| SCK™+ (K" + |y:| Kt + ...
+ [y ) S CK™+ (K + [g|)r

et:

D’autre part :
0] < Jtnsa] + [ 1] S CKA & + [2)
dans dét 29,, tous les coefficients sont au plus égaux a

C Km+2r—2 (K + ]g l)
donc on a:

dét W, | < {CK™+2—2(K + [g)}r X r! et r/I<r<<2m

l l €]

Donc finalement :

](I’“" 'dét u,,.| < 2" {CKm+¥-2(K + lq)}’ X CKm™+r (K + [g])'.

Mais, ou bien |{| <K, ou bien K + |¢| <2]¢| et en utilisant le fait
que C et K sont supérieurs a2 1 on obtient bien alors la majoration indi-
quée (en remplagant K + ]q par 2 |§[ et r par s —1).



CHAPITRE II

REPARTITION MODULO 1 DE )o®

DEFINITION DE LA FREQUENCE [9]. — Soit J C N un ensemble d’en-
tiers. Soit @A I'ensemble des nombres réels = 1 tels que :

ACA<—>Vx>0, 3xEN, x>xotelque n€Jsin
entier vérifie I'inégalité x << n < Ax. Nous appellerons fréquence de J
la borne supérieure (éventuellement infinie) des A € &.

Remarque. — Si la fréquence d’un ensemble J est strictement supé-

rieure a 1, alors J est nécessairement infini et on a méme E, 1/n = .

n
(J contient également une infinité de nombres premiers). D’éutre part, il
est évident que la densité supérieure d’un ensemble de fréquence A est
au moins égale 3 1 — 1/A. Par contre méme si A est infini, la densité
inférieure de 'ensemble peut étre nulle. En fait, un ensemble et son com-
plémentaire peuvent étre tous deux de fréquence infinie. Par exemple,
I’ensemble J tel que :

n € J <> 3k entier tel que 2 < n <22,

Nous étudions, dans ce chapitre, la répartition modulo 1 de y6" quand n
parcourt un ensemble J caractérisé par sa fréquence, cherchant a étendre
a ces ensembles les résultats de M. Pisot [5].

1. Cas ou 0 est algébrique.

Notations. — Soit 6 un nombre algébrique et soit
P@)=az+ ..+ a

le polyndme primitif a coefficients entiers (a, => 1) irréductible dont 0 est
racine. Nous noterons 6, = 6, 0, ..., 6, les conjugués de 6 sur le corps
des rationnels et nous dirons que les nombres x,(c=1,..,5) ol
xs € Q(6s) sont conjugués si xo est transformé en x; dans I'isomorphisme
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de Q(6,) sur Q(8,) qui transforme 6; en 6,. Nous poserons dans toute
la suite :

e@® =1/ % |al
i=0

THEOREME. — Soit 8 un nombre algébrique réel strictement supérieur
a 1, soit A un nombre réel quelconque non nul et soit J un ensemble de
fréquence A. Supposons que l'on ait l'inégalité :

lex}HAB"H < £(8).

Alors, on a nécessairement :

[ao| T max(l,|6:)) <OVA-D (=1 si A est infini).
o9l

COROLLAIRE. — Si J est de fréquence infinie et si ”l B”” — 0 quand
n € J— «, alors, 8 appartient a I'ensemble T des entiers algébriques
> 1 dont tous les conjugués sont intérieurs ou sur le cercle unité.

Démonstration.

1.1. — Posons pour n € N, 16" = u, + &, ol u, est I’entier le plus
voisin de A 6. Comme A < 0, A 8" — « quand n— . Donc, dés que n
est assez grand, u, % 0. D’autre part, dés que n € J est assez grand on
a: |s,.| < £(0). Comme on ne change manifestement pas la fréquence
d’un ensemble en lui enlevant un nombre fini de termes, nous supposerons
que pour n € J: |us| %0, |en] < e(0).

Nous nous donnons alors deux nombres réels B et x, tels que
1<B<Acetxy>2s/(B—1) nous noterons C, Cy, Cy, ..., les quan-
tités indépendantes du choix de B et x,.

Par définition de la fréquence, il existe un entier m > x, tel que

n € J pour tout entier n de lintervalle m << n < Bm. Nous poserons

alors: m’ =[Bm]—1—2(s—1), M=m —m de sorte que nous
aurons les inégalités :

{ n€dJ pour m<n<m +2(—1) )

m > Xo, M=2B—1)m—2s.
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12. — Soit alors ntel que m<n<m +s—2,o0na:
P((un)) = P((18" — £,)) = 16" P (8) — P((ea)) = — P((en))
mais
[Plea)| S (2 |&f) X max  |e.4n| <1
i=0 v=0,...,8—1

puisque n, n + 1,..,n + s—1 € J daprés (1). P((u,) étant entier
puisque n, n + 1, ...,n + s— 1 € J on en déduit donc :

Si m<n<m +s5s—2 alors P((u,)) =0. ?2)
1.3. — Le systtme de s équations linéaires aux s inconnues
X1y eeey Xg &
8
YWw= X 0% xo (v=0,..,5s—1) 3)
c=1

est un systtme de Cramer, son déterminant étant le Vandermondien
V(6,, ..., 8;) non nul puisque P est irréductible. Il se résoud donc par les
formules :

8—1

Xo = Eo Yo,v Yv (4)

Pour un v fixé, les yo,» sont conjugués comme on le voit aisément sur les
formules donnant les solutions sous forme de déterminant. On a en
outre I'inégalité :

max |%|<C max |y 5
o=1,...,8 v=0,..,8—1
1.4. — Soient alors «y, ..., &, les solutions du systeme (3) quand

on donne aux y, les valeurs :

Yw=Upyr(v=0,..,5—1).
En vertude (2) on a:

Qo Umys = — (A1 Umts—1 T ... + G Un)

8 8
=— 3 (@014 ... +a)=a X o0
o=1

o=1
en divisant par g, et en raisonnant par récurrence on en déduit que :
8

Up= X ac Bz " pour m<n<<m +2(—1). 6)

o==1
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1.5. — Soit C; = C ¢(0), le systéme (3) avec y» = em+» admet pour
solutions d’aprés la formule (6)

X1 = AB”‘—al, Xo == = 2y very X1 = — Q.

Tenant compte de (5) et du fait que |5m+v| <e@poury=0,..s—1,
il vient :

Iou -_— ke"‘| < C1

|es| < Cy pour g1

De méme en résolvant le systéme (3) avec cette fois y» = gm- 4 il vient :

(7

|loa —A0™ < Cy0~M )
|@s| < Cy |8~ pour g = 1.
Soit finalement :
| —2A0™ < C 8™

7
|oto| max (1, |8,)¥ < C; pour g1 M

1.6. — Considérons le déterminant de Hankel :

Um oo Umts—1
D=

Unts—1 o Umit2s—2

En vertu de I’égalité matricielle résultant de (6) :

(u,,, oo Umtg—1 ) (a1 oo Olg ) (1 ees 81._1)
Upts—1 oo U202 o1 6{‘1 vee Olg :_1 1.. :—1
il vient posant V=V (6, ..., 0,) :

8
D=V2 1l a ®
o=1
Mais, les up, ., étant rationnels pour v = 0, ..., s — 1 d’apres (4) les
oo sont conjugués. Or ils ne peuvent étre tous nuls puisque alors u, le
serait d’apres (6) ce qui est contraire & I’hypothese faite en 1.1.

Donc aucun des «s n’est nul et d’apres (8) D4 0. D’aprés la
définition 1.2 du chapitre premier il en résulte ainsi que de (1) et (2),
que (P ; m, m’) est un systtme canonique pour u,, et les u, étant entiers
on peut appliquer le lemme 2.2 du chapitre 1 avec ici: dét U, =D
donc [aolu < lDI
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On a alors, d’apres (7)

|ea| < [A|6™ + CL "M < Co 0™

|to| max (1, |8s)% < C; pour o1
donc d’apres (8)
|op| 621 max (1, |6,]) < C3'™ gm/™ ®
Faisant tendre x, vers l'infini, donc m, B restant fixe alors m/M a une
limite inférieure bornée par 1/(B — 1) donc

|ao] II max (1, |0,]) < 0~/ (®B-1
0%l

En faisant maintenant tendre B vers A on obtient I'inégalité cherchée.

Remarque. — On aurait pu obtenir une majoration plus faible mais
suffisante pour le corollaire en appliquant directement le lemme 2.3 du
chapitre 1.

2. Cas ou 0 est réel quelconque.

Nous n’avons pas ici de résultat analogue a celui de M. Pisot [5]
pour I ||A6"|® < . Néanmoins nous pouvons conclure avec des
neEN

hypothéses plus fortes sur la décroissance de HA B”H, mais plus faibles en
ce qui concerne la fréquence de I'ensemble J que celles du corollaire
précédent.

THEOREME. — Soit J un ensemble de fréquence A > 1, et soient
A 5= 0,0 > 1 deux nombres réels. Supposons que l'on ait linégalité :

im HAB"H“/" <1
n¢l
alors, 0 est nécessairement algébrique.

Démonstration.

2.1. — Posons : 16" = u, + ¢., 4, étant l'entier le plus proche de
A6". Soit d’autre part, p un nombre réel tel que :

lim [[26°]" < p < 1.
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Quitte 3 enlever un nombre fini de termes a ’ensemble J on a alors
pour n € J
Un7=0 et le) <Cp 1

Donnons-nous toujours un nombre réel B tel que 1 < B < A et soit ¢ un
entier tel que 6p’ < 1.

Soit alors x, réel tel que xo > 2 ¢t/(B — 1).
Nous noterons toujours C;, Cs, ... les quantités ne dépendant ni de B,
ni de x,.

Par définition de la fréquence, il existe un entier x > x, tel que
n € J pour x < n < Bx. Considérons alors le déterminant de Hankel

Up vee Unyt

D, := défini pour x < n<Bx—21¢.

Unit oee Unyot
Une combinaison linéaire classique de lignes et colonnes permet d’écrire :

Un u, oo Untt—1 ,
’ ’” ” Uy = Ex4+1— eEk
D, ; = |Un Un eoo Untt—1 | gvec ., .
Uy = Ex+2— 2 9€k+1 + 0 Ex

Unyt—1 Untt—1 oo Uniot—2
Les majorations (Schwarz)
lup P< (A + 6% (e} + ef4)
|ur P <1 + 0% (ek + ekva + €hr)
et la majoration d’Hadamard permettent d’écrire tenant compte de (1) :

an. t[ <G (8p)" 2
2.2. — Comme ¢ a été choisi de manitre que 0p* < 1, dés que n

assez grand ]D,.,,| < 1. Mais, D, ; est un entier pour x <n < Bx—21.
Donc, en prenant x, assez grand on a :

D;:=0 pour x<n<Bx—2¢ 3
=

En vertu de ’hypothése x > xo =2 ¢t/(B—1) soit ¢t < —;— (Bx —Xx)
on peut alors appliquer le théoréme 1.4 a du chapitre 1. Donc, il existe
pour u, un syst¢tme canonique (P ; m, m’) tel que 'on ait si

P=agyx*+ .. + a,
N<xsmLx+t 0<s<t, M=m'—m>B—1)x—2¢
4
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Ici, comme u, 5= 0 on a nécessairement s = 1.

Nous avons ainsi pour chaque x, un systéme canonique (P ; m, m’)
nous allons montrer que ’ensemble des polyndmes P est nécessairement
fini, ce qui entrainera I'existence d’'un polyndme P fixe tel que pour une
infinité de xo, (P ; m, m’) soit un syst¢me canonique.

2.3. — Soit en effet ¢ une racine de P dans le corps des complexes,
nous avons :
luﬂ! < C3 en’

Utilisant le lemme 2.3 du chapitre 1 nous avons donc :

dét U, | =1 puisque dét 1l,, est entier.

ou bien |§[ <6, ou bien |gl“*’+1 < (2 02 Cy)= gM+ms,

Mais quand xp—> 0 (M + ms)/(M —s + 1) reste borné ainsi que
§2/(M — s + 1) d’apres (4). Donc il existe une constante C, telle que V x,
et V¢ racine du polyndme P correspondant & x,, gl < C4. Comme le
degré du polyndme P est en outre borné par le nombre fixe ¢ il en résulte
que les coefficients de P sont bornés, comme ils sont entiers P appartient
a un ensemble fini de polynomes. C.q.f.d.

2.4. — Pour une infinité de x, on a donc le méme polynéme P,
tel que (P, ; m, m’) soit systtme canonique.
Mais :

Po ((em)) =26™Po (8) et [Po ((em))| < Csp™
d’ou :
lPo (9)[ < Ce (p/0)™ < Ce (p/0)%

puisque p/6 < 1.

Faisant tendre x, vers l'infini on a donc Po(8) =0 et comme

(P, ; m, m") est un systéme canonique, P, est & coefficients entiers et non
identiquement nul ce qui entraine bien que 6 est algébrique.



CHAPITRE III

REPARTITION MODULO 1: RESULTATS PARTICULIERS

Nous démontrons dans ce chapitre des résultats plus précis notam-
ment en ce qui concerne la distinction entre les nombres de I’ensemble T
et ceux de I'ensemble S (entiers algébriques dont tous les conjugués sont
strictement intérieurs au cercle unité). Nous ferons des hypotheses plus
restrictives que dans le chapitre précédent, mais, comme dans le deuxi¢éme
théoréme de ce chapitre, il nous suffira de supposer les ensembles consi-
dérés de fréquence strictement supérieure & 1 et non pas infinie.

1. Cas ou

llﬂ"” tend vers 0 rapidement (0 algébrique irrationnel).

THEOREME. — Supposons donné un nombre algébrique réel 6 > 1
de degré s > 1. Soit d’autre part, un nombre réel quelconque )\ = 0 et un
ensemble J de fréquence A > 1.

Sion a: .
lim Hlen”l/n < 6—1/(8—1)
ned

alors O appartient a I'ensemble S et est une unité algébrique.

Démonstration.

Soit po = lim ||A6"||*/", donnons-nous un nombre réel p tel que
ned

po < p < 1. Comme dans la démonstration du théoréme 2 du chapitre 2
nous avons pour 7 € J: [es| < Co p" ot Co ne dépend pas de n. Quitte
a enlever un nombre fini de termes & J nous pouvons encore supposer
que pour n €. J

Ienl <e (e)
(car p < 1> Cyp"— 0 quand n— ).

Nous pouvons alors reprendre termes pour termes la démonstration
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du théoréme 1 du chapitre 2 en supposant s > 1. Mais au paragraphe 1.5
nous avions majoré max |em4+s] € Max  |em 4| par e(0) ici
v=0,...,8—1 v=0,...,8—1

nous les majorons respectivement par : C, p™ et Co p™.
On obtient alors a la place de I'inégalité (7) I'inégalité :

|#1— 287 < Cip™ 0™  en posant C; =CGCo o
{ ’Q'.o'l max (1, lBa]/p) < C1 Pm
L’inégalité 9 devient alors :
|| 21 max (1, |80]/p) < [(p*~* 8)™ (C5 + Co/0m)]V/IB=Dm—201 (9)
Faisant tendre x, donc m vers l'infini on obtient :
|ao| I max (1, |6+]/p) < (p*—1 6)Y/(B—1)
o7l
Nous pouvons maintenant faire tendre p vers g, et on a,  la limite
lao] I max (1, [8¢]/p0) < (p§~* )V B~V <1
051
puisque p§~! 8 << 1.
Ceci implique comme a, est entier ,aol =1, etVo#1 ]ea] <p <1
donc 8 € S. En outre, 8 II |8,] <1, or c’est un entier non nul, donc

ol
il y a égalité, 0 est une unité algébrique.

2. Cas ou A est algébrique (0 algébrique).

THEOREME. — Soient donnés deux nombres algébriques réels )\ = 0
et 8 > 1. Soit d’autre part J un ensemble de fréquence A > 1. Si l'on a :

lim [|[A6*|] < e(® (méme définition que dans le chapitre 2)

nel
alors, 9 appartient a 'ensemble T et X\ appartient au corps de 0. Si I'on a
en outre :

im ||16%]] = 0
n¢l

alors, 0 appartient a I'ensemble S.
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Remarque.

Ce théoréme souleve le probléme de savoir §’il existe des éléments 0
de T n’appartenant pas a S, et tels que pour un A 5= 0, on ait

lim ||26°]] =0,
nel
(A étant nécessairement dans ce cas un nombre transcendant).

Démonstration.

2.1. — Nous reprenons la démonstration du théoréme 1 du cha-
pitre 2 jusqu’au systtme d’inégalités (7).

Désignons par d un dénominateur pour les quantités yo,» de la for-
mule (4) — (par dénominateur, nous entendons un entier positif tel que
d ¥, soit entier algébrique pour tout g et v).

Les formules (4) montrent alors, U, » €t Un, ., étant des entiers
naturels, que d as et d a, 8 sont des entiers algébriques. En posant

alors, xXo =d o83, p=di, e=  max |e.|, les formules (7)
m<nLm +8—1

deviennent :
]H——«‘ﬁ] <Ceb™
Ixa63|<Cs pour n=mm e og5£1 €))
x- 08  entiers algébriques conjugués pour n = m, m’.
Nous allons montrer que dés que m est assez grand le systeme (7),

admet pour seule solution x; = p. Pour cela nous allons utiliser le théo-
réme de Roth dans la forme que lui donne Lang [3].

2.2. — Posons x; = x € Q(8), p. est un nombre algébrique puisque
p = dA par hypothése, d’autre part dés que x, est assez grand, donc m,
ona:m > A’m ol A’ est un nombre réel quelconque vérifiant

1< A’<B.

Soit K = Q(8) et soit Mg I’ensemble des valeurs absolues sur K. K étant
un corps de nombre on a la formule du produit.

a~0, a € K, O |e

vEMy

N
-1,":::1

ot N, =[K,:Q,] est le degré de I’extension algébrique K, (complété
de K pour la valuation v) sur Q, (complété de Q pour la méme valuation).
Nous poserons Hocl ],, = Iex >°. Sur K il y a au plus s valeurs. absolues
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archimédiennes (obtenues en prenant Ioc = |aw| valeur absolue ordi-
naire du conjugué a- de a). Nous appellerons v, la valeur absolue ordi-
naire telle que (8], = |8] = 6.

Comme 6¢ R, Q,=K,,=R donc N, =1.
Soit alors

S’ Pensemble des v € Mg avec |e|., >1 (nEY)
{ S” T’ensemble des v € Mg avec |6|,, <1l

S’ et S” sont finis. Nous poserons alors pour v € §

{ b St v=1

Oy —

Y 0 si vs£v, a € K, et nous pouvons prolonger || || & K,.
et nous considérons les deux quantités :

E=vHSImin(1, ”%_x”v)
F= 1 min(1, |1/l

F est bien défini car dés que m est assez grand PL —x[ < Ill d’aprés (7)
donc x £ 0.

2.3. — Si v est non archimédienne on a : x6™ étant entier d’aprés (7)
[[%]le <[|Bf]s™ et de méme ||x[l, < [0}
Si v £ v, et v archimédienne on a en posant C; = C¢ d’apres (7)
[%[le < Cu|[of|s™ et de méme [|x[lo < Cuf|0[l™
Enfin si v=v, on a d’apres (7)
e — 2o < G107 = G 0] 5™
2.4. — On en déduit :
E<C Es’ 0]l ™< Ca( B [[8][)—4

puisque pour v € §,||8|], > 1 et que m’ > A’m,oh C;= Cs*re ) pe
dépend pas de m (en prenant ¢ = ¢ (6) ). D’aprés la formule du produit

on en déduit donc :
ESC( T [{o]lom. ®)

2.5. — D’autre part, (7) montre que si v 5= v, est archimédienne :
|| x8™||o < Cy et si v5= v, est non archimédienne ||x6™||o < 1. En po-
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sant Cz=max(1,C;) on a donc Vvs£v, HBHI,"{CsHl/va.
D’autre part, pour v € S” ”BH,, <1< C;. Donc pour v € "

o] < Comin €1, [ 1/
En comparant avec (8) il vient :

E<C,F*¥ ol C,=C;C# ™" ne dépend pas de m. (9)

2.6. — La hauteur de x est donnée par la formule :

H@x)= 0O max(1,]||x|],) = O max(l,||x||,) X I max(l, || x|l
vEMg vEs” vEs”

Mais, si v€S” oubien v=v, et ”x“”<|7\|+cl d’aprés (7)
oubien vE€ S, v£y, et ||x”,,<C1||BH;""<C1
oubien v€ S et ”x”vgllfj”;"":l

donc :

H(x)<C5 II max(1,||x[|,,) ou C5=(C1+|l|)czmrd(8')—l
vESR”

ne dépend pas de m, or:
max (1, Hx“v) = 1/min (1, “ l/xH,,).
Donc :
FSCsH@x). (11)

2.7. — On a donc en comparant (9) et (11):

_ . | Co
II min Ilaj,s;: va) v:g[IS"mln a, ” l/xH”) < H(x)1+4’
12)

ol Cg=C,C&*' ne dépend pas de m,eton 1 + A’ > 2.

D’apres le théoréme de Roth cette équation n’a qu’un nombre fini
de solutions en x. En d’autres termes pour une infinité de m le systéme
d’inégalités (7) sera vérifié avec la méme valeur x. ’p — x; | étant aussi
petit qu’on le veut, on aura donc p =x; 50, c’est-a-dire A € Q(6)
et d’autre part |x, 07| < Ce entraine si ¢ est fixe, que [00| est
nécessairement < 1. Car xo étant conjugué de x; %0 ne peut pas étre
nul. En outre, si ¢ tend vers 0 avec m (comme dans la deuxi¢me partie
du théoréme) on ne peut avoir |8,| =1 car alors |x,| < Ce devrait
étre aussi petit qu’on le veut c’est-a-dire nul ce qui est impossible. -
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Il reste donc & montrer que 0 est entier, mais sinon il existerait une
valuation non archimédienne v telle que : |e|,, > 1. Comme

<l ofr<1

(puisque x6™ entier) pour une infinité de m, ceci entrainerait encore
lxl,, =0 Ccest-a-dire x = 0 ce qui est contradictoire.

Remarque.

Dans le cas oll, par exemple, 6 = 10, nous obtenons un résultat
de transcendance bien connu :

Soit X\ un nombre réel, dont le développement décimal est :

A=+ T a/10m
n=20

ol a, n’est pas nul a partir d’un certain rang. Alors, si sur un ensemble J
de fréquence supérieure @ 1, on a a,=0 pour n€ J, X est trans-
cendant. Eneffetonasi m <n<m/ >n€J e m/>Bm,

[A-10%]| = £  au/10%+1-»
k=m, +1

donc

107 T 9/10%+i=n = 1/10™ +1—»
k=m“,+1 .

Si nous considérons alors un nombre B inférieur 2 la fréquence de J
mais supérieur a 1, il existe une suite infinie m, satisfaisant aux condi-

tions indiquées. Soit K I'ensemble de fréquence supéricure ou égale a
B+1 B+1

tel quu n€e K<—>13v tlque m<n<
Alors sur K [|l-10" — 0. Si X n%tait pas transcendant A devrait
appartenir d’aprés le théoréme 2 Q (10) c’est-a-dire étre rationnel. Son
développement décimal admettrait alors une période, qui pour v assez
B+1

my,

grand serait entiérement contenue dans un intervalle m, < n <

my

donc nulle. 1l existerait bien une puissance de 10 telle que A-10* soit
entier, c.q.f.d.



CHAPITRE IV

REPARTITION MODULO 1:
QUESTIONS D’EXISTENCE, DE MESURE ET DE DENSITE

Introduction .,

Si 8 est un entier rationnel = 2, et si ¢(n) est une fonction de l'en-
tier n telle que ¢ (n) > 0 alors, il existe un ensemble J de fréquence infinie
tel que I'ensemble des )\ pour lesquels on a :

Vred,  |[ae|| <o
a la puissance du continu.
En effet posons: ¢(m)= min ¢(k) >0 et définissons une
m<k<md

suite d’entiers m; < mg ... par les conditions: mo=1,m;; estle
plus petit entier tel que 6™+ > 6™ max (1, 1/¢ (m;) ). Alors, tous les
nombres réels donnés par un développement 0-aire :

A:: Z av/eml'+1 Oﬁ 0<0y<9—1

v=0

sont distincts, leur ensemble a donc la puissance du continu. Par ailleurs
si J désigne l'ensemble défini par :

neJ<—>3k m<nmi

On a si A est un des nombres définis précédemment et si n € J avec
m, < n<<mi
A07]]| <O" T @/t < (07/0mntl) X
v=k+1

X 1/(1 — 1/0) = 68%/0™e < 0™ ~™rux
mais, 0™ ™. < ¢(my) par définition de my.,; et comme pour
m, < n<<mi, o(n) = ¢(myx) on a finalement : HXB"H < ¢(n) pour
n € J et J est trivialement de fréquence infinie. c.q.f.d.

Nous ne pouvons espérer montrer un théoréme analogue pour tout
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0 € S, car en reprenant la démonstration du théoréme 1 du chapitre 3,
nous voyons que : si 0 est irrationnel on a nécessairement :

lil?l ”AB”HI/” 2 9—1/(s—1)
neJl

sur tout ensemble J de fréquence supérieure a 1. (Car on a obtenu pour

8
01|68, <po donc 6p§~' > 1II |6,| =>1). Nous allons voir dans
c=1

le théoréme suivant que ce résultat est le meilleur possible au moins dans
le cas des 6 € S unités algébriques dont tous les conjugués sont égaux
en module (ce qui est le cas des unités quadratiques, et des 6 du 3° degré,
unités et a conjugués imaginaires).

Ce théoréme va également constituer une réciproque au théoréme 1
du chapitre 2 en démontrant I'existence d’une large classe de A tels que
”lﬂ"“ — 0 sur un ensemble de fréquence infinie.

1. Ensemble des A tels que HAB”“ — 0 (ou 6 € S irrationnel)

THEOREME, — Soit 0 € S irrationnel, nous posons
p=max |8:]| < 1,
o7# 1

o 0;=0, 0 ..,0, sont les conjugués de 0. Soit, d’autre part,
C(m) > 0 une fonction croissante de lentier n tendant vers linfini
quand n— «. Alors, il existe un ensemble J de fréquence infinie, tel
que l'ensemble des ) réels pour lesquels :

vnel, |28"]| < C@m)p"
a la puissance du continu. (Donc a fortiori l'ensemble des )\ tels que:

| <1 ou [0

Démonstration.

1.1. — D’apres le principe des tiroirs, pour tout n entier, il existe
une entier algébrique {$(n) du corps Q(8) non nul tel qu'en désignant
ses conjugués par B;(n) = B(n), B2(n), ..., Bs(n) on ait:

IBl(n)l < Y 2—n(s—1)

1
Bem)| <2 si got1. @
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y étant une constante > 1 ne dépendant que du corps Q(6). La norme

L)
de B c’est-a-dire I (- est un entier non nul, on a donc en utilisant

o=1
la majoration des B, pour o541
|Bu(m)| = 22—, @
1.2. — Définissons alors deux suites d’entiers n; et m; de la

maniére suivante: n; = 1, n; étant choisi, m; est le plus petit entier
tel que :
C(my) > 5 X 2mtH!? 3)

et m; étant déterminé par (3) (ce qui est toujours possible puisque
C(n)> o quand n— ) nxyy est le plus petit entier tel que :

2MaG-D >max {2y X 20D, y X 2-% X @/p)™ ) (4)
Soit J ’ensemble des entiers n tels que :
n€J< 3k tel que my<n< mi

J est manifestement de fréquence infinie puisque lorsque Kk — o, m; — .
Soit, d’autre part A I’ensemble des A somme d’une série de la forme :

A= 2 & (nx) oll & est une suite quelconque de O et de 1. (Une
k===l
telle série convergente car I |B(n)| est convergente puisque
n=1

1B ()| < y2-"t=1),

On a si les suites e, ¢ différent et si:

A= I &f ), N = I & ).
k=1 k=1
A—A = Z B (m) avec m = — 1, 0, 1. Mais non identiquement nul.
k=1

Soit k I'entier minimum tel que 7 5% 0

on a:

A—XZ B — Z [B@w)]
h=k+1
d’apres (2)
IB ()| =2-m -1
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d’apres (1)

TB@)S T OBM <2y X2 Mmate-D
h=k+1 n=n,

donc finalement |A —X’| > 2-% =D —2y X 27 =1 >0
d’apres (4). '

Par conséquent si les suites ¢ et ef différent, [l —X'| > 0 clest-a-
dire A est différent de ), il y a donc correspondance biunivoque entre
I’ensemble A et les suites de O et de 1, A a donc la puissance du continu.

1.4. — Mais, soit n € J donc my < n < mg et soit A € A, posons

k
x = I & f (m), x est un entier algébrique du corps Q (8), de conjugués.
1

k
Xo = >13 &n Bo (na)
On a:

!A —XI S z “3 (n;,)| <2 Y X 2‘”k1(.‘1)
R=k+1

k
Tl < B o] <290
pour ¢ = 1 (d’apres (1)).

Or la quantité u = I xo, 07 fonction symétrique des entiers xo 85 est un
o=1

entier rationnel.

On a donc:

”19"” < lle"-—ul <2y X 27Male=bng + (s—1) X 2m+1 X o =
=p" {27y X 27"ma=D (0/p)* + (s— 1) X 2%*1}

majorons n par mg, 2y X 27" (1) (8/p™#) par 2+ d’apreés (4) et

s X 2m+1 par C (m;) d’apres (3). ' ,

On obtient : “A 9"” < C (my) p" < C (n) p" puisque my < n, et que C (n)
est une fonction croissante de I’entier n. C.q.f.d.

2. Questions métriques.

Nous venons de voir que pour certains 6 I'ensemble des A tels que
“A 9"“ tende vers O a la puissance du continu : néanmoins cet ensemble
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n’est pas trop grand au sens de la mesure. Nous allons donner également
un théoréme métrique relativement aux 6.

THEOREME A. — V0 réel > 1, Pensemble des X540 tels qu'il
existe un ensemble J de fréquence supérieure a 1, avec :

im (o] <

1+90

est de mesure nulle au sens de Lebesgue.

THEOREME B. — L’ensemble des 0 réels > 1, tels qu’il existe un
ensemble de J de fréquence supérieure a 1, et un nombre réel ) =0
avec :

, 1
lm (28] < 5759

est de mesure nulle au sens de Lebesgue.
Démonstration du théoréme A. — Nous appellerons & = & (A)

I’ensemble des A tels qu’il existe un ensemble J de fréquence supérieure
a A sur lequel on ait :

Ved || < 1o

et nous supposerons en outre que 1 < A < 6.

2.1. — 1l suffit de montrer que YA > 1 la mesure de & (A) est
nulle. En effet, si A est un nombre vérifiant les conditions du théoréme A,
comme Hx“ = ”— x”, ‘AI est également un nombre vérifiant les condi-
tions de ce théoréme, et de méme alors 7&‘ 0—* Vk € Z (car si J est de
fréquence > 1 (k + J) N N T'est également) on peut donc choisir £ de
maniére que 1 < ]Al 0—* < 0. Quitte a enlever un nombre fini de termes
(ce qui ne change pas sa fréquence) a I'ensemble (k¢ + J) NN on peut
supposer que sur cet ensemble J’ on a:

b < g o8 =0

1+6

donc si A est un nombre inférieur a la fréquence de J’ on a

© 1
pesmc 6 (1 +7)
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1
puisque quel que soit A > 1, 3 n tel que 1 + — << A donc,
n A

@(1 + %)DG(A).

Donc, a tout A vérifiant les conditions du théoréme A nous avons
fait correspondre de maniére unique un nombre

© 1
peEUE (1 + —).
n=1 n
Réciproquement ’ensemble des A auxquels correspond un méme
nombre 1 est 'ensemble des nombres de la forme = y 6% (k € Z) qui est

dénombrable. II suffit donc de montrer que I’ensemble des p. est de mesure
nulle mais cet ensemble est union dénombrable d’ensemble & (A) avec

1
A=14+—>1,
n

donc, il suffit bien de montrer que chaque ensemble & (A) est de mesure
nulle.

2.2. — Soit &, I'ensemble des A tels que :
1K<

HKB"H< pour m<n<Am.

1+40
Alors A € & <——> pour une infinité¢ de m, A € &». En d’autres
termes & est la limite supérieure des ensembles &, ; pour montrer que

& est de mesure nulle, il suffit donc de montrer que la séric X |&n|
m=1

ot |&,| estla mesure de &,, est convergente. Mais, soit A € &n

et soit u, l'entier le plus proche de 16" pour m<<n < Am, on a:

o™ —

Up < O™+1 +
TETIR 1+6

n
un ne peut donc prendre que 6™(6 —1) + T e valeurs différentes.

D’autre part pour m<n< Am—1, ‘u,,“—eu,,l <1 donc um
étant déterminé il en est de méme de u,4, et par récurrence de um,
ot m =[Am]— 1. Mais on a:

o—™

A — um 6| < 5o
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A doit donc nécessairement étre sur 'un des segments de centre u, 6—™

de longueur 5 6—™ ou l'entier u, est associé de maniére unique

valeurs

2
a un entier u, ne pouvant prendre que 6™(6 —1) + T+

différentes. La mesure de &,, est inféricure a4 la somme des longueurs
de ces segments. Tenant compte de la relation m’ = Am — 2 on obtient :

|6m| < Co=a-lim C ne dépendant pas de m.

Comme 6> 1, A>1 il en résulte bien jue X |&n| est une série
m=1

convergente. c.q.f.d.

Démonstration du théoréme B.

2.3. — En vertu de la méme remarque qu’au paragraphe 2.1. il
suffit de montrer que I'ensemble &.(A) des 6 > 1 tels que I A avec
1<A <0, et J de fréquence supérieure & A(> 1) avec:

HJ\B"H< pour ned

l—a
2(1 + 9)2
est de mesure nulle pour tout « > 0.
24, — Mais si & (A, X) =6 (A)N[X,y[ ot y=XWA+D1/2
I’ensemble considéré est une union dénombrable de &« (A, X) avec
A et X > 1. (Il suffit de prendre par exemple les &a(A, X;) ol
(/A + 1\*
( ) ;). 11 suffit donc de montrer que &q«(A, X)

est de mesure nulle pour tout A > 1, X > 1.

Xy = exp

2.5. — Soit alors &,, I'ensemble des nombres 0 tels que X <0 <y
ettelsque IA, 1 <A <6 avec:

o
”le ”<2_(1—+—B)2 pour m<n<Am.
Comme précédemment ’ensemble &(A, X) est la limite supérieure des
ensembles &, il suffit donc de montrer X |&n| est une série conver-

m=1

gente.

Nous cherchons donc — A, X étant fixés — la mesure de ’ensemble
&y, : nous appellerons C,, C,, ... les constantes ne dépendant pas de m, et
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nous poserons m = [Am]—1>Am—2. Soit alors 0 € &, et A
associé (1 <A <0).

2.6. — Sipour m < n<<m', u, est Pentier le plus proche de 16"
etsiAO®"=u, + e,onapour m<n<m —2

Ui, Ao+t + gq149)2
Uny2 — " = A0"+2 — T + eny2
d’olr :
Unyo— u3+1 — le"(5n+2'—2‘95n+1 + &, 0% + ¢, En+2—83+1
Un , AR + g,
mais
(1 1—a
I <min (3 57 o9)
donc :
. 1
le» $u+2—$n+1[ < 7
et:
l—a
J€n+2—295n+1_+ 81»92, < 2
d’ou

—a 1 1 1
i QS —
2 1—1/2X™) 2 Xm—1/2

Iun+2— un2+1/un, <

comme X est > 1, desque m > C; ona:

lun+2 — u3+1/un| < 1/2.

Donc, ayant choisi # = u,, et v = un4+1 le choix des u, est déterminé
de maniére unique et en particulier le rapport u, /U, —; est déterminé.

1 1 1
2.7. — Mais u<lB’"+—2—<6 X B”‘+-2—<y"'+1 +? donc
dés que m est assez grand (m > C;) on a au plus Csy™ choix pos-
1

sibles pour u. u étant choisi on a si ¢ = 2—(—1—:—9)—2:

|v—-—-u| <g et:

1 1
@—e)™ i <9 < (u+ )™ donc:

1 1

u(u—a)"'_+z—s<v<u(u + E)—":'f' €.
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Si nous posons :
1

1 1
SW=u+ )" —u@—e)m+) + 2g = u(u—g)m+n

[(u + s)m<m+1>< — )'"H 1J + 2¢
Uu—=e

pour u > 1, 3(u) est une fonction croissante de u, donc &(w) < &(»).

Quand m—> «» 8(y) = 2¢ donc est borné supérieurement indépen-
damment de m par une constante C, u étant choisi il y a donc au plus
C, valeurs possibles pour v.

Finalement, il existe au plus C; y™ choix de valeurs possibles pour
le couple (u, v).

Mais soit un de ces choix, alors ‘1 et u, sont déterminés et 6

. , ) Un —¢€ Unw + ¢
appartient alors nécessairement au segment , de
Up'—1t & Up—_1—E
longueur bornée par: Cgq8—™ < Cg X—™,

Donc la mesure de &,, est bornée par C; X—4mym < C; (y X—4)™

A+l A+l
or y=X2 donc yX4=X2 <1, |6,,,| est bien borné par le
terme général d’une série convergente. c.q.f.d.

3. Résultats particuliers aux nombres de Salem.

Un nombre de Salem est un nombre qui appartient a la classe T
sans appartenir a la classe S, c’est-2-dire a au moins un conjugué sur le
cercle unité [11]. Nous avons vu (théor¢éme 2 du chapitre 3) que si 0 est
un nombre de Salem et si A5<0 est un nombre algébrique, alors
iiTIJl- [|A6%]] > 0 sur tout ensemble J de fréquence supérieure a 1.
n¢

D’autre part en employant une méthode analogue a celle du théoréme 1

de ce chapitre, on peut montrer qu'il existe un ensemble J de fréquence

infinie tel que sur J P'ensemble des A pour lesquels lim |[[16"|| < e
nel

a la puissance du continu aussi petit que soit .
Ici nous nous proposons de montrer que pour A convenablement

choisi 16" est dense modulo 1 sur un segment entourant 'origine quand
n décrit un ensemble quelconque de fréquence > 1. Pour cela nous
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aurons besoin d’un lemme d’approximation généralisant le théor¢me de
Kronecker :

LEMME. — Soient E,,...,Ex des nombres réels rationnellement
indépendants avec 1 (c’est-a-dire qu’'une relation

po+p1§1+ oos +pkgk=0

avec p; entiers n’est possible que si p,= 0V i) et soit J un ensemble
de fréquence supérieure a 1. Alors, pour tout systéme de nombres réels
Ol1y eeey K o

Ve>0 3n€d telque |[[nE—a||<e pour i=1,..,k

Remarque.

On pourrait obtenir le méme résultat en imposant des conditions
beaucoup plus faibles sur I'ensemble J par exemple de contenir au moins
un élément de toute progression arithmétique.

Démonstration.

Par définition de la fréquence si B est un nombre réel quelconque
tel que 1 < B < A, il existe une suite infinie m, < my < ... telle que
n€dsim<nBm,.

Le point du cube unité de R* de coordonnée m, & —[m,E] a
lorsque v — c, au moins un point d’accumulation p; (i =1, ..., k) avec
0<ps< L

Posons alors Bi=ax—pr (i=1,..,k).

D’apres le théoreme de Kronecker, il existe un entier n > 0 tel que
||nE—B|| <e/2 Vi=1,.,k

Choisissons alors v assez grand pour que m, + n < An, c’est-a-dire
my, > n/(A—1) et que Hmv Ei— p;“ <e/2 Vi=1,..,k.

On a bien alors ||m, + M) §— | <e etm, + n€J. Cgqfd
Nous pouvons maintenant montrer le théoréme suivant qui généralise

un résultat connu :

THEOREME, — Soit J un ensemble d’entiers de fréquence strictement
supérieure a 1 et soit ¢ > 0. Si t est un nombre de Salem, il existe un
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entier du corps de t, soit ), tel que en désignant par u, Uentier le plus
voisin de \t* l'ensemble des points limites quand n € J - « des quan-
tités e, = A" — Un, est dense sur un segment centré a lorigine et de
longueur 2 v o 7 < e.

Démonstration.

Soit 1, 1/1, 1 (h =1, ..., k) et 1, les conjuguées de 1. D’apres le
principe des tiroirs on peut trouver un entier A € Q (1) de conjugués
respectifs A, An et Ax (h =1, ..., k) tel que :

k
N= I |/ < min (g, 1/2).
h=1
Posant
k
M=rye?ne g, —e¥wy y, ="+ A/t + I Otk + A1)
h=1

u, est un entier et 'on a:

k
M =—L/1"—2 I rcos 2w (nwr— ¢n) + Uy
h=1
Quand n — o les points limites de At* — u, sont ceux de

k
—2 I rycos 2w (nws — ¢a),
h=1

ils sont donc bien sur le segment [— v, + 7]. Mais réciproquement si §
est un point de ce segment, il existe des quantités

k
Brh=1,..,k) telles que B=—2 Z rycos 2l
h=1
D’autre part, un résultat connu est que les quantités wy, ..., w; sont

rationnellement indépendantes avec 1; on peut donc appliquer le lemme
avec £, = wa, & = ¢» + Bn ce qui achéve la démonstration [12].

4. Réciproque du corollaire du chapitre II .

Nous avons montré dans le chapitre II que, étant donné un nombre
algébrique réel © > 1, s’il existe un nombre réel ) 5= 0, et un ensemble J
de fréquence infinie tels que: lim ||A6"|| = O alors 6 appartient néces-

n¢J
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sairement & I'ensemble T des entiers algébriques dont tous les conjugués
sont a l'intérieur ou sur le cercle unité.

Nous allons montrer ici que, réciproquement, @ tout 6 € T on peut
faire correspondre un ) 54 0 et un ensemble J de fréquence infinie pour
lesquels lim ||26"|| = 0. Nous aurons donc ainsi une caractérisation des

ne¢l

nombres de I'ensemble T.

En vertu du premier paragraphe de ce chapitre et de I'introduction,
il suffit de montrer le résultat pour un nombre de Salem (et dans ce cas
d’apres le théoréme 2 du chapitre I11, le A dont nous prouverons ’existence
sera certainement un nombre transcendant). Nous pouvons donc conclure
grice au théoreme suivant :

THEOREME. — Soit © un nombre de Salem, il existe un ensemble J
de fréquence infinie, tel que I'ensemble des nombres réels )\ pour lesquels :
lim |[xt"||=0
nel

a la puissance du continu.

Remarque.

s

Ce résultat prouve en outre que pour un ensemble de ) ayant la
puissance du continu, la suite \t" n’est pas uniformément répartie modulo
1. En effet, VA > 1 et Ve > 0 le rapport entre le nombre d’entiers
n < N tels que H)w"” < ¢ et le nombre total d’entier n << N est pour une

infinité de valeurs de N supérieur a 1 — donc en faisant tendre A

vers Pinfini, ¢ restent fixe a une limite supérieure égale @ 1 ce qui est
contraire a 'hypothése de répartition uniforme qui entrainerait une limite
égale a 2.

Démonstration.

4.1. — Posons 1; = e*o: (I = 1, ..., k), les 1; étant les conjugués de
t de degré 2 k + 2 qui a donc pour conjugués les nombres 1, 1/1, 11,
Ths T1s «ors Tx (VOIr SALEM [12]).

ceny

D’aprés un résultat déja cité les quantités w;, ..., w sont rationnelle-
ment indépendantes avec 1, donc d’aprés le théoréeme de Kronecker
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classique, quelque soit le point £ = (E;, ..., £x) de R¥, et ¥V n = 1, il existe
un entier g vérifiant :
max || — guwy|| < 1/n g=0.

1<i<k

- Nous pouvons prendre le méme entier g pour tous les points de R*
différant seulement par un vecteur & coordonnées entiéres c’est-a-dire
supposer £ dans le cube unité qui est compact. L’ensemble des £ corres-
pondant & un méme entier g est alors un ouvert, et ’ensemble de ces
ouverts recouvre le cube unité. On peut donc en extraire un recouvrement
fini. En appelant G (n) I'entier g maximum correspondant a ce recouvre-
ment on a donc:

VEER:, Jgtl que 0Kg<<G(n) et max, [|Ei— gwj|| < 1/n
< =

Nous pouvons supposer G (n) croissante, on pourrait d’ailleurs donner
un majorant pour G (n) (théorie des approximations diophantiennes non
homogenes) mais nous n’en aurons pas besoin ici.

4.2. — D’aprés le théoreme de Minkowski, il existe une constante
C > 1 telle que :

V& >0 et e>0, il existe un entier algébrique o = 0 appartenant au
corps Q (1) vérifiant les inégalités :
|a| < &
1B < e vi=1,..,k (¢))
Y| < C/(&*)

en appelant 3; le conjugué de o dans lisomorphisme de Q (t) sur Q (12)
qui transforme t en 1; et y le conjugué de a dans I'automorphisme de
Q (1) qui transforme t en 1/1.

i
La norme de o est égale a ay II (3 (3, c’est un entier rationnel non
1

nul donc sa valeur absolue est Z> 1. On en déduit que o satisfait également
aux inégalités :

|| > &/C
i8] > e/C Vi=1,..,k )
Y] > 1/(3¢%)

4.3. — Soit pour v > 1 une suite de solutions & (v), B (v), y (V)

du systeme (1) ol nous prenons ¢ = 1/v (en fait, on pourrait prendre
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le terme général de n’importe quelle série divergente), et & = & (v). On
pose & (1) = 1 et 'on définit ensuite par récurrence & (v) assez décrois-
sante pour que l'on ait:
1 1
b (v + 1) e+ < _2_5 (v) 18 soit & (v + 1) < _é_a (V) @) —G(v+1)
3
1 . 1 /v + 1\
v2k/8 (v) <—§-(v + 1)2/(v + 1) soit &(v + 1) <?< ” ) S (v)
| )

1
28 (v + 1) 80+l L > S(v) soit (v + 1) < —ch S (v) 180+

)]
od ¢ =min(1,t—1I)

et telle que, en désignant par m, 'entier vérifiant :

Log @CF* /8 )
X 2Cv?*/8(v) < 1™ soit my =1 + ™1 < v2 [—_____] 6)

Log~t
on ait en outre :

.t—G(v+1)—mu’

1
™ X 28(v + 1) 180D < — soit (v + 1) <
v

2 v?

Il est toujours possible de trouver une telle fonction & (v). Nous
noterons J I’ensemble des entiers n tels qu’il existe v > 1 avec

m<nSm.

Comme m, tend vers l'infini quand v — oo, lensemble J est de fré-
quence infinie.

4.4. — Soit e, une suite de nombres égaux soit a4 0 soit a 1 et tels
que la série:
M) ev/ v
y=1

soit divergente.
Posons |B; (v)] = g1 (v) de sorte que : B (v) = pi (v) e¥: ™).

Définissons alors par récurrence les quantités g (v), B; (v), R; (v), ¢ (v) de
la maniére suivante :

a— B (0)=0
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b — Si B,(v—1) a été défini alors R, (v—1) = |B; (v— 1)|,
1
¢ (v—1)=——ArgB,(v—1)
27

(et ¢1(v—1)=0 si Ry(v—1) =0 de sorte que:
Bz (V _— 1) = Rl (y — 1) e211rwl (v—1),

¢ — Une fois défini ;(v—1) g(v) =0 si & =0 et sinon g (v) est
un entier tel que:
0<eg(W) <GV

et

1 1
max “‘Pl(V)—(Pl(V— 1)—? + g(v) wl” < o

1<I<k

(d’apres 4.1 g(v) existe bien).

d — Une fois défini g(v) alors B;(v) =B,(v—1) + &, Bi(v) tf " de
sorte que :

Bi(wW= Z ef®d™®.
h=1
4.5. — Montrons que B;(v) teﬁd vers 0 quand v —> « pour cela
soit vy, vz, ... la suite des indices v tels que e, = 1. Par hypothése la

série X 1/v; est divergente. Si v est 'un des termes de cette suite :
j=1

B:(v) = Bi(v—1) + Bi(v) e#v ™o puisque 1; = e,

Pour alléger I’écriture supprimons l'indice ! qui n’intervient pas dans les
majorations :

R(v) e &) = R (v — 1) 4=1) + p(y) €2 (@ (V) +9 (V) @)
= e (=1 (R(v—1) + p(v) e @ W —vr—D+smo)},

En posant :
1
n=¢W—¢v—1) + g(V)w——7
1
on a par définition de g (v) “ n“ < — et la relation s’écrit :
v

R(v) €20 ) = g2 v=1) (R (y — 1) + p(v) elnt2am}
— e2imv (v—1) {R(V —_ 1) —_ P(V) ezmn}
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d’ou :

Ry) = lR(v— 1)—p) ez""ll < 'R(v— 1)——p(v)| +
+ Ip(v)l Il—-ez‘“ﬂl
mais :

1 2n
P(V)<7’ Il_e%m|<2an”<_v—-

donc :

2
RO)S|[RO—D—p0) |+ —.

Comme R(v) =R(v;) si v;<v<vj4r il suffit de montrer que
R(vj)) =r; tend vers 0 quand j— o (car la série X 1/y; étant
j=1

divergente, en particulier, la suite v; est infinie). Comme v; =1 >0
R(v;— 1) =0 et on a finalement :

n< P(Vl) + 27/vi, r,+1z< [r,—p(v,.;.;)l + 21t/Vf+1. (8)

Montrons tout d’abord qu’il existe une suite partielle infinie telle
que lorsque I'indice j tend vers I'infini sur cette suite partielle, la quan-
tité r; tend vers 0. Plus précisément montrons que pour une infinité
d’indices j on a: r; < p(vi+1) < 1/vj41.

S’il n’en était pas ainsi il existerait un indice j, tel que pour
j=jo: r; = p(vs41), on aurait donc: |r,——p(v,+1)| =r;—p(vj+1)
et d’apres (8) : pour
27 2n

2 < r,—l/(C Vj+1) + 2
Vi+1 Vit

iz ripa<rp—p(vip) +
d’apreés (2). On aurait donc en faisant la somme membre 2 membre :
b b
0 < r,o.,.;, < l'jo—— ‘21 l/C Vjo+4 + 2n 421 1/V;20+{

soit

h h
T v < Crj;, + 2nC X l/ng.H
i=1 i=1

mais lorsque 4 — o , le premier membre n’est pas borné puisque la série

% 1/v; est divergente tandis que le deuxiéme membre I'est puisque la série
1
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<0

I 1/v} est convergente, il y a donc contradiction.
1

Soit maintenant un nombre réel quelconque ¢ > 0. La série X 1/v;
1

étant convergente, il existe j; tel que:

27 I 1/vi<e/2 et, 1/vj41 < e/2
j=4+1

et nous venons de montrer qu’il existe j» tel que jo=>ji et r, <e/2.
Alors pour j=>j, ona:

i
oO<nn<e/2+2n T 1/vi<e &)
t=1+1
ce qui achéve la démonstration.
Montrons (9) par récurrence : c’est évident pour j = j.. Supposons
(9) vraie pour j et montrons-le pour j + 1 on a donc

j
n<e/2+2n I 1/v¢

C—j’+1
Mais alors ou bien r; << p(vj41) et d’apres (8)

ri1 < p(vyg1) — 1y + 27/vi1 < 17y
+ 2%/\1]2.4.1 < 1 8/2 + 21'5/Vf+1

d’oll a fortiori I'inégalité (9) ou bien r; > p (v;41) et alors d’apres (8)

N1 Sri—pi1) + 27/via <1 pet
+2m/vii1<e/2+2mn T 1/vi

t=f+1
ce qui est bien I'inégalité (9).

4.6. — Posons maintenant

AWV)= X eat)r®
h=1

COI= T ery() 1/

A(v) est un entier algébrique du corps

Q(t) et BI(V)’ Bl(v) (l=1’ ooy k)’
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C(v) sont ses conjugués respectifs. Donc quelque soit l'entier n>=0
le nombre :

k
Uy =A) ™ + C(v) 1 +l>:1{B,(v) w+ B (10)

est un entier rationnel. D’autre part, d’aprés l'inégalité (1)
e a(h) ¥ | < 8(h)

mais d’aprés linégalité (3) on voit que la série de terme général
8(h) 1™ est convergente. Il en résulte que la série de terme général
e, a(h) ¥ ® converge vers un nombre A et que I'on a toujours en utili-
sant I'inégalité (3) :

ll—A(v)l < 28(v + 1) 180+, ain
D’autre part, en utilisant I'inégalité (4) et I'inégalité (1) il vient :
C[Cw|<2CvEEW) 12)

Enfin lorsque v restant fixe, n varie la quantité
k
IZI{B,(V) 7 + Bi(v) 17 }

k
reste bornée par: 2 I |By(v)| qui d’aprés le paragraphe 4.5 tend vers
la=1

0 quand v— 0.
4.7. — Soit alors n tel que m, < n<mj ona:
At ]| S A" — | < A —AW) | * + |[CW) |/ + 2 él |B:(v) |
d’ol :
AT < 28(v + 1) 10 0+D m + (2C v3/B(v)/7m + 2 1_§1 B
et d’apres les inégalités (6) et (7)
IAt*]] < 2/v2 + 2 l}::l |B.(v)|

donc - [|A 1" [ tend vers 0 quand v tend vers linfini, c’est-a-dire quand
n € J tend vers Pinfini.

4.8. — Nous avons donc montré que pour tout A somme d’une
série

X ega)pw™ on a: ﬁ”)\t"]] =0.
ncd

he=1
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Il reste 2 montrer que I'ensemble des A distincts ainsi obtenus
quand on donne aux e, des valeurs quelconques zvec toujours e, =0

®©

oulet X e,/h divergente a la puissance du continu.
1

Mais I’ensemble des suites (e;) satisfaisant & ces conditions a la puis-
sance du continu car on peut prendre par exemple e, =1 si & pair ce
qui rend la série divergente et ensuite e, quelconque si # impair ce qui
donne bien la puissance du continu.

11 suffit donc de montrer qu’a deux suites e, distinctes correspondent
des nombres A distincts. Soient donc :

A=Zeah)r®, N=2Ze am ™
1 1

deux nombres correspondants a des suites distinctes et supposons A = X’.

Soit # I’entier minimum tel que e, 5= e, et soit par exemple e, = 1,
er =0 alorssi v<h g(v) =g ().

En effet, sinon soit v, le plus petit entier tel que g(v) =g (v) et
vo < h on a alors:

L 0
> e, a(v) TF(V) = e; a(v) -cll' ),
Yo Y

Comme si e, =0 g (v) = 0 par définition on a donc tenant compte de

ey, = ey, €y, = 1

d’ot :
©
l“(V’O)I IT'” () — ¥’ (%) [ < I l“(v)l Iev W el g9 I
v=y,+1

mais quelque soit v :

ey 19 ) — ey 19| K 18 et [19 ) — 17" 00 | > 1 —1
puisque
8 (vo) 7~ & (vo)
d’ot :

0

[a(vo)|(x—1) < El e (v) |18 ®

o

et tenant compte de (1), (2), (3).
a(VO) ('C —_— 1)/C < 25(\10 <+ ]) 76 (v, +1)



SUITES PARTIELLEMENT RECURRENTES 207

ce qui entraine une contradiction avec (5) donc g(v) =g (v) pour
v < h. DeA= )" on tire alors:

L] «©
2 aaW)vP =32 eav)v®
v="h v=nh
soit en vertu de ’hypothese faite sur e, et ej

©
a(h) ‘tﬂ () _— z a(v) {e; tﬂ' w) ey (<4 (V)}
v=h+1

donc :
o
la(h)l 7 (B) < Y '“(V)l |e$ e, 1a(v)|
v=h+1

et a fortiori

«©

e < I |a(W)|¢®
v=h+1

en tenant compte encore de (1), (2), (3)
S8(h)/C < 28(h + 1) 16 *+1D)

Ce qui entraine une nouvelle contradiction avec (5) et achéve la démons-
tration.



CHAPITRE V

DEVELOPPEMENT DE TAYLOR. FONCTIONS ENTIERES

Introduction .

Soit f(z) une fonction méromorphe & linfini admettant dans un
voisinage de linfini le développement :

f@=E@ + I u,/z*** od E(z) est un polynome en z.
n=20

Nous appellerons rayons d’holomorphie de f le rayon de conver-
gence de la série représentant f (z) — E (2) et rayon de méromorphie la
borne inférieure des nombres réels p > O tels que f (z) soit méromorphe
pour |z| > p (& distance finie).

Soit f(z) nulle & linfini (c’est-a-dire telle que E (z) =0). Si le
rayon d’holomorphie de f est strictement inférieur a 1 et si u, est entier
quelque soit n entier, alors u, est nul a partir d’un certain rang et f (z)
est un polyndme en 1/z. Il n’en est plus ainsi si nous imposons seulement
a u, d’étre entier sur un ensemble de fréquence infinie, par exemple la
fonction :

f@@= 2 (172 )N ou N (k) =22
k=0

a pour rayon d’holomorphie 1/2, son développement est & coefficients
entiers pour n = N (k), c’est-a-dire sur un ensemble de fréquence infinie
et ce n’est manifestement pas une fraction rationnelle.

La seule chose que nous pouvons dire sur de telles fonctions (rayon
d’holomorphie < 1 et u, entier sur un ensemble de fréquence infinie)
c’est que les w, sont nuls sur un ensemble de fréquence infinie : Ostrowski
a montré par application du principe des 3 régions [4] qu’une fonction
dont le développement a ses coefficients nuls sur un ensemble de fréquence
infinie, est limite uniforme d’une méme suite de polyndmes dans tout
domaine fermé ol elle est prolongeable a partir de l'infini.
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Plus précisément,

soit f(z) = X wun/z"*t' ; wu, nul pour n € J,
n=0
si 'ensemble J est de fréquence infinie, il existe deux suites d’entiers m,
et my tels que:

nelsimn<m et m/m—> o quand v— .

Si nous posons alors :

m —1

P,(1/2) = T u,/z*+!
n=0

dans tout domaine fermé ou f est prolongeable a partir de linfini, f est
limite uniforme des polynémes P, (1/z) (& condition que le domaine ne
contienne pas l’origine).

En particulier f est uniforme et nous pourrons parler de son domaine
d’holomorphie ou de son domaine de méromorphie. Il en résulte que si
f est une fonction algébrique, f est nécessairement une fraction rationnelle.
Ceci résulte également du théoréme de Roth sur le corps des fonctions
méromorphes a l'infini et grace a ce théoréme il suffit pour conserver le
résultat que la fréquence de I’ensemble considéré soit strictement supé-
rieure & 1. En considérant ensuite le développement d’une fraction ration-
nelle, on voit alors que nécessairement f doit étre un polyndme en 1/z
ce qui généralise pour les fonctions le résultat établi dans la remarque de
la fin du chapitre 3.

DEFINITION. — Nous appellerons fonction d’Ostrowski une fonction
méromorphe a Ulinfini et dont le développement au voisinage de linfini
a ses coefficients nuls sur un ensemble de fréquence infinie.

Une telle fonction est d’aprés ce qui précede uniforme et limite
uniforme sur tout compact dans son domaine d’holomorphie des fonctions
E (z) + Py (1/z) les P, ayant été précédemment définis et E (z) étant la
partie principale relative a I'infini (c’est-a-dire un polynéme en z).

LeEMME. — Une fonction d’Ostrowski, ne peut avoir a distance finie
de singularité isolée distincte de l'origine. En particulier son rayon d’holo-
morphie coincide avec son rayon de méromorphie.
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En outre, si une fonction d’Ostrowski est méromorphe a lorigine,
C’est la somme d’un polyndéme en 1/z et d’un polynome en z.

Démonstration.

Soit f(z) =E(2) + I u,/z"+?
n=0
ol E (z) est un polyndme et soit a une singularité isolée de f & distance
finie.

Supposons que I'on ait a 54 0, alors, il existe un cercle y de centre a
enticrement contenu dans le domaine d’holomorphie de f tel que I'origine
soit & l’extérieur de ce cercle. Les coefficients du développement en série
de Laurent de f sont donnés par :

Vg =

— [f(@ (z—a)*~1dz kecZ
2171 Y

mais, y est compact donc sur y il y a convergence uniforme vers f (2)
des quantités E (z) + P, (1/z) donc:

v_, = lim f{E@ + P, (1/2)} (z —a)*' dz.

V> o 21'1: v

Pour ¥ > 1 la quantité sous la limite est nulle donc v_; = 0. C.q.f.d.

D’autre part si a = 0 et si f est méromorphe a 'origine, il existe K
tel que sur un cercle ¥ contenu dans le domaine d’holomorphie de f et
centré a l'origine on ait :

— [f(@)z*dz=0 pour k =K
2imt ¥

on a donc:
1
lim Y [{E@®@ + P,(1/2)} z*dz=0 pour k =>K
v @ 17T y

Mais la quantité sous le signe limite est constante dés que m, > k et égale
3 uy. On a donc u; = 0 pour k = K.
Dol :

K~-1

f@=E@ + Eo w1, Cgfd.

Remarque. — On peut montrer de la méme manicre que le domaine
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d’holomorphie de f est simplement connexe sur la sphére de Riemann
quand E (2) est une constante.

1. Généralisation d’un résultat de Borel [2].

THEOREME. — Soit f (z) holomorphe a Uinfini et admettant le déve-

loppement T u,/z"+1. Soit po le rayon de méromorphie de f.
n=0
Si po < 1 et si u, est entier pour n € J o 'ensemble J est de
fréquence infinie, alors, f est le quotient d’une fonction d’Ostrowski dont
le rayon d’holomorphie est inférieur ou égal a p,, par un polynéme a
coefficients entiers dont les racines sont des entiers algébriques.

Remarque.

Il en résulte que f est uniforme, n’admet qu’'un nombre fini de
péles qui sont tous des entiers algébriques et n’admet pas de singularités
essentielles isolées sauf peut-étre l'origine. Si f est en outre méromorphe
a Plorigine il en résulte que f est une fraction rationnelle.

Démonstration.

1.1. — Soit K un nombre réel supérieur 2 1 et au rayon d’holo-
morphie de la fonction f, soit p un nombre réel tel que po < p < 1. Par
hypothese, il existe un polynéme Q (z) = z* + a;2t~! + ... + «; tel que
Q (2) f (z) soit holomorphe pour lzl = p et borné dans ce domaine.

On a donc

]u,,ISClK”, Q (ua) = Jtea1=0 Q (@) f(D) 2" dz

2in
d’ou :

|Q (@] < Cs "
C, et C, étant des constantes ne dépendant pas de n. (Nous pouvons éga-

lement supposer C; > 1).

Dans toute la suite nous nous donnons un entier v >0 et nous
appelons C,, C, ... les constantes indépendantes du choix de v.
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1.2. — Considérons le déterminant de Hankel :

Un oo Unii
Dn,k =

Unix oo Uni2k

Une combinaison classique de lignes et colonnes donne pour k = ¢

Uy o Unyt—1 Un e Unti—t
Unpt—1 oo Unt2t—2 Uppt—1 oo Upir—1
D, .=
”;k ’ ’ ” v
Un vee Ungt—1 Uy oo Untr—t
’
Unipk—t oo Unil—1 u:-)-k—t u1:+2k—2t

avec :
up = Q ((Un)) , un'=Q () = Q* ((ua)).

La majoration d’Hadamard donne alors :
D, 1| < (Cs K*)* (Cq p)F—t 41 < {Cp pn K/ (Bt 1) i
Quand k— o t/(k—t + 1) — 0 donc, il existe Cq tel que
k>=Ce— pK¥/k—t+1) < 1
et par conséquent: 3 C; tel que:
k=Cq , Ci> [D,,,,,I <1
Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer Cq entier égal a H.

1.3. — Par hypothése sur I'ensemble J, ¥V A > 1 et ¥ x, 3 x entier
> xotelque n € J pour x < n < Ax.

Nous prendrons xo = A = v.

Alors, si v=Cy , |D,.,H( est entier pour x <n< Ax—2H et
inférieur & 1, donc nul.

En vertu du théoréme 1.4 a du chapitre I, il existe donc un systéme
canonique (P ; m, m’) pour la suite u, tel que

degré de P<CH
{ L<xsm<x+H, M=m'—m>=>2x(A—1)—2H

(avecxo=A=v, (P;m,m) = P, ;my,m,)).

1.4. — Appliquons le lemme 2.2 du chapitre I.
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En posant
P(@@)=aoz*+ ..+ a, (a0 > 0)
a}! divise Dy, ,—; donc af < ID”‘-“ll'
Tous les coefficients de Dy, ,1 sont majorés par :
C1 Km+2l-—2 < C1 Km+2H—2
donc :
ID,,._._1| < 5! (CKr+2E-2)s JH | (Cy Km+2E-2)H — Cy K™H,

On a alors:
< CY/MKmE/M

quand v — o
M=m'—m>=2x(A—1)—2H>v(v—1)—2H
tend vers I'infini
m/M<K (@ +H/xA—1)—2H)

tend vers zérocar x = o et A =v—> «;

donc C3/MKmH/M 5 1 dés que v est assez grand cette quantité est infé-
rieure & 2 donc a, égal & 1. Donc, dés que v est assez grand les racines
de P, sont des entiers algébriques.

1.5. — Montrons qu’il n’existe qu'un nombre fini de polynémes P,
possibles. Ils sont de degré borné par H, ils sont a coefficients entiers, il
suffit donc de montrer que leurs coefficients sont bornés ou ce qui revient
au méme ici que leurs racines sont bornées.

Mais d’apres le lemme 2.3 du chapitre 1 si { est une racine de P
on a:

soit |§, K soit |§,M-'+1 < (2K2C)* KM+tme / [D,,. ,_1|
Ici s < |D,,. ,_1‘ est un entier, donc.on a:
soit ]§| K soit |[g[M-H+! < C, KMH+mH
Cest-a-dire |g| < Cp K Mr+mi)/ (M—H+D)

Il suffit donc de montrer que (M + mH) /M —H + 1) est bornée.
Mais :

M+mH)/ M—H+1)SM+Hx+H)/ M—H+ 1)
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et
M+2H M+2
< < H

X' A S

—<M+2Hsiv>2
v—-

d’ol :
M+mH/ M—H+1)<MMH+1)+3H)/ M—H + 1)

Quand v - w0, M — o et la quantité du second membre tend vers une
limite finie égale &8 H + 1. Donc le premier membre reste borné. C.q.f.d.

1.6. — Les polyndmes P, étant en nombre fini, il existe donc un
polynome P fixe tel que P, = P pour une infinité de v et d’aprés 1.4 les
racines de P sont des entiers algébriques.

En ordonnant la suite partielle de v ainsi définie, on a ainsi deux
suites de nombres m;, m telles que : (P ; my, m; ) est un systéme canonique
pour u,.
et

m{+s—2 s—2 M;

—_—1 4 +
m; m; m;

(puisque m;<x +H Mi>2(v—1)x—2H, x = v— «).

—> o quand i—

Soit alors J* I’ensemble des n tels que: n € J* < 3 i
mnmi+s—2.
J* est manifestement de fréquence infinie, en outre P ((4,)) =0

pour n € J*.

Mais [P ((un))| < CK"% la série X P ((un) / z"+! est convergente

n=0
pour |z| > K et I'on a dans ce domaine :

P@f@=EQ + 350 P ((un)/2+1

ol E (z) est un polyndme en z de degré au plus s — 1.

Mais, comme P ((u,)) est nul sur un ensemble de fréquence infinie,
il en résulte que P (z) f () est une fonction d’Ostrowski. Or P (z) f (2) est
méromorphe pour ‘z[ > po, donc d’apres le lemme est holomorphe dans
ce domaine, ce qui achéve la démonstration.
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2. Fonction holomorphe en dehors d’un cercle non centré a l'origine.

THEOREME. — Soit f(z) une fonction holomorphe en dehors du

cercle |z— 1| < po < 1. Soit toujours f (z) = X un/z"*! le développe-

n=0

ment de f (z) autour du point a linfini (valable pour Izl > 1 + po).

Alors, si u, est entier pour n € J ensemble de fréquence infinie, f (z)
est une fraction rationnelle a coefficients entiers admettant pour seul pole
le point z = 1.

Remarque.

Ce théoréme ne résulte pas du théoréme précédent car le fait que
u, soit entier pour n € J n’entraine pas a priori que les coefficients du
développement en série de puissances de 1/(z— 1) sont entiers sur un
ensemble de fréquence infinie. Nous le donnons ici, car il nécessite moins
d’hypothéses et donne un résultat plus fort que la généralisation du théo-
réme de Polya que nous donnerons au chapitre suivant. D’autre part il
entraine I'importante application aux fonctions enti¢res que nous verrons

au paragraphe suivant. Pour faire la démonstration nous aurons besoin
d’'un lemme :

LEMME. — Soient N et L deux entiers positifs; considérons le
systeme d’équations a N inconnues xg, ..., Xx—1

N-1 L+1
= X X pour 1=0,.,.N—1.
v=0 v

a) Ce systéeme est un systéme de Cramer et si les y, sont des entiers
rationnels, il en est de méme des x,;

b) on a:

max |x | <<K2%+L max |y
v=0,...,N—1 1=0,...,N—1

0 VK>1, 3C>0 tel que si L >CN alors:

max |x|<<KE max |y
v=0,...,,N—1 1=0,...,N—1
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Démonstration du Lemme. — La partic a est bien connue, elle se
montre en formant les différences des quantités y;. Pour démontrer b
et ¢ considérons le polynéme :

P(z)=N§1xy<z)

y=0 v

Ce polyndme est de degré au plus N — 1, il est parfaitement déterminé
par ses valeurs Yy, ..., ¥v—1 aux points L,..,L + N—1 ses coeffi-
cients sont donc des formes linéaires par rapport aux y;. Les x, sont
alors donnés par les relations : -

/

X=X (— 1)n~v(") P(v).
=0 v

Ce sont donc des formes linéaires par rapport aux y; et pour calculer

le coefficient de y; dans x, il suffit de prendre le polynéme P, parti-

culier correspondant 38 =0 si As%! et y,=1. Ce polyndme

P=P,; est de la forme:

—L
P:C(ZN )/(z—(L+l)) oli C est une constante

1 (@L+L)C+L—1)..C+—L—I+1) L +—L——1)..L+—L—N+1)

C N!

d’ou :
] N—1
C=(— 1)3—’—1N( ] )

on a alors si
OS<vgEN—1 et L>v

N—1 L—v)..L+N—1—y 1
lP(V)KN( ! x < : (LN! )XL+t—v'
Or:

N(N—l):(l+l)< N ) LgL
l l1+1 L+1—vy
L—v<L+1., L+N—1—v<L+N
donc :

o< (2R ()
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Si L v alors P(vy=1 ou O (selon que I+ L est égal 3 v ou
différent de v) et la majoration donnée est encore valable. Par ailleurs

n

v=0

z ( n) =2" < 2%, le coefficient de y, dans x, est donc borné par
v

L+N
22N < N ) et les y; sont au nombre de N <<2¥ on a donc fina-

lement :

L+ N
max  |x"| <23N< max |y
N—1 N 1=0, ...,N—1

v=0,...,
La partie b se déduit alors immédiatement de cette majoration en
L
Pour montrer la partie ¢ utilisons la formule de Stirling :
3Co tel que N!>=Coe NN
Co > 0 ne dépend pas de N, on a alors:
N+L (N + L)¥
<—
N N!

Quand x— o, (1 + x)/?— 1. Donc étant donné K, avec 1 < K, < K,
il existe une constante C, telle que:

(L +
prenant

(/L + N\¥
< (52)

x>C —> (1 + 0* < K,.
Alors si

L + N\¥ L\X)*
L>C:;N ( N ) =[<1+F)L] < K¥

max |xv| < C,; 23N N K% max ly,i.

Dou:

11 suffit de montrer que pour

K\L
L>C;N C, 23“‘eN<<K—O)

K
ce qui est évident puisque T >1 en prenant C; assez grand. Si

0
L>CN ou C=max(Cs Cs) on obtient bien la majoration c.

Démonstration du théoréeme. — Nous allons montrer que les coeffi-
cients du développement en série de Laurent en puissance de z — 1
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sont des entiers. Comme f(z) est holomorphe pour Iz— 1| > po et
que po < 1, il en résultera que ces coefficients sont nuls a partir d’'un
certain rang d’ou le résultat.

2.1. — Soit p un nombre réel tel que po < p <1 et soit ' le
cercle |z— 1) = p parcouru dans le sens direct. Soit d’autre part K
un nombre réel tel que '

1<K<1/p, dou pK=r<1.
Enfin posons :
M = max |f(2)|.
z¢ll

Nous désignerons par Ci, C, ... les quantités qui ne dépendent que
de p,K,M et non des autres nombres que nous introduirons. En parti-
culier on désignera par C(K) la quantité définie dans la partie ¢ du
lemme précédent. Posons alors pour n >0, k> 0:

vn,k=~i—f $@) 2 (2 — 1)+ dz
2imt Jr

En prenant un cercle C centré a I'origine de rayon > 1 + pon a:

1 1
Vn,Oz‘T—‘/‘f(Z)Z”dZ—_—'——_—f f(2) z* dz = up.
2it Jr 2it Jo

D’autre part, la fonction f(z) admet pour |z— 1| > p, le développe-
ment en série de Laurent :

f@= Z von/(z— 1)+
n=0 .
Comme la majoration de la quantité sous l'intégrale entraine I'inégalité :

|vas| SM(L + )" -2 M

nous en déduisons que, lorsque n— o, vy ,— 0; il suffit donc de
montrer que les quantités v, , sont des entiers pour prouver le théoréme.

2.2. — En développant sous l'intégrale (z — 1)* selon les puis-
sances de z, et z*¥ selon les puissances de z— 1 nous obtenons les
égalités :

i=0

k k
Vaktn = 2 (— 1)¥—4 ( ; > Vati,n 2)

k k
Vatin = X (i ) Vo, ht-4e 3)

1=0
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De I'inégalité (1) nous tirons P'existence de deux entiers C, >1 et
C: =0 tels que:

k = C;n, n=2C —> |vai| < 1. 4)

2.3. — Calcul des vo,, quand u, est entier pour m< n<<Bm
(ol m et B sont des entiers vérifiant)

mZ=C, et B=>1+C, + CK)).

— Par hypothése v, , est entier pour m < n < Bm, d’aprés la for-
mule (2) appliquée en prenant £ =0, il en résulte que va; est entier
pour m + k< Bm clest-a-dire k< (B—1)m. Posons s=Cym
comme m = C, il résulte de (4) que:

Vo, e =0 pour sKkLSB—1m. )
Appliquons alors (3) avec h == il vient finalement :
Ve =0 pour 0<k<B—1—C)m (6)

— Ceci va nous permettre d’exprimer vy, comme un polyndme en n
pour n = s. En effet, en appliquant (2) avec n =0, h =, il vient:

y=

k k
Vo,k4s = 2 (— 1)k (v ) Vi,s

Posons alors Ay = (— 1)” v, , d’aprés (6) A, est nul pour

mv<(B—C)m

on a donc:

v=0 A

m—1 k
= D voppe= 3 xv( ) pour  0<k<®B—Com ()

(si Kk <m—1 cette formule résulte du fait que

k
( ):0 pour 0<k<y).
v

— La formule (7) montre que |vo x+s| ne varie pas trop rapidement,
or d’aprés la formule (1) nous voyons que lv"-"+‘| est petit quand &
est grand, il va en résulter que |v0,k+,| sera également petit quand k
est petit et pour le montrer nous allons d’abord majorer les coefficients
A» au moyen du lemme.



220 GERARD RAUZY

En effet, posant
L=B—C)m—(@m—1), N=m, yi=(—1)"""vor114s

pour 0 <IN —1 les A, sont solutions du systtme étudié dans le
lemme. Or L > B —1—C;)m > C(K)N on peut donc appliquer le
résultat ¢ du lemme, c’est-a-dire :

max X[ <K' max |y <Kt Mpl+e+t  dapres (1)
1=0 N-1

v=0,...,N—1

=0, ...,

d’ol en reportant dans (7)
lvo,k+,| L Cg2kr®B-1-Chm pour Ok (B—C)m (8)

— u, s’exprime en fonction linéaire des v, pour 0 < k<nm avec
des coefficients qui ne sont pas trop grands. Les v, ; étant négligeables
d’apres la majoration précédente pour k = s, u, s’exprimera a une quan-
tité petite pres en fonction linéaire seulement des v, ; pour

o<k s—1.
Les formules sont les mémes que dans le lemme, les v, pour
0<kSs—1

s’exprimeront en fonction linéaire a coefficients entiers de s quantités u,
avec des indices consécutifs avec une erreur qui sera d’autant plus petite
que ces entiers seront petits. En les prenant le plus petit possible de
maniére & ce qu’ils soient entiers, on en déduira que les v, , seront
presque des entiers pour 0 <Ak <Ks— 1.

De manicre précise, on a d’aprés (3) appliquée avec h=0, n =0

n
n
Uy = 2 . Vo, ¢
i1=0 1l
Posons alors :

8—1 n _ n n .
w,= X (,)vo_i, W,= 2 (l_)vo_, =0 si n<ys).

=0 l

On a d’apres (8) :

"u';,,] < Cgr®-1-cm 3 <n> 20K Cy X 3% X pB=1-Cym
l 4

i=8
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pour 0.<n < Bm. Les systtmes d’équations :

&—1 m+1
u,,._H = 2 Xy ( ) (9)
v=0 \
pour l=0,..,5s—1
et
8—1 + 1
P = T (’” ) (10)
=0 v

pour l1=0,..,5s—1

ont d’aprés le lemme a une solution unique, et comme

8—1 n
Wp= X Vo,v( )=un—W"

on en déduit que :
Voop=Xy— X, pour v=0,..,58—1.

D’aprés le lemme a les x, sont entiers puisque u,,; est entier car
m<m+1l<m+ s—1<<Bm et nous pouvons majorer les solutions
du systeme (10) en utilisant le lemme b :

max  |%| < (Cs X 3m+e=1 X pB=1=Cym) X 2ds+m L C,(Cs r®)™,
v=0,...,8—1

Donc il existe s entier xo, ..., X;—1 tels que:
'vo,k—xk[<C4(C5rB)'” pour 0<k<C1m——1. (11)
2.4. — Fin de la démonstration.
Comme r < 1, il existe Cg tel que B>Cq —> C5r® < 1/2.

Choisissons alors A=1 + max (Cq,1 + C; + C(K)).

Par hypothé¢se J étant de fréquence infinie, il existe une infinité de
m=C,; tels que n € J pour m<<n < Am donc tels que u, entier
pour m << n << Bm (< Am). Nous pouvons alors appliquer le résultat
précédent et tenant compte de C; > 1 on aura en particulier : pour une
infinité de m il existe des entiers xi™, 0 <k m—1 tels que:

lvo,k—xé"”] <Cy2-™ pour O0hkSm—1.

Dés que m est assez grand C, X 2™ < 1/2 les entiers x{™ sont
fixes et égaux par conséquent aux vo ; qui sont donc entiers, c.q.f.d.
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3. Application : fonctions entiéres prenant des valeurs entiéres
par un ensemble d’entiers,

Soit f(z) une fonction entiére, et définissons la quantité :
— 1
a(p) = m —log |f(re))|

Nous nous proposons de généraliser un résultat de Polya [7].

THEOREME. — Si f(n) est entier rationnel pour n € J ou J est
un ensemble de fréquence infinie et si

a(@) <k<Log2, Vo 0<o<2n

alors, f(z) est un polynome en z.

Remarque.
Plus précisément, f(z) est une combinaison linéaire & coefficients

. A . . z . z . z
entiers de polynomes d’interpolation < ) (n € N). Ceci résulte immé-
n

diatement une fois montré le théoréme du premier résultat donné dans
Pintroduction & ce travail (c’est-a-dire aussi du lemme a du paragraphe
précédent).

Démonstration.

C

La série F(x) = X f(n) e converge pour e®? > o(0). On
n=0

sait (voir par exemple [6]) que F(x) a comme seule singularités les sin-
gularités de la transformée de Laplace de f et les translatés de ces sin-
gularités par les translations 2kmi (k € Z).

Ici la transformée de Laplace de f est holomorphe pour
le>ac et a<Log2<m.

Dans la bande —n < J () <n, F(x) est donc holomorphe
pour |x| > « etl'on sait alors que si y est une courbe située dans cette
bande et entourant le domaine ’x| <o ona:

@)= —i—f e F (x) dx.
2im v
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Désignons alors par ¢(z) la fonction admettant pour |z| > e*©® le
développement :

2 fm
o=
11 suffit de prouver que ¢(2) = @ (zl))’ ou A(z) est un polyndme

en z. En effet on a alors :

1 [ A@
2im fy “Ce—n Z=0

1 /’ er (X—l
dx =
2in Jy (e2—1)° s—l)

est un polyndme en A, ce qui montre en développant A(e®) que f(2)
est un polynéme en z.

et

Mais ¢(z) est holomorphe a 'extérieur du domaine transformé de
|x] <« par e®=z. En particulier si po= max |e*— 1|, ¢(z) est

]mlga

holomorphe pour ]z—— ll > po. Comme
,e"——llgel"l—l et que e*—1<es2—1=1 ona p<1.

Le théoréme résulte alors du théoréme du paragraphe précédent
appliquée 2 la fonction g(2) = ¢(z) — f(0).



CHAPITRE VI

GENERALISATION D’UN RESULTAT DE POLYA [8]

Notations. — Etant donné un compact S du plan complexe, nous
noterons 1 (S) son diamétre transfini [8]. Si Ty (z) désigne pour k =0
les polyndmes de Tchebischev de S et si 1 = max |Tx(z)|, nous

2€S

noterons S* I’ensemble des points z tels que IT" (z)| <uVkZ=0.

Nous supposerons S infini de sorte que les polynomes de Tche-

bischev de S seront déterminés de maniére unique (sinon nous poserons
S* =8).

Il est évident alors que S*DOS dot 1(S*)=>1(S). Maisily a
égalité car :
7 (S*) < lim 14/*= 1(S), dout 7(S*) =1 (S).

D’autre part les polyndmes de Tchebischev de S* sont les poly-
ndmes T, en vertu de l'unicité des polyndmes de Tchebischev pour S.
Il en résulte en particulier que I'opération S — S* est une cl6ture (au
sens algébrique).

Les théorémes 1 et 2 du chapitre précédent suggerent alors un
énoncé du type: si f(z) admettant au voisinage de linfini le dévelop-
pement I u,/z"*t! est holomorphe en dehors d’un compact de diamétre
transfini inférieur & 1 et si u, est entier sur un ensemble de fréquence
infinie alors f(z) est le quotient d’une fonction d’Ostrowski par un poly-
noéme dont les racines sont des entiers algébriques.

En fait, ne pouvant pas borner le degré de la relation de récurrence
par un nombre fixe (ce qui déja empéchait d’avoir un théoréme plus fort
au chapitre 2 dans le cas ol I'on suppose seulement 6 réel > 1), nous
ne montrons qu’un résultat plus faible.

THEOREME. — Soit J un ensemble d’entiers, tel que pour tout nom-
bre réel A > 0 il existe une infinité d’entiers x pour lesquels :

VnEN, x<n<Ax® —>ne€ld
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Soit, d’autre part, S compact de diamétre transfini strictement infé-
rieur @ 1 et soit f(z) une fonction holomorphe en dehors de S et
admettant au voisinage de linfini le développement :

f@ = I u./z"+.
n=0
Alors, si u, est entier pour n € J, il existe une suite de fractions
rationnelles A, (z)/B. (z) telle que dans tout domaine fermé ou f est
prolongeable a partir de Uinfini, f est limite uniforme des fractions
A, (2)/Bv (2) de sorte qu’en particulier f est uniforme et admet donc un
domaine d’holomorphie maximum. '

En outre les racines de B, appartiennent @ I'ensemble fini des entiers
algébriques du complémentaire du domaine d’holomorphie de f, qui
sont ainsi que tous leurs conjugués dans S*, et éventuellement du point
2z =0 s'il n’est pas dans le domaine d’holomorphie de f.

Démonstration.

Dans toute la démonstration nous nous donnons un entier v et
nous désignons par C,, C;, ... les constantes indépendantes de v.

1 — Soit p un nombre réel tel que t(S) < p < 1. On sait qu’il
existe alors un compact S’ de frontiere I' formée d’arcs analytiques
contenant S en son intérieur et de diamétre transfini " < p. Désignant
par V, les polyndmes de Tchebischev de S’ on a:

lim (mas}F Vi@ | < <p

k>o 2¢

on peut donc écrire pour k>0

Vi@|<Cop* Vz €S et en particulier sur T
Si nous désignons par D, ; le déterminant de Hankel

Un Un it
Dn,t =

un+t un+2t

une combinaison classique de lignes et colonnes montre que :

Voo Vor
Dn, t—

Vo Vi
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ol
1
Ve = T To () = —— f Ty () To(@ 2 £(2) dz
2int Jr

I’ étant prise dans le sens direct. On en déduit
lv;,,k[ < C K" p*t*  (en particulier [u,,' = [voo[ <C K"
et grice a la majoration d’Hadamard :
ID""I < (Co Kn pi/2)i+1,

Il en résulte que: n>Cs, t=Cin—> ID""I <1 et nous pou-
vons supposer C, entier.

2. — Dr’apres ’hypothése sur J, V v entier il existe un entier x
tel que :

v<x, x<n<vxX—>necl 1
c’est-a-dire u, entier.

1
D, est donc un entier 0 <k < 5 (vx2—ux), et si v=GCy
k= Cyx, D, est nul d’aprés les inégalités précédentes.

En vertu du théoréme 1.4 b du chapitre 1, il existe donc un systtme
canonique (P, m, m’) dépendant de 'entier v tel que si

P=az+ . +a.
0<s<Cux; xa€sm<Lx+Cux

, 51 5 .G 1 e c 2
M=m— — vy —f—F+ — ) x=—vx*—Cx
m/4v (4 2) 4v 5

3. — Par application du lemme 2.2 du chapitre 1
'S [P o-1| < C:KPpe-12p (CK™Y (i 5=0, P=1)
1
dodt ao < (C; KO+002)0a / (T va? — G x)

quand v — o la quantité du second membre tend vers 1 carsi v > A
elle est-inférieure a:

1
(C K +00n)Ce / <T Ax?2 —Cq x)qui tend vers K+(1+0)0/A

quand v donc x— « et quand A— o cette dernire quantité — 1.
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Comme q, est un entier > 0, dés que v assez grand (v > Cg) la quantité
du second membre est < 2 donc a, = 1.

4. — Par application du lemme 2.3 du chapitre 1, si { est une

racine quelconque de P dans le corps des complexes ou bien ig] <K
ou bien

lclu_..n < 2 K2 C)® KM+ms car |D,,,',__1| =1 puisque entier.

Dans ce dernier cas:

g < Y/ M—et1) K(l"'—'::_)/(l—s_nt(l

52 ms tent borné t.s‘——-l
restent bornés e
m—s+1" M

vertu de (2). Donc ¢ reste borné et, on a quelque soit v Igl <Cq.

et quand v — oo,

—>0 en

5. — Soient alors Ty (z) (k = 0, 1, ...) les polyndmes de Tchebischev
de S et posons: 1, = max [T (2)|. Soit ¢ un nombre réel > 0 et k
2€S

un entier. Si nous désignons par y la courbe algébrique :
ITk (z)| = 1% + &/2 parcourue dans le sens direct.

Yy entoure le compact S et on a donc:

Th () =

J @) 2" (Te ()t dz

2im ¥
d’ol |T,': ((u,,)), < CE (i + /2 pour n > 1.

Soit alors ¢ une racine de P dans le corps des complexes et posons
comme dans le premier chapitre

Q=2z—¢ P=aQR, v,=R (W), wa=Q(Us) = tns1— it
On a:
Vnp1 = Vn dOU Vi1 =¢'Vm
(dans les limites de définition).
Soit & le plus grand entier tel que hk << M c’est-a-dire & = [M/k], on a:
Tk (Vi) = (T (©)* Vi .
Mais :
Ti (vm)) = TE R ((Um)) = R Ti (um)).
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Les racines de P étant bornées par C; d’apres le paragraphe précé-
dent le coefficient y; de z*~'~* dans R est borné par :

—1
] < <s i ) Ci et on en déduit:

8—1 J— 1
T2 ((vw))| < ‘Zo(s ; ) etV (4 + /2 = CF C3™ " (1 + /2
3)

Pour minorer v, nous utilisons la relation (2) du chapitre 1 et le
fait que ldét ‘u,,,[ = 1 puisque entier non nul; alors |v,,,| ldét ‘wm| =1

. Un41— ;um Um 41 - ;um+a—1
et dét W, =

Unt1— ClUm Unt2s—1 —— LlUmy2s—2
donc :
|dét W] < 5! (Cy Kmt2e—14Cy Km+26-2 Cp)2—2 < 2¢° Cig ' K(m+20) (e—1)
et finalement :

T () < [T ((va))| |dét Wm| < 2% CiT* Cg (m+20(5=1) g3 +¢/2)
Posant :

= {2= crer K(m+2a)(a—1)}1/h

(F dépend de v) nous obtenons

|Tk (§)| < F (x + ¢/2) 4)
Mais quand v — o« k restant fixe
2 32 k 2 k 2
..s_.. < \g ikx -0

1
h M—nh Tvxz-——Cs—k

et de méme

— + —1

s 1_)0; _r_n__)o; m+2s5)(G )_)0
h h
donc: F— 1.
+
En particulier dés que v est assez grand : F < LA
w + e/2

Pour résumer nous avons donc montré que :

Ve>0,Vk=0 3 v(ke) tel que: )
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v > vk, &) = |Tk(§)| <tute

pour toute racine { du polynome P associé a Uentier v.

6. — Lorsque k - «, 13/ — 1 (S) < 1. Dongc, il existe un entier k
tel que 1, < 1. En prenant ¢ > 0 assez petit (k étant fixé une fois pour
toutes) on a également A =1, + ¢ < 1.

D’aprés (5) on a donc dés que v > Cuz, [Te )| <A < 1.

Soit S” I’ensemble compact des z tels que | Ty (z)] < ), cet ensemble
a un diametre transfini < A1/* (car les polynémes T (z) sont de degré hk
et le maximum de leur valeur absolue quand z parcourt S” est << A*). Le
diametre transfini de S” étant strictement inférieur a 1, S” ne contient
qu'un nombre fini d’entiers algébriques.

Mais si v > Cy; et si g est racine de P, ¢ est un entier algébrique
d’aprés 3, tous les conjugués {o de ¢ sont racines de P et en outre
!T;, (4 o)[ < A donc les conjugués de ¢ (y compris {) appartiennent a
S”.

1l existe donc un ensemble fini & d’entiers algébriques tels que si ¢

est racine de P, pour v > Cyp alors { € J.

Soit alors J I'ensemble des §{ € J qui appartiennent 3 I’ensemble
S* défini au début de ce chapitre.

Si ¢ € J il existe d’apres la définition de S* () > 0 et k(%) >0
tel que: |Tury Q)| 2 ey + (@)

Soit alors C;3 = max (C;2, max v (k (9), € (¥))-
tes—3

Si v > Cy3 et si ¢ est racine de P, d’aprés ce qui précede, tout
conjugué ¢’ de ¢ appartient a3 J. Mais, s’il n’appartenait pas 2 J on
aurait : Ty (€] > wa) + & ().

Comme v > max v (k (), e (%)) on a d’apres (5)
teI-3

[Ter €] < ey + € ()
et il y a contradiction.
On en déduit donc:

(6) Pour v > C,3, toute racine de P est un entier algébrique qui
appartient ainsi que tous ses conjugués a l'ensemble S*.



230 GERARD RAUZY

Remarquons que ce raisonnement n’était possible que si P admet
des racines c’est-a-dire si s 5 0 dés que v est assez grand. Mais si pour
une infinité de vy, s = 0 c’est-ad-dire P =P (0) = 1, alors u, est nul sur
un ensemble de fréquence infinie, f (z) est une fonction d’Ostrowski et
le théoré¢me résulte des propriétés énoncées dans le chapitre précédent.

7. — Soit v > C;3. Nous posons :

E@=uz2 '+ ... + (Us1 + arthy_s + ... + a,_1 up)

m—1

Q@=E@ + Zo P ((un)/z*+1

et dans la mesure ol f (2) et Q (z) / P (2) sont définis :
R@=f@—Q@®@/P®.
On a en particulier pour |z[ >KetP(2)540:

L]

R @) =( Em P ((ua))/2+1)/P (2) = ("= '2+.—1P ((ua))/z**+1)/P (2)
puisque P ((u,)) =0 pour m<n<m’' + s—2.

Nous notons &, 'ensemble des points ¢ tels que : ou bien § =0,
ou bien § est un entier algébrique appartenant ainsi que tous ses conjugués
a S* et ). 'ensemble ouvert des z tels que |z — §| >eVEE€ESE.Ona
donc pour v > Cy3 d’aprés (6),|P (2)| > &*.

Les racines de P (z) sont bornées en module par C;, donc les coeffi-
cients de P sont bornés par (2 C;)* et on a pour n >0 :

[P ()] < C1 K* (Co).

La méme majoration avec n =0 est a fortiori valable pour les
coefficients de E (z) et I'on peut donc écrire :

lE (Z)I <CChLad+ |z| + ...+ Izl‘—l),

Soit d’autre part p un nombre réel supérieur 3 2K et a 1 + C; et
soit R I'ensemble des points z tels que ]zl = p. Supposons que

O0<e<1/2.
Onaalorssiz € R
lR (z){ < CiCH2—™ e

(en supposant s > 1, k == 1, ce qui est toujours possible).
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et si _
Q@®) K/em—1
ZERe—R , |—/—— CCfs +C,Cfy ———Mm ———
€ PQ <CiCis 1C14 /o) —1
soit
Q®
_— C; (Cie)® (K/e)™.
X0 < C; (Cie)* K/e)
8. — Soit alors § un domaine fermé ou f(z) est prolongeable &

partir de linfini : c’est-a-dire il existe un domaine ouvert § D & et conte-
nant 'ensemble des points Izl > B pour B convenable, et f est holomorphe
dans le domaine G avec le développement X u,/z"+* pour [zl > B.

Supposons en outre que F N Gy = .

Nous pouvons alors trouver un domaine &’ fermé contenu dans G,
contenant & et I'ensemble des points |z| > 1 + B, et tel que F'NE=(J.

Nous prenons alors dans le paragraphe 7 p > 1 + B et ¢ assez petit
pour que M D F ce qui est toujours possible puisque F’ est fermé.

D’aprés le principe des 3 régions [1] il existe une constante vy telle
que 0 < y < 1 ne dépendant que des configurations de &, F’, R et telle
que si Mo, M/, M” désignent les maxima des modules d’une fonction
holomorphe sur §’, sur respectivement ', 9’, R on ait :

M, < M -* M7
(y ne dépend donc pas de la fonction holomorphe prise).

Ici on a pour z € &, f étant holomorphe {f (z)| < Cyz. Prenons alors
comme fonction holomorphe sur %’ la fonction R (z). On a d’apres le
paragraphe précédent si z € R |R()|<CiClye*2™™
donc :

M”" < Cy (Crge™2)2s™™

et si
ZEFNPR—AR) , ‘9—@ < Gy (Cro)* (K/)™
P (2)
Comme : )
Q(z
R @< |f@)] + X7

on en déduit que :
M’ < max (M”, Ci7 + Cy (Cre)* (K/E)™).
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Et par application du principe des 3 régions on a donc :

Q2

— < Cis Cig CJg 22—
) <My < Cis Ciy C5

Vze g, lf(z)-—

avec y > 0.

Quand v— «, s/m’, m/m’ tendent vers O le dernier membre de
I'inégalité tend donc vers O et il y a convergence uniforme sur le domaine

vver_s f (@).

& des fractions Q@
P (2)

Donc dans tout domaine fermé ou f est prolongeable a partir de
Uinfini et qui ne contient pas de point de I'ensemble fini &, f est limite

uniforme quand v — « des fractions

En particulier f est uniforme et il existe donc un domaine ouvert
maximum @ ou f est holomorphe.

9. — Soit alors & l'ensemble des points de &, appartenant & 3
et soit 7 un nombre réel > O tel que les cercles ]z — g] =rpour { €86
sont sans points communs et tous intérieurs au domaine (.

Q/P est dans le domaine (@ holomorphe partout sauf peut-étre aux points
tEé

Soit wy (z) la partie principale de Q/P au point { € & et posons :
A (2)/B(2) =Q()/P (z) — t%‘.‘ o (2).

A(2) et B (z) étant des polyndmes premiers entre eux, B (z) admet
pour seuls zéros les points de & qui n’appartiennent pas a @. I suffit donc
de montrer que lorsque v — o0, sur tout fermé F C @ la suite A (z)/B (2)
converge uniformément vers f(z).

Soit 7 > 0 un nombre réel assez petit pour que les cercles ]z — §|:r
avec { € & soient sans points communs et enti¢rement contenus dans @,
soit &’ le fermé formé par les points de F tels que V{ € & |z— | = r.
Sur 97, Q (z)/P (z) tend uniformément vers f (z) quand v — oo, il suffit de
montrer que sur §, Ec wg (2) tend uniformément vers O pour en déduire

14

. €
que A (z)/B (z) converge uniformément vers f (z) sur §’. Mais dans le
cercle |z—§ |.< r la fonction f(z) — A (2)/B (2) est holomorphe, en
appliquant alors le principe du maximum on voit que si X g (2)
tes
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converge vers O uniformément sur §’, A(z)/B(z) converge uniformément
vers f(2) sur .

Comme & est un ensemble fini, il suffit de montrer que w;(z)
converge vers 0 quand v — « uniformément pour )z— g| =r. Soit C
le cercle parcouru dans le sens direct z—-—gl =r/2. C est un fermé
contenu dans le domaine @ d’holomorphie de f (z), ne contenant pas de
point de 'ensemble fini &,, d’apres le paragraphe 8, Q/P converge donc
vers f uniformément sur C.

Par ailleurs :
(%)
w (@)= I au/2—gr+
et
1
Ty = —= f (z—1%)*Q (2)/P (2) dz.
2i7 o
Et sur C:

max |Q@)/P @ —f@|=E-0 quand v—> w.
z¢C

Comme f (z) est holomorphe pour |[z—§|<ron a:

1
77m fc(z——g) f@dz=0
pour > 0.
Donc :
< 1 F\4+1
. e _ ~ r
Jow| < I im /;(Z )*(Q/P—f)dzl S E X (2>

et pour z——;l >r I“" (z)] < E ce qui entraine bien la convergence
uniforme vers 0 de w;(z) et achéve ainsi la démonstration du théoréme.
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