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EXTENSIONS PAR VOIE SOMATIQUE
DTNE PROPRIÉTÉ DE TYPE ALGORITHMIQUE

DE LA THÉORIE DES SINGULARITÉS
DES FONCTIONS ANALYTIQUES

par Maurice BLAMBERT

Introduction.

^ Dans ce travail, je me propose d'étudier certaines extensions
d une propriété élémentaire classique énoncée par Landau et
qui a donné lieu à de nombreux essais de généralisations dans
diverses voies — partiellement couronnés de succès _ dus
notamment à M. Fekete, G. Pôlya, V. Bernstein.., et bien,
d'autres (et moi-même, il y a quelques années, dans un mémoire
des Annales^ de l'Université d'Alger). Cette propriété, dont je
donne un énoncé au chapitre premier ci-dessous, est celle
élémentaire type rencontrée dans les monographies où l'on traite
de l'influence de la suite des coefficients des germes tayloriens ou
dmchletiens sur la localisation des points singuliers des fonc-
tions^ analytiques qu'ils définissent. Il ne saurait être question
ici d'une étude exhaustive sur un point, même assez parti-
cularisé d'une telle théorie.

Au chapitre premier, je me limite à dégager les idées — en leur
conservant une présentation et une justification élémentaires
— qui sont à la base des extensions que j'ai obtenues. Au cha-
pitre n, j'aborde l'exposition de ces extensions sous des condi-
tions des types algorithmique et somatique, et la poursuit au
chapitre ni, uniquement sous une condition de type somatique.
Enfin^, une bibliographie succincte — comportant certains de
mes résultats en liaison plus ou moins étroite avec ceux obtenus
ici — termine ce travail.
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CHAPITRE PREMIER

1. — Je conviens de dire que toute suite réelle, positive,
strictement croissante et non bornée, est une D-suite. Je
rappelle l'énoncé du théorème de Landau-Fekete :

On considère Vêlement dirichletien,
00

{f} '' S a^e-^, avec s = (T + IT, (T et T e R
n=i ?

où la suite (a^) des coefficients de \f\ est une suite de constantes
complexes et où la suite des exposants (XJ de \f\ est une D-suite.
On suppose queVabscisse de convergence simple de \f\, que Von
note^{, est finie {pour éviter d'inutiles complications de calcul
et d'écriture, on suppose o-{ = 0).

1) Si (a^) se réduit à une suite réelle positive, alors le point
s == 0 de G appartient à la frontière de V étoile rectiïigne de Riesz
du prolongement analytique de la somme de {fL Ce résultat
est dû à Landau.

2) Si, un peu plus généralement, et posant

Arga^ == c^e]—-^ ir],
36 e [0, TC/2[ et 3^i e N+, VM > ̂  : |o),| < 6,

alors, encore dans ce cas, le point s == 0 de C appartient à la
frontière de V étoile rectiïigne de Riesz du prolongement analytique
de la somme de \f\. Ce résultat est dû à M. Fekete.

Il est précisé (une fois pour toutes) que, tout au long de ce
travail, tous les éléments de la suite (a^) sont supposés diffé-
rents de 0. La notion « d'étoile rectiïigne au sens de Riesz »
est^ trop bien connue pour qu'il soit besoin de la rappeler ici.
Précisons cependant que, sous le vocable « étoile rectiïigne de
Riesz du prolongement analytique de la somme de \f\ » ou,
sous celui plus succinct, « étoile rectiïigne de Riesz de l'élément

28



578 MAURICE BLAMBERT

|/*j », il sera toujours question dans ce travail de l'étoile recti-
ligne de Riesz du « prolongement analytique rectiligne de
Inapplication »

00

V5 e [C\3{s = Œ > 0 , T 6 R J : 5 - > f{s) == S ^~'S
n=l

prolongement effectué parallèlement à l'axe réel à partir de
tout point de « l'ouvert de convergence simple de |/^ ». En
outre, par « ouvert de convergence simple d'un élément dirichie-
tien ^/ ' j », je désigne le sous-ensemble de G suivant:
J5 e C\ïS{s === <T > <j{, T e R j . Cet ensemble est, évidemment, un
sous-ensemble de l'ensemble maximal de convergence de if\-

La méthode de démonstration utilisée par Landau, qui est
aussi celle de Fekete, à des détails près (du moins à en juger
par son exposition donnée par V. Bernstein dans sa mono-
graphie bien connue) est fondée sur la légitimité de la permu-
tation des signes de sommation d'une série double. Je rappelle
que cette proposition de Landau-Fekete a été étendue, notam-
ment par H. Delange, aux fonctionnelles du type de Laplace-
Stieltjes.

2. — Du point de vue de leur nature, les conditions qui
interviennent dans les énoncés des extensions de la proposi-
tion de Landau-Fekete peuvent être classées en deux caté-
gories :

a) d'une part, celle des conditions ne faisant intervenir que
l'aspect descriptif de l'élément dirichletien ^/*L J'entends par
là, des conditions ne portant que sur les éléments des deux
suites (a,») et (X^) — et explicitement sur eux. Je conviens de
dire que de telles conditions sont de type « algorithmique »;

b] d'autre part, celle des conditions ne faisant pas intervenir
explicitement des propriétés du type précédent mais portant
directement ou non (même d'une manière très détournée)
sur la fonction analytique f (ou toute autre fonction convena-
blement associée à f) définie par l'élément \f\. Je conviens
de dire que de telles conditions sont de type « somatique ».

En distinguant ces deux types de conditions, je me propose,
tout au plus, de mieux faire comprendre les quelques idées
constructives qui sont à la base de mes généralisations. La voie
« algorithmique » est celle utilisée, après Landau et Fekete,
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par G. Pôlya, V. Bernstein, ..., et leurs émules, spécialistes
des sénés de Dirichlet. Par analogie, on peut dire que les
extensions dues à H. Delange (et, en général, aux mathéma-
ticiens qui ont cherché à étendre, à des fonctionnelles du type
de Laplace, des résultats connus de la théorie des séries de
Dmchlet comportant des conditions de type « algorithmique »)
i ont été par voie « somatique ». La voie « algorithmique »
est, a beaucoup d'égards, hérissée de difficultés plus grandes
que la voie « somatique ». Les progrès y sont plus difficiles et
peut-être, apparemment moins spectaculaires. Il est à noter
qu il est remarquable que les exemples illustrant les généra-
lisations obtenues par voie « somatique » sont recherchés sou-
vent par voie « algorithmique », et que la voie « somatique »
apparemment plus féconde, trouve peut-être, ses plus grandes
difficultés dans le retour à la voie « algorithmique » pour
a détermination des exemples illustrant sa valeur eénéra-
lisatnce.

3. — Soit un élément dirichletien [f\ dont la suite des
exposants (X,) est une D-suite. On suppose ̂  = 0. On considère
1 élément dirichletien,

00

\ /X }•• ̂  a^". e-Aî, avec V/î e N+ : X: = log X»,

et on désigne par ^ la famille suivante des applications /?
de G dans C, indexées par s» dans R+,

Vs^R+'.s-^f^s),

où, Vs 6 C,/^(s) est la valeur en s de l'élément i^î ; l'appli-
cation ̂  est une fonction entière dans G. (Il est0 très facile
de vérifier que ̂  = - oo, V.o e R+ ; R^ désignant l'ensemble
des nombres réels strictement positifs). On convient de dire
que 1 élément dirichletien \f\ est le « germe algorithmique »
de la famille 9 . -

On désigne par F la famille suivante des éléments tayloriens
indexes par Sy dans R+,

V.o e R^, ^J : ̂  ̂ (_ I)P(, __ ̂ p^_ ̂  ̂

et par p,. le rayon de convergence de ^J. Pour que le point
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s = 0 appartienne à la frontière de l'étoile rectiligne de Riesz
de l'élément dirichletien \f\^ il est nécessaire et suffisant que,

V^o e R+ : p^ == SQ.

Tout élément de la famille F est un germe analytique pour la
fonction analytique f définie par le « prolongement analytique
dans G » de la somme de l'élément |/*j (on notera que cette
locution ne signifie pas que tout point de G est « régulier »
pour /*; en outre, ce prolongement est effectué, à la manière
élémentaire classique, en utilisant la notion d'holomorphie,
et non pas celle, un peu plus générale, de méromorphie). Il
est trivial que p^ .̂ SQ. Il est vraisemblable que c'est, peut-être,
l'évidence de cette trivialité qui a masqué aux auteurs la voie
que j'ai suivie. En effet, elle éliminait « ipso facto » la nécessité
de déterminer un majorant de |^(—p)|, suffisamment fin,
pour obtenir un minorant convenable de p^. Or, lorsque la
suite (aj est positive, on a,

V£ e ]0, So[ : /;(— p) < Max^-^o-^ ./•(£), H e N+,
< Max^-C0-^ ./•(£), ( e R+,
<[p/(^-^p^--m

(où f[e) est la valeur en £ de l'élément |/'| ), puisque l'ensemble
des valeurs de l'application de R+ dans R+, ( -> t^"^, où p
et (x) sont des constantes strictement positives, atteint son
maximum dans R+, égal à (p/^)^"^ au point (==p/co. Il en
résulte que,

l/p,.< lim {[pl^-^.e-^.f^lpï^ == 1/(5,-£),
P^+ oo

et donc p^ ̂  SQ.
Les extensions, figurant aux chapitres suivants, du théorème

de Landau-Fekete ont pour origine l'idée suivante issue de ce
dernier résultat, à savoir: le groupement de termes qui joue
un rôle fondamental pour retrouver la minoration, p^ ^> SQ,
triviale d'un autre point de vue, joue-t-il aussi un rôle fonda-
mental dans une minoration convenable de f^(— p) qui conduit
à la majoration, p^^^o? La réponse est affirmative sous la
condition de type « algorithmique » que la suite (XJ soit à
densité supérieure finie. Dans le cas général du théorème de
Landau-Fekete, je veux dire, sans condition sur la suite
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(\»), la même idée, avec des aménagements convenables mais
respectant cependant son principe, est encore efficace. Ma
démonstration de ce théorème, que je n'exposerai pas ici
utilise une expression algorithmique de o-{ due au mathéma-
ticien japonais Kojima. J'ai été amené, à cette occasion, à
reprendre, dans un court mémoire paru dans les Annales de
l'Institut Fourier (1964), la démonstration de l'expression
algorithmique de a-{ due à cet auteur. Elle se réduit, dans l'essen-
tiel, à quelques majorations élémentaires, cependant le symbo-
lisme utilisé peut sembler, de prime abord, un peu délicat
à suivre.



CHAPITRE II

Je vais maintenant aborder successivement diverses exten-
sions, obtenues par voie « composite », du théorème de Landau-
Fekete; j'entends par là que, dans un même énoncé, vont
intervenir, à la fois, une condition de type « somatique », et
une condition de type « algorithmique » (qui portera exclusi-
vement sur la D-suite (X^)).

A. — On considère à nouveau une application de G dans G,
5-->^(^), où /^e^*(^* étant engendrée par un germe « algo-
rithmique » |/*^, avec (j{ == 0). On suppose Xi > 1; cette condi-
tion étant purement technique, comme il apparaîtra ultérieu-
rement. On se limite au cas où la D-suite des exposants de [fi,
(À»), est à densité supérieure, D*, finie (c'est la seule condition
de type « algorithmique » qui figure dans le premier énoncé
qui va suivre). On remarque que, dans ce cas, cr{ == a(. Pour a
arbitrairement fixé dans R, on pose :

M((T) =Sup|/^')|, S^ | C | ( T ' > Œ , T ' e R J .

L'application, a —> M((r), de support R, est, comme il est
évident, à valeur décroissante dans R, avec lim M(a") = 0,
o- ^ + °° ? et l^m M(o-) = + oo, G- ^ — oo. Eu égard à une
extension aux séries de Dirichlet générales de la relation
de Cauchy exprimant le coefficient d'indice n d'un élément
taylorien, on a,

VŒ e R, Vn e N4. : 0,6-̂ . e-^ = lim i (1/ïi) F f^ + i^e^d^ l
( ^TO )

'T! t 4~ 00 ? (°ù ^o es^ Tee^ arbitraire fixé), et donc,

jaj^^.e-^^ M(a).
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On considère la famille des sous-ensembles stricts de R sui-
vants, indexés par Œ dans R,

V a e R : Ic/eRIM^X |^(o)||.

Si l'ensemble d'indice cr est non-vide, on désigne par o^ son
infimum; sinon, on pose o^ == + oo. Ainsi o^ est la valeur en (T
d'une application de R dans R complété par l'élément + oo.
Pour o^ e R, on a,

V £ C R + : M(a, + e) < |^(a)|,
puisque

]a.,+oo[c|(T'eR|M(Œ')<|^)|^

et donc, pour a_p e R,

Vn e= N+ : la^-^.^w) < M(a_p + e) < |^(— p)|.

Je conviens de dire que l'élément dirichletien |/^ est à « coef-
ficients quasi-positifs » ou, moins succinctement, que la « suite
(û^) est quasi-positive par rapport à la suite (X^) au point
SQ > 0 » si,3cri e R u | + oo } et 3Ôo e R+ u | Op

Sup(a^—o-)=6o, o-e |R|(T < o-il.

Il est visible que cette condition est de type « somatique ».
On pose,

V^eN+:^=[^J.

{pn est la partie entière de SQ\).
Il est élémentaire que,

lim sup {laJW^j =1, n f + oo.

Cette relation résulte ici, dans le cas D* < + oo, d'une exprès-
sion algorithmique bien connue de o-{ (légitime, dans le cas
lim|logn/X^ =0). Donc,

3(^):lim||a^r".| =1, / f + o o .

Si la suite (a^) est quasi-positive, au sens défini ci-dessus,.
i a,on a

Vd e |R|Œ < Œi| : (T < ̂  < CT + 60,
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et donc,
ve.]o,[eo]+i-eo[,

VP(— P < <Ti) 6 N : — p < a_p + e < — n + rôj 4- 1
Vn e N^: H.-̂  .X^o.]- < M[- p + [ôo] + !)'< M^P + e).

D'où,

1/p,. > Km [M(a_p + e)/p !]i/r, p f + oo,
> lim [M(— p + [e^] + l)/n !]Wv, / f 4- oo
> lim [la^X^-x.^^^ J ̂ î ̂ .^^^

Ce résultat, joint au résultat trivial p,. > s,, entraîne p, = &,
Un peut donc énoncer : *

, PaoPOsiTioN (11.1). — Sous les conditions suçantes relatives
a l élément dinchletien \f\, avec, v{ = 0,

1) du type « algorithmique » : la D-suite des exposants de \f\
(An), est à densité supérieure finie,

2) du type « somatique » : il existe un point s» > 0 teZ oue la
suite (aj ̂  coefficients de {f}, est quasi-positiw par rapport
a (À,) au />om( Sy,
alors le point s = 0 appartient à la frontière de l'étoile rectiligne
de Riesz de Vêlement \f\.

Cette proposition est énoncée en supprimant la condition
Ai > 1. Il est évident que, si \ < 1 on peut toujours raisonner
comme on 1 a fait antérieurement, sur l'élément,

W 2 <V- ,̂
n=n»

où n, est un entier choisi tel que ̂  > 1. La fonction analy-
tique définie par le « prolongement analytique dans G » (ie
rappelle que cette locution n'implique pas que tout point G
est « régulier » pour /„) de la valeur de l'élément if,î ne diffère
de la fonction analytique/que par une fonction entière dont
la valeur Vs e G est celle d'un polynôme dirichletien. Donc une
condition nécessaire et suffisante pour que le point s = 0
appartienne a la frontière de l'étoile rectiligne de Riesz de
1 élément (/^ est qu il appartienne à celle de \f,\. La condition
technique ̂  > 1 a pour effet de permettre des simplifications
de détails; elle sera sous-entendue dans tout ce travail On
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remarquera que la condition cr{ = 0 est évidemment de type
« algorithmique ».

Remarque 1. — Si la suite (»„) est réelle positive (cas du théo-
rème originel de Landau), on a,

Vso e R+ et Ver <= R : M(<r) = /^(cr),

et donc, cty == (T.
Ainsi, (a,) étant une suite positive et (X,) étant une

D-suite, alors — sous la condition que l'élément dirichletien
00 ï

\f\ - 5 (V"^", admet une abscisse de convergence simple,
<r{, égale à 0 — la suite (a,) est nécessairement quasi-positive
par rapport à (Xn), en chaque point de R+.

Remarque 2. — Si la suite (a,) des coefficients du germe algo-
rithmique \f\ de la famille ^ vérifie la condition « algo-
rithmique » de Fekete (dans la remarque (I), la condition
de positivité de (a,) est évidemment de type « algorithmique)
rappelée dans l'énoncé du théorème de Landau-Fekete, il est
trivial d'affirmer qu'on peut toujours supposer ^ == 1 sans
diminuer la généralité du résultat. Posant a; = gla,, on a,

|an| <; toai, avec œ = 1/cos ô,
et donc,

V^C et V^R+:l/M<(oy^),
où •P^0') est la valeur en T = Sis de l'élément

oo

lïj : S aïe-^.e-^,
n=i

(il est trivial que Œ^o = — oo, puisque le germe algorithmique
\f\ de 3?* admet (j{ = 0).

II est évident que: M(o-) ̂  cD^(o-).
De la condition de Fekete, résulte,

n'

S
"=1 1 n=l

W e R, vn' e N+ : S a^-^ < ^ ^e-^,
"=1 n=l

avec a, = a,e^-> et a'n1 = gla;. Par passage à la limite, on a,

W e R et V^R+:^(O)<|^((T)|.
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En outre (puisque Xi > 1),

3£ e R+, Vn e N+ : co < e^ ;
on a aussi,

V Œ e R et V 5 o < = R + : M((7) < <p^((7——£).

o' étant réel arbitraire fixé, et désignant par P<j l'infimum de
rensemble |Œ' e R^Œ' — - £ ) < |̂ »| |, on a,

<r < o^ < P,.
On a, en outre,

(3. < ^ + £

puisque o- + s est l'infimum de l'ensemble

^'eR|y^'-£)<(p^

qui est lui-même un sous-ensemble de |(T' e R|(p^((r'—£)<^*(o')| |.
En conclusion, si la suite (aj vérifie la condition « algo-
rithmique » de Fekete, elle est nécessairement (sous la condition
que l'élément \f\ ait une abscisse de convergence égale à 0)
une suite quasi-positive par rapport à (XJ en chaque point SQ
strictement positif. On peut donc dire que, pour la classe des
éléments dirichletiens {f}, avec o-{ == 0, dont les D-suites
d'exposants sont à densité supérieure finie, la proposition
(11.1) ci-dessus est une extension du théorème de Landau-
Fekete.

Remarque 3. — Soit f^ e 3?*. On suppose qu'il existe deux
nombres strictement positifs, (Oi et (1)2, et un élément dirichle-
tien dont la suite des coefficients (&„) est positive et dont la
suite des exposants (pi^) est une D-suite,

W : S bne-^, avec ^ = — oo et ^ > 0,
n==l

tels que, Bo-i e R u | + oo j , Va e ( R[(T << a-i | :

^1^)<1^)1<M(Œ)<(0^).

L'application de R dans R+, Œ -> ^(o-), (où ^(o-) est la valeur
en o- de la somme de l'élément |^j) est, comme il est trivial,
à valeur ^(<r) continue et strictement décroissante sur son
support R. Il est trivial aussi que : ^(o") =7^= 0, VŒ e ÎR|o- < o"i j .



EXTENSIONS PAR VOIE SOMATIOUE D'UNE PROPRIÉTÉ 587

Remarquant que, 3£i e R+ et 3£a e R^.,

Vre e N+ : (Oa <; e^ et (î  > e-^P-»
on a, '

Vcre |Rj<r < CTIJ : ̂ ((T + ̂  < |̂ )| ̂  ̂  ̂  ̂ —t,).

On considère la famille des sous-ensembles stricts de R suivants
indexes par a- dans |R|o- < 0-1 L

Vo^R|a<^: l^eRj^-^Xl^)!^

Tous ces sous-ensembles sont non vides. On désigne par 6
1 mfimum du sous-ensemble d'indice a. Le nombre 3, est ainsî
défini comme la valeur en <r < ̂  d'une application de ^R|<T<TJ
dans R. Soit un nombre <r vérifiant la condition, (T <<r, —fe, 4-e \.on a, ' i \ i i a / »

Va' e ]<r + e, + £„ ̂  : ̂ ' __ ̂  ̂  ̂  _^ ̂  ̂  ̂ ^

et donc ^ < <r + q 4- .̂ Ainsi,

3^ < cri, Ver < ̂  : p, ̂  a + £1 + e, < cri.

^ étant à valeur strictement décroissante et continue dans R
avec lim ̂ ) = 0, crf + w, et lim ^(o) = + oo, cr^ — oo, on
a?

v (^<^:]8„+oo[= I^^Rl^'-^XI^cr)!!,

avec

Vo'e^,^[:M(^)<^'-£,);
donc

^^[ciGr 'eRIM^X |/^)||,
et

0 < a, — Œ < £1 + e^.

En conclusion, la suite (a,) est « quasi-positive par rapport à
la suite (X,) au point s^ ».

On remarquera que le cas,

" i=œ,=l , avec ^=^j , ^ = + 0 0 ,

correspond au théorème de Landau (cette remarque impliquant
bien entendu, que la famille 9\ qui contient /^, est engendrée
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par un germe « algorithmique » \f\^ avec <j{ == 0, dont la suite
de coefficients (a^) est positive) ; le cas,

0)i =1, 0)a = CD, ^j = |Ç^, (Ti == + 00,

correspond au théorème de Fekete (avec une remarque analogue
à celle du cas antérieur relativement au germe « algorithmique »
engendrant la famille 3**).

B. — On se propose de donner un énoncé contenant une
condition de type « algorithmique » sur (ÀJ plus faible que la
condition, D* << + oo. Soit rceR-j-; on désigne par n[x] le
minimum du sous-ensemble de N4. suivant,

|7ZeN+l^>[^.

On désigne par n[x), Vx > Xi, le maximum du sous-ensemble
strict de N4. suivant,

|neN+|X,<^,
et on pose,

V^e]0 ,Xi ] : n{x) ==0.

Ainsi, l'application x —> n[x], de support R+, est à valeurs
dans N^_; l'application, n —> n(x), de support R+, est à valeurs
dans N. On désigne par R^ le sous-ensemble maximal de R+
dont chaque point x vérifie la condition: n{x) ^> n[x] ; en
d'autres termes, x e R^ c R_^. si et seulement si cette condition
est vérifiée.

On pose :
A = lim Sup [n{x) — n[x] + l]^, R), s x\ + oo.

Il est trivial que A ̂  1. Ce nombre A est appelé « le coefficient
de localisation de la D-suite (XJ ». La technique utilisée pour
la démonstration de la proposition (11.1), avec des variantes
convenables, permet de prouver la proposition suivante :

PROPOSITION (11.2). — Sous les conditions relatives à Vêlement
dirichletien \f\^ avec o-{ == 0,

1) du type « algorithmique » : le coefficient de localisation A,
de la D-suite (X^) des exposants de \f\^ est fini,

2) du type « somatique » : il existe un point Sy > 0 tel que la
suite (aj des coefficients de ^f\ est quasi-positive par rapport
à (XJ au point SQ,
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alors l'étoile rectiligne de Riesz de l'élément ^fï ne peut pas
contenir un disque ouvert, de centre SQ, dont le rauon est supérieur
às,^\ L

Remarque 1. — Si (X^) est quasi-régulière, j'entends par là,
si In f (X^ i—XJ>0 , neN^., ou si, plus généralement, (XJ
est à densité supérieure D* <; + oo, alors A == 1.

Remarque 2. — Si \f\ est un élément dirichletien « ordinaire »,
on entend par là, si la D-suite (X^) se réduit (à certains termes
près — en nombre fini) à la suite (log n), alors A == e.

On établit facilement ces deux derniers résultats en utilisant
l'algorithme de Kojima pour la détermination de l'abscisse
de convergence de l'élément dirichletien,

|e| : i e-^
n==l

Avec une adaptation convenable, la méthode utilisée pour
établir les propositions (11.1) et (11.2) permet de prouver:

PROPOSITION (11.3). — Pour que le point s == 0 .appartienne
à la frontière de l'étoile rectiligne de Riesz de l'élément \f\,
avec cr{ == 0, il suffit, sous la condition (2) de la proposition (11.2),
qu'il existe une constante strictement positive K telle que

lim Inf |aJX? > 0, n f + oo.

C. — La technique de démonstration des propositions anté-
rieures, avec des aménagements convenables, permet d'établir
une proposition plus générale que la proposition (11.2), sous
la condition algorithmique (1), relative à la D-suite (5^),
qui y figure, en remplaçant la condition somatique (2) par une
autre, également somatique, mais plus faible. La définition
antérieure de o^ n'a d'intérêt — pour l'usage qu'on en a fait —
que s'il existe o-i e R tel que o^eR, VŒ e tR|(r<o-i|. Dans ce
cas, on pose,

VŒC |R|Œ<Œij :e,=Sup(a^——Œ'), (T'e[Œ,Œi].

L'application, o- —> 6^, de support |R |<T^o-i i , est à valeur
décroissante sur son support. On pose :

v == lim Sup | (6^/cr) Log ((r/5o) |, (r(> — ̂ ) f + oo,
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et on appelle ce nombre v, le « coefficient de self-adhérence,
dans la direction Arg s = TC, de la fonction entière f^ e 3<*.
On peut énoncer :

PROPOSITION (11.4). — Sous les conditions relatives à Vélément
dirichletien |/*j, avec o-{ == 0,

1) du type « algorithmique » : la D-suite (X^) des exposants
de Isolément ^f^ a un coefficient de localisation, A, fini,

2) du type « somatique » : il existe un point SQ > 0 tel que la
fonction entière f^ admet un coefficient de self-adhérence (dans
la direction Arg s == TT:), v, fini,
alors, Vétoile rectiligne de Riesz de Isolément ifl ne peut pas
contenir un disque ouvert, de centre SQ, et de rayon supérieur à
^o.^.A1750. (Si v ou A, ou ces deux nombres à la fois, ne sont pas
finis, l'assertion prend alors une forme triviale).

Remarque. — Si la suite (a^) des coefficients du germe « algo-
rithmique » de S* est quasi-positive par rapport à la D-suite
(XJ des exposants de ce germe en un certain point strictement
positif SQ, alors le coefficient de self-adhérence, v, de la fonction
entière /^e^*, est égal à 0. Plus particulièrement, si (aj
vérifie la condition de Fekete, le coefficient de self-adhérence,
v, de chaque élément f^ de la famille 3^ est égal à 0; en effet,
sous cette condition, le nombre antérieur o-i figurant dans la
condition,

3o-i€=R, Vo-e |R|cr< o-ij : a < , € = R ,

peut être choisi arbitrairement dans R, et 6<y est borné dans
J R [ Œ < Œ ^ .



CHAPITRE III

A. —II est intéressant de poursuivre ces extensions dans une
voie qui permet d'obtenir des énoncés, sans condition algo-
rithmique explicite relative à la D-suite (X^). Dans ce but,
on peut procéder de la manière suivante :

On pose,

Va; e R^ et V(T es R : m^a) = ^ ja^je-^. e-^,
^ . n[x]

avec SQ > 0.

Pour or arbitrairement fixé dans R et x arbitrairement fixé dans
R\, on désigne par y<^ l'infimum de l'ensemble

^RK(<r')<l^)lj

si cet ensemble est non vide; sinon, on pose y^r a; = + oo. Je
désignerai par ^ la sous-famille de 3?* dont chacun des élé-
ments /^ satisfait à la condition suivante :

/^€=3^ si et seulement si /^ e 3?* satisfait à une condition
du type,

3ŒoeR, V(T^R|(T<^ :^»^0.

(o-o pouvant dépendre de ^o). Chaque application, de R dans
R+, de la famille des applications, Œ -> m^a), (indexées par ^
dans R^) est (comme il est trivial de le constater) à valeur
strictement décroissante et continue sur son support R, avec
lim m^(Œ) =0, (r f + oo. Soit ^ un élément de la famille ^
supposée non vide; il est évident que,

V^eR^ et VŒ(= |RJŒ<Œo| :ya,^R,
et que

]y^, + oo [^^'eRIm^'X |^)1|,
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V£eR+:w,(Y^+£)<|^(a)|.

On considère la famille des éléments dirichletiens suivants
indexés par Sy dans R+,

m: 5 N^».̂ , VsoeR+.
n=l

II est trivial que of^ = — oo et que,

Vx e R^ et Vo- e R : m^{(j) < F^((T).

(où F^(G-) désigne la somme en o- de Pélément |F^).
On désigne par §„ l'infimum de l'ensemble

^'eR|F;(a')< 1^)||, Va<^

(on aurait pu évidemment définir l'extension de o- -> ̂  à R
d'une manière analogue à celle de l'application Œ -> a<, de
support R, introduite antérieurement au chapitre n; dans
cette extension, ^ étant la valeur en Œ d'une application de
R dans R complété par l'élément +00, en posant Sy = + oo
si pour la valeur Œ l'ensemble |(T' e R|F^((T') < |/^((r)[ j est
vide, sinon, Sy est par définition l'infimum0 de cet ensemble)
Or, si ^e% on a,

V(T<Œo:â ,eR ,
et V^RX:^,.^,

et donc, y<, < Sy, en posant y<, == Sup y ,̂ .r e R^.
On pose,

V^ < ^o : ©a == Sup(y^ — Œ'), Œ' e [Œ, Œo].

L'application de ^l^^ dans R, Œ -> 6^, est à valeur
décroissante sur son support, et donc, Vx e R^ et Ve e R^_ :

^o + <T + £) < |/^(Œ)|, VŒ e |R|o < Œo^ .

On rappelle qu'on a supposé que le « germe algorithmique »,
[f\, de la famille ^* admet une abscisse de convergence
simple égale à 0. Si, en outre, on suppose que a{ = 0, alors
Y£ e= R^., 3(^.), avec lim x^ = + oo, / f + oo :

"M)
S N>6r--5.

n[^]
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Posant p} = [so .̂]], on a, comme on le constate facilement,

1/p,. > lim sup [^y®-)l-6. e-^-M)-^. iji/^ / f + oo,
et donc,

l/P..>(^^)-l.limsupjX„(l^-p)l+s)/p)j, ^+00.
On pose,

v' = lim sup {(|9-,|/(r) Log (o-/^) |, a f + oo,
et on convient d'appeler ce nombre v' le « coefficient d'adhé-
rence — K de la fonction entière F:, à la fonction entière F
dans la direction Arg s == TT ». Si v ' est fini, on a donc p < s^-
cette inégalité étant triviale si v' == + oo. On remarquera
que nécessairement v' > 0. D'où l'énoncé :

PROPOSITION (III.l). — L'étoile rectiligne de Riesz du pro-
longement analytique de l'élément dirichletien {fi, avec (r{ = 0
ne peut pas contenir un disque ouvert de centre s^ > 0 et de rauon
supérieur à s^', où v' est le coefficient d'adhérence — K de la
fonction entière F:, à la fonction entière /^e ̂  (supposée non
vide), dans la direction Arg s = TT.

,.B- ^marque. — On désigne par 3?o la famille des éléments
dinchletiens \f\, définie de la manière suivante: \f\ e3?,
(avec (T{ = 0) si et seulement si

1) la D-suite (ÀJ des exposants de \f\ vérifie la condition :
L* < + oo, où L* = lim Sup |log n^, n f + oo,

, 2 ) l a suite (CT») des coefficients de ̂  vérifie une conditionde rekete.
On rappelle qu'il n'est pas restrictif de supposer, pour

ce qui suit, que ^ > 1 et que la condition de Fekete est
satisfaite avec n, == 1. Si {f\ e^, et s, étant fixé arbitrai-
rement dans R+, il est évident que (où œ, ai, 9,., ... ont les
^fS^10118 préclsées dans la remarque (2) du paragraphe

Ve > 0, 3C, > 0, Va e R : y.^) ̂  rn(<r) < C,^ — L* — e),
où

tA(cr) = Max a^e-^-. e-'Aiî, n e N+,
m(<r) = Max m^v), x s R^,

29
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et où la constante positive Cg peut être choisie égale à

(0 S 6^(L<+£^,
n=i

(la série étant convergente — eu égard à la condition (1)
ci-dessus — V& > 0) ; on peut donc avec Xi > 1 préciser le choix
de £ de sorte que Cg ̂  1. On supposera ce choix fait une fois
pour toutes. Ainsi, on a,

Vo- <= R : pi((T) < m(<r) < ^{fj — L* — &).

Il est évident que, Vo- e R et Va; e R^ :

|</eR|m(^) < ?11 c |VeRlm,(a') < W\}.

On désigne par yi rinfimum de |(T' e Rjm(cr') << |/^(o')|j ; cet
ensemble est non vide Va- e R, puisque 9^(0") ̂  l^^0')! ̂  ^T^0')?
avec y^(o-) > 0; on a,

Y<j,a; '̂ ; YŒ
et donc

Ta <S ïî? avec ïi^R? Vo-eR.

De même, désignant par v<r Pinfimum de l'ensemble,

^'eRI^-L^-sXI^)]^^, V<reR,

il est évident que,
yi < ̂ <T.

On a aussi (avec le choix de s précisé ci-dessus),

V<r e R : (A(<T) < |^(a)| < ̂  - L* - e) ;

d'où résulte,

|<r'e R|^(<T'- L* - e) < |/;(cr)| j = ^'e R|^ - L-- e)
<^)!

et donc
^ < (T + L* + £.

En définitive, on a,

VCT e R : y, < yi < v, < (T + L* + e.

Il est évident que la famille 9* des éléments /^, indexés par
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s, dans R+, est identique à sa sous-famille ^ au sens défini
antérieurement (la condition,

3CT»eR' V<^|R|<T<^:/^)^:O,
étant satisfaite pour Vy « arbitraire » fixé dans R).

Soit alors Sy fixé arbitrairement dans R, on a • © < L* + £
ou y, a la signification précisée antérieurement, à savoir,'

V^cr^e^Sup^,—^), o'e [o, T,].

Il est facile de constater qu'au lieu de l'inégalité large v1 > v
seule 1 inégalité, ̂  = ̂  V<. . R, est légitime. En effet, suppÏ
sons qu il existe un certain nombre réel cr, tel que Y <vi
et considérons un nombre <r, vérifiant la condition,

T, . ., ^ s ]ï^ ïU-u est évident que,

^^^ï^ î̂ ;..

Eu égard aux définitions de y,,, et y ,̂ on a,

^^eRI^X )/^)||, Va;eR^,
d

^^^'eRIm^Xl^ao)!!,
ou, ce qui est équivalent,

^( î) < l/^o)| < m(<ri), Va; e R^.

Or, on peut toujours trouver un certain nombre x» e R, tel
que TO(cri) = w.,/̂ ) et donc, on aurait,

î) < 1/^(^)1 < m,.(̂ ).

La contradiction entraîne donc la légitimité de l'égalité
ï<i. — ïs.» ̂ o e R. Il est évident que, V(T e R :

^ e Rj^) < ^(a — L* — £)| 3 ̂ ' e Rjw^) < |̂ )[|

et que,
^ —— L* —— £ < y,

donc,
- (L* + £) < 0,.

Ainsi, on a, v = 0; d'où:
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PROPOSITION (III.2).—SiF élément dirichletien |/^ appartient
à la famille 3^? alors tout élément f^ de la famille y [engendrée
par le germe algorithmique \f\) a un coefficient d'adhérence — K
de F^ à /^, dans la direction Arg s = 'K, égal à 0. Le point
s = 0 appartient à la frontière de l'étoile rectiligne de Riesz
de cet élément | f j.
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