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ESPACES DE MESURES ET DE FONCTIONS INVARIANTS
PAR LES ISOMORPHISMES LOCAUX

DE GROUPES ABÉLIENS LOCALEMENT COMPACTS
par René SPECTOR

Soit f une fonction complexe de variable réelle, continue
et nulle hors de l'intervalle ]— a, + ̂  (0 <; a < 11). On sait
(Wiener, Rudin) que si g désigne la fonction définie sur T
(cercle trigonométrique) par

\g{eix) == fW si M < a

(g(eix)=0 si a<|n;|<^

les deux conditions suivantes sont équivalentes :
a) /*e A(R), c'est-à-dire f est transformée de Fourier d'une

fonction sommable sur R;
b) geA(T), c'est-à-dire g est somme d'une série de Fourier

absolument convergente.
Soit U l'intervalle ouvert ]— a, + a[, U' l'ouvert de T défini

par U' == {e^xeV}. L'application y : x -> e^ de U sur U'
est un homéomorphisme ; soit <p' l'homéomorphisme inverse.

Désignons par f^ et /r un couple de fonctions définies sur
R et T respectivement/à supports dans U et U', qui vérifient
de plus les relations (équivalentes) suivantes :

/RjU == /T(ir ° 9? /TjU' == /R(U ° Ç'.

Le résultat rappelé ci-dessus peut alors s'exprimer sous la
forme suivante :

Les conditions
a) f R ^ A ( R ) ;
b} / reA(T)

sont équivalentes.
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Remarquons que l'homéomorphisme y ne définit pas, en
général, un isomorphisme local des groupes R et T; il n'en est
ainsi que dans le cas où a ̂  — Cependant y définit un

Jj
« isomorphisme local prolongé » au sens suivant :

a) II existe un sous-intervalle V de U, de centre 0, tel que
©(Y soit un isomorphisme local;

b) Pour tout x e U, il existe un intervalle V.,. de centre 0
tel que

(V,cU et o ;+V,cU,
(VyeV,, î(^+2/) ^T^).?^).

Nous nous proposons, dans ce qui suit, d'établir un résultat
analogue à celui-ci, ainsi que des résultats portant sur certains
espaces de mesures, dans le cas de deux groupes abéliens
localement compacts localement isomorphes.

Notations.

G est un groupe abélien localement compact.
F est le groupe dual de G.
C(G) est l'algèbre des fonctions continues G —> C.
A(G) est l'algèbre des transformées de Fourier des fonctions

de L^F), munie de la norme \\f\\ = [|g||i si f= g, g e L^F).
M(G) est l'algèbre de convolution des mesures de Radon

sur G de masse totale finie, munie de la norme [|pt.[| == f d\^\.
v G

Si (xeM(G), posons |H|pm = Sup|p.(yJ| .|| |[^ est une norme

sur M(G) et on a [HL ̂ Hl̂
Mo(G) est la sous-algèbre de M(G) formée des mesures dont

la transformée de Fourier-Stieltjes tend vers 0 à l'infini.
Si Ec G, C(E) (resp. A(E), L^E), M(E), Mo(E)) est le sous-

espace de C(G) (resp. A(G), L^G), M(G), Mo(G)) formé des
fonctions (resp. mesures) dont le support est contenu dans E.

Remarque. — Nous posons, si /*e L^G) et y^e F,

et si (xeM(G),
Ax)-^/^)(/^)^

W = L (X. x} d^
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Nous commençons par établir certains résultats portant sur
les multiplicateurs de Mo (G).

PROPOSITION 1. — Soit f e C(G), d support compact.
Désignons par /** l'application linéaire p. —> f^ de Mo (G) dans

M(G).
Pour que f* soit bornée au sens de la norme [| [[pm, il est néces-

saire et suffisant que /*<= A(G). f* applique alors Mo(G) dans
Mo (G) et la norme de cette application vérifie

uni = m-
A) Supposons d'abord fe A(G). Comme fe L^G), cette

condition équivaut à j f eL^r ) .
Soit p(.€=Mo(G). On sait qu'alors f^e Mo(G).
On a, quel que soit y e F,

fî(x)==y^(wx-^)^
d'où

\\M\^<\\f\\M^
ce qui montre que f* est bornée et que l'on a

uni < \\f\v = il/il.
B) Montrons que l'on a en fait

uni = m-
Soit £ un nombre positif.
On peut trouver un compact P de F et un réel a > 0 tels

que
lAx) l>^ si y^P,

f^\fW\^<e.

Il existe alors une fonction h de Co(r) (espace des fonctions
continues F ~> C tendant vers 0 à l'infini) telle que

|A(yJl<l surF

h(y ) == -^=zz)- si — y e P.
lA-x)l
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Comme A(r) est dense dans Co(F), il existe ge L^G) telle
que

l|g-/C<e.

Prenons pour (A la mesure définie par g. On a y. e Mo(G) et

I I ^ I L = l l g l L < i + ê .
D'autre part

11/VIL» > lfr(0)| == \f^ teê(-7j d^

= \fr fW^) d^ + ̂  to [g(- yj - A(- îO] ̂ |

= IX^ î +Jcp^)/l(-^ ̂
+/rto[g(-x)-^(-yJ]^|

> ̂  1/(X)1 ̂  -1^, ̂ (7.)^- 7.) ̂

+^,AyJ[ê(-x)-A(-x)]^1

> 11^11,-£(2+||^).

On a donc
m.>iiûiir̂ i+ijûiii,

Ipm 1 + £

quantité que l'on peut rendre arbitrairement voisine de ||̂ ||i.
Ceci montre bien que l'on a

uni = mi.
C) Montrons maintenant que si f^ A(G), c'est-à-dire si

^«L^r), l'application f* n'est pas bornée.
On peut, sans restreindre la généralité, supposer

|toi<l sur F.

Soit N un nombre positif.
On peut trouver, puisque f < L^F), un compact P de F

et un nombre a > 0 tels que

\fW\ > a si 5(.eP,
L\fW\dt>^.
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Soit alors £ un nombre positif; la mesure de Haar du
groupe F étant régulière, on peut trouver un voisinage U de P
tel que

J^ifWK^

II existe une fonction heCo(F) telle que \h(y^\ <; 1 sur F,

y,eP, h^)=0 s i — y ^ U ;A(y) = -Ç—'Û- si
l^(-x)l

on peut alors trouver une fonction ge L'(G) telle que

\\g-^<
XlA/JI^

g === 0 hors de — U.

La mesure (JL de densité g est bien un élément de Mo(G) et
l'on a

IIP»» <1+ N

Évaluons, comme ci-dessus en B), ^(0);

l/?(0)l=^Ax)g(-yJ^|
= JpAxW-X) d^+f^fW-Yj d^

+^(x)[ê(-x)-^(-x)]^|
> N — 2s.

On a donc

et

||f^ < 1 + -^

ll^llp» >N- 2s,

quantité qui peut être rendue arbitrairement grande, ce qui
montre que l'application /'* n'est pas bornée.

Ceci achève la démonstration de la proposition 1.
17
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PROPOSITION 2. — Soit K une partie compacte de F, V un
voisinage de K, fe C(K).

Désignons par f^ la restriction de f* à Mo(V).
Pour que f<^) soit bornée au sens de la norme || ||p^, il est

nécessaire et suffisant que fe A(K); il existe alors une constante
m(K, V) ne dépendant que de K et V, telle que

m(K, v^ii < rv)ii < m.
A) Supposons /« A(K).
On peut trouver une suite |^j de mesures de Mo(G) telles

que
JJ/Ma_^oo
INIpm

II existe une fonction a e= A(G), à support compact, égale à 1
sur K, à 0 hors de V. Posons

^n === a[̂ .
On a ^ c= Mo(V), et

IN]pm<IM) INIpm.

D'autre part

f^n == f{^n) = {f^n = /> .̂

On a donc

>IKIL^INIp. IHI7
ce qui entraîne

INIpm ^ 00

et montre que ^) n'est pas bornée.
B) Supposons donc fe A(K).
En vertu de la proposition 1, la seule propriété à démontrer

est l'existence de m(K, V). Soit ae A(G), à support compact,
égale à 1 sur K, à 0 hors de V.

On peut trouver une suite [y-n} de mesures de Mo(G) telles
que

l™ i i , "11 m == 11/11-
^^ao IINIpm
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Posons, pour tout entier positif n,

Vn = O^n.

On a ^ es Mo(V) et

INIp.<IMIIKIIp..
D'autre part

/Vn = A^n) = (/a)p.n = /|X,.

On a donc, comme en A),

ce qui entraîne

NL ^ IMpm i

INIpm ^ INIpm H

\\f* II ̂  Il/Il
11/(V)||> ̂

1
On a donc trouvé une constante m(K, V) == -J-T-M- qui possède

la propriété indiquée. 1 1 1 1

Considérons maintenant deux groupes abéliens localement
compacts G et G', localement isomorphes; 0 désigne indiffé-
remment l'élément neutre de G ou de G'.

U et U' sont des voisinages ouverts de 0 dans G et G' respec-
tivement et y désigne un homéomorphisme U — ^ U ' ; 9' est
rhoméomorphisme inverse.

Nous supposons que y vérifie les deux conditions suivantes :
a) II existe un voisinage V de 0, V c U, tel que Y(V soit un

isomorphisme local de G vers G' $
b) Pour tout x €: U, il existe un voisinage Va; de 0 tel que

V^ c U et x + V^ c U,
Vy e V^, ç(^ +!/)== î(^) + ?(2/).

Un tel homéomorphisme y sera appelé « isomorphisme
local prolongé » de G vers G'. II est clair que G et G' jouent
ici des rôles symétriques et que y' a la même propriété que y.

Tout isomorphisme local est un isomorphisme local prolongé,
mais la réciproque est fausse.

Nous désignerons par/G, fo' un couple de fonctions à supports
dans U et U' respectivement possédant la propriété suivante :

/GIU = /G'IU' ° y? fG'\v' = /G|U ° y'-
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De même, ̂  ̂  est un couple de mesures de M(G) et M(G')
respectivement, telles que la restriction de [XG à U et celle de
P.G' à U' se correspondent par l'homéomorphisme y.

Remarque 1. — Si /G est (XG-intégrable, /G' est pi-G'-intégrable
et on a

^ /G d^o = f^ /G' d^.

Remarque 2. — II résulte d'une caractérisation locale des
mesures de Haar (Bourbaki) que si pic coïncide sur U avec une
mesure de Haar de G, ̂  coïncide sur U' avec une mesure de
Haar de G'.

PROPOSITION 3. — Si [XG et pic' sont à supports compacts, les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) ^Mo(U);
b) ^eMo(U').

PROPOSITION 4. — Soit K compact, Kc U et K' = y(K).
Inapplication [XG -> y-G* de Mo(K) sur Mo(K') est, au sens des

normes |] ||p^, un isomorphisme topologique (Kespaces vectoriels
normes.

Nous commençons par établir un lemme qui permet de
démontrer les propositions 3 et 4 à partir de deux cas parti-
culiers.

LEMME 1. — Soient G, G' deux groupes abéliens localement
compacts, U un voisinage ouvert de 0 dans G. U' un voisinage
ouvert de 0 dans G', y : U —> U' un isomorphisme local prolongé.

Soit H le sous-groupe ouvert de G engendré par V, H' le sous-
groupe ouvert de G' engendré par U'.

Il existe un groupe abélien localement compact Go et deux
sous-groupes discrets de Go, N et N', tels que H soit topologique-
ment isomorphe à Go/N et H' topologiquement isomorphe à Go/N'.

Ce résultat se trouve établi, sous une forme très proche de
celle-ci, dans Pontrjagin.

Désignons par Gi le groupe produit H X H'. Soit
V c GI : V == j (x, (f{x))\xe. U ^ et soit Go le sous-groupe de Gi
engendré par V. Munissons Go d'une topologie invariante
par translation et telle que x —> {x, ^{x)) soit un homéomor-
phisme de U sur V. Cette topologie, unique, est une topologie
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de groupe (localement compact) car y prolonge un isomor-
phisme local de H vers H'.

Soit a : Go -> H définie par a == p o ^ { étant l'injection
Go —- Ci et p la première projection Gi -> H. a est un homo-
morphisme, surjectif car a(V) = U et U engendre H. Soit N
le noyau de a; N n V = |0|, donc N est discret. La restriction
de a à V est un homéomorphisme V -> U. Ceci entraîne que
les groupes H et Go/N sont topologiquement isomorphes.

On verrait de même que H' et Go/N' sont topologiquement
isomorphes.

LEMME 2. — Soit G' un sous-groupe ouvert de G, U = U' == G',
y l'application identique U -> U'.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
a) (XoeMo(U);
è)^Mo(U').
F étant le groupe dual de G, soit A Pannihilateur de G' dans

F. Le dual de G' est F/A et A, dual du groupe discret G/G',
est compact.

Soit a la surjection canonique F -> F/A.
(Xç étant concentrée sur G', p-o est constante sur les classes

de F selon A, de sorte que l'on a

P-G == P-G- ° a

(à un facteur constant près, que l'on peut prendre égal à 1
en ajustant convenablement les mesures de Haar de G et G').

A) Supposons (XGeMo(G).
Pour tout £ > 0, il existe un compact L c F tel que si

5^ e F, ^ « L, on ait
li^yJKe.

Soit L' == a(L), et soit f^ e F/A, ^ « L'.
Soit alors y^e F tel que ^ = a(yj. On a

IM^)1 = IM/JI < £•
Comme L' est compact, ceci entraîne ̂  e Mo(G').

B) Supposons maintenant ̂  € Mo(G').
Pour tout £ > 0, il existe un compact L' e F/A tel que si

^ e F/A, ^ « L', on ait

IM+)1 < £•
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Soit V un voisinage compact de 0 dans F; V == a(V) est
alors un voisinage compact de 0 dans F/A et il existe des
4», e F/A (i == 1, ..., n) tels que

L'c |J (^+v/)•
i==l, ...,n

Soit ̂  es F tel que ̂  = a(y^) (i == 1, . . ., n). Posons

L= U ^+^ L o = = L + A .
i==l,...,n

L est compact, ainsi que A. Donc Lo est également compact
et contient a~l(L').

Soit alors 7, e: F, y, « Lo ; ^ = ^/J ^ L', donc

IM/JI-IM^K^
ce qui montre bien que (x^e Mo(G).

LEMME 3. — Avec les hypothèses du lemme 2, Inapplication
y-G ̂  V-G' de Mo(U) sur MofU') est une isométrie au sens des normes
il llp-

Avec les notations ci-dessus, on a

d'où
P-G === P-G- 0 a,

IÎ GlL = HMpm.

LEMME 4. — *S'oi( G un groupe abélien localement compact,
N un sous-groupe discret de G, G' == G/N, a fa surfection
canonique G —> G'. 5oi( U un voisinage de 0 rfan^ G tel que
( U — U ) n N = ^ O j , U '==a(U) , y fa restriction de a d U,
y e^t afor^ un isomorphisme local prolongé de G vers G'.

Alors, si (XG e( (XG' 5on( a supports compacts, les deux propriétés
suivantes sont équivalentes:

a) (XGeMo(U);
b) ^G;^Mo(U').
Ce résultat est établi, dans le cas G = R, G' == T, dans

Salem.
F étant le groupe dual de G, soit A Fannihilateur de N dans

F. A, sous-groupe de F, est le dual de G' et F/A, dual de N,
est compact.
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On peut ajuster les mesures de Haar des divers groupes en
jeu de telle sorte que p.c' soit la restriction de (XG à A.

A) Supposons [XG^MO^).
Pour tout E > 0, il existe un compact L c F tel que si

^ e F, ^ < L, on ait
• IP-G|(5C)1<^

Soit L' == L n A. L' est un compact de A et si ^ e A,
^ < L/, on a ^ « L donc

IM^)1 = ltW)l < ̂
ce qui montre que y.e' e Mo(U').

B) Supposons maintenant (XG' e Mo(U').
Soit

Ke=^r[|(lo(50|>e|.
Il s'agit de montrer que, pour tout £ > 0, Kg est compact.
Comme (XG est une fonction uniformément continue sur F,

il existe un voisinage compact de 0 dans F, V, tel que pour

tout ^e F l'oscillation de [IG sur y, + V soit inférieure à -£--
<Z

Désignons par ? la surjection canonique F —> F/A, et posons
Lg = ?(K,).

Lg, sous-ensemble fermé de F/A, est compact; il existe donc
des ^ e Le (i = 1, ..., n) tels que l'on ait

Uc |J (4,+p(V)).
t==l...., n

Soit (pour i == 1, ..., n) /jcs Kg tel que ^ = [î(^) et soit
K, = (^ + V + A) n K,.

Comme on a
Ke= U K"

1=1.....n

il suffit de montrer que chaque K» est compact.
Soit 5^ e KÎ ; on peut écrire

X. = X.» + a + x? a e v^ ^ €s A.
On en déduit que

IMXi + 501 > y



336 RENÉ SPECTOR

Désignons par K, compact de G, le support de (AG. Soit ha
la fonction égale au produit de (y^, x) par la fonction carac-
téristique de K. K étant compact, le théorème de Stone-
Weierstrass implique que, pour tout Y) > 0, on peut trouver
des nombres complexes Ci, ..., Cp et Xi, ..., X?e A tels que

p
M^') — S ̂ fc, ̂ ) < y] si '̂ e K' == y(K),

ou encore
P

(X« ^) — S ̂ k, ̂ ) < ïj si ^ e K.
i

Nous avons, puisque le support de ̂  est K,

P^X. + ̂ ) =/^W (^ ̂  ̂ G^) ==^ i c,(X, + X, rr) ̂ o^)
/* p

+J^[hQ{x) — S ^(X/,, x)] (X, rc) ^G(^).
Choisissons d'abord

' 4||txo||
Les Cfc et X^ sont alors déterminés par y^ et Y).

Soit
A,===/K__,_nA\—^ (/c==l, ...,p).

\ 4 (cj| /

Comme ^o' e Mo(G'), K e n A est compact, donc aussi A^,
et si Fon pose 4Sicji

Ao = U A^
fc=l.....p

Ao est compact.
On a X e Ao : sinon on aurait, en vertu de l'expression de

P'<î(Xi ~^~ ^) donnée plus haut,

IMx.+X)|<-|-
Par suite,

K,cy^+V+Ao,

ce qui implique que K, est compact.
Le lemme 4 est donc établi.
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LEMME 5. — Avec les notations et hypothèses du lemme 4,
soit K compact, K c U ; K'=== y(K).

L'application u^o -> ^G' de Mo(K) sur Mo(K') est, au sens des
normes || [|p^, un isomorphisme topologique d'espaces vectoriels
normes.

Avec les notations utilisées dans la démonstration du lemme 4
on a

P-G' == FG|A,

donc
Mpm<||p41pm.

Nous allons montrer qu'il existe une constante k ne dépen-
dant que de K telle que

|IA<^|Mpm.

Soit %.o e F un point où |[lç[ atteint son maximum et soit
VG la mesure produit de m-c par la fonction (5^0, x). jvc) atteint
son maximum en 0 et VG se déduit de (IG par translation, de
sorte que

IMp. = INIp. = ||[xG||p..
Il est facile de montrer, à partir de la définition d'un iso-

morphisme local prolongé, que, K étant compact, il existe
un voisinage compact V de 0 dans G tel que

K — V + V c U ,
Vx e K, Vy e V, Vz e V,

y(^ — y + z) = ̂ {x) — ç(y) + ç(z).
Si UG <= L^V) et VG s L^K— V), alors UG * PG e C(U) et si Pon

pose WQ = UQ * ^G? on a WG» == ^G' * ^G' d'après la remarque 2
faite au début.

Soit UG le produit de (^o? a;) P31* l81 fonction caractéristique
de V et soit VQ le produit de (y^, x) par la fonction caractéris-
tique de K — V.

Posons
h === UQ' * ^G'.

Comme UG» et ^c' appartiennent à L^G'), h est dans A(G').
Si x' e K', on a

W=^.(xo, î'(y)).(xo, <W-<p'(y))A/=(xo, î^))"»(V'),
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m(V) étant la mesure de Haar de la partie V === y(V) de G'.
Soit

h h

^'^mCV7)'

Sur K, la fonction hs coïncide avec (5^0, x). On a donc

VG' = he'y-G'
d'où

Mx)l = I^WMx -^) 4|< IMp l̂M Î 4.
Les formules de Schwarz et de Parseval donnent

r |Â<,̂ )| ̂  =— c \^w.^w 4
JA m\1i )^A.

<^IX1ÛGW12^/J^)124]^
-^[X'^^^X'^^12^7
_ /miK'-V}

V TO(V') ___________

/miK.' — V)On a donc trouvé une constante k, soit \/—^——-,-—s
telle que v m^

l̂ (x)K^II^||p«
d'où

INlp.=IMl̂ < |̂|̂ '|̂ .
Le lemme 5 est donc bien démontré.
La démonstration des propositions 3 et 4 est maintenant

immédiate.
La proposition 3 découle des lemmes 1, 2 et 4.
La proposition 4 découle des lemmes 1, 3 et 5.

PROPOSITION 5. — Si /G et /G' sont à supports compacts, les
deux propriétés suivantes sont équivalentes:

a) ^A(U);
b)fG^A(V).
Soit K c U le support de fe, K' == ç(K) celui de fa'.
Supposons ^QsA(U), c'est-à-dire fa e A(K).
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Les propositions 2 et 4 impliquent que les applications

P-G'-^G de Mo(V') sur Mo(V),
(̂ •G ~-> foV-G == VG de Mo(V) dans Mo(V),
VG ->• VG' == /G'P-G' de Mo(V) sur Mo(V'),

V c U désignant un voisinage compact de K, V = y(V),
sont bornées au sens des normes || ||p^. Il en est donc ainsi de
leur composée ^e' ~> fo'^G' de Mo(V7) dans Mo(V'), ce qui, en
vertu de la proposition 2, implique

/G^A(U').

PROPOSITION 6. — Soit K compact, Kc U, K' = y(K).
Vapplication fe -> /G* de A(K) sur A(K') est un isomorphisme

topologique <ïespaces vectoriels normes.
Il suffit de montrer qu'il existe une constante M, ne dépen-

dant que de K, telle que l'on ait

1)^11 <M||/^o||.

Soit V un voisinage compact de K, contenu dans U, choisi
une fois pour toutes, et soit V == y(V), voisinage de K',
contenu dans U'.

D'après la proposition 2, il existe une constante m (resp. w')
dépendant uniquement de K et de V telle que la norme N
(resp. N') de l'application

^G->/G^G de Mo(V) dans Mo(V)
(resp.^^/G^G' de Mo(V') dans Mo(V'))

vérifie
^11/olKNOi/yi

(resp.m'H/o.lKN^H/cll).

D'après la proposition 4, il existe des constantes k et k'
ne dépendant que de V, telles que l'on ait

INL < ̂ Mpm . ^GeMo(V)

IIMIp.< ÎNIp. sl ^G-Mo(V').
On a alors

N = sup Hte-lL"L> sup }- M'A. - K.M.̂  INL. ^î^kk1 IIML» -^
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On en déduit
N' < /c/c'N

soit
N' < /c/c'N

^'II/G'||<N'</C/C'N</C/C'||/G||.

On a donc bien trouvé une constante M = —- telle que
m 1

ll/G'||<M||/c||.

Ceci démontre la proposition 6.
Nous allons maintenant donner quelques conséquences des

propositions établies ci-dessus. Les notations G, G', U, U', 9
sont conservées.

PROPOSITION 7. — Soit K compact, K c U, K' = <p(K).
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) K est un ensemble de Helson dans G;
b) K' est un ensemble de Helson dans G'.
On dit qu'un compact K d'un groupe G est de Helson si

toute fonction continue K -^ C est la restriction à K d'une
fonction de A(G).

Supposons que K soit de Helson.
Soit /*' une fonction continue sur K', et /*==/*' o Ç(K. f est

continue sur K, donc il existe g e A(G) telle que

f=g\^

On peut trouver a e A(G) à support compact, telle que
a == 1 sur K, a == 0 hors de U. La fonction ha = ag appartient
à A(U) et est à support compact.

On a
f == ^G|K? f = AG'JK/.

Comme, d'après la proposition 5, h^ appartient à A(U'),
il en résulte que K' est de Helson.

PROPOSITION 8. — Soit K compact, K c U , K' = <p(K).
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
a) K est un ensemble de synthèse spectrale dans G ;
b) K' est un ensemble de synthèse spectrale dans G'.
Soit I(K) l'idéal fermé de A(G) formé des fonctions nulles

sur K, et soit Io(K) l'idéal (non fermé en général) des fonctions



ESPACES DE MESURES ET DE FONCTIONS INVARIANTS 341

de A(G) nulles au voisinage de K. Soient de même K', I(K'),
lo(K').

Dire que K est de synthèse spectrale équivaut à dire que

Io(K) = I(K).

Supposons K de synthèse spectrale. ___
Soit f e I(K7) : il faut montrer que l'on a f e lo(K').
Soit V un voisinage compact de K, V c U, V == y(V), et

soit W un voisinage compact de V, W c U, W == ç(W).
On peut trouver a^ <= A(G'), à support compact, égale à 1

sur V et à 0 hors de W.
Alors f—QLQ'f e lo(K'), et il suffit de montrer que la fonction

(à support dans W) go' == v-G'f appartient à lo(K').
D'après la proposition 5, go^ I(K). Il existe donc une suite

Ig^j de fonctions de Io(K) telles que

limII^-goll^O,
n>oo

ce qui entraîne, en posant M^ = ac^,

Iim||tô>—aGgG||=0,
n -̂oo

d'où, en remarquant que h^ e A(W) et en appliquant la propo-
sition 6,

limII/i^—ao^H-O.
n -̂oo

On a d'autre part h^ e IO^K), donc h^ s lo(K') et la dernière
relation écrite signifie que a^ge' e lo(K'). Or on a

gG- = V.G'gG1 + (1 —— aG-)gG'.

Comme (1—^o^go' e lo(K'), il en résulte que l'on a bien
^eîoOK7), donc feÏo(K7) .

Ceci démontre que le compact K' est un ensemble de syn-
thèse spectrale dans G'.

PROPOSITION 9. — Soient G et G' deux groupes abéliens
localement compacts localement isomorphes. Soit Io(Gr) {resp.
Io(G')) Vidéal — non fermé en général — de A(G) (resp. A(G'))
formé des fonctions nulles au voisinage de 0.
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Alors les algèbres Ao(G) = A(G)/Io(G) et Ao(G')/Io(G') sont
isomorphes.

Remarquons que Ao(G) et Ao(G') ne sont pas considérées
comme les algèbres topologiques.

Soient U et U' des voisinages ouverts de 0 dans G et G'
respectivement, y un homéomorphisme U —>• U' définissant
un isomorphisme local de G vers G'.

Soit K un voisinage compact de 0 dans G, K c U, K' = ç(K).
On peut trouver une fonction a e A(G) à support contenu

dans K, égale à 1 au voisinage de 0.
Quelle que soit /*e A(G), on a a/'e A(K) et f—(x.fe Io(G),

donc f et (x.f définissent le même élément dans Ao(G).
Il en résulte que l'on a un isomorphisme entre

Ao(G) = A(G)/Io(G) et A(K)/Io(G) n A(K).

D'après la proposition 5, l'application /y —> /G' est un iso-
morphisme de A(K) sur A(K'). De plus, on voit immédiate-
ment que si /G e Io(G) n A(K), alors ^ e lo(G') n A(K').

De là résulte que les algèbres Ao(G) et Ao(G') sont isomorphes.
Il serait intéressant de savoir si la réciproque de cette pro-

position est vraie, c'est-à-dire si chaque fois que les algèbres
Ao(G) et Ao(G') sont isomorphes, les groupes G et G' sont
localement isomorphes.

On voit assez facilement qu'une condition nécessaire et
suffisante pour que Ao(G) soit isomorphe à C, corps des nombres
complexes, est que le groupe G soit discret. Comme deux
groupes discrets sont toujours localement isomorphes, la
réciproque de la proposition 9 est vraie dans ce cas particulier.
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