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ÉTUDE COMPARÉE DES DEUX TYPES
DTFFILEMENT
par Marcel BRELOT

I. Introduction.

1. La notion initiale cTeffilement [3], devenue, avec le langage de
la topologie fine de Cartan,un outil usuel de la théorie classique
du potentiel, s'adapte, comme on sait, aux axiomatiques récentes
et s'interprète en théorie probabiliste. Aussi ai-je été amené [6] à en
examiner les bases axiomatiques intrinsèques qui s'introduisent par
exemple dans la recherche des topologies rendant continues les
fonctions d'une famille donnée sur un ensemble ou un espace
topologique.

D'autre part on a aussi défini, et c'est la base de la thèse Naïm en
théorie classique [12], une notion générale d'effilement à la frontière
de Martin ; elle a permis d'approfondir l'allure à cette frontière des
fonctions harmoniques et surharmoniques par l'expression des
résultats définitifs de Naïm-Doob [12], [8]. Il est apparu d'ailleurs
qu'il s'agissait d'une notion relative à certains éléments extrémaux
d'un compact convexe d'un espace vectoriel, et plus précisément
relative aux fonctions harmoniques > 0 « minimales », qui, con-
sidérées à un facteur près, apparaissent comme la frontière utile, la
partie « minimale » de la frontière de Martin. Cet aspect qui a servi
de base pour l'extension par Gowrisankaran [9] des résultats
précédents au cadre axiomatique moderne peut aussi être présenté
d'une façon d'abord abstraite et très générale et les développements
ont aussi une interprétation probabiliste.

Or ces deux notions d'effilement qui donnent lieu à des résultats
souvent très similaires paraissent tout de même assez différentes
ainsi que les démonstrations correspondantes.

Aussi convient-il d'en approfondir la comparaison. Je me propose
de le faire ici des deux manières suivantes, dans le cadre de la



156 MARCEL BRELOT

théorie pure du potentiel. D'abord je montrerai que dans le cas
classique puis dans des hypothèses axiomatiques assez larges, l'effile-
meht dit « minimal », à la frontière peut être interprété comme un
effilement « interne » du 1er type, grâce à un choix convenable de
topologies et de fonctions et cela permet de faire profiter l'effilement
à la frontière de la théorie générale de l'effilement interne.

Puis, je considérerai dans le cas classique, et ensuite dans des cas
axiomatiques généraux, un domaine relativement compact Qo dans
l'espace de base Q et un ensemble e c: Qo effilé au sens interne dans
Q en des points de la frontière de Qo. Si cette frontière est assez
régulière pour être identifiable à la frontière de Martin (c.à.d. Qo
identifiable à l'espace de Martin de Qo). cela implique-t-il l'effilement
minimal aux mêmes points (la réciproque est trivialement fausse)?
Je rappellerai que cela est vrai dans le cas classique de la boule de
R" (n ^ 3) mais non pour n = 2 de sorte qu'il n'y a pas d'extension
axiomatique. Mais je montrerai qu'une implication « statistique »
est toujours vraie et s'applique à une frontière quelconque grâce à
une correspondance convenable avec la frontière de Martin et il y a
extension axiomatique.O

Cela dérivera d'une étude préliminaire caractérisant l'effilement
«statistique» desdeux types, c.à.d. p.p. en un sens convenable aux
points d'un ensemble donné.

H. Effilement interne et effilement minimal (axiomatiques).

2. Je rappelle l'idée axiomatique générale d'effilement et de
topologie fine que j'ai publiée récemment [6].

Soit 0 une famille de fonctions réelles ^ 0 sur ensemble Q. On
suppose qu'elles forment un cône convexe et on la complète par la
fonction +00. On cherche à les rendre continues par une topologie
convenable sur Q.

On peut partir d'une topologie y\ (de base) pour laquelle elles
sont s.c.i. (ce pourra être la moins fine) ; puis on appellera topologie
fine 2T la moins fine des topologies plus fines que 2T^ et rendant toutes
les fonctions de O continues. Les complémentaires des voisinages
« fins » de XQ sont les ensembles e effilés en XQ ^e caractérisés aussi

(1) Cette seconde partie de la conférence a déjà été partiellement indiquée dans une com-
munication au Congrès de Gènes (Oct. 63) de FUnione mat. italiana et dans une conférence
du Séminaire de Théorie du Potentiel (Paris, Janv. 64). Elle est développée dans un mémoire
à paraître dans les Anaï,s da Academia brasrieira de Ciencias.
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comme suit : XQ f é ou bien il existe u e <I> telle que

u(xo) < lim inf u(x) (selon ̂ ).
xee, X-^XQ

Si R^ désigne inf u, u e <S> complétée, u ^ (p sur ^ (cp fonction
quelc. > 0), un critère cTeffilement est inf R^^Xo) < 1 (o voisinage

(T

variable de XQ\ Il est important de caractériser le cas où cet inf est
(T

0; c'est l'effilement fort. On introduit aussi l'ineffilement fort par la
condition

inf(sup R^C^Xo)) ^ 1 (a, ô voisinages de Xo).
a ô

L'intérêt de ces notions apparaît dans les théorèmes suivants,
inspirés des théorèmes classiques et dont l'importance justifie le
rappel. Considérons une application / d'un ensemble E c: Q non
effilé en XQ ^ E, dans un espace ST dont les voisinages de chaque
point admettent une base dénombrable.

a) Supposons la sous-additivité dénombrable des réduites de 1,
R1(xo) par rapport à e et que l'effilement soit toujours fort en XQ.

Alors si/a une limite fine l en XQ, f -> l sur un voisinage fin con-
venable.

b) Supposons que XQ admette une base dénombrable de voisinages
et que l'ineffilement en XQ soit toujours fort.

Alors toute valeur d'adhérence fine de / en XQ est limite ̂  selon
un ensemble convenable non effilé en XQ.

Supposons encore que, ayant choisi XQ et 0 ̂  0, R^(xo) possède
la sous-additivité dénombrable en e et, en appelant poids de e, la
quantité R^,(xo), que pour tout E finement ouvert le poids de œ — E
soit de inf. nul pour les ouverts œ =3 E.

Alors toute application finement continue dans un espace à base
dénombrable admet une restriction ^-continue sur une partie Qo
telle que Q — Qo solt de poids arbitrairement petit.

Cette théorie s'applique au potentiel classique (Q espace de Green,
3> formée des fonctions surharmoniques ^ 0) et même à diverses
extensions axiomatiques, où l'on disposera donc des théorèmes
précédents.

3. Après cette introduction de l'effilement « interne », examinons
la notion bien différente d'effilement « minimal abstrait » qui
généralise l'effilement à la frontière de Martin de la thèse Naïm [12]
et suivons l'introduction donnée au début de la thèse Gowrisan-
karan [9].
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On considère sur un ensemble non vide Q sans topologie deux
familles de fonctions réelles ^ 0, l'une, U, de fonctions (dites
harmoniques) tîntes, formant un cône,
l'autre, P, de fonctions (dites potentiels) finis ou non, formant un
cône convexe.

On convient que 0. oo = 0. U et P contiennent la fonction 0.
Axiome fondamental. — Soit £ l'ensemble des u + p, u e U, p e P.

On admet que

Ai) ^ i ^ E et ^eS^inf^.^e^

A^) MI + pi ^ u^ + p2 => MI ^ 1^2

On supposera qu'il n'existe pas de p = +00, sinon tout u = 0 et
tout serait trivial. Toute décomposition u + p est unique.

On dit que u e U est minimale si

MI e U et u^ ^ M => ̂  = au (0 s$ a ^ 1)

Remarque.—Supposons U convexe et considérons l'espace vec-
toriel des différences de deux u. Ordonnons le selon l'ordre naturel
et supposons que U soit le cône positif correspondant. Alors dire
que u ^É 0 est minimal signifie que ^u décrit une génératrice extrémale
de U. Ces circonstances auront lieu dans les applications en vue.

Même notion de réduite R^ = inf v (f fonction ^ 0
majorée par un v e Z). vçlf ̂  / sur E

Effilement de E relatif à h minimale ^ 0, eU, défini par Rj^ ^ h,
ce qui équivaut à l'existence d'un potentiel majorant h sur E.

Alors les complémentaires des ensembles effilés relativement à h
forment un filtre ̂ . On en déduit déjà que si v e Z, v / h pris sur l'en-
semble où il a un sens a une limite selon ̂  qui vaut inf v / h néces-
sairement finie.

On remarque que_^ = ̂  quel que soit 2 > 0 d'où l'introduc-
tion de la famille h des /,h et du filtre correspondant noté ^.
L'ensemble des h sera dit frontière minimale abstraite.

Il est intéressant de l'interpréter comme une vraie frontière et les
limites selon ̂  comme une limite au point h dans une topologie
convenable sur l'ensemble Qu(ens. des h) qui sera l'espace Q.

On part d'une topologie sur 0 pour laquelle les v sont s.c.i. et on
introduit selon la 1ère théorie la topologie fine correspondante
dans Q.
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On peut alors montrer qu'il existe sur Qu{ens. des h} une topo-
logie dite fine minimale, la moins fine telle:

1) elle engendre sur Q la topologie fine précédente,
2) les voisinages de tout h coupent Q selon les ensembles de ̂ .

Elle définit l'espace dit « minimal » fi
Si la topologie de base sur Q. est séparée et si pour tout x e Q, il

existe un potentiel > 0 en x, l'espace Û est séparé. Ainsi la frontière
minimale abstraite devient la frontière de Q dans Q. et les limites
selon ̂  sont les limites selon la topologie fine minimale qui pro-
longe la topologie fine de Q.

Je rappelle que l'intérêt de ces limites fines minimales est mis en
évidence par les résultats de Naïm-Doob [12], [8] dans le cas classique
(où les u et p sont les fonctions harmoniques $? 0 et potentiels d'un
espace de Green) et par l'extension à la théorie axiomatique des
fonctions harmoniques que vient d'en faire Gowrisankaran [9].

in. Interprétation de Peffilement minimal comme effilement interne.

4. Considérons d'abord le cas classique de l'espace de Green Q
et l'espace de Martin Q == Q u A ; la fonction de Green normalisée
K(x, y) = G(x, v)/G(x, yo) se prolonge selon K(X, y)(X e A), minimale
pour X e Ai c A; Ai est identifiable à l'ensemble des classes de
fonctions minimales > 0.

On peut voir dans la thèse Naïm [12] que l'effilement de E c Q
en X e A ^ , à notre sens minimal équivaut à X non adhérent à E
(dans Q) sinon à l'existence d'une mesure [i ^ 0 sur Q telle que

SK(X,y)d^(y)< liminf [K(x,y)d^(y)
J xit?-̂

On peut en déduire que la topologie fine minimale sur Q u A^ est
exactement la topologie fine associée à cet ensemble pourvu d'abord
de la topologie Martin et aux fonctions du type :

K(x, y) d^(y) x e Q u A^, [i mesure ^ 0 sur Q

II est équivalent de considérer comme fonctions les quotients par
Gy^ des potentiels de Green ^ 0 sur Q, quotients prolongés par
s.c.i. sur Ai et en y^. On peut encore y remplacer ces potentiels par
toutes les fonctions surharmoniques ^ 0.

On trouvera dans la thèse Naïm une interprétation équivalente en
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utilisant des potentiels de noyau, non pas K(x,y), mais © (x,y)
obtenu par prolongement convenable clé

G(x,y)
G(x,^o)G(^o)'

Passons à des cas axiomatiques généraux.
Je me place dans l'axiomatique que j'ai développée [4], [5] d'abord

seulement avec les axiomes 1, 2, 3 et l'existence d'un potentiel > 0.
Cela suffit déjà pour appliquer la théorie de l'effilement minimal
abstrait en prenant pour u et p les fonctions harmoniques ^ 0 et les
potentiels, puis comme topologie celle de l'espace fondamental Q
d'où un espace 0.

Ajoutons l'existence d'une base dénombrable d'ouverts, ce qui
d'après Mokobodzki entraîne l'axiome 3' et ajoutons aussi l'hypo-
thèse dite d'« unicité» ou de proportionalité (proportionalité des
potentiels de même support ponctuel).

Alors on peut introduire un espace de Martin généralisé comme
suit: Considérons le cône S^ convexe des fonctions surharmoni-
ques ^ 0 et l'espace £ des différences (c.à.d de certaines classes
d'équivalence de couples de telles fonctions) pourvu de l'ordre
spécifique (selon lequel S'1" est le cône positif) et de la topologie
T de Mme Hervé [10]. On introduit une base 3S de S'^ métrisable
et compacte. Les potentiels extrémaux de 3S qui sont les poten-
tiels de SS à supports ponctuels correspondent à ces supports
et cette correspondance est un homéomorphisme avec Q [9].
L'adhérence 0 de leur ensemble est formée de cet ensemble et
de fonctions harmoniques formant un compact A dont une partie
Ai est l'ensemble des éléments extrémaux harmoniques de 36, c.à.d.
des fonctions harmoniques minimales de ̂ . Le compact Q, considéré
à un homéomorphisme près dépendant du choix de la base, et dont
une partie partout dense est homéomorphe à Q est l'espace de
Martin généralisé ; A est la frontière de Martin, Ai sa partie mini-
male. Q s'introduit donc naturellement mais paraît moins utile que
Q défini sur 0. u A^.

On ajoutera ensuite
a) l'axiome D (équivalent grâce aux autres hypothèses au théorème

de convergence)
b) l'existence d'une base de domaines «complètement détermi-

nants» ce qui permet d'utiliser la théorie de Mme Hervé [10] des
fonctions harmoniques adjointes.



ÉTUDE COMPARÉE DES DEUX TYPES D'EFFILEMENT 161

On fixera une base compacte mais on peut se ramener à utiliser
celle qui est déterminée par la condition :

f\dp^ = 1 V e S4' (préférable à la valeur 1 en Xo)
((DQ domaine fixe complètement déterminant, XQ e coo) car celle-ci
est bien compacte.

Notons px(y) le potentiel de la base choisie, de support ponc-
tuel x e Q, et aussi pour x e A^ la fonction harmonique minimale
de cette base que représente ce point x.

Alors Feffilement (minimal} de E <= Q en X e A ^ est encore équiva-
lent à ce que X soit non adhérent à E dans la topologie Martin sinon
à ce qu'il existe une mesure fJi ^ 0 dans telle que

^ ç,

Px(y)^^(y) < liminf \px(y)d^{y)
X(=E,X-^XxeE,x^X

selon Hselon Ô v

le premier membre étant d'ailleurs le prolongement par s.c.i. de
^Px(y} d^{y) dans Q. en X e Ai.

Ainsi les « potentiels adjoints » Jp^) d^(y) dans 0 prolongés par
s.c.i. définissent sur Q u A ^ , pourvu de la topologie Martin, une
topologie fine S'y (la moins fine, plus fine que celle de Q, rendant ces
fonctions continues) et les ensembles de iï qui sont effilés en X au sens
minimal sont ceux de 0 qui sont effilés au sens interne correspondant
à ̂

Sous des conditions supplémentaires, cette topologie STp sera la
topologie fine minimale.

Il suffit d'ajouter a) que les potentiels adjoints à support ponc-
tuel sont proportionnels, ce qui a lieu par exemple si les points
non polaires sont isolés,
et fS} que l'efnlement interne dans iï est identique à son effilement
adjoint.

Ces conditions sont satisfaites d'après Mme Hervé, si Sî est un
domaine p. ex. borné dans R" et si l'on prend comme fonctions
harmoniques, les solutions d'une équation linéaire du 2ème ordre
elliptique, du moins pour des coefficients assez réguliers; l'effilement
interne et son adjoint sont alors identiques à l'effilement classique.

Cas particulier: Considérons, sans ces dernières hypothèses (a,/?)
un point x^ e0 polaire et le sous-espace connexe Q — {x^} pourvu
localement des mêmes fonctions harmoniques. Les fonctions sur-
harmoniques ^ 0 y sont les restrictions de celles de iï. On peut
prendre la même base de cône; la nouvelle frontière de Martin ou
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minimale se déduit de l'ancienne par adjonction de p^ (y). Ce point
minimal X est caractérisé comme le seul où est effilé le complémen-
taire de tout voisinage de x^ dans Q. Et d'après un théorème de
Mme Hervé, l'effilement minimal en X d'un ensemble de Q — {x^}
est identique à l'effilement interne adjoint en x^ dans Q.

D'où en ajoutant les hypothèses (a, /?) le critère d'effilement en x^
qui s'exprime par l'effilement en X c.à.d. l'invariance de la réduite
de p^, bien connue dans le cas classique.

Cet exemple compare les deux types d'effilement aux points x^ et
X et nous amène à la seconde partie. Mais il resterait à utiliser l'inter-
prétation générale de l'effilement minimal, donc à voir d'abord p.
ex. si, comme dans le cas classique, l'effilement et l'ineffilement sont
toujours forts dans la théorie de l'effilement interne utilisé pour
l'interprétation.

IV. Effilement statistique classique des deux types—Applications.

5. Dans le cas classique d'une boule de R" ou du demi-espace
Q, où l'espace de Martin est identifiable à l'adhérence et où la fron-
tière de Martin est entièrement minimale, on connait d'autres résul-
tats de comparaison, indiqués par Mme Leiong [11] qui avait
introduit autrement, mais d'une manière qui se trouve équivalente,
l'effilement à la frontière.

Ainsi l'effilement intérieur dans R" (n ^ 3) d'un ensemble du demi-
espace ou boule Q, implique en un point-frontière, l'effilement mini-
mal en ce point (identifié à un point minimal) mais cela n'est plus
vrai pour n = 2, où les effilements sont indépendants. D'ailleurs
ces résultats ne sont pas établis dans le mémoire de Mme Leiong
mais Choquet les a récemment démontrés en détail.

Il s'ensuit que dans les axiomatiques générales, aucune implication
n'est possible. Cependant je me suis aperçu qu'il y a bien la même
implication que dans R3 mais seulement en un sens statistique con-
venable.

On commencera par caractériser l'effilement non en un seul
point mais aux points d'un ensemble, presque partout en un sens
convenable.

Plaçons-nous dans le cas classique d'un espace de Green où l'on
donne deux ensembles e et a. Nous allons donner des équivalents
de la propriété :
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A) e est effilé (2) quasi-partout aux points de a.
Disons qu'une famille S d'ensembles E, <= Q (i e I) est évanes-

cente si

inf Rf1 = 0,
i

ce qui équivaut à inf Rf1 = 0 q.p. ou à

infj R^1 dp0^ = 0 (xo e <5, domaine p. ex. régulier, dp0^ mes. harm.)

Une condition suffisante est que inf cap. ext. E^- = 0; elle est néces-
i

saire lorsque, pour une suite exhaustive d'ouverts œp relativement
compacts et ip quelconque e I, u(a)p n E^) e <?, ce qui est vérifié dans
les énoncés B et Bi de ce n° 5.

Alors on a d'abord les propriétés équivalentes presque triviales :
B) La famille des intersections de e avec les voisinages fins (3) de a

est évanescente.
C) I I existe dans 0 une fonction surharmonique V > 0 dont la

restriction à e tend finement vers + oo en tout point de a finement
adhérent à e.

Il est plus difficile d'obtenir les mêmes propriétés équivalentes
avec la topologie ordinaire, soit (Bi) avec les voisinages ordinaires,
(Ci) avec limite et adhérence au sens ordinaire. (Bi) dérive de A par
le th. suivant de Choquet: l'ensemble des points d'effilement d'un
ensemble donné peut être enfermé dans un ouvert qui coupe l'en-
semble donné suivant un ensemble de capacité extérieure arbitraire-
ment petite. Mais on peut démontrer directement l'équivalence de
A et Ci, de Bi et Ci d'où l'équivalence de A et Bi qui contient ce
théorème de Choquet ainsi démontré autrement.

Voici une extension naturelle; on dira qu'une famille est V-
évanescente, pour V surharm. > 0 donnée,

si inf R^1 = 0 ou, ce qui est équivalent inf R^1 = 0 q.p.
ou encore inf J R^1 dp^ == 0.

Alors on cherchera des équivalents de :
a) e est effilé en tout point de a sauf aux points d'un ensemble

polaire de mesure nulle pour la mesure associée à V dans Q.

(2) C'est Feffilement rappelé plus haut de e \ {x} en tout x e a, avec la restriction, si x e e,
que {x} est non polaire.

(3) à un ensemble polaire près, aussi bien.
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Nous aurons d'abord les équivalents :
b) La famille des intersections avec e des voisinages fins (4) de a

est V-évanescente.
&i) Même énoncé avec les voisinages ordinaires (propriété forte),

puis
c) II existe une fonction surharmonique U > 0 telle que, en

prenant U / V = + G O lorsque U = V = + o o , la restriction de
U/V à e tend finement vers +00 en tout point de a finement
adhérent à e, et

c^ Même énoncé avec la topologie ordinaire (propriété forte).
6. Nous avons d'autre part des énoncés analogues pour Veffile-

ment à la frontière de Martin A de l'espace de Green Q; on a noté Q
l'espace de Martin et Q l'espace «minimal» 0 u A ^ , pourvu de la
topologie fine.

On introduit e c= Q, a c A^, h une fonction harmonique > 0 dans
Q, p, sa mesure canonique (sur A, chargeant A^).

Les propositions suivantes sont équivalentes:
A') e est effilé (au sens minimal) en tout point de a sauf aux

points d'un ensemble de ^-mesure nulle.
B') La famille des intersections avec e des voisinages fins de a

(dans la topologie «fine» c.à.d. de Q) est /i-évanescente et il est
équivalent de remplacer ces voisinages par les ensembles de Q dont
le complémentaire est effilé en tout point de a.

B'i) Même énoncé avec les voisinages de a dans la topologie
de l'espace de Martin Ô (forme forte).

C) II existe U surharmonique > 0 dans Q tel que la restriction à
e de U//î tende finement vers +00 en tout point de A^ finement
adhérent à e.

C\) Même énoncé avec la topologie de Q (forme forte).
On peut dans cet énoncé remplacer h par une fonction surharmonique
V dont h est la plus grande minorante harmonique (en posant dans
C et Ci, U/V = + oo lorsque U = V = +00).

7. Application—Propriété d'implication.
Soit un domaine îîo c= Q^ c Q. Un point frontière minimal X

relatif à QQ sera dit associé à x^ e SQ.o, si pour tout voisinage ô de
Xi, ÇÎQ\ ô est effilé au sens minimal en X.

Cela équivaut d'après Naïm [12], à ce que x^ est «pôle unique
dans CÏQ » de la fonction minimale K(X, y) ou à ce que le filtre ̂  (des

(4) à un ensemble polaire près.
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complémentaires dans Qo des effilés en X) converge dans Qç vers
le point x^

Théorème d'implication statistique.—
Soit e c: Oc c 0 (espace de Green\ effilé au sens interne de iï ÛMX

pomî5 rf'un ensemble a ̂  3iïo- A/ors e ^sî effilé au sens minimal relatif
à Qo aux points minimaux associés aux points de ce à l'exception de
points formant un ensemble de mesure nulle pour la mesure canonique
correspondant à 1 ou même à toute fonction harmonique > 0 dans Q.Q
qui se prolonge dans Q selon une fonction surharmonique V > 0.

Car la réduite R^ relative à Q majore dans Qo ^ même réduite
relative à Qo. Alors la propriété forte Bi ou (b^) de l'effilement
interne entraîne la propriété faible (B') relative à V et à l'ensemble
des points minimaux associés aux points de a ; et celle-ci est équiva-
lente à (A') pour la mesure associée à V restreinte à Ai c.à.d. à
notre énoncé.

Soulignons le cas particulier d'une frontière assez régulière pour
être identifiable à celle de Martin (c.à.d. pour que Qo solt l'espace de
Martin de Qo); alors l'effilement interne de e aux points de a en-
traîne l'effilement au sens minimal en ces points, presque partout
au sens de la mesure harmonique ordinaire, c.à.d. dans le cas de la
boule, au sens de la mesure de Lebesgue sur la sphère.

V. Extension axiomatique.

8. Dans l'axiomatique déjà rappelée, partons des hypothèses
(H) (axiomes 1, 2, 3 base dénombrable d'ouverts, existence d'un
potentiel > 0 et axiome D).

On étend la notion de famille V-évanescente, définie par infR^1 = 0

q.p. (avec les équivalents inf R^1 == 0 ou inf. de la moyenne, nulle).
i l

On étend la première série d'équivalences de la propriété:
(A*) : e c Q est effilé q.p. aux points de a c= îî.

On choisit Vo surharmonique > 0 finie continue quelconque et on
obtient comme équivalence, que la famille œ n e est Vo-évanescente,
où œ décrit les voisinages fins de a (forme faible B*) ou les voisinages
dans Q (forme forte Bf, difficile, correspondant à l'extension d'un
théorème de Choquet mentionné plus haut). Une autre équivalence
est encore l'existence de U surharmonique > 0 dont la restriction
à e tend vers + oo en tout point de a adhérent à e, soit en topologie
fine (forme faible C*) ou en topologie de Q (forme forte Cf) Mais
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l'extension de l'interprétation forte du cas classique, de la V-
évanescence, pour V-surharmonique > 0 quelconque, soulève ici
des difficultés. Elle peut toutefois se faire exactement sous des
hypothèses supplémentaires, c.à.d. en ajoutant la proportionalité
des potentiels de même support ponctuel, l'existence d'une base de
domaines complètement déterminants et l'identité de l'effilement
et de l'effilement adjoint.

Passons à l'effilement minimal. Sans ces hypothèses supplé-
mentaires, on peut étendre comme suit ce qui concerne la frontière
minimale et l'espace Q sans parler de frontière de Martin.

Si V est surharmonique > 0 quelconque dans Q, appelons V-
négligeable tout ensemble E de la frontière minimale tel que les
traces sur Ci. des voisinages fins de E (c.à.d. les ensembles de complé-
mentaire effilé aux points de a) forment une famille V-évanescente.
Cela équivaut à dire que les u surharmoniques ^ 0 satisfaisant à
liminf. fine K/V ^ 1 aux points de E(u/V = +00 si M = V == +00)
ont une enveloppe inférieure nulle, et il y a équivalence en remplaçant
V par sa plus grande minorante harmonique h\ E est alors de
mesure nulle pour la mesure canonique v^ associée à cette minorante
(ou à V).
Comparons les propriétés
(A'*) e c: Q est effilé aux points d'une partie a de la frontière mini-

male sauf sur un ensemble /? qui est V ou /i-négligeable.
(A"*) Même énoncé en remplaçant fï par un ensemble de mesure-

v^ nulle.
(B'*) La famille des intersections avec e des voisinages fins de a

(ou des ensembles de complémentaire effilé en tout point de a)
est V ou /i-évanescente.

(C'*) II existe une fonction surharmonique U > 0 telle que la res-
triction à e de U/V (infinie avec U et V simultanément) (ou
de U//7, ce qui est en fait équivalent) tende finement vers +oc
en tout point de a finement adhérent à e.

Alors B'* o C'* et A'* => B'* => A"*.
Dans l'hypothèse de «proportionalité» (ou même seulement si

l'axiome R^ de Gowrisankaran est satisfait) les ensembles h-négli-
geables sont exactement les ensembles de mesure-v^ nulle. Alors
A'* o A"* o B'* o C'*.

Mais cette hypothèse de proportionalité permet aussi d'introduire
F« espace de Martin» Q et les travaux de Gowrisankaran permet-
tent alors de montrer l'équivalence de A'* ou A"* avec des formes
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fortes BI*, Cj* qui ne diffèrent de B'*, C'* que par l'emploi de voisi-
nages ou limites dans l'espace 0.

9. L'implication statistique. —En considérant le domaine

QO c "o ^ ̂

on étend la définition des points-frontière minimaux associés à
un point de SQ.o.

Le théorème d'implication statistique s'étend : avec les seules
hypothèses (H) (1, 2, 3, base dénombrable, potentiel > 0, axiome D)
l'effilement de e c: Qç aux points de E c: 5Qg (au sens interne
dans Q) implique l'effilement minimal aux points-frontière minimaux
de QQ ? associés aux points de E sauf sur un ensemble Vo-négligeable
(et par suite de mesure nulle pour la mesure canonique associée
à toute fonction harmonique > 0 et bornée dans iïo)-

On peut ensuite étendre le complément du cas classique avec
les hypothèses plus fortes introduisant les fonctions adjointes et
l'identité de l'effilement avec l'effilement adjoint.

Terminons par quelques suggestions et applications. Il faudrait
approfondir cette correspondance de frontières, comme on l'a fait
dans le cas classique (Naïm). Par ailleurs, considérons la fonction
caractéristique (indicateur) de e c Q^. Elle admet la limite fine 0
aux points-frontière de QQ finement adhérents à e (au sens de la
topologie fine dans iï) et par suite la limite fine 0 (au sens minimal)
aux points minimaux de Qo associés, sauf aux points d'un ensemble
Vo-négligeable. Cela suggère de comparer pour une fonction
quelconque les limites fines à la frontière de QQ.o et les limites fines
minimales. Voici dans cette étude à peine commencée un premier
énoncé, dans le cas classique où le résultat est évident autrement par
le mouvement brownien, mais qu'on peut espérer étendre. Soit
/ réelle bornée dans SÎQ admettant une limite fine (au sens de la
topologie fine classique dans Q) à la frontière (c.à.d. à la frontière
fine) p.p. au sens de la mesure harmonique classique; alors elle
admet une limite fine minimale p.p. sur la frontière minimale (ou de
Martin) au sens de la mesure harmonique du problème de Dirichlet-
Martin (c.à.d. de la mesure associée à la représentation intégrale
de 1).

Cela résulte de l'implication statistique, de certains raffinements
[7] sur le problème de Dirichlet classique et sa solution (même
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valables en théorie axiomatique) de l'existence des limites fines
minimales pour les fonctions harmoniques > 0 (Doob) (également
valables en théorie axiomatique), mais aussi de propriétés de la
correspondance des frontières, dont je réclamais justement l'étude
étendue au cas axiomatique.

D'autre part tout cela devrait être réexaminé dans le cadre
d'axiomatiques plus larges, comme celle de Bauer [l], [2].

Enfin il y a lieu, évidemment, d'approfondir les interprétations
probabilistes. La théorie des limites fines ne semble donc pas près
d'être terminée.
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