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NOUVELLE METHODE POUR DEMONTRER
LA PARACOMPACITE DES ESPACES METRISABLES

par Gabriel MOKOBODZKI.

Nous utiliserons la terminologie et les notations de Bourbaki.
1. Soit (E, d) un espace métrique et soit U un recouvrement
ouvert de E.

TuatoriME 1. — Il existe une partition continue de l'unité
subordonnée a U.

Démonstration. — On considére des familles F = (p;)ier
de fonctions numériques continues, positives, sur E, ayant les
propriétés suivantes :

a) pour tout ie I, Pouvert (p; > 0) est contenu dans un
ouvert UeU et p; == 0.

b) Sp=p<L

[1-34

¢) Pour tous y, ¥’ < E, |ply) — p(y)| < d(y, y), de sorte
que p est toujours continue.

Ezxemple d’une telle famille.

Soit ze E; 1l existe reRt, 0 <r <1 et un ouvert UeU,
tels que la boule ouverte de centre z et de rayon r soit contenue
dans U. La fonction numérique p définie, pour tout ye E,
par p(y) = (r — d(y, z))* est non nulle, et pour tous y,y € E,
Ip(y) — Pyl < dly, ¥)-

La famille § = {p} satisfait bien aux conditions a), b), c).
Nous aurons besoin du lemme suivant qu’on démontre par
passage a la limite en se ramenant au cas fini.
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Lemume 1. — Soit (f,)ser une famille de fonctions numriéques
sur E telle que, pour tout a e A et pour tout y, y' € E, on ait

Ifaly) — 1)l < d(y, ¥').
St f = sup f, (resp. g =1nf f,) est finie, alors pour tous y, y' € E,
aEA aEA

Ifly) — ) <dy, y)
(vesp. [g(y) — s < d(y, ¥'))-

Ce lemme étant admis, revenons aux familles F = (p;).ex
satisfaisant aux conditions a), b), c).

L’ensemble de ces familles, ordonné par inclusion est induc-
tif, et cet ensemble n’est pas vide.

D’apres le lemme de Zorn, soit donc F = (p,), une famille
maximale.

On va montrer que p = Y p; est strictement positive en
tout point de E. tel

En effet, soient ze E, Uel, B, , une boule ouverte, de
rayon r <_ 1, contenue dans U.

La fonction numérique f, : y ~w— (r—d(y, x))* est continue,
positive et 0 < f, << 1. Posons p’ =sup (p, f.); on a donc
encore pour tous y, ¥y < E, |p'(y) —p'(¥')| < d(y, ¥')-

Posons encore p, =p —p > 0.

La famille & étant maximale, on a p, = 0, ou encore p > f,
et comme f,(z) =r >0, on a bien p(zx) > 0.

On obtient une partition continue de l'unité subordonnée
4 U en posant, pour tout el

f,-=—£‘; et alors Xfi=1
P t
2. Soit E un espace topologique quelconque.

TrtoriME 2. — Soit (p;)ie une partition continue de l'unité
sur E. .

Il existe alors une famille (f). de fonctions numériques
continues > 0, formant une partition de Uunité et telle que

10 Pour tout v 1, le support fermé de f; est contenu dans
Louvert (p; > 0).

20 Les supports fermés des fonctions f; forment une famille
localement fine.
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Démonstration. — Posons d(z, y) = sup |p;(x) — pi(y)| pour
(X=3 1

tous z, y € E. On obtient ainsi un écart borné sur E et ’'on va
voir qu’il est aussi continu sur E. Soit z € E; pour tout ¢ > 0,

il existe J fini, Jc I tel que 3 piz)>1——

tEJ 2
La fonction f= ) p,; est continue sur E et f(x) <% il
Je&g

existe donc un voisinage w de z tel que
(@' € 0) == |pi(@’) — pila)| < viel

etf(z') <e;doun ﬁnaleinent, pour toutt € I, | pi(x) — pi(2')] < ¢
ou encore '

(' ew) =>d(z, 2') <.
On introduit maintenant, les fonctions

¢ = sup p; et pour tout zeE,
i€l

b, = sup p,

P@) <3 9(@)

On remarquera que pour tout z e E, il existe un indice j tel
que 0,(z) = p;(x) de sorte que

0.(z) < —;- ¢(x) pour tout ze E.

Lemme 2. — Les fonctions ¢, 0., x < E, sont continues.
D’aprés notre lemme 1, on a, pour tous y, y¥ €E, zeE

le(y) — o)l < dly, ¥)
et

192(y) — 0.(y")| < dly, ¥')-

Le lemme 2 résulte alors de la continuité de ’écart d.
Considérons maintenant la famille des fonctions

Y SR S
Pi =\ Pi 2? .
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Cette famille posséde les propriétés suivantes:
1° 0 < p; << pi, p; est continue, Vie l.
20 Pour tout zeE, il existe te 1 tel que p;(z) > 0, (par

2

3° Pour tout ie I, le support fermé de p; est contenu dans
Pouvert (p; > 0).

exemple te I tel que piz) > —1—"&(m)>

4° Pour tout ze E, 'ouvert ( 0, < %) contient Z, ne ren-

2

contre que les supports des fonctions p; telles que

piz) > 55(0) >0,

et il y a seulement un nombre fini de telles fonctions p;,
puisque la somme ), p; (z) = 1.
t€X
50 La fonction p’ = ) p! est continue et pour tout ze E,
p/(m) > 0. i€l
En effet, pour tout te I, on peut écrire p; = p; + p! ou
p! est > 0.

Les fonctions p’ = Y, p; et p” = ) pi sont semi-continues
tEX IEI

inférieurement et de somme p’ + p” 2 pi = 1, de sorte
que p est continue. Ceci étant établi, la famllle de fonctions

fi= P; Zijel, satisfait aux conditions du théoréme 2.
P’

Cororratre. — Soit (E, d) un espace métrique.

1o L’espace topologique E est paracompact.

20 Pour tout recouvrement ouvert U de E, il existe une
partition continue de 'unité (p;).er subordonnée a4 U et telle
que la famille des ouverts (p; > 0);¢; soit localement finie.
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