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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
14,1 (1964), 205-268.

CATÉGORIES ORDONNÉES, HOLONOMIE ET COHOMOLOOIE
par Charles EHRESMANN (Paris)

Introduction.

Le but de cet article était de développer une théorie de
la cohomologie d'une catégorie ordonnée à valeur dans une
catégorie et de l'appliquer au cas d'un espace feuilleté. Mais
comme l'exposé complet de cette théorie s'est révélé trop long,
il a fallu remanier le plan, de sorte que seules les cohomologies
d'ordre 0 et 1 sont considérées ici.

Deux possibilités s'offrent pour définir la cohomologie dans
le cas considéré : 1) Généraliser les méthodes utilisées dans le
cas de la cohomologie pour un faisceau, en définissant les
classes de cohomologie par un procédé de récurrence à partir
des classes d'ordre 0. Il faut pour cela munir la classe de coho-
mologie d'un certain ordre d'une structure de même espèce
que la structure initiale. Cela est possible en partant d'une
catégorie quasi-inductive, à condition d'utiliser une nouvelle
catégorie, à savoir celle des fusées. C'est la construction de
cette catégorie des fusées, qui est très longue, qu'il nous a
fallu supprimer et qui sera publiée ultérieurement. 2) Généra-
liser la construction de la cohomologie d'un groupe, à l'aide
des foncteurs Ext". Le n° 4 indique rapidement comment
construire ainsi la cohomologie d'ordre 1. Nous montrerons
ailleurs que cette construction peut aussi se faire pour les
ordres supérieurs.

Comme ces deux méthodes, pour les cohomologies d'ordre
supérieur, ne s'appliquent que si l'on part d'une catégorie
quasi-inductive, le premier problème est de plonger une caté-
gorie ordonnée dans une catégorie quasi-inductive. Nous mon-
trons que la catégorie des atlas réguliers résout cette question
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pour les groupoïdes ordonnés réguliers. Dans le cas général,
il faut utiliser des catégories quotient de la catégorie des fusées
et ceci se trouvera dans la suite du présent article.

Dans les n08 1 et 2 les résultats sur les atlas obtenus dans le
cas des groupoïdes sous-préinductifs [1] sont étendus au cas
des catégories et des catégories ordonnées régulières. Dans le
n° 3 est construit le groupoïde d'holonomie complet associé
à un feuilletage localement simple, qui est un quotient d'un
sous-groupoïde du groupoïde des atlas du groupoïde d'holono-
mie. Le n° 4 est l'étude de la cohomologie d'ordre 0 d'une
espèce de structures (ordonnée). Le n° 5 est consacré
à la cohomologie d'ordre 1 d'une catégorie munie d'une
catégorie ordonnée d'opérateurs, ce qui généralise les résultats
connus dans le cas des groupes. Enfin quelques applications
aux structures feuilletées sont simplement esquissées (ces
questions seront reprises ultérieurement).

Nous reprenons les notations de [3] : une catégorie sur la
classe C est désignée par C', le composé de fet g étant noté g.f.
La classe des couples composables est C * * C * , la classe des
unités CQ, le groupoïde des éléments inversibles Cy, les
applications source et but sont a et (î, la loi de composition est
notée x. Le mot foncteur signifie foncteur covariant. Si
A c C et B c C, on désigne par A.B la clause des a.&, où
a e A, b e B, par Ao la classe A n Co.

1. — Atlas dans une catégorie.

Soit fi' une catégorie.

DÉFINITION 1. — Soit % un sous-groupoïde de 6'. On appelle
atlas de 6* compatible à droite {resp. à gauche) avec % une
sous-classe ¥ de & vérifiant les conditions suivantes :

1) %oca(F) et F . % = = F {resp. ^ c ?(F) et %.F=F) .
2) Pour tout /•€ F et tout f e F tels que ^{f) = (3(f) {resp.

a{f} = a(f)), il existe g < = % tel que f=f.g (resp. f= g.f).
Si F est un atlas de (°* compatible à droite avec %, on a

a(F) = %o? puisque d'après la condition 2 pour tout /*e F
il existe g e % tel que f .g = f.
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Remarque. — Si tous les éléments de F sont des monomor-
phismes (resp. des épimorphismes), il existe un et un seul
geâî tel que f = f .g (resp. f = g./*') si F est un atlas compa-
tible à droite (resp. à gauche) avec SS.

PROPOSITION 1. — Soit C une sous-classe de (°; soit % un sous-
groupoïde de 6* tel que % soit la composante de a(C) dans %$
si C vérifie la condition 2 de la définition 1 (dans laquelle on
remplace F par C), alors C.âî est un atlas compatible à droite
avec â8.

En effet, on a: (C. %) .%== C.%. Supposons ^.^eC.%,
où 1=1,2, g, 6%, y.eC et p(^)=p(^). Il existe g e % tel
que / i==^ .g et on trouve: A-^i == ^.^•(^•^•gi), donc
C.âB est compatible à droite avec %.

PROPOSITION 2. — Soit F un atlas de 6' compatible à droite
avec 9) et à gauche avec %'. 5i ̂  (resp. ^') es^ un sous-groupoïde
de G contenant % {resp. %') comme sous-groupoïde plein et si
A (resp. A') est la composante de % dans ^ (resp. rfe %' dans iS'),
afors A'.F.A es^ un atlas compatible à droite avec A et à gauche
avec A'.

Démonstration. — Soit e e Ao $ il existe g e âS tel que a(g) = e
et(3(g)e^. Soit/• e F tel que a(/*) == (î(g); on a y.geA'.F.A,
d'où Ao c a(A'.F.A). On trouve évidemment:

(A'.F.A).A = A' .F.A et A' .(A7 .F.A) == A ' .F .A.

Soientgî.A-^A'.F.A et g'^.g^ e A'.F.A, où g,e A, f^F
et g\ e A', tels que (3(g{) = p^g). Comme %' est plein dans ^',
on a :

^-l.gf2<=^ d'où gi^.^^'.F^F;

F étant compatible à droite avec âS, il existe g e % tel que :

^1-^= ^l•êr2./2;

posons g == g^.g.gg; on obtient: g e A et:

(gl-A-^l)-^ g l ' f l ' g l ' g ^ ' g ' g ï ̂  gl.gr1. g 2 ' f 2 ' g 2 = g f2•f2•g2•

Donc A'. F. A est compatible à droite avec A. On montre de
même que A'. F. A est compatible à gauche avec A'.
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PROPOSITION 3. — Soit F un atlas de &' compatible à droite
avec % et à gauche avec ^8'. Soit B une sous-classe de F. Soient
%i et %i les sous-groupoïdes pleins de % et %' respectivement
ayant a(B) ^ P(B) pour classes d'unités. Alors F' == %i.B.%i
65( un aria5 cfe 6' compatible à droite avec %j e( a gauche avec %i.

Démonstration, — On a évidemment

F'.^i == F' et a(%i) == a(B) c a(F').

Soient gi.f^g, e F', où i - 1,2, g, e %„ g;e %„ /^ B et
(î(^) = p(gg). Comme F'c F, il existe g e % tel que

g 2 ' f 2 ' g 2 = {gl'fl'gl)'g\

les relations :

<g) = a(g2) ^ a(B) et (3(g) = a(^) e a(B)

entraînent ge %i. Par suite F' est un atlas compatible à droite
avec â^. On montre de même que F' est compatible à gauche
avec %i.

COROLLAIRE. — Avec les hypothèses de la proposition 3,
si A désigne la composante de a(B) dans S> et A' la composante
de p(B) dans %', alors A'.B.A est un atlas compatible à droite
avec A et à gauche avec A'.

En effet, %i et %i sont des sous-groupoïdes pleins de A et A'
respectivement et le corollaire résulte de la proposition 2.

Remarque. — Avec les hypothèses de la proposition 3 et
de son corollaire, les atlas %i.B.%i et A'.B.A sont resp.
le plus petit atlas et le plus grand atlas contenus dans F
et contenant B.

THÉORÈME 1. — Soit 6' un groupoïde. Pour qu^une sous-
classe ¥ de & soit un atlas compatible à droite avec un sous-
groupoïde â8 de 6 * , il faut et il suffit que Von ait : F. (F"~1. F) === F ;
dans ce cas, % est égal à F^F et F est aussi compatible à
gauche avec F. F""1.

Démonstration. — Soit F un atlas de (°* compatible à droite
avec %. Les conditions /*e F, f e F et ?(/*) = ?(/'') entraînent :

/'-/".(f-1./1) et f=f.g, où g^^
d'où /"~l•/t== g 6 ® -
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Soit g e âS; comme a(g') e a(F), il existe f e F tel que
°<D.== P(g'); par suite f'.g^F et g' = f-^. (f. g') e F-^. F.
Ainsi on trouve S> = F~1. F. — Inversement, supposons que F
soit une sous-classe de Ê vérifiant la condition : F == F. (F~1. F).
La relation :

(F^.F^F-^.F) == F-^F.F-^.F^ F-1.F
montre que F~1. F est un groupoïde tel que a(F~1. F) == a(F) ;
la condition 2 de la définition 1 est évidemment vérifiée par F.
Donc F est un atlas compatible à droite avec F~1. F. De plus
comme

(F.F-^.F^ F^F-^.F) == F,
F est aussi un atlas compatible à gauche avec F^.F.

COROLLAIRE. — Soit G' une catégorie. Si F est un atlas de
&' contenu dans 6^ et compatible à droite avec un sous-groupoïde
& de 6*, alors F est un atlas de Cy compatible à droite avec F"'1. F
et on a S^= F^.F.

Remarque, — Le théorème 1 signifie que, si C* est un grou-
poïde, F est un atlas de C'si, et seulement si, la classe réunion
de F et de 0 est un atlas complet [1] du groupoïde obtenu
en munissant le groupoïde somme de 6 ' et d'une unité 0 de
la relation d'ordre définie par :

f < f si, et seulement si, /*' == f ou si f == 0.

Soit F un atlas de 6* compatible à droite avec chacun des
groupoïdes %„ où i e I. Alors F est aussi compatible à droite
avec le sous-groupoïde % de (S* engendré par les sous-groupoïdes
^. Le plus grand sous-groupoïde a(F) de (°* tel que F soit
compatible à droite avec a(F) est formé des g e C0^ tels que
F.gcF.

DÉFINITION 2. — On appelle atlas de G' une sous-classe F
de G telle que F soit un atlas de G' compatible à droite avec le
sous-groupoïde a(F) de Êy formé des geCîy tels que F.gcF,
et compatible à gauche avec le sous-groupoïde &(F) de Êy formé
des g* tels que g'. F c F.

Pour que F soit un atlas de 6', il faut et il suffit que les condi-
tions suivantes soient vérifiées, où fe F et /'' e F :
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1) Si P(/') = (3(f), il existe g e e\ tel que F. g c F et f. g = f ;
2) Si a(f) = a(/"), il existe g' e &\ tel que g'. F c F et g ./'=/*.
II en résulte qu'un atlas de (°* compatible à droite avec %

et à gauche avec %' est un atlas de (°*. D'après le théorème 1,
si 6- est un groupoïde et si F est un atlas de &' compatible
à droite avec % et à gauche avec %', on a % = a(F) et %' == &(F)
et F est simplement un atlas de (?•.

Si (S* n'est pas un groupoïde et si (F^ei est une famille
d'atlas de Ê' , alors la classe intersection des F, peut ne pas être
un atlas de 6.

Soit 3o((3') la classe de tous les triplets (%', A, %) tels que %
et %' soient des sous-groupoïdes de Q' et A un atlas de (3*
compatible à droite avec % et à gauche avec %'.

THÉORÈME 2. — <A)((°* ) est une catégorie pour la loi de composi-
tion définie par: (%", F', %0.(%', F, %) = (3S", F'. F, %)
51, ^ seulement si, S>[ = %'; ?<? groupoïde des éléments inversibles
de Jb(6') e5( Z<° groupoïde ^(Êy).

Démonstration. — Soit % un sous-groupoïde de 6' ; on a :
% . % = % ; les conditions ge%, g'e %, (î(g) = (3(g') entraînent
g-^g'e^; par suite (%, %, %)eJb(C-) . On a:
(%', F, %).(%, %, ^) = (%', F, ^) = (%', %', %').(%', F, %),
car F est compatible à droite avec S> et à gauche avec %'.
Ainsi (%', F, %) admet (%, ïB, %) et (%', %', ^B') respectivement
pour unités à droite et à gauche dans tA>((°*). Soient

(%', F, %) e Jo(e • ) et (%", F', %') e ̂ (6 • ) ;
on a :

^.(F'.F) == (^". F').F = F'.F = (F'.F).%.
Supposons f . / 'eF'.F, Ç.^eF'.F et (3(f)==(3(7'); il existe
g'e%' tel que f==f ' .g ' ; comme g'./*e %'.F == F et
a(7") = a(g') = ?(/'), il existe geâ^ tel que g'./*= f .g$ on en
déduit : r.^r.g.^r./'.g;
donc F'. F est un atlas compatible à droite avec % ; de même
on voit que F'. F est compatible à gauche avec âî", d'où

(%", F ' .F,%)ej£(e-) .
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Par conséquent ^(6*) est une catégorie, dont la classe des
unités sera identifiée à la classe des sous-groupoïdes de (°*,
en identifiant (â$, ^, %) avec %.
— Soit {S>\ F, ^)e^(e-) tel que Fc(^. On a:

F-1.^ = (%'.F)-1 == F~1 = %.F-1

et F-1 est un atlas compatible à droite avec %', à gauche
avec %. Comme d'après le corollaire du théorème 1, on a
% == F-i.F et %' = F.F-1, on obtient:

(%', F, %).(%, F-1, %') == (%', F.F-1, %') = (%', %', %')
et (%, F-1, %').(%', F, %) = (%, F-i.F, %) == (%, %, %).

Il en résulte que (%', F, %) admet (%, F-1, %') pour inverse
dans Jb(6'). Inversement, supposons que (%, F', ^') soit l'in-
verse de (%', F, %) dans Jb(Ê- ). Soit e e a(F) ; comme F'. F = âî,
il existe /e F et /*' e F' tels que e = f .f = a(/*); puisque
F.F' = %', il existe /"e F et f e F" tels que f.F = ?(/•). La
condition ^(f) = ?(f) assure l'existence de g e % tel que
J=f.g. Par suite f.(g^)==J.f=^f). L'élément /; qui
admet /t/ pour inverse à gauche et (g.^') pour inverse à droite
dans 6*, est inversible dans 6*. Pour tout f^ e F tel que a(jfi) = e,
il existe g' e %' satisfaisant à ̂  = g' ./*, d'où /i e Ê^. Il en résulte
F c (°Y et ^((5 • ) admet ^((Sy) pour groupoïde de ses éléments
inversibles.

COROLLAIRE. — Soit A(Ê') la classe des atlas de 6 * . U applica-
tion: F->(6(F), F, a(F)), ou Fe^C-), identifie ^((5-) d uw
sous-catégorie de Jfc((0 ') contenant ^(Êy). 5i Y] désigne Inapplica-
tion: (%', F, %)->F ^ ^(6-) 5ur Jb(e-), afor5 (Y], i)((0-)) ̂
UTze extension inessentielle de Jb((0') (définition 5-2-III, 1) [2].

2. — Catégories ordonnées.

Soit M)Q une classe de classes contenant avec une classe
toutes ses sous-classes, avec deux classes leur produit. Soit M)
la catégorie des applications (M', /, M), où MejKbo, M'es M)Q
et où f est une surjection de M sur une partie de M'.
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Soit Qo l3 classe des classes ordonnées (M, <;), où M e M)Q
et où <; est une relation d'ordre sur M. Soit Q la catégorie
des triplets

((M', <), y, (M, <))
tels que (M, <) e Qo, (M', <) e Qo, (M', /; M) e Jfc et que, si
x s M, a;' e M et n/ <; x, on ait /'(rc') <; f{x). Soit où l'application :

((M', <), /•, (M, <)) ̂  (M', /; M)

de Q dans Jllb. Alors (JIA), CD, Q, 0..) est une catégorie d'homo-
morphismes résolvante à droite, à produits finis [3]. Si

(M,<)eÔo

et si MI est une partie de M, le symbole (Mi, <;) désignera la
sous-structure de (M, <<) au-dessus de Mi, c'est-à-dire la
classe MI munie de la structure d'ordre induite par (M, <;).

Soit Q' la sous-catégorie de Q formée des

((M', <),/•, (M, <)) e0
vérifiant la condition :

Si x e M, x' e= M, x' <; x et f{x) = /'(^/), alors on a x = x ' .
Soit QI la sous-catégorie de Ô' formée des

( (M' ,<) , / ; (M,<) )eQ
satisfaisant à l'axiome :

Si x e M , x ' e M , a;" c= M, x' < x, x" < x et f{xf}-=f{xff),
alors x9 === x " .

Rappelons [3] qu'une catégorie Q(Q', Û)-structurée est
appelée catégorie ordonnée. Pour que (6', <) soit une catégorie
Q-structurée (resp. catégorie ordonnée), il faut et il suffit
que les axiomes Oi, Og et Oa (resp. Oi, Og, Os et 04) suivants
soient vérifiés :

Oi) €• est une catégorie et ((°, <) e Qp.
Og) Soient fe (° et f e 6; si f < /', on a a(f)<a(/") et

p(f) < ?(n.
63) Soient (g, />) e (°-* C- et (g', /") e 6** (?• ; si f</ ' et

g' << g, alors g ' ./*' <; g./*.
64) Soient /*e (° et f e Ê; les conditions : f < /; a(/*) == a(f)

et ?(/•)== p(f) entraînent f = f.
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D'après la proposition 18, II [3], tout groupoïde Ô-structuré
est ordonné.

Une catégorie û(Qi, Q)-structurée est appelée catégorie
s-ordonnée.

Soit Q" la sous-catégorie de Q formée des

((M'.O./^M.OeQ

vérifiant la condition :
Soit ^ e = M ; pour tout y s M' tel que y <; f{x), il existe

x' <; x, x' e M pour lequel on ait f{x'} = y.

DÉFINITION 1. — On dira qu^une catégorie Q-structurée est
semi-régulière si elle est Q((Q", Q"), Ô)- structurée.

Pour qu'une catégorie Q-structurée (Ê',<;) soit semi-régu-
lière, il faut et il suffit que soit vérifié l'axiome :

Oe) Soit /*€E(° ; si 6<a(/1), e e 60, il existe f <f tel que
a(f) = e; si e e (?o et e' < ?(/•), il existe f < /"tel que P(f') = e'.

Soit (M, <;) e Qo. Soit C une sous-classe de M. Si C admet une
borne inférieure dans (M, <;), nous l'appellerons V intersection
de C et la noterons J J C . Si C est majoré par n?eM et si C
admet une borne supérieure dans la sous-classe des x ' e M
tels que x' <; x, nous appellerons cette borne supérieure le

x

x'agrégat de C et nous la noterons 1 J C ; la classe des ^-agrégats
de C, où x e M, est appelée congrégation de C dans M et dési-
gnée par ^ J C ; un élément de [ J C est aussi appelé sous-agré-

x

gat de C. Si pour tout majorant x de C il existe [ J C et si
x

[ J C = y, on dira que y est l'agrégat de C dans M, noté NC.
Soit Q§ la sous-classe de Qo formée des classes sous-induc-

tives, c'est-à-dire [1 b] des classes ordonnées (M, <;) e QQ admet-
tant un plus petit élément 0 et telles que toute partie C de M,
majorée dans (M, <), admette une intersection; alors C admet
un ^r-agrégat, pour tout majorant x. Soit Q^ la sous-catégorie
pleine de û ayant Q^ pour classe des unités.

Soit 3° la sous-catégorie de û^ formée des applications



214 CHARLES EHRESMANN

quasi-inductives, c'est-à-dire des triplets ((M', <;), /, (M, <;)) e û^
tels que, pour toute partie C de M on ait :

/"(Ù^U^c)).
Cette dernière condition est équivalente à :

(U) Si C est une partie de M majorée par x e M, on a :

f{(jc)=[jf{C), où z=f(x).

DÉFINITION 2. — Une catégorie ^(^nQ', ^u) -structurée
sera appelée catégorie quasi-inductive. Une catégorie sous'
préinductive [3] (Ê*, <) telle que (6, <) soit une classe préinduc-
tive [1] est appelée catégorie préinductive.

PROPOSITION 1. — Soit (£•, <;) une catégorie ordonnée.
Pour que ((°', <;) soit une catégorie quasi-inductive, il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées:

Qi) (^? <) est une classe sous-inductive.
Qa) Soit F une partie de C majorée par f e (° ; on a:

<x(/) / / \ P(/) / / . \

U^-^U11') et UP(F)=P(UF/
La démonstration est analogue à celle du théorème 5 de [3].

Soit (6-, <) une catégorie Q-structurée.

DÉFINITION 3. — Soient ge(° et / 'eÊ; soit (g, f) la classe
des couples composables (g', f) e (°- *(°- (6^ que g ' <getf < /".
5i (g, f) admet un plus grand élément (g, f) cîan5 (6- *(°*, <),
on dira que g et f ont g.J pour pseudoproduit dans ((?', <)
e( on posera: gf= g - J '

Cette définition entraîne que, si gf est défini, alors gf est le
plus grand élément de la classe x((g, /*)).

PROPOSITION 2. — Soit (Ê-, <) une catégorie û((Qi, Qi),
[i^-structurée. Soient g ̂ 6 et f e £', si la classe x((g, /*)) a^mef
un plus grand élément g.J, alors on a g.J = gf.

Démonstration. — Soit (g', f) e (g, /*); comme g f . f l < ~ g ' î ,
on a :

g.f-grA. où gi<§ et A<^
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car (((°, <), %, (6- *e-, <)) CE Q". Les relations : fi<f, f <f
et a(^) == a^) entraînent ^ === />/, puisque

((C°,<),a,(e,<))eQ,.

De même gi = g' $ donc f1<^.J\ g' <^ g et (g, 7) est le plus grand
élément de (g, /*), c'est-à-dire g et f ont g. 7 pour pseudo-
produit.

COROLLAIRE. — Si (6', <) ̂  un groupoïde fonctoriellement
ordonné [3], fe pseudoproduit gf est défini si, et seulement si,
la classe ^((g, f)) admet un plus grand élément,

En effet, les conditions de la proposition 2 sont vérifiées,
en vertu de la proposition 20, II [3].

PROPOSITION 3. — Soit ((?•, <) une catégorie quasi-inducti^e.
Soient feG et ge(°; si a(g) n ^(jf) est défini, alors le pseudo-
produit gf est défini.

Démonstration. — Soit G (resp. F) la classe des g ' (resp. /'')
tels qu'il existe (g', f )e<g, /•); posons E == a(G) = (S(F).

y /
Soit g==UG et 7===UF. On a:

a(^) P(/)

^)==UE et P^-U^
e

Puisque E est majorée par e === a(g) n ?(/*), il existe [ J E et
on a :

(JE = a(g) = p(f).

Donc (g, 7) es^ 1e plus grand élément de (g, /*) et on trouve
gf-ë-7'

COROLLAIRE. — Si (Ê", <;) est une catégorie inducti^e, deux
éléments quelconques ont un pseudoproduit,

Remarque. — Dans [3], nous disons que gf est le pseudopro-
duit de g et f dans la catégorie sous-préinductive (6*, <)
si, et seulement si, gf est le plus grand élément de la classe
x((g, /*)). En général cette propriété n'entraîne pas que gf
soit le pseudoproduit de g et f au sens de la définition 3$
mais si le pseudoproduit au sens de la définition 3 existe
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aussi, les deux pseudoproduits sont égaux. Toutefois, il résulte
des propositions 3 et 2 que les deux notions sont identiques dans
le cas des groupoïdes fonctoriellement ordonnés et des caté-
gories inductives.

PROPOSITION 4. — Soient f e G et e e Cç; si le pseudoproduit fe
est défini, alors fe est le plus grand élément de la classe F des
f <f tels que a(f) < e.

En effet, on a (fe^(fe)) e (/',e). Comme les conditions
f < f .et a(f) < e entraînent (/",a(/")) e (/;<?), on obtient
/*' < fe. Donc fe est le plus grand élément de F.

PROPOSITION 5. — Soit (6*, <;) une catégorie Q (Q, Ù^-struc-
turée\ soient heQ, g e6 et f G G-, si (hg)f et h(gf) sont définis,
on a {hg)f^h(gf).

En effet, on a {hg)f=k.f^ où k < hg et /i </*, d'où:

^ == AI • gi? Ai < A et g î < g.

Par suite gi.fi<gf et (hg)f=hi.gi.fi<h{gf). De même
W) < (W

Soit Ça la sous-classe de Q formée des triplets

((M', <),/•, (M,<) )eÙ
vérifiant la condition suivante :

Soit x e M; pour tout y <; f{x), la classe des x' <i x tels
que f(x/) < y admet un plus grand élément Xy vérifiant
f^-y^ ^

Qg es^ évidemment une sous-classe de Q".

PROPOSITION 6. — Qa es^ une sous-catégorie de Q, stable
par produit dans Û (définition 2-II-[3j).

Démonstration. — Soit

((M", <), f, (M', <))eQ, et ((M', <), /; (M, <))eÔa;

supposons r ceM et z<^frf{x). Soit y^ le plus grand élément
de la classe des y'e M' tels que y ' <if{x) et f^y^^z', soit
^ le plus grand élément de la classe des x* e M tels que
x' <; x et /"(a;') < y^; on a :

ffc) == f(yz) - ̂
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La condition x" < x entraîne f(x") < f(x) ; de plus si
ffÇx") < z, on a f(xff) < y,, d'où x" < Xy,. Donc ^ est le
plus grand élément de la classe des x" < x tels que ff{x") < z
et on trouve ((M", ^<), /"/•, (M, <)) e Q^. Ainsi A est une
sous-catégorie de û, laquelle est évidemment stable par
produit.

DÉFINITION 4. — On dira qu'une catégorie Ù-structurée
(Ê-, <) est assez régulière {resp. régulière) si (6-, <) est une
catégorie Û{(Ù^ Ôg), G)" structurée (resp. Û((Ô2î ûg), Ô^-^ruc-
turée).

PROPOSITION 7. — Pour qu'une catégorie ^'structurée ((°*, <;)
50^ 055^ régulière {resp. soit régulière), il faut et il suffit que
soient vérifiées les conditions R^ et Rg (resp. R^ Rg et Rp)
suivantes:

(Rd) Pour tout fe G et tout e e GQ tel que e < a(/1), le pseudo-
produit fe est défini et on a w.(fe) = e.

(Rg) Pour tout fe G et tout e e (°o tel que e < ?(/), le pseudo-
produit ef est défini et on a ^(e'f) == e\

(R^) Soit (g, f)^G^e- etk< g./1; on a k = g .f, où g < g
et f<f.

Démonstration. — Soient f e C, e e (°o et 6 < a(/')• Supposons
les conditions R^ et R^ vérifiées. D'après la proposition 4, /i?
est le plus grand élément de la classe des f <if tels que a^) < e,
c'est-à-dire on a: ((60, <), a, (6, <))eÔ2; de même

((<°o.O,P,(e,<))^ô,.
L'axiome (R^) entraîne (((°, <), %, ( e -*C- , <)) e Q", puisque
(6', <;) est Q-structurée. Les conditions sont donc suffisantes.
Inversement soit (Ê*, <) une catégorie Q-structurée régulière.
Soient f^e et e<a(y); soit (f,A) e (/•,e). Comme A < e,
on a P(À) == a(/*') << e et f est majoré par le plus grand élément
f, de la classe des f < f tels que a(/") < e. Par définition
a(/g) == e, donc (^, e) est le plus grand élément de (/', e). Par
conséquent f et e admettent fe pour pseudoproduit. On voit
de même que la condition (Rg) est vérifiée.
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COROLLAIRE. — Pour qu'un groupoîde û-structuré (fi ' , <;)
soit régulier, il faut et il suffit que la condition R^ soit vérifiée.
Par suite tout groupoîde û-structuré assez régulier est un grou-
poîde ordonné régulier.

Démonstration. — Montrons que la condition R^ est suffi-
sante. En effet, soient feC et e' < j^/'); on a : e'f= (^"V)-1,
car f < f entraîne f~^1 <; f^1. Si k <; g./*, on trouve :

k = g\(Mk)), où g' = /c.(W))-1 < 8^f-1 = ë-

PROPOSITION 8. — Soit (fi*, <) une catégorie ordonnée assez
régulière. Soient e e fiç e( e' e fiç ; e n e' ^ défini si, et seule-
ment si, e et e' admettent une intersection e dans (fîo, <)? et
on a: e === e n e ' .

Démonstration. — Supposons e n e1 défini; on a:

a(e n e1} <; e n e' et P(ô n ̂ ') < e n e',
d'où

a(e n e') < P(e n e') et ?(<? n e') < a(<? n e'),

c'est-à-dire a(e n e ' ) == P(e n e')$ il en résulte

e n e' == a(e n e') === e,

car (6*, <;) est ordonnée. Inversement supposons e défini.
Puisque (C', <) est une catégorie ordonnée régulière, il existe
ee tel que <x.(ee) = e; comme e << ee, on a e <; (î(6e) et il existe
e{eé) pour lequel ^(é{eé)) === e. La relation ë < e(<?ë) entraîne
a(e(^e)) ==6, donc e(eé) ===e. Soit h un minorant de e et de e9

dans (fi, <;); a(A) et ?(A) étant majorés par e et e', on trouve
a(A) < 0 et P(A) < e, d'où

h <^ ee et A < 0(^0) == e.

Par conséquent e = e n e ' .

PROPOSITION 9. — Soit ( f i* , <<) une catégorie Q-structurée
assez régulière ; 5oi7 g e fi et f e fi ; ^ pseudoproduit gf est défini
si, et seulement si, a(g) et ^(f) admettent une intersection

e==^g)Ç~}W dans (eo,<);

dans ce cas, on a gf= (ge).(ef).
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Démonstration. — Supposons e défini; d'après la proposi-
tion 7, il existe ef et ge et on a :

a(ge) = e = ̂ (ef), d'où {ge, ef) e (g, /•>.

Soit (g', f)^{g, /*); on trouve a(g')<e, car afg') est majoré
par a(g) et ?(/•). II en résulte : g' = g'.a(g') < ge et f < ef9,
par suite g et f admettent {ge).{ef) pour pseudoproduit.
Inversement, supposons gf défini et désignons par (g, J ) le
plus grand élément de (g, f}. Alors a(g) < a(g) et a(g) <?(/*).
Soit e'e(°o tel que e' < a(g) et e' <?(/*); comme ((°-, <)
est une catégorie Q-structurée assez régulière, il existe e'f<^ f,
ge' < g et on a : ^(e'f) = e' = a(ge'). On en déduit :

(g^^f)^W, ^'<g, ^ï<^ et e'<a(g).

Par suite

^)=^rw)-
Co

COROLLAIRE 1. — 5o^ (Ê*, <;) une catégorie ordonnée assez
régulière ; 50ien< g e (° e( /" e (° ; ^ pseudoproduit gf est défini
si, et seulement si, e = a(g) n ?(/*) est défini.

Ce corollaire résulte des propositions 8 et 9.

COROLLAIRE 2. — Soit (Ê*, <;) une catégorie ordonnée
régulière telle que ((°, <;) soit une classe sous-préinductive.
Soient fe6, g<=(° et heC9, si gf et hg sont définis, alors h(gf)
et (hg)f sont définis et égaux.

En effet, comme a(A) n ?(g) est défini et majoré par (3(g)
et que ^(gf) < ?(g), l'intersection (a(A) n ^(g)) n ^(gf) est défi-
nie et par suite égale à a(A) n (3(g/'). Donc h{gf) est défini;
de même (hg)f est défini et, en vertu de la proposition 5,
ces deux pseudoproduits sont égaux.

PROPOSITION 10. — Soit (6-, <) une catégorie ordonnée
assez régulière', alors (6-, <) est une catégories-ordonnée. Si
(6", <) est aussi une catégorie ordonnée assez régulière, la caté-
gorie ordonnée produit {G • X G', <) est assez régulière.

Démonstration. — Supposons

^<°, f <f,r< f, a(f)==a(D= e et ^ == p(f) =, ,'.
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II existe fe et on a <x.(fe} == e, /'' <; /e. Il existe e'Çfe) et
on a P(e' (/*<?)) = e' et /'' < e' (/'<?). Les relations :

e = a(f) < a(^)) et a(^)) < a(^) < .

entraînent e == a(e'f/e)) ; de même e' = P(e'(/e)). Comme (C-, <)
est ordonnée, des conditions :

F < e\fe), a(.'(/.)) = a(f) et ?(.'(/.)) = P(f)

il résulte f == e'{fe)9, de même f = e\fe). Donc f == f et
( C ' y <) est une catégorie 5-ordonnée. La deuxième partie de
la proposition se déduit du théorème 13 [3] et de la propo-
sition 6.

PROPOSITION 11. — Soit (Ê* , <;) une catégorie quasi-inductwe.
Pour que (£•, <;) soit assez régulière, il faut et il suffit que (6", <)
soit semi-régulière.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire.
Si elle est vérifiée soient /"eÊ, eeG'Q et e < a(/*). D'après la
proposition 3, le pseudoproduit fe est défini et a(/î?) < e.
Puisque (6*, <;) est semi-régulière, il existe f < f tel que
a^') == e\ comme /' <; fe en vertu de la proposition 4, on
trouve e = a(/1') <; a(/l?), d'où a(/e) == ^. On montre de même
que si <?' < ?(/•) on a (S^Y) = e'.

PROPOSITION 12. — iSoi^ (C*, <) une catégorie Q-structurée
assez régulière. Soit C une sous-classe de 6 admettant un sous-
agrégat g; alors a(g) 6( (S(g) sont des sous-agrégats de a(C) et
P(C) respectivement dans ((°o? <)•

En effet, a(g) est un majorant de a(C); soit e e (°o un autre
majorant de a(C) tel que e <; a(g). Comme (C', <) est régulière
on a ge == a(ge). Pour tout c e C, on trouve : c <; ge <^ g.
Par suite ge == g et e = a(g) est un sous-agrégat de a(C) dans
(^o, 0.

COROLLAIRE 1. — 5i ((?•, <;) e5( une catégorie ^-structurée
assez régulière, et si (6, <;) est une classe sous-inductive, alors
(6*, <;) est une catégorie 0^(3", Q^-structurée.

En effet, soit E une partie de Go majorée par ee(°o; soit
e e

h = (JE; on a a(h) = (JE dans (60, <) et (Co, <) est une
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classe sous-inductive. Si (g, f) e (3-*( 0 - , (g , , / f ) <= (°-*(°- et
(^» /i) < (^ /*) P0111" tout i e I, alors :

/ 9 \ a^) ?(/) / / \

^U^ = U^)== LM.)= KLX)»
/ 9 f \

d'où^U^U/1^ 6e -*e - et ( 6 - * e - , OeÛ^. Le corollaire
îel tel

résulte donc de la proposition 12.

COROLLAIRE 2. — 5& (6*, <;) est une catégorie ordonnée
assez régulière et si (6, <;) est une classe sous'inductwe^ (6*, <;)
est une catégorie quasi-inductive.

En effet, soit E une sous-classe de Go majorée par e e G'g.
e

Soit h == [ J E ; comme a(A) et ?(À) sont les 6-agrégats de E
dans (60, <), on a : a(/i) == p(A) et a(A) < A, d'où heC^
puisque ((°', <) est une catégorie ordonnée. Le corollaire 2
résulte alors des propositions 1 et 12.

Soit (Ê\ <;) une catégorie Q-structurée assez régulière.
Une sous-catégorie Û{(Q^ Ûg), Ô)-structurée de (C-, <)

est une sous-catégorie C de 6* qui, munie de la relation
d'ordre et de la loi de composition induites par (Ê*, <;) est
une catégorie Q-structurée assez régulière (C* , 0. Nous aurons
à considérer des sous-catégories plus particulières de ((°*, <;),
à savoir :

DÉFINITION 5. — On appelle sous-catégorie régulière de
(6', <) une sous-catégorie C de 6 ' vérifiant les conditions
suivantes :

1) Soient fe C et e e Co; si e < <x.(f) (resp. e < ?(/*)), on a:
fe e C (resp, ef^C).

2) Si e e CQ et e e Co et si e\\e est définie on a eÇ\ e' e. Co
eo (00

Si C est une sous-catégorie de G ' , saturée par induction dans
((°, <), alors C est une sous-catégorie régulière de (C*, <<).

Si C est une sous-catégorie régulière de (Ê' , <), alors
(C*, <;) est une catégorie û-structurée assez régulière.

PROPOSITION 13. — Soit C une classe de sous-catégories
régulières de la catégorie Ù-structurée régulière (6*, <;) telles

Colloque Grenoble. 16
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que CQ == B pour tout C e C. Alors la catégorie (°c engendrée
par la classe réunion des C s C est une sous-catégorie régulière
de (Ê-, <).

Démonstration. — Un élément de (°c est de la forme
fn • • • /2-A? ou /i e ^f î et ^ es ^- ^olt e <^ ^A)? ^ e B; on a :
(fî'fi)6 === /2(A^)? d'après la proposition 5 et:

(/^.A^-W^)).^)
en vertu de la proposition 9. Comme ^e e Ci, on en déduit :

(î(^) <= B == a(C,), d'où f^(f,e) e C^

Par suite (A.A)^6^- Par récurrence, on démontre

(/. . . . A-A^c.

PROPOSITION 14. — 5l C e^t UTze sous-catégorie régulière de
(6*, <), afor5 C est stable par pseudoproduit.

En effet, soient g e C et /*e C tels que gf soit défini; en vertu
de la proposition 9, on a gf= {ge).(ef), où ^ = = a ( g ) | | P ( / ^ ) î

(00
comme 6 s C*o, ge e C et ef e C, on en déduit g/* e C'.

THÉORÈME 1. — Soit (6*, <) une catégorie ordonnée régulière,
Si C est une sous-catégorie régulière de ((3*, <), afor5 (C', <;)
est une catégorie ordonnée régulière.

Démonstration. — II suffit de montrer que, si A* < g.f,
où geC, /*eC et À-eC, il existe g"6C et /'" e C tels que
/^ < /, g" < g et A* = ^./w. En effet, puisque (6-, <) est une
catégorie Q(Q', û^-structurée, il existe g' <; g et /*'</,
g' e (° et /" 6 e tels que /c = g'.f. Comme a(/c) e Co et P(/c) e Co,
on a /a(Â') e C. Soit e1 == ?(/a(À')) e Co; les relations f <^f
et a(f) = a(/c) entraînent f < /a(/c) et a(g') == ?(/") < e .
Puisque e' <; a(g), on a ge' e C, a(ge') == e' et g ' <; ge', d'où

PW = P(g') < P(g^).
Par suite le pseudoproduit ^(k)(ge') === g" appartient à C;
cet élément vérifie les conditions : g' <; g" et ^(g") === (3(^)-
Soit e"=a(gw )<e ' ; il existe f == e"(/'a(/c)) e C; des rela-
tions : m=^')<^ ^ r</-aw,
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il résulte f < f, d'où a(/c) = a(f) < a(f') et a(f) = a(/c),
car o^f) < a(/c). Ceci prouve que g"./"' < g.f est défini et
tel que :

<ë^n == aW et P(g".D == p(/c).

En vertu de la proposition 10, (6', <) est ^-ordonnée, de sorte
que l'on a : k == g ' . f , où g"eC et /"'e C. Par conséquent
(C * 5 <<) est une catégorie ordonnée régulière.

THÉORÈME 2. — 5oî  (C-, <) une catégorie Cl-structurée.
La catégorie J(s>(6') (théorème 2-1) munie de la relation d'ordre:
W, FI, î) < (%', F, %) 51, ^ ^ufcmeM( si, Fi c F ^ si ̂
(resp. %i) e5( un sous-groupoïde plein saturé par induction de
% (resp. %'), e5( UTie catégorie quasi-inducti^e régulière.

Démonstration. — Soient

(%', F, %) e^(e-) et (̂ , Fi, ̂ ) 6^(6-).

Montrons que si (%i, Fi, %i) < (%', F, %), alors Fi est une sous-
classesaturée par induction de F et on a : Fi = (î(Fi).F.a(Fi).
En effet, F^ c F entraîne Fi c p(Fi).F.a(Fi). Soit

/•ep(F,).F.a(F,).

Il existe /i e Fi tel que a(/*) == a(^). Comme F est compatible
à gauche avec %', il existe g ' e %' tel que f= g'./i; le sous-
groupoïde %i étant plein dans %', g' appartient à %i et par
suite /e^.Fi == Fi et p(F3).F.a(Fi) c F^. Ainsi

F,==p(F,).F.a(F,).

De plus les conditions ̂  e Fi et /e F, /*<jfi entraînent a^) e ̂
et ?(/*) e %i, car a(%i) et a(%i) sont saturées par induction dans
a(âi) et a(%') respectivement, d'où :

/p=P(/>)./ l•a(/ l)ep(F,).F.a(F,)=F,.

Donc Fi est saturée par induction dans F.
— Les relations (âSi, Fi, %i) < (%', F, %) et

(^L F,, %,) < (%', F, %)

entraînent %i < %', %i < % et

Fi = a(%l).F.a(^) = p(F2).F.a(Fa) = F^
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Si on suppose aussi (^'[, F[, %i) < (%", F', %'), on trouve:
Fi.Fi c F'.F et

W, FL ̂ ). (%i, Fi, .%i) < or, F', %'). or, F, ̂ ).
Par conséquent (^(6'), <) est une catégorie «-ordonnée.

— Soit H une sous-classe de X(C') majorée par (%', F, î6)
dans (^(e'),<). Le sous-groupoïde plein ï&y. (resp. ^a) de
S> (resp. %') ayant pour classe de ses unités la classe réunion
des classes a(F;) (resp. P(F..)), où (S>\, F(, <S>i) e_H, est un sous-
agrégat de la classe a(H) (resp. |î(H)) dans (Jb((0-), <). Soit
FH la classe réunion des F( ; posons :

ÏÏ=(%H,%H.FH.^H,^H).

Puisque a(Fn) = a(%n) et P(Fn) = a(%e), on a fie^(e-), en
vertu de la proposition 3-1. On en déduit que fi est le
(%', F, ^-agrégat de H dans (X((°'), <).

—Soient (%', F, %)e;5b((0-) et %i < %. Soit %i le sous-
groupoïde plein de â8' ayant (Î(F .^) pour classe de ses unités.
On a:

FA=F.a(^), a(F.%i) ==a(%i)
et

%i.(F.%i).^i = F.%i.

D'après la proposition 3-1, il en résulte

(%i, F. î, %i)6jb((3-).

Si ,̂ Fi, ^) < (%', F, %), on a: Fi == P(^) .F.a(%i), d'où
Fi c F.%i et %a < ^r Par a^e (^L F.%i, %i) est le pseudo-
produit de (âV, F, îB) et de %i dans (A(C-), <). De même si
%i < îB', le pseudoproduit %i(%', F, %) est défini et admet S»[
pour unité à gauche, de sorte que (A((0 '), <) est une catégorie
quasi-inductive assez régulière. _ _

—Supposons (%', F, %)eJWe- ) , (%", F', %')eJb(e-),
(i8L K, ^)e^(e-) et (%î, K, ^) < (%", F'. F, %). Soit E'
la classe des e'e %g tels qu'il existe fe F et /" s F' vérifiant
les conditions :

a(f) =. p(^) = .', <)ea(K) et ( î(f)e(î(K). ,

Soit %i le sous-groupoïde plein de S>' ayant E' pour classe des
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unités. Pour tout eea(K) , il existe / r e K c F ' . F tel que
a(/c)==6î , d'où k^f.f, / 'e%i.F.%i et /" e ̂ .F'.îBi. On en
déduit, en vertu de la proposition 3-1 et de ce qui précède :

Ê'eJ^Ê-), Fe^(e-) et Ê'.F<(âT, F'.F, %),

en posant :

Ê'-^î, î.Fi.%i, %i) et Ê ==(%i, %i.F.%i, ^).

Comme (A)(Ê*), <) est une catégorie ^-ordonnée d'après la
proposition 10, les atlas Ê'.Ê et (%î, K, %i), qui ont mêmes
unités à droite et à gauche %i et 3^[ respectivement, et qui sont
majorés par (%", F'. F, %), sont égaux. Par conséquent
(Jlo(e'), <) est une catégorie quasi-inductive régulière, car on a
Ê' < (%", F', â8') et F < (%', F, %).

COROLLAIRE 1. — Jfc(6*) e5< une sous-catégorie saturée par
induction de («A)((°*), <^) e< la relation d9 ordre induite par <; 5ur
^(6*) e5( définie par:

Fi < F 51, e( seulement si, a(Fi) e( P(Fi) ^ont des
sous-classes saturées par induction dans a(F)
et ^(F) respectivement et si F^ e5( plein
dans F, c est-à-dire si

Fi=p(Fi).F.a(Fi).

Démonstration. — Soit Fe.A>((°-) et (%i, Fi, ^) < F dans
(Jb((5-), <). Montrons que l'on a S>i = a(Fi) et %i = 6(Fi).
En effet, soit gea(Fi). Comme

a(g) e a(F^) c a(F) et ?(g) e a(F,),

il existe fi e Fi tel que a(^ ) = (î(g) et on a ̂ . g s F^. a(F^ = F^.
Soit / •<=F et a(/-) =p(g); il existe g ' e &(F) tel que /•== g'.A.
d'où:

/ " •g=^.A.g^W.FicF.
On en déduit g e û(F) et g e %i, car %i est un sous-groupoïde
plein de a(F). De même %i' == &(Fi), de sorte que

(^F^^)e^(Ê- )

et Jb((°*) est une sous-catégorie saturée par induction
de (Jk(e-), <).
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— Montrons que la relation d'ordre induite par (^(e"), <;)
sur JI)(Ê*) est définie par:

Fi < F si, et seulement si, Fi = (3(Fi) .F.a(Fi).

En effet, si Fi <; F, on a vu au cours de la démonstration
du théorème 2 que l'on a Fi == ?(Fi) .F.a(Fi). Inversement
soient F et Fi deux atlas de (?• tels que Fi == (î(Fi).F.a(Fi).
Soit ge a(Fi).a(F).a(F,); si A e F, et a^) == p(g), on a :

A.g^F,.a(F).a(F,)cp(F,).F.a(F,)=F,,

d'où gea(Fi). De même (3(Fi). 6(F).p(Fi) c 6(Fi). Comme
Fi c F, il en résulte

(P(F,).fc(F).(3(Fi), F,, a(F,).a(F).a(Fi)) < F

dans J(<)((°*), et, d'après le début de la démonstration, Fi <; F
dans (.A)((°-), <).

COROLLAIRE 2. — Soit (6*, <) un groupoïde ordonné régulier,
alors (A)((°*), <;) est un groupoïde quasi-inductif régulier admet'
tant pour sous-groupoïde un sous-groupoïde Q> équivalent à
6", sur lequel (A(Ê'), <) induit une structure £ordre isomorphe
à (e, <}.

Démonstration. — (^(Ê"), <;) est évidemment un groupoïde
ordonné. Soit fe G, et />> la classe des minorants de /"dans (C, •<) ;
si A < f, U < f et (3(/i) = P(^), on a f^.f^ < a(f); si de plus
fs < fet a(^) = a(^), on obtient : fs.fT1.^ < f.f~l.f=f, donc
/>> e.A)((3-), en vertu du théorème 1-1. Soient/"s (3 et f e (°.
Si a(f) = p(/-), on a:

/•'>./•>==(/•'./•)>,

car (6', <;) est un groupoïde ordonné régulier. Supposons
f < f dans (<°, <); soit f[ < f tel que a(/-i) < a(f) et

m < ?(/")•
On a:

/•x - t̂ i)(Wi')) < m(W)) = f
et par suite /"> est plein dans/1>, d'où/"> -ï^/^ dans (A)((0'), <).
Enfin, si e e (°o et e <; a(/"), on trouve, par définition du pseudo-
produit

f>e> = Çfe)>.
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Ceci montre que la bijection : f->f> identifie (°* à un sous-
groupoïde régulier de (A>(6'), <).

Soit (Ê*, <) un groupoïde ordonné régulier.

DÉFINITION 6. — On appellera atlas régulier de (fi*, <;)
un atlas F de G' tel que a(F) et b{F) soient des sous-groupoïdes
réguliers de ((S-, <) et que Von ait: Fa(F) c F et &(F)F c F.

PROPOSITION 15. — Pour qu'une sous-classe F de Q soit
un atlas régulier de (£•, <), il faut et il suffit que Von ait:

FÇF-^cF.
Démonstration. — Supposons F(F-1F) c F. On a :

F.(F- l.F)cF(F- lF)cF,
donc F est un atlas de (°*, en vertu du théorème 1-1. De plus :

Fa(F) c F(F-lF) c F.

Supposons ^ea(F), e' e a(F) et e n e' défini; il existe fe F
tel que a(/') = e et il existe f e F tel que e' == ^{f) ; comme
fe' e Fa(F) c F, on a a(/e') = e n e1 e a(F). Supposons g e a(F),
ee a(F) et e < (3(g); soit fe F tel que a(/*) = (î(g). Les rela-
tions :

/eeF et (/^)geFa(F)cF

entraînent h= (fe}~~l.{fe}ge F^.F. Comme le pseudoproduit
est associatif, en vertu de la proposition 5, on obtient :

h = ef^feg === eg, car ^a(/*)e = e.

Donc a(F) est un sous-groupoïde régulier de (6*, <); on a
aussi :

(FF-^F c F(F-1F) c F,
car Fa(F) c F entraîne

FF-1 = F.F-1;

ceci permet, par un raisonnement analogue, de démontrer que
&(F) est un sous-groupoïde régulier de (6', <;) et que 6(F)F c F,
de sorte que F est un atlas régulier de ((°*, <;).

— Inversement, soit F un atlas régulier de ffî", <). On a
Fa(F) c F. Montrons que a(F) = F-iP, d'où résultera la
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proposition. En effet, soient fe F et f e F. Si /t-l/>' est défini,
on a :

W ej3(F)Fc F, P^/^F
et

d'où
/•-xf=(P(^)-i. (?(/•)/•') eF-^. F,

F^FcF-^F.
Comme F-^FcF-^F, on en déduit a(F) = F-1. F == F-*F
et F(F-1F) = Fa(F) c F.

THÉORÈME 3. — La classe .f(»''(6', <) des atlas réguliers de
((°', -<) est un sous-groupoïde saturé par induction de

W&-), <) et W°-, <), <),

est un groupoïde quasi-inductif régulier à un sous-groupoïde
duquel s'identifie (&', •<).

Démonstration. — Supposons FeJb^C', <) et Fi <; F dans
dans (^((S-), <). Les sous-groupoïdes a(Fi) et 6(Fi) de (Ê-, <)
sont réguliers, car ils sont saturés par induction dans les sous-
groupoïdes réguliers a(F) et &(F). Comme Fi est saturé par
induction dans F, on a Fia(Pi) c Fi, d'où Fi e Jl/(C'', <) et
Jfc''(e', <;) est une sous-classe saturée par induction de
(Jb(e'), <). On a aussi F-1 e ̂ (C-, <), car F-1 e Jb(e-) et :

F-^F-1)-^-1) == (FF^F)-1 c F-1,

en vertu de la proposition 15. Supposons de plus F' e Jb''((°", <^)
et a(F') == b{¥). On a F'.FeJl>(e-) et les groupoïdes

a(F'. F) = a(F) et 6(F'. F) = b [ ¥ ' )

sont réguliers. Soient / e F et f e F tels que /''/' soit défini.
On a :

/7=(fP(/")).W')/')^F'.F,
de sorte que F'FcF'.F. Évidemment, F'.FcF'F, d'où
F'. F = F'F. Il en résulte :

(F'F)a(F) = F'(Fo(F)) = F'F = F'.F
et ^F^F'F) == (6(F')F')F=F'.F.

Par suite F'.F ejh''(e-, <) et Jl/((0-, <) est un sous-grou-
poïde de Jl>((°').
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COROLLAIRE. — Soit Qf la sous-classe de ^(6*, -<) formée
des atlas saturés par induction dans (6, <). Alors ((°y, -<)
est un sous-groupoïde saturé par induction de (^((S*, <), <<),
d MU sous-groupoïde duquel s9 identifie S ' La relation d9 ordre
induite par (Jb(C*), <) sur (°y e5( définie par:

F' < F 51, ^ seulement si, on a F' = P(F'). F. a(F').

Démonstration. — Soient F e (^ et F' e 6/ Si F' < F, on a
F'== (î(F').F.a(F'). Inversement si F'= P(F') .F.a(F'), on
obtient F' c F et, a(F') et (Î(F') étant des sous-classes saturées
par induction de ((°o, <)? elles sont aussi saturées par induc-
tion dans a(F') et (Î(F') respectivement. Donc, en vertu
du corollaire 1 du théorème 2, on a F' <; F. Le reste du corol-
laire est évident.

THÉORÈME 4. — Soit (6', <) un groupoïde fonctoriellement
ordonné. Alors (6', <) est un groupoïde sous-inductif, où G
est le sous-groupoïde plein de 6} dont les unités sont majorées
dans ((?, <) {et par suite dans ((°o, <;)).

\
Démonstration. — Supposons (C*, <;) fonctoriellement

ordonné; alors (6*, <;) est un groupoïde ordonné régulier [3].
Soit S) e ÊQ et F <; S). Comme % est majoré par e e (°o? on ^
Fc%c(°o et (Ê', <;) est fonctoriellement ordonné. Comme
& est saturé par induction dans ((°y, <;), (Ê', <) est un
groupoïde quasi-inductif (théorème 3), donc sous-inductif.

Remarque. — Le groupoïde ^^(fi*) des atlas faibles complets
d'un groupoïde sous-préinductif ((°*, <;) considéré dans [1]
est un sous-groupoïde saturé par induction de

(^(e-, <), <)

3. — Groupoïde (Tholonomie complet.

Soit (T, T') un feuilletage topologique localement simple
(nous supposons connues les notions de [4]).

DÉFINITION 1. — Soient W et W deux ouverts simples tels
que W soit distingué dans W et que V ouvert obtenu par saturation
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de W relativement à la relation d'équivalence sous-facente à
(T, T')w soit identique à W. Alors nous dirons que le couple
(W, W), ou le couple (W, W), est un chaînon pur. On appelle
chaîne pure une suite r==(Wn, ..., Wi) telle que^ pour tout
i <; n, le couple (W,, W,-n) soit un chaînon pur.

Cette définition est différente formellement de celle de [4].
A une chaîne pure (W^, ..., Wi) correspond la chaîne pure
au sens de [4]: (W,, . . . , W,; W^, .... W^.J, où W^
est contenu dans W» et dans Wi-n et égal à l'un de ces deux
ouverts. Inversement si on a une chaîne pure

(W,, . . . ,W^;W^, ...,W^),
au sens de [4], alors la suite

(Wi, W,.,, W,, W^.3, . . . , W,̂ , W,)

est une chaîne pure.
Soit y le groupoïde formé des triplets (U', f, U) tels que U

et U' soient deux ouverts simples et f un homéomorphisme
de l'espace transverse U sur l'espace transverse U', muni
de la loi de composition :

(U l ,A ,u , ) . (u ' , / > ,U)=(Ul ,AAU)
si, et seulement si, U' == Ui. V est un groupoïde ordonné pour
la relation d'ordre :

(Ui, jfi, Ui) <i (U', /*, U) si, et seulement si, Ui est distingué
dans U', Ui est distingué dans U et u'/i = fu, où u et u'
sont les injections canoniques de Ùi dans Û et de Ûi dans Û'
respectivement. La classe des unités de 3' est identifiée à la
classe des ouverts simples.

Soit H' le groupoïde d'holonomie, qui est le sous-groupoïde
de V engendré par les triplets (U', /*, U) tels que (U', U) soit
un chaînon pur et que fsoit la bijection canonique de U sur U'.

PROPOSITION 1. — (H', -<) est un groupoïde ordonné régulier,
la relation d^ordre étant celle induite par (3', <;).

En effet, H' est évidemment un groupoïde ordonné. Suppo-
sons U < Ui et h === (Ui, A, Ui). On a AU = (U', /; U ), où f
est la restriction de f^ à Ui et U' est la réunion des plaques
de Ui appartenant à /i(Û).
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DÉFINITION 2. — On appellera groupoïde d'holonomie
faiblement complet le sous-groupoïde (Hy, <;) de (<A)(H', <;), <)
formé des atlas F saturés par induction dans (H', <;).

D'après le corollaire du théorème 3-2, (H}, <;) est un grou-
poïde quasi-inductif régulier et H' s'identifie à un sous-grou-
pôïde de (H}, <<), en identifiant h e H' à la classe des mino-
rants de h dans (H', <;).

En particulier, soit U un ouvert simple de (T, T') et soit
(U<)î€i une famille d'ouverts saturés de U, telle que

uU, == U.

Soit A la classe formée des minorants d'un élément quelconque
des U,. Alors A est un élément de H}; mais les éléments A
et \]> sont différents, si U =^= U, pour tout i e I. Toutefois
du point de vue holonomie ces deux éléments doivent généra-
lement être considérés comme égaux. Nous allons montrer
qu'on peut construire un groupoïde quasi-inductif régulier
quotient de (H/, <<) dans lequel ces deux éléments sont
confondus.

Si fe H', nous désignerons par f l'isomorphisme de a(/y
sur (î(/y tel que f =(?(/•), /,<)).

DÉFINITION 3. — Soit C une sous-classe saturée par induction
de (H7, <;). On dira que C admet f pour sous-agrégat admissible
si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) C est majorée par f.
2) Soient rceaf/*) et y un point de la plaque f(x) de ?(/*);

il existe g e C tel que x e a(g) et y s (3 (g).
En particulier si /*<= H', alors fest le seul sous-agrégat admis-

sible de la classe des minorants de f.

PROPOSITION 2. — Si f est un sous-agrégat admissible de C,
f est le f-agrégat de C et a(/*) (resp, ?(/')) est V ouvert réunion des
ouverts appartenant à a(C) (resp. à (3(C)).

En effet, soit /*' un majorant de C tel que f </'$ pour tout
a;€=a(/'), il existe gesC tel que rcea^); il en résulte aîea^'),
donc a(f) == a(/1). De même ?(/•')===?(/•); d'où f=f. Ceci
prouve que f est un sous-agrégat de C.
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Remarque. — Si une classe C saturée par induction admet
un sous-agrégat f tel que a(/*) = Ma(C) et ?(/*) == (J(Î(C) dans
fê, il n'en résulte pas que f est un sous-agrégat admissible de C.

PROPOSITION 3. — 5i C (resp. C') admet un sous-agrégat
admissible f (resp. /*') et si f ,f est défini, alors f .f est un sous-
agrégat admissible de la classe C'.C des composés g', g, ou
g e C et g'eC'.

Démonstration. — Soient

^0, y e f(x) et y e f(y) = (f .f){x).

Il existe g e C tel que ^ea(g) et î /^j^g); il existe g' e C7 tel
que y e a(g') et y ' e (3(g'). Soit U un ouvert distingué dans a(g')
et dans (S(g), contenant y; on a : (g'U^.fUg) e C'.C, .rea(Ug)
et y'ep(g'U), donc f ./* est un sous-agrégat admissible de
C'.C.

DÉFINITION 4. — On dira que C est une sous-classe complète
de (H', <) 51 C e5( une sous-classe de H' saturée par induction
et telle que fe C 51 /> e5< un sous-agrégat admissible d^une sous-
classe C' de C. Z/'intersection S (fe5 sous-classes complètes conte-
nant une partie A c?e H' 5^ra appelée sous-classe complète
engendrée par A.

PROPOSITION 4. — 5i C est une sous-classe de H' saturée
par induction, la sous-classe complète engendrée par C est la
classe C des sous-agrégats admissibles des sous-classes de C.

Démonstration. — II suffit de montrer que C est saturée

par induction. Soient/*e C, f == [ J C ' et /*' < /*. Soit C^ la classe
des g' <= C' tels que g' <; /*'. Soient rc e a(/*') et y e /''(:?). Comme
y e f ( x ) , il existe g < = C tel que a;ea(g) et ?ysp(g) . Soit U
un ouvert distingué dans a(g) et dans a(/'') et soit r c eU;
on a ye[3(gU) et ye^^U). Soit U' un ouvert contenant y
et distingué dans (i(gU) ainsi que dans JÎQTU); les éléments
U'(gU) et U'(/"U) sont égaux, car ils sont majorés par /*, ont
même unité à droite Ui et même unité à gauche U'. Il en résulte
U'(gU) e C", donc /*' est un sous-agrégat admissible de C"
et f e C.
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DÉFINITION 5. — On appelle atlas complet saturé de H'
un atlas A de H' tel que A soit une sous-classe complète de
(H',<^

Soit H' la classe des atlas complets saturés de H'. Si A s H',
nous désignerons par a(A) (resp. 5(A)) la classe complète
engendrée par a(A) (resp. par &(A)).

PROPOSITION 5. — Soit AeH' ; alors d(A.) et î(A) sont des
groupoïdes tels que A.a(A) = 5(A).A == A.

En effet, les conditions %e5(A), P e 5(A) et a(%') = ?(%)
entraînent A ' . / ie î fA) , en vertu des propositions 3 et 4. Donc
5(A) est un groupoïde. Si feA. et ?(/*) == oc(/i), Ti.f est le sous-
agrégat admissible de la classe des composés A"./*", où /*" <; f,
A" <H et /^e&(A). Comme /^./"'eA, on trouve /ï./'eA
et 5(A).AcA. D'où S ( A ) . A = = A et de même A.a(A) = A.

PROPOSITION 6. — Si A est une sous-classe de H' saturée par
induction et si A. A"1. A == A, Za sous-classe complète S engen-
drée par A e^( un arfo^ complet saturé tel que a(K) == A~1. A
et t(K) = A. A-1.

Démonstration, — Soient J e ï, ~ f ' e . ~ K . et J " e A., Si

g-r-r-1^
est défini, g est le sous-agrégat admissible de la classe des
composés f'.f-1./^ A.A^.A == A tels que f<T^ff<ff et

f" <iJ"f en vertu de la proposition 3. Donc X. (î^.ï) c S.
Comme ï est saturé par induction, il en résulte SÇS"'1 )̂ cî
et par suite S est un atlas complet saturé. De même la sous-
classe complète engendrée par A.A~1 est identique à la sous-
classe complète S(S) engendrée par S.î~1.

THÉORÈME 1. — (H', <;) est un groupoïde quasi-inductif
régulier, la loi de composition étant définie par :
(A', A) -> A'OA = A'. A si, et seulement si, a(A') = 5(A)
et la relation £ordre par:

A' < A si, et seulement si, A' = f3(A'). A. a(A').
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(H', <;) est un groupoîde quasi-inductif quotient [5] de (H}, <;)
par la relation d^ équivalence p :

F' ~- F si, et seulement si, F' === F.

Tout élément de H' est un sous-agrégat d'éléments de H'.

Démonstration. — Si A e H', on a évidemment A"~1 e H'.
Supposons A' € H' et ^(A7) == 5(A). La classe A'. A est saturée
par induction, car (H', <;) est régulier. De plus :

A'.A.(A'.A)- l.A'.A==A'.A.A- l.A'- l.A'.AcA'.5(A).a(A').A

et
A'.5(A).a(A').A = A'.a(A').A = A'.A.

La proposition 6 entraîne A'OAeH' et

a(A'OA) = (A'.A)-1. (A'. A) = A^.afA^.A
= A^.^A^A = A-1.A == a(A).

Si Ai == A"0(A'OA) est défini, A^ est la sous-classe complète
engendrée par A". A'. A, en vertu de la proposition 3, donc
Ai = (A^ 0 A') 0 A, et la loi de composition 0 est associative.
Par suite H' est un groupoîde. Soit p l'application : F ~> F
de H} sur H'. On a :

p(a(F)) == a(F) ==== a(F), pour tout F e H},
et p(F'.F) == 1^== F'OF == p(F')Op(F),

si F'eH} et a(F') = 6(F). Donc p définit un foncteur de H}
sur H' et, en vertu de la proposition 23 [5], H' est un groupoîde
quotient de H}.

— D'après le corollaire du théorème 3-2, la relation d'ordre
indiquée sur H' est celle induite par (H/, <). Une famille
(A()(Q[ d'éléments de H', majorée par A e H', admet pour
sous-agrégat dans (H', <) l'atlas îi où Ai est le A-agrégat
de (A^ei dans H}. Donc (H', <) est une classe sous-induc-
tive. De plus, on a ((H', <), p, (H/, ^eS".

— Soient A e H' et A' e H'. Supposons A' <; A. Comme
a(A') == a(A') ,a(A) .a(A'), on obtient, en utilisant la proposi-
tion 3 :

a(A') = a(A').a(A').a(A') = ̂ (A')).^).^^)),
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c'est-à-dire a(A') < a(A). De même 5(A') < 5(A). Supposons
de plus Ai 6 H', Ai e H', Ai < A, a(Ai) = 5(A) et a(Ai) = 5(A').
Puisque AiQA' est la sous-classe complète engendrée par:

(P(Al).A,.a(AO).(p(A').A.a(A')),

elle est contenue dans la sous-classe complète engendrée par

C=(3(Ai).Ai.A.a(A').

Soient /i s Ai, feA. et fi.f^C. Il existe f e A' tel que

a(f) = <)

et on a : g' = f.f'^e b(A). Il existe une sous-classe E de
a(Ai) dont a(g') est un sous-agrégat admissible, car

a^e^c^Ai).

Pour tout e e E, on a f^g'e e Ai, puisque A.i est plein dans Ai,
de sorte que f[ = /i. g' est un sous-agrégat admissible de la
classe /ig'E et appartient à Ai. Il en résulte :

A.yp=(/ li•g'- l).(g'./>/)=/•l.feAl.A'.

Donc AiQA' === C et AiQA' < AiQA. Ceci montre que
(H7, <;) est ordonné.

— Supposons G < a(A) et G e Ho. On a A.GeH}, et A.G
est le pseudoproduit de A et de G dans H}. On en déduit
A^GeH' et par suite A. G est le pseudoproduit AG dans
(H', <); on a:

a(A.G) = G-^A^.A.G = G.

De même si G' < 5(A) et G' e Ho^ on trouve G'A = G^A
et î(G'A) == G'. Par conséquent (H', <) est un groupoïde
ordonné régulier et, à l'aide de ce qui précède et du corollaire 2
de la proposition 12-2, on voit que (H', <) est un groupoïde
quasi-inductif régulier. H' s'identifie au sous-groupoïde de H'
formé des /1>, où /e H'. Tout A e H ' est le A-agrégat de la
classe des />>, fe A.

_DÉFINITION 6. — Avec les notations du théorème 1, on appellera
(H', <;) le groupoïde d'holonomie complet.
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Remarque, — (H', <) n'est pas un groupoïde sous-inductif,
car les relations A" <; A et A" <; A n'entraînent pas :

S(A' n A") == 5(A') n S(A").

4. — 0-cocycle au-dessus d'une catégorie.

Soit (?• une catégorie. Soit S une classe. Nous supposons que
6' est une catégorie d'opérateurs [1 a] sur 2 relativement à la
loi de composition K. Soit Y] ==== [Ê', w, S] l'espèce de struc-
tures correspondante, où i: est l'application : z -> e si K(z, e)
est défini, de S dans (°o. Si K(/*, z) est défini, nous poserons:

K(f,z)=fz.

Soit S* la catégorie des hypermorphismes associée à Y], dont les
éléments [1 a] sont les couples (/*, z) e (° X 2 tels que K(/1, z)
soit défini, la loi de composition étant définie par :

(/", z ) . (/', z) == (/" .f, z) si, et seulement si, z' = /z.

Nous identifions la classe des unités de S* à S, en identifiant
(^, z) avec z; soit ï le foncteur de S* sur (°" défini par : (/, z) -> f.

DÉFINITION 1. — On appelle 0-cocycle sur une sous-catégorie
% de G- un foncteur (S-, <I>, %•) ̂  ^ue ï^(f\ = /"pour toi^ /'e ̂ .
5i (S', $, % • ) <?^ un 0-cocycle, la sous-classe ^{S^o) de 2 est
appelée une Yj-section sur âî.

Si (S', ^, %*) est un 0-cocycle, alors <D(%) est une sous-caté-
gorie de S*.

PROPOSITION 1. — Pour qu'une sous-classe %o ^ ^ 50^
une r\-section sur âî, i7 /au( e( i? suffit que la restriction ^/^o
de TT d %o 501^ une bijection sur %o e( çue r^', ^/^o? ^o] 50^ une

sous-espèce de structures [la] dîê [6*, ir, 2].

Démonstration. — Pour- que [%•, ir/%o? ^o] solt une sous-
espèce de structures de [6*, IT, S], il faut et il suffit que, pour
tout fe %, on ait :

s ' = fs, si 5<=â6o , 5'eâ^î
T^)==O et '̂) === (3(/1).
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Si (S', $, % • ) est un 0-cocycle, on a :

W = (/•, .), où . == $(a(/-))

.' === W)) - PW)) - ̂ .

— Inversement si les conditions de la proposition sont véri-
fiées, alors l'application(? : f—> (/, s), où fe %, s e %o et Tc(5) == a(/*),
définit un 0-cocycle (S-, ^, %•).

Nous désignerons par Z°(S) la classe des 0-cocycles sur les
sous-catégories de 6*. En particulier, Z°Œ) contient la classe
des 0-cocycles (S*, 0, 6*). Soit Z^Œ) la sous-classe des 0-cocycleSh
(S*, ^, %') tels que % soit un sous-groupoïde de (°\

THÉORÈME 1. — La sous-catégorie pleine Z°((0') de Jl)(6*)
formée des atlas (%', F, %) tels qu'il existe un 0-cocycle sur %<
opère sur la classe Z^(2) relativement à la loi de compositions

((^,F,^),(S-,$,%-))^(S-,^,^-)

si, et seulement si,

^ = %, où ^'(g1) == (g', fs)
si /eF,.==^a(/-)) .( ?(/•)= a(g').

La catégorie des hypermorphismes Z°(C')*Z^(S) est équivalente
à une sous-catégorie de .A»(S').

Démonstration. — Soit (S-, ^, %•) e Z^S) et (%', F, %) e Z°((3-).
Soit g' e %'; il existe fe F tel que ?(/") == oc(g') et le composé fs,
où s== <î>(a(/')), est défini. Posons : $'(g') = (g',/5). Soit
/"eF tel que ?(/")== a(g') et ^ = ^(a(/")). Il existe ge&
tel que /"== /^'.g. Comme ^ définit un foncteur, on a : «i == gs..
Il en résulte :

f^==f'(gs)={ff.g)s=fs•,

par suite ^'(g') ne dépend pas du choix de f e F. Soit aussi
g" s ̂ ' tel que a(g") == p(g'). On trouve :

^V) = (^ {g'-fW,
car g' ./*e F, et :

^V.g') - (^'.^ A)== ^V).^V)-
Donc (S-, ^', ïB'-) est un 0-cocycle.

Colloque Grenoble. 17
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— Supposons de plus (^B", F', %')eZ°(e-); on a :

{&", F'. F,a)6Z°((3-),

de sorte que, pour tout (S', ^, âî') s Z^(2), le composé :

(S-, $", 3^-) = (3T, F'. F, %)(2-, $, %•)

est défini. Puisque :

(f. f)s = f'(fs), si /-eF, feF ' et ^S,

on obtient :

(S-, ^", %'•) = (îT, F', %')(S-, $', %'•).

On en déduit que Z°((0") est une catégorie d'opérateurs sur
w-

—Soit ((%', F, %), (S-, $, %-))_e Z°(e-)*Z^(S) un couple compo-
sable dont le composé est (S-, ^', %'•). Posons 1 =_^{^)
et %' = ^'(%'). Soit F la classe des couples (f,s) e S, où
fe¥ et se^o. Montrons que {W, F,_%) e.^(S-). En effet,
iB et ^' sont des sous-groupoïdes de S" et on a :

a(F) = % et P(F) = Io.

Soit (/", «) e F et (g', ^) e %'. On a :

( g ' , fs).{f, s) = (g'.f, s) eF, car g'./-e F;

si (g, «i) e îB et g î == s, on obtient de même :

(/^•(^-(/"•^i^F.
Soient (/•, s) e F et (f, s) e F. Il existe g' e ̂ ' tel que f = g ' . f
et par suite :

(f, s) = (g', A). (/, s), où (g, A) = $'(g') e ÏB'.

Enfin, si (f, 5i) s F et /"«i == /s, il existe g e % tel que f = /". g
et il s'ensuit :

(/•, s) == (/"/, ^). (g, s), où (g, ^) = î(g) 61.

Donc (%', F, îB)eX(S'). Soit a l'application:

h = ((%', F, S>), (S-, ^, %•)) -> (^, F, îS)
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de Z^e-^Z^S) dans Jb(S-). Si on a aussi:

h' = ((%", F', %'), (S-, $'. %'•)) 6Z°(e-)*zs(S),
on trouve :

^.^^(^F'.F,!)-^').^),

car la restriction de TC à F et à F' est une bijection sur F et F'
respectivement. Par conséquent (JL définit un foncteur de
Z°((° • ) * Z^(S) sur la sous-catégorie pleine de J(î)(S') ayant
pour unités les groupoïdes S) tels que la restriction de ï à %
soit une bijection sur î^ë).

Nous désignerons par Z°(Y)) l'espèce de structures
(Z°((0-), Z°(^), Z^(S)) où Z°(TC) est l'application:

(S-,$,%-)-^%.

COROLLAIRE. — Z°(Y)) admet pour sous-espèce de structures
l'espèce de structurer (Z°((°-), Z0^), Zg(2)), où Z°((°-) rf^ig^
fa sous-catégorie de Z0^') cîon( Ze5 éléments sont les atlas de &' ;
^a catégorie des hypermorphismes correspondante est équivalente
à une sous-catégorie pleine de Jb(S').

Démonstration. — II suffit de démontrer que, si

(^F^)e(x(Z°(e-)*Z§(2))
alors on a : i% = a(F) et W == &(F), le reste du corollaire résul-
tant facilement de ce qui précède. Soit donc g e S tel que :

7 .geF pour tout 7^-

Soit g = ̂ (g). Si /*€= F et a(/') = ?(g), on a, par construction :

(AP(g ) ) -F ,
d'où r = ( A P ( g ) ) . g ^ F et TC(D^F.

Par suite î(g) e a(F) et ge^. Il en résulte ^ = a(F). De
même W = &(F).

Application. — Soit tf la classe des parties A de 2 telles
que A c ^(e), où e e (°o. La catégorie (°* opère sur ^ relative-
ment à la loi de composition :

(/*, A) -> /A == classe des /a, où a e A,
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si, et seulement si,
n(A)=W)|.

Soit H l'espèce de structures [6*, TT, tf] correspondante, TC
désignant aussi la projection canonique de 87 sur 60; A-> e,
si AcTc1^). Soit tf* la catégorie des hypermorphismes associée
à H.

PROPOSITION 2. — II existe une bijection canonique ^ de
Z^(^) sur la classe des sous-espèces de structures [%*, 11', S]
de YJ (̂ Me5 gué % soit un sous-groupoïde de (°'.

Démonstration. — Soit (^', $, %•) un 0-cocycle de H et soit
S == ^ J ^ ^ ) - Supposons z e S, ge3S et Tc(z) == a(g). Comme

^e^o ^ __
ze^o^g)) et que <I> définit un foncteur de %• vers tf', on a
gz e <î>(p(g)) e S. Donc [^', 7t', S] est une sous-espèce de struc-
tures de Y], en désignant par it' la restriction de TI à S. Inverse-
ment, soit [%', TÇ', S] une sous-espèce de structures de Y) sur
le sous-groupoïde S> de (°\ Pour tout ee(°o, posons:

$(e) = S n ̂ (e).

Soit g e %, e == a(g) et 6'== P(g). Si ze$(e), on a gz e S,
d'où gze^(e'). Si z'e$(^), on a de même g-lze^{e) et
z' == ^g-^') e gî(e). Par suite ^{e) == g^(e) et 0 définit un
0-cocycle.

COROLLAIRE. — Soit E ?a classe des sous-espèces de structures
[%•, TT', S] cîe Y) (6^5 que 3S 50i( un sous-groupoïde de &\ La caté-
gorie Jb((?*) est une catégorie d^opérateurs sur E, ainsi que la
catégorie A)((°-).

Démonstration. — Pour tout sous-groupoïde S> de 6', le
triplet [%*, il', 7?(%)] est une sous-espèce de structures de Y],
de sorte que, en vertu du théorème 1, Jlo((S*) est la catégorie
d'opérateurs sur Z^(tf) de l'espèce de structures Z°(H). Comme
5^ est une bijection de Z^(tf) sur E, la catégorie Jlo((°*) opère
aussi sur E, la loi de composition étant définie par :

((%', F, %i), [%•, < S]) -> [.%'•, TÎ", S'],
si, et seulement si, â?i == %, en désignant par S' la classe des fz
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tels que z e S , fe F et (/; z) s S. En utilisant le corollaire
du théorème 1, on voit de même que A)((°-) opère sur E.

Rappelons [3] qu'on appelle Û-espèce de structures un tri-
plet [(C-, <), TT, (2, <)] vérifiant les conditions suivantes:

1) 6- est une catégorie d'opérateurs sur S relativement à K
et [6', -n, S] est l'espèce de structures correspondante.

2) (6', <) est une catégorie Û-structurée et

((Co, <), ̂  (S, <)) e Q.

3) On a: K=((2, <), K, (fi-^, <)) e Q, où (°-*S est la
catégorie des hypermorphismes associée à [C-, -n, S], la relation
d'ordre étant la relation induite par (6, <) x (S, <).

DÉFINITION 2. — On dira que Y] ==(((°- , <), TC, (S, <))
^ une espèce de structures ordonnée si Y] est une Çl-espèce
de structures, si (Ê-, <) est une catégorie ordonnée et si on a
^o == ((^o, <), TC, (2, <)) e Q'. OM '̂7.0 y^e Y) e^ MM^ espèce
de structures quasi-inductive (resp. sous-inductive) si r\ est
une espèce de structures ordonnée, si Yjo e 3" [resp. e y] et
si (Ê-, <) est une catégorie quasi-inductive {resp. sous'inductwé}.

PROPOSITION 3. — Si r\ est une espèce de structures quasi-
inductive (resp. sous-inductive) on a: K e ̂  (resp. e^).

Démonstration. — Soient ( .̂, j s , )eÊ-*2; et (/*, J3 )e ( ° -»2 .
Supposons z, < z et /^ </* pour tout i e I. Comme ((°-, <)

est une catégorie quasi-inductive il existe [ J^; comme
2-

(2, <) est une classe sous-inductive, il existe 1 1 ^ et on a,
puisque Yjo e ̂ u : ^"^

«(Ù )̂ == Ù^) = Ù )̂ = ̂ (Ù2')' où e = «(/) ;
donc g = (U/^djz.) est défini. Les relations :

^) = ÙP(/'.) = p(U/>•)' où e/ = m.
/ A \ «' <•'

^U^ = U^^2.-)= U^ )̂ ==v^
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A

et fiZi < g P0111* tout t e 1 entraînent [ J / ^ < g, d'où, en
^ A

utilisant la relation Yjo e Q', [ J / ^ == g. Donc Ke^.
— Supposons que Y) soit une espèce de structures sous-induc-

tive. Supposons (f, z ' )e(°-*S, (/", 2")e(°-*2, (/•, z)e(°-*S,
/l/ < A r < A ^ < z et z" < zf Puisque :

a(f n /•") = a(f) n a(D = ̂ ') n îr(^") = -rr(z' n z"),

on a {f n /"', z' n z") e Ê- *S. De plus les relations :

z == (f n f)(z' n z") < /V n /Y'

^(z) = p(f n F) = m n P(D = ̂ ' ̂  r^")
entraînent

z = fz n f'z" et K e y.

Cette proposition signifie que Y] est une espèce de structures
quasi-inductive (resp. sous-inductive) si, et seulement si, Y)
est une ^-(resp. y") espèce de structures, si r\o e Q' et si (£•, <;)
est ordonnée.

THÉORÈME 2. — Si r\ est une espèce de structures ordonnée
(resp. quasi-inductive, resp. sous-inductive) y alors ((Ê**S')', <)
est une catégorie ordonnée {resp. quasi-inductive, resp. sous-
inductive) et on a:

((6, <), ̂  (C- *S, <)) e Q' (resp. e 3°, r^p. €B y),

où ï(f, z) = f.

Démonstration. — D'après un théorème de [3], ((&' *2)*, <)
est une catégorie Q-structurée (resp. 3"-structurée, resp.
y-structurée). Supposons (/; z)ee-*S, (f, z')e(;-*2, f<f,
z' < z, a(/; z) = z' et (î^ z) === ?(/", z'). Ces conditions
entraînent :
z = z', a(/*) = a(f), (3^) == P(f) et fz = fz'.

Comme (6', <;) est une catégorie ordonnée, il en résulte f = f,
d'où (/', z) = (/*', z') et ((6** 2)', <) est une catégorie ordonnée.
D'après le même théorème de [3], on a aussi :

((6, <), î, ((0-^, <)) e Q (resp. e ̂  resp. ^S5).
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Si (f, z ) < (/; z) et ^(f, z') = ï(/; z), on trouve :

f = f^ z <i z et î ') == ^(z), d'où z' = z

et
((e,<),Ti,(Ê-.2,<))eÔ'.

Soit Y) = [(Ê', <<), 7:5 (2, <<)] une espèce de structures
ordonnée. Posons: Y) == [6', TC, S] et S* == (6** S)*. Désignons
par 11 la projection canonique: (/*, z)—> f de S sur Ê. Soit
Z°(Y)) l'espèce de structures construite ci-dessus à partir de Y]
(théorème 1).

DÉFINITION 3. — On appelle 0-cocycle ordonné au-dessus
de (6*, <) un 0-cocycle (S-, ^, %•) tel que

((S, <),<&,(%,<)) e0.

PROPOSITION 4. — Pour quun 0-cocycle (S*, ^, %*) 50^
ordonné, il faut et il suffit que les conditions: e e %„, e'e %o
et e < e entraînent <D(e') < ̂ (e).

En effet, la condition est nécessaire. Si elle est vérifiée,
soient g e ââ, g' e % et g' < g. On a :

^(a(g')) < $(a(g)), <P(g) == (^, $(a(g)))

^(g') = (g', $(a(g'))) < $(g).

PROPOSITION 5. — Soit Y) une espèce de structures quasi-
inductwe [resp. sous-inductwe). 5i (S*, (&, %*) est un 0-cocycle
ordonné et si (3S, <<) e5( une partie sous-inducti^e faible, on a:

^ = ( ( S , < ) , ^ ( % , < ) ) e ^
(resp. e 3^).

Démonstration. — Les conditions ^ e %, g e % et gi <^ g
g

pour tout i e 1 entraînent g' == [ J gi e % et :

^) < w < ̂ (g).
Comme (S, <) est une classe sous-inductive, il existe :

<Ï>(<7) _

U^)-^5)62
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et on a :
/ 4»(^> \ g

î(A, s} = h = ï ̂ U^V = U -̂) = ̂
^n vertu du théorème 2. Puisque :

(A, .) < $(g') et TC(A, .) = Wg)) = g',

il résulte du théorème 2: (A, s) == ^(g'). Donc ^e^.
— Supposons de plus Y) sous-inductive. Soient g e %, g' e %,

g"e ^5 g < g ^ ^ < g. On a g' n g" e ^8 et, les éléments
<F(g') et ^(g") étant majorés par ^(g), il existe

WnW^^')^;

on a : ^(g' n g") <; (A', s ' ) . D'après le théorème 2,

(((°,<),ï,(S,<))e.r,
de sorte que l'on obtient :

A' == ï(/^ ^') == ï$ (g') n ̂ > (g") == g7 n g" = ï$ (g' n g").

On en déduit (A', ^) = $ (g' n g") et $ <= ̂ .
Soit Z°(S) la classe des 0-cocycles ordonnés (S*, $, %') tels

que % soit un sous-groupoïde de (°* et que (%', <) soit un grou-
poïde ordonné semi-régulier. Soit Z°(Ê') la classe des atlas
(^/, F, %)eJ(o(e') vérifiant les conditions suivantes:

1) (ïB, <;) et (%', <) sont des groupoïdes semi-réguliers.
2) Si fe F, e e %o et e < a(/1), il existe f e F tel que f < /•

et a(f) == e.
3) Si /'eF, e'e^o et e'<?(/*), il existe f e F tel quer<f et pn '̂.
4) II existe des 0-cocycles ordonnés (S-, $, %•) et (S-,<I>', %'•).

THÉORÈME 3. — Avec les hypothèses précédentes, Z°(Y))
admet pour sous-espèce de structures Vespèce de structures
fz°(e-), z°^), z°(2)]. ûe p^

Z°(YI) = [(z°(e-), <), z0^), (z°(S), <)]
est une espèce de structures ordonnée, la relation (Tordre sur
Z°(2) étant définie par: (S-, <!>', %'•) < (S-, <I>, %•) îi, e( wu^-
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ment si, W <; % et si $' e^ une restriction de <&. Z/^5 hyper-
morphismes correspondants s9 identifient à des atlas de S'
vérifiant les conditions 1, 2, 3.

Démonstration. — Montrons que Z°((°*) est une sous-catégorie
de 3b((°*). En effet, soient

(^//, F7, %') e= Z°(e-) et (%', F, %) e Z0^-).

Soient /*<= F, /" € F', a(f) == ?(/•) et e<x(f). Il existe ^eF
tel que f^ < /* et a(^) = <?$ comme on a

P(A)=^'ea(F')-(S(F) et .' < a(f),

il existe f[ e F' tel que f[ < /'' et a(/*i) == ^'. II en résulte
/•Î.A ^ F'.F, ^.A < f.^et a(^.A) == ^ De même si e" < P(f),
il existe / '2. /2 eF'•F tel que />2.^</>/ . / l et

P(^.^)=^

Donc (%", F'. F, %) appartient à Z°(e-) et Z°(Ê-) est une sous-
catégorie de J k ( G ' ) . De plus (Z0^*), <) est une catégorie
ordonnée.

— Supposons W, F, %) 6 Z°(e-) et (S-, $, %•) e Z°(2) et mon-
trons qu^alors le 0-cocycle (théorème 1) :

(S-, $ ' ,%'•)== (^ F,%)(S-,$,^)
est ordonné. En effet, soient e' e %o, e[ e %o et e! < e/- S011

/•CE F et (îy) = e1. Il existe /i e F tel que ^ < f et (3(/i) = ^.
Si 5 = $(a(/')) et 5i == $(a(jfi)), on a : 5i < 5. Puisque Y] est
une espèce de structures ordonnée, les conditions : s^ <^ s
et /i << /' entraînent f^ < /5. Par construction : fs == $'(e')
et f^ == ^'(^), de sorte que ^(e[) < $'(e') et (S-, $', ^'-)
est un 0-cocycle ordonné. Il en résulte que Z°((°*) opère sur
Z°(2), la loi de composition étant la restriction de celle de

^w
— Supposons (̂ , Fi, %i) < (^2, Fg, ^2) dans (Z°(C-), <) et :

(S-, ̂ , ̂ •) < (S-, $2, ̂ ) dans (Z<'(2), <).

Soit :

(S-, ̂ ', %;•) = W, P., %,)(S-, $„ ̂ ), où i = 1,2.
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Pour tout e ' ea(%î) î il existe f[ e Fi tel que P(/'i) == e et
on a :

W) = f^i{e) = f[W = W, où . = a(^),

car f[ e Fg et $1 et une restriction de ^2- O11 en déduit :

(s-,^^-)<(a-^2,^).
Puisque Z0^) :

(S-, ^, %-)-^

définit évidemment un homomorphisme strict, Z°(Y)) est une
espèce de structures ordonnée.

— Soit pL((^', F, %), (S-, <î>, %-)) == (%', F, %) (notations théo-
rème 1). La restriction de TC à F, S> et %' étant une bijection
sur F, %, et %' respectivement, (%', F, %) vérifie les conditions
1, 2 et 3.

Remarque. — En général Z°(Y]) n'est pas une espèce de struc-
tures quasi-inductive car Z°((°*) n'est pas une catégorie quasi-
inductive.

DÉFINITION 4. — On dira qu'une espèce de structures ordonnée
Y) est régulière si (S*, <) et (C', <;) sont régulières.

PROPOSITION 6. — 5i (Ê', <) est un groupoïde ordonné
régulier Çresp. si (Ê*, <) est une catégorie ordonnée régulière
et si YiosQ'TiQi), alors l'espèce de structures ordonnée Y] est
régulière.

Démonstration. — Soit (Ê', <) une catégorie ordonnée régu-
lière. Soient (/*, z) eS et z < z. Comme 7r(z') < Tr(z), il existe
f == ^(z') 6 Ê et on a (f, z ) e S. Si (/i, ^) e S, ^ < z' et
^ < /-, on trouve f, < f, d'où (A, z,) < (f,_z'). Donc (f, z )
est le pseudoproduit de (/', z) et de z' dans (S*, <;). Si (6*, <;)
est un groupoïde ordonné régulier, alors (S', <) est un grou-
poïde ordonné, et, en vertu du corollaire de la proposition 7-2,
(S', <) est un groupoïde ordonné régulier; ainsi Y) est une
espèce de structures ordonnée régulière. Supposons Yjo e Û^Flûi.
Soit z" < fz et f == -Tî(z")/1. On a a(f') < (x.(f) et, puisque la
restriction de T; à la classe des minorants de z est une bijection
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sur af/*)^ il existe z^ < z tel que -71(^1) == a(/*"). Par suite
(/>//? ^i) e S. Les relations :

z" < /z, f\ < fz et ^(f^) = p(f') = T:(Z")

entraînent f"z^ •== z\ Comme tout minorant de f est l'image
par ï d'un minorant de (/", z), l'élément (/*", ^1) est le pseudo-
produit z\f, z) dans (S-, <) et (S-, <) est assez régulière.
Soient de plus :

(/L/^S et (g,z)<(A./^).

On a : g=J^.f, où /r! < /• et ^ < /•, donc :

(^^-(A,^).^^)
et (S*, <) est régulière.

Remarque. — (6*, <) peut être une catégorie ordonnée régu-
lière sans que Y) soit régulière, car l'axiome (Rg) peut ne pas
être satisfait dans (S*, <<).

DÉFINITION 5. — On appelle espèce de structures ordonnée
(resp. quasi-inductive) étalée une espèce de structures ordonnée
(resp. quasi-inductive) î\ telle que Von ait ^o^^^nÛi .

Cette définition généralise la notion d'espèce de structures
sous-préinductive étalée définie dans [1 a],

Soit Y] une espèce de structures ordonnée régulière telle que
(6-, <) soit un groupoïde ordonné régulier. Soit Z°(S) la classe
des 0-cocycles ordonnés (S-, $, %•) tels que % soit un sous-
groupoïde régulier de ((°-, <). Soit Z°((°-) le sous-groupoïde
plein de ^(C*, <;) (théorème 2-3) ayant pour unités les sous-
groupoïdes réguliers % tels qu'il existe un 0-cocycle

(S-, ̂  ^)eZ°(2).

THÉORÈME 4. — [Z°((°-), Z°(TC), Z°(S)] est une sous-espèce
déstructures de î^) et Z°(YI) = [(Z0^-), <), Z0^), (Z°(S), <)]
est une espèce de structures quasi-inductive régulière; la catégorie
des hypermorphismes correspondante est équivalente à un sous-
groupoïde de Jfc^S*, <;).
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Démonstration. — Soient %eZ°((3-)o et %i < % dans
Jl^e-, <). Il existe (S-, <&, %-) e Z°(S) et on a

(S-, ^, %i) e Z°(S),

où <I\ est la restriction de ^ à %i. Donc Z°((°') est un sous-
groupoïde saturé par induction de JV(e', <;) et (Z°(Ê'), <;)
est un groupoïde quasi-inductif régulier, en vertu du théorème
3-2. De plus Z°(Y]) est une espèce de structures ordonnée.

— Si (S-, ^ %OeZ°(S), (S-, $, %-)eZ°(2) et:

(S-, ^, %;) < (S-, $, %•) pour tout ^e I,

la classe des (S', <&i, %;•) admet (S*, $i, %i) pour sous-agrégat,
^

où %i == ( 1 ^ et $i est la restriction de $ à %i. Ainsi (Z°(S), <)
est une classe sous-inductive et on a : Z°(Y]) e^11. Ceci montre
que Z°(Y)) est une espèce de structures quasi-inductive. Comme
(Z°(Ê'), <) est un groupoïde ordonné régulier, il résulte de la
proposition 6 que Z°(Y)) est régulière.

— Si (I', F, I) e ^(Z°(e-) * Z°(S)) (notation du théorème 1),
on a : _ _

Fe^S-.O,

car F est un atlas de S* d'après le corollaire de théorème 1
et que, si z << z, on a : ̂ ((y, z) z') == ï^, ^^(z'), en vertu de la
démonstration de la proposition 6. La restriction de u. à
Z°((°*) * Z°(S) définit une équivalence de la catégorie des
hypermorphismes associée à Z°(Y]) sur le sous-groupoïde
plein de A^S*, <) formé des atlas réguliers F tels que la
restriction de ï à ^6 == »(F) (et par suite aussi à âî' == & (F)) soit
une brjection sur TÎ^) (resp. sur TÎ(%')).

COROLLAIRE. — Soit Y) une espèce de structures ordonnée
étalée. Z°(Y)) admet pour sous-espèce de structures Vespèce de
structures quasi'inductive régulière

^==[(ê},<},^(^),<)],
oùQf est la sous-catégorie pleine de Qf (corollaire, théorème 3-2)
dont les unités sont majorées dans 60 ^ °ù Z?(^) est ta classe des
0-cocycles ordonnés (S*, <&, %•) tels que % e ((°/)o. De plus r\ s^iden9

tifie à une sous-espèce de structures de r^.
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Démonstration. —- Comme (°/ est un sous-groupoïde saturé
par induction du groupoïde quasi-inductif régulier ((°y, <;)
défini dans le corollaire du théorème 3-2, (Êy, <;) est un grou-
poïde quasi-inductif régulier. Soit %e(ê/)o; il existe e <= (°j;
tel que S> <^ e> ', la restriction de 11 à la classe des minorants
d'un élément z tel que ir(z) === e étant une Injection sur la
classe des minorants de e dans (°o, l'application : g -> (g, z'),
où ge&, z <z et -Tr(z') === a(g) définit un 0-cocycle (S-, <J?, %•).
Par suite % e Z^(S). Soit F e (^ et (S-, $, a(F)-) e Z^(S). On a :

F(S-, $, a(F)-) = (S-, ^, 6(F)-) e Z^(S),

puisque l'image par <&' d'une sous-classe saturée par induction
de (6, <) est saturée par induction dans (S, <;). Donc Y)/
est une sous-espèce de structures quasi-inductive régulière
de Z°fy]). De plus Y) s'identifie à une sous-espèce de structures
de Y]̂ , en identifiant /'e (° à />> e êy et z e 2 au 0-cocycle

(S-, ̂  (^)>)-)
tel que $(e') == z' < z, si e ' = 11(2').

Remarque. — Si Y) n'est pas une espèce de structures étalée,
Y) ne s'identifie pas une sous-espèce de structures de Z°(Y)).

5. — Cohomologie d'ordre 1.

Soit 2' une catégorie; soit (°* une catégorie d'opérateurs
sur la classe S, relativement à la loi de composition K. Suppo-
sons vérifiées les conditions suivantes, dans lesquelles nous
désignons par 6- * S la classe des couples (/*, z) tels que K{f, z)
soit défini et où nous posons K(/*, z) == /z, si (/, z )e6**S:

1) Si 5e=2o, on a A e ̂ , si (/*, 5)e(°-*S.
2) Soit (z', z) e e- *C- on a (/*, z'. z) e (°* *S si, et seulement si,

(/; z ) e Ê - * S et (/•, z ' ) 6Ê-*2 ; dans ce cas: f(z . z) = fz . /z.

DÉFINITION 1. — iSi Ze5 conditions précédentes sont vérifiées,
on dit que S* est une catégorie munie d'une catégorie d'opé-
rateurs Ê* relativement à la loi de composition K.
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Les conditions 1 et 2 signifient que l'espèce de structures
déterminée par ( G ' , S, K) est sous une espèce de morphismes
[3] ( G ' , F) et que la catégorie S' est la catégorie somme des
catégories F(e), où e e (°o.

DÉFINITION 2. — On dira que (2*, <;) est une catégorie
munie d'une catégorie ordonnée (resp. quasi-inductive, resp.
sous-inductive) d'opérateurs ((°*, <;) la loi de composition
étant K, si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) S* est une catégorie munie de la catégorie d'opérateurs 6*,
relativement à la loi de composition K.

2) Y) ==== [(Ê*, <), TI, (2, <)] est une espèce de structures ordon-
née (resp. quasi-inductive, resp. sous-inductive) régulière, où
[Ê*, TC, 2] est l'espèce de structures déterminée par (6', S, K).

3) (S*, "<) est une catégorie û-structurée assez régulière.
Dans la suite, nous supposons que fS*, <) est une catégorie

munie d'une catégorie ordonnée d'opérateurs (6', <) relative-
ment à la loi de composition K. Nous désignons par [6', TC, S] ==Y)
l'espèce de structures déterminée par ((°*, S, K) et par Y) l'espèce
de structures ordonnée [(Ê*, <;), TT, (2, <;)]. Soit Y}' == [G', TC', So]
la sous-espèce de structures de Y] telle que TT' soit la restriction
de TT à 2o. Soit S* la catégorie des hypermorphismes ((°'*S)'
associée à Y) et S* la catégorie des hypermorphismes ((°**So)*
associée à Y]'. Soient ï et ï' respectivement les foncteurs cano-
niques (/*, z) —> f de S* et S* sur (°'.

PROPOSITION 1. — (S*, <) e5( uw catégorie fonctoriellement
ordonnée [3]. 5l Y) est une espèce de structures quasi-inductive
(resp. sous-inductive), (S', <) est une catégorie quasi-inductive
(resp. sous-inductive).

Démonstration. — Soient z e 2, z' e S, z ' <; z et a(^s') == ^^s)-
Les conditions : z ' <^ z et :

Tt(z) == Tt(a(z)) = Ti(a(z')) = Tt(z')

entraînent z = z ' , puisque Y) est ordonnée. De même z' <^ z
et p(z') = ^(z) entraîne z = z . Il en résulte que (S-, <)
est une catégorie ordonnée. Soit s e Sç et z <^ s. Il existe
2;' === soL(z) et on a a(z') == (/.(z). Comme z <; z', il en résulte
z = z'. Puisque a(z) <; soL(z) on a a(z) <; z, d'où z == a(z).
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Ainsi un élément de S majoré par une unité s e 2ç est une unité
de 2'. Supposons Zi e S, a(zi) = ?(z) et z"<Zi.z. Il existe
des pseudoproduits za(z") et z == (zi.z)a(z") tels que

a(za(z"))=a(z")==a(z),

car (2*, <) est assez régulière. On a s ' = j3(za(z")) < (3(z), de
sorte qu'il existe un pseudoproduit z^s tel que a(zi5') == s\
Les éléments :

z"etz2=(zi5').(za(z"))

sont majorés par z et on a a^) == a(z) == a(z"). En vertu du
début de la démonstration, il en résulte Zg == z == z". Donc
l'application : z —> z> définit un foncteur généralisé de S' vers
S* et (S*, <;) est une catégorie fonctoriellement ordonnée.

— Soit Y] une espèce de structures quasi-inductive; alors
(2, <;) est une classe sous-inductive et, en vertu du corollaire 2
de la proposition 12-2, (2*, <;) est une catégorie quasi-
inductive.

— Soit YJ une espèce de structures sous-inductive. Supposons
z < z et z ' < z. On a :

a(z' n z") < a(z') n a(z")
et

T:(a(z' n z")) = Ti(z' n z") == Ti(z') n Tt(z")
== ^(z')) n ̂ (z")) = 7i(a(z') n ^z"))

d'où a(z' n z") == a(z') n a(z"). De même

P(z'nz")==(3(z')np(z").

Par conséquent (2*, <) est une catégorie sous-inductive.

Soit 2 la classe des triplets (z, /", s) tels que :

z e 2, (/*, 5) e S et a(z) == fs.

THÉORÈME 1. — (2', <) est une catégorie ordonnée régulière,
la loi de composition étant définie par:

( z ' , r, s ' ) . ( z , f, s ) = ( z ' . f ' z , r.f, s)
si, et seulement si, s ' == (S(z) et la relation d'ordre étant définie
par :

(z', f, s') < (z, f, s)
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si, et seulement si^ f < /*, z' <^ z et s/ <^ s.(Si' y <) e< (S*, -<)
s^identifient à des sous-catégories régulières de (S', <). 7)e pZu^
(6*, <) ^ ^^ catégorie ordonnée quotient [5] cîe (2*, <),
^ fondeur projection ï étant défini par : (z, /, ^) ~> /*.

Démonstration. — Montrons (Tabord que H' est une catégorie.
Soient :

h = {z, f, s) e S et A' == (z', /", 5') e S.

Si 5' == P(z), on a :

a(z'./"^)=a(fz)==fa(z)==(f.^,

de sorte que (2'./*'js, /l/./', ^) e 2. Prouvons que 2' admet pour
unités les triplets (s, e, s) tels que e <= (°o. En effet, si h. {s, e, s}
est défini, on a :

h.{s, e, s) == {z.fs, f.e, s) == À,

puisque fs e 2o- Si (^, e, ^).A' est défini, on trouve:

s = p(z') et (s, e, 5).A' = {s.ez, e.f, s ) = A'.

Par suite {s, e, s) est une unité; h admet pour seule unité à
droite {s, a(/*), s) et pour seule unité à gauche {s\ ?(/"), 5'),
où s ' = P(jz). Le composé A'. A est défini, si, et seulement si,
a(A') == (5', a(/''), ^') == P(A). Dans ce cas, on a :

a(A'.A) == a(A) et P(A'./i) == ?(A').

Soit de plus A" == (z", f', 5"). Si les composés A". (A'. A)
et (A". A'). A sont définis, ils sont respectivement égaux à:

A".(A'.A) = (z", r, ̂ ).(^./^ f.^ ^== (^.fw^ r-f.A ^
(A".A /).A=(z / '.fy,^.f, ^).^, y, 5)=(^fY.(rr^r.f./^)-
Comme f\z .fz) =. fz .{f\f}z et que la loi de composition
dans S* est associative, il en résulte :

A".(A'.A) = (A".A') .A

et X' est une catégorie; TC est un foncteur dont le noyau est la
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sous-catégorie de S- formée des triplets (z, Tt(z), a(z)); nous
identifierons cette sous-catégorie à S-, en identifiant

(z, 7c(z), a(z)) avec z;

en particulier les unités de S- sont ainsi identifiées aux unités
de 2-.

— S* s'identifie à la sous-catégorie de S- formée des tri-
plets (fs, f, s), où (/; s) e S.

— Soit (z', f, s ' ) < (z, f, s) dans (2, <); on a :

a(z', f, 8 ' ) = ^ <s= a(z, /•, 5)
et

P(z-, f, .') = p(z') < (3(z) == ?(z, /; ,).

Supposons aussi (z[, f[, s[) < (^, ^, ,9,), s[ =? (zQ et ^ == p(z).
Comme ^ est ordonnée, les relations :/"</' et z < js entraînent
fz' <fz. Les catégories (S-, <) et ((°-, <) étant Q-structurées,
on trouve :

^f'^<z^f,z et f[.r<fz.f.

Don^ (4 ̂  ̂ ). (z-, f, ,') = (,, ./t^, /•,./-, ,') < (^, /•„ ̂ . (^ ̂  ,)
et ($]•, <) est une catégorie Ô-structurée.

— Si (z', /", ^') < (js, /; s) dans (S, <) et si on a

, ' ^ s et P(z ' )==P^),

les conditions : /^ < fs et

TT(f5) == 7t(P(^)) == 7:(P(Z)) == ,̂9)

ont pour conséquence fs = fs, d'où ?(/") == ?(/*). La catégorie
(Ê-, <) étant ordonnée, on en déduit f = f. En vertu de la
proposition 1, on a aussi z ' == z. Par suite (z', /*', ,9') == (z, /, ^)
et (2*, <) est ordonnée.

— Soit (z, /*, 5) e 2. Soit s s So et s ' < 5. Puisque ((3-, <)
est régulière, il existe f == f^(s') et on a : a(f) = 11(5') ; il en
résulte (/", s ' ) e S et /V < a(z). (S-, <) étant assez régulière,
il existe z =^z{fs} et on a: o^^/V; par conséquent
(z', /*', $') e Ï. Supposons :

h = (z, ,̂ s) < (z, /; 5), h' = (z, /; 5) < s' et a(/i) == (Î(A').
Colloque Grenoble. ^[§
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On a Tc(^) < fet îc(À') < ̂ '), d'où ^{h.h') < f et f < f$ on
trouve 7â</V et z .Jz.<z(fs)^z', par suite A./i'< (z', f, 5').
Ainsi (z', /*', 5') est le pseudoproduit de (z, /*, 5) et de s' dans
(î-, <). Soit s"eSo et ^j< P(z). 11 existe z" == 5"z et on a
oc(z") < /5; par définition (S-, <) est régulière, de sorte qu'il
existe (/•", s ' ) == a(z")(/1, ^) et que /V = a(z"). Il s'ensuit
(z", /''/, ^^eS et un raisonnement analogue au précédent
prouve que (z", /"', 5') est le pseudoproduit 5"(z, /, s). Ceci
montre que (S*, <C) est assez régulière.

— Supposons g == { z , f, 5').(z, /", s) défini dans S- et

g" = (z",r^") < ̂
II existe /i < /• et /i' < f tels que F = f^fi. car (e'. 0 est

régulière; on a : h = (z^ f^ 5") e £, où Zi = z(/i s"). De l'éga-
lité :

.^)=ir(a(z,))=(3(A),

il résulte h' = (21,/•î, jî^i)) e 2, où zl == ^(/'^(zi)). On trouve :
z" = ^./^i, d'après la proposition 1, car:

. ;. a(z") = /•Y = /Ï(^) = a(/-A), y < z'.fz
et z[.fizi<z.r^
Donc A'. A = g" et (S-, <) est une catégorie ordonnée
régulière.

THÉORÈME 2. — Si Y) e^t une espèce de structures quasi-induc-
ti^e (resp. sous-inductwe), (S*, <;) est une catégorie quasi-
inductwe (resp. sous-inductive) et TC est un fondeur quasi-inductif
(resp. sous-inductif).

Démonstration. — Soient

h, = {^ ̂  s,) ^2, h = ̂  /•, s) e 2 et A, < A

pour tout ie I. Comme (Ê-, <) est une catégorie quasi-induc-

tive, il existe f =\^)fi'-> puisque (S-, <) est quasi-inductive,
z s

en vertu de la proposition 1, il existe z = ̂  ]zj et s = t J^'
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D'après le théorème 2-4 on a (f, s) e S et :

^=[J^=Ua(z,)==a(z);

il en résulte 71 == (z, /r, ?) e S et % est le A-agrégat des /^. Donc
(S, <) est une classe sous-inductive et, en vertu du corol-
laire 2 de la proposition 12-2, (S-, <) est une catégorie quasi-
inductive. De plus 'S est un foncteur quasi-inductif.

— Supposons YI sous-inductive. Soient h, == (z,, ^, s,) e S et
hi< h e Ï, où i == 1,2. Il existe /i n ^ e (°, Zi n Za et s^ n 52,
car (G, <) et (2, <<) sont des classes sous-inductives. En uti-
lisant le théorème 2-4, on obtient :

(A n /2)(^i n ^2) = A^i n f^z == a(z^) n a(za) = a(zi n Zg),

puisque (S-, <) est sous-inductive (proposition 1). On en
déduit :

h' = (zi n Zg, /i n j^, 5i n ^2) e î; et A' == ^ n A^

Comme : a(A') == s^ n 52 = a(^i) n a(Aa) et :

P(A') = (3(zi n z,) - j3(zi) n ^(z^ = P(^) n p(^),

(S', <) est une catégorie sous-inductive.

Soit (Si, <) une autre catégorie munie d'une catégorie
ordonnée d'opérateurs (61, <) relativement à K.i, l'espèce
de structures (resp. ordonnée) correspondante étant Y]i
(resp. Y]i).

DÉFINITION 3. — On appelle application covariante ordon-
née de ((Ê-, <), (2-, <), K) vers ((^, <), (^, <), K,) un
couple (p, ^) vérifiant les conditions:

1) p == ((°^ j^ (°-) ^ ^ == ̂  ^ ^.) ^̂  ^̂  fondeurs.

2) (^i? (p? 4')? ïl) est une application covariante [1 a], c'est-à-
dire on a :

W=/W(Z) Si (/-,z)eS.

3) P = (((°i, <), p, ((°, <)) e Û e(

^==((Si,<),^(2,<)).eÛ.
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PROPOSITION 2. — Si (p, 4') est une application covariante
ordonnée de (((°-, <), (S-, <), K) vers

(((°i, <), (Si, <), Ki),

Inapplication ^ X i p :

(z, /•, s) -> (<KZ), ?(/•), ^(<)), ou (z, /•, 5) e î;,

définit un foncteur ordonné de (S', <) vers (Si, <)

Démonstration. — Soit /i = (z, f, s} e S; on a (p{f), ^(s)) e Si

a(^(z)) = <Ka(z)) == W = P(/')^(^),

d'où (<p(z), p(f), ^(s))eSi. En particulier <{/ X x p(«) = <K.î), si
s e So. Soit A' = (z', /", s') e 2 et s ' = P(z). On obtient :

^XKp(^.A)=(^.fz), p(f./-), ^))
=(^).^(fz), ?(/•').?(/•), ̂ ))
==4' XKp(A').^ Xip(A),

car ^(/'z) == P^')^2)- D0110 ^ y-v-P définit un foncteur.

DÉFINITION 4. — Avec les hypothèses du théorème 1, on
appelle (2', <) le produit croisé ordonné de {&', <) et de
(S-, <) ef on pose: (S-, <) = (S- XK<°',<). Si (p, ^) est une
application covariante ordonnée de (((?', <), (S", <^), K) vers
((6L <)> (Si, <), Ki), on appelle (Si, ^ X K p, £•) (proposition 2)
le produit croisé de (p, 40 •

PROPOSITION 3. — Soit C une sous-catégorie de € ' . Pour
que (S', $, C") soif un foncteur tel que ^(f) == / pour tout
feC, il faut et il suffit que l'on ait: $(/') = {<f(f), f, 9(a(/'))),
ou y est une application de C dans S vérifiant les conditions:

(H) T t y = p ; ?(C,)cS,

^r^-^n-fw, " (/"', /")-c-*c-.
Démonstration. — Soit (S", $, C') un foncteur tel que

Tc<S>(f) == f. Posons :

9(/-) = z, si $(/•) = (z, /•, s).
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On a v<f{f) = ?(/'). Si e e Q, la relation $(e) es Sg entraîne
9(e) 6 2,,. Soit /•s C, f 6= C et a(f) == ?(/•). On trouve :

^{f •f)-w-n, r-f, s)=w.w=w).fw, r.f, s}
de sorte que (H) est vérifiée. Inversement soit y une applica-
tion de C dans S satisfaisant à la condition (H). Soit /"sC
et a.{f) == e. Posons : $(/') = (<?(/'), f, ç(e)). On obtient :

?(/") = ?(/'•<') = ?(/')•/'<?(<•), d'où a(ç(/-)) = ^(c)

et $(/•) e 2. Si de plus f e C et a(f) = ?(/•), on a :

w.^n = (?(/")./"?(/•), f./', ?(<')) = ̂ (/"•n.
Par suite (S', <&, C*) est un foncteur.

COROLLAIRE. — S i (S-, <&, C') est un 0-cocycle de Y]', l'applica-
tion: f—>(S>(^(f)), où fe C, vérifie la condition (H).

DÉFINITION 5. — On dira qu'une sous-catégorie C ck 6*
engendre (G*, <) 51 C est une sous-classe saturée par induction
de (Ê, <) e( si, pour tout f^G, il existe une sous-classe F de C

telle que /'=^JF.
Remarquons que cette définition est surtout intéressante

dans le cas où (fi*, <) est une catégorie quasi-inductive.
Si Ci et Cg sont deux sous-catégories de 6' engendrant

(6*, <), alors Ci n Cg engendre aussi (6*, <).

DÉFINITION 6. — On appelle 1-cocycle ordonné un triplet
(2', y, C*), où C ^5t une sous-catégorie engendrant (6*, <;)
et où y e^ une application de C rfans S vérifiant la condition (H).
Le foncteur (ï*, $, C*) correspondant sera appelé foncteur croisé
associé à (S', 9, C').

Nous désignerons par Z1 (S*, G*) la classe de tous les 1-cocycles
ordonnés y == (2*, y, C*) et par S l'application : y —>- (S', $, C'),
où (S*, ^, C') est le foncteur croisé associé à (S*, y, C'). Nous
écrirons aussi y(/*) au lieu de y(^), si /*e C. _

D'après le corollaire de la proposition 4, tout 0-cocycle $
de Y]' sur une sous-catégorie C engendrant (6*, <) détermine
un 1-cocycle ordonné, qui sera dit associé à <I>.
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DÉFINITION 7. — On appelle équivalence croisée ordonnée
un triplet (y^, T, y^) vérifiant les conditions suivantes:

1) y^ === (S", y^ Ci'), où i = 1,2, sont des 1-cocycles ordonnés.
Soit C == Ci n Cg.

2) T e5< une application de Co dans Sy telle que

^').ïi(/0 = ?2(/>).^) ^ ^ c, ^ = o, ^ == (î^).
Dans la suite nous dirons équivalence croisée au lieu de

« équivalence croisée ordonnée ».

PROPOSITION 4. — Soient y; = (2*, y», Q) deux l-cocycles
ordonnés et C = Ci n Cg. Pour que (yg, T, Ci) 50^ une équiva-
lence croisée, il faut et il suffit que (02? T) ^i) 50^ une équivalence
naturelle, où ̂  e^ fe fondeur restriction de S(9i) a C.

En effet, soit /e C, <? == a(/*) et e' =?(/*). On a :

^(^). (îi(/1), A ïi(^)) = (î2(n, A y2(^)) .T^)
si, et seulement si, ^(^').Çi(/*) == 92(/*) •y'1^)*

THÉORÈME 3. — 5o^ y == (S-, y, C - ) e Z^S-, 6-). Les œyirfi-
<ion5 suivantes sont équivalentes:

1) ((2*, y', C*), T, y) ̂  une équivalence croisée.
2) T est une application de Co dans Sv ^fc çue a(r(e)) == y(e)

pour tou^ e e Co et y' e5( Inapplication de C cîan5 S définie par :

y'^=T(.').y(/VT(.)-1,
^ ^C, .-a(/1), .'=?(/•).

Démonstration. — Si la condition 1 est vérifiée, la condition 2
est évidemment satisfaite. Inversement supposons la condition
2 vérifiée et montrons qu'alors (S', y', C") est un 1-cocycle
ordonné. En effet, soit e e Co. On a :

y'(^) = T(^) .y(^) .T(^)-1 - P(T(^)) e 2o.

Soit /'e C, e = a(/*) et e' == ?(/*). Comme y est un homomor-
phisme croisé, on trouve :

a(ï(e')) = (?((>') = ?(<?(/•)), a(/r(c)) = /-y^) = ay(/-),

de sorte que '^{et).f{f).fl^{e)~l est défini. Supposons

( f ,Y)eC-»C- et P(f)=^.
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Le composé y^/*') ./'/ç/(/>) est défini, car:

P(fîW) - P(W)) = a(y'(f)),
et on a :

î\r)^\n== ̂ Q.^n.f^r1.^^).?^)./'^)-1)
== ̂ ") • y(f) -W). (f ./W'1 = ̂ (f ./•).

Ainsi 9' définit un 1-cocycle ordonné et (y', T, y) est une équi-
valence croisée, où y' == (S', y', C') car:

^.y^-ïW.^).
COROLLAIRE. — 5oi( C une sous-catégorie engendrant (6*, <),.

Soit T im^ application de Co dîan^ Sy ^He çue :

a(T(^)) =/•a(T(^)) ^ /-eC, e=a(/1), e = ̂ (f).

Soit ^ l'application: f-> ̂ {e) ./*T(e)~1. AZor^ (y^, T, arp) e^
MHÔ équivalence croisée^ où y - r==(S* , y-c, C* ) .

En effet, l'application: f->(f, ^{e))) définit un 0-cocycle
de Y]' et, en vertu du corollaire de la proposition 3, l'appli-
cation aï? de C dans 2 définit un 1-cocycle ordonne. Le
corollaire résulte donc du théorème 3.

DÉFINITION 8. — On appelle 1-cobord ordonné un 1-cocycle
ordonné y tel qu'il existe une équivalence croisée (y, T, S"1^)),
où $ est un 0-cocycle ordonné de Y)'.

Les 1-cobords ordonnés sont donc les 1-cocycles ordonnés
y^ du corollaire du th. 3 tels que ((2\, <), ar, (Co, <)) eQ.
Si T' est un 0-cocycle ordonné de Y] tel que (ST' = ar, alors le
1-cobord y-c peut aussi être représenté par le symbole y^'.

Soit B^S-, Ê-) la classe des 1-cobords ordonnés. En vertu
de la proposition 3, y est un 1-cobord ordonné si, et seulement
si, il existe un 0-cocycle ordonné $ de Y]' et une équivalence
naturelle (S(y), T, $).

PROPOSITION 5. — La relation p définie sur Z^S-, C-) par:
y ~ y' si, et seulement si, il existe une équivalence croisée
(?'? T? î)? ̂  une relation d'équivalence et B^S', C*) est saturée
relativement à p.

Démonstration. — p est réHexive car (y, yo, y) est une équi-
valence croisée, où yo(e) == y(ô) pour tout e e Co. Soit (y', T, y)
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une équivalence croisée ; les relations :

^e').^f)==Tf\f).f^e) et T(.)eS,

entraînent :

W^ et y^./T^-T^)-1.^/'),

de sorte que (y, T"""1, y') est une équivalence croisée, où

T-l(e) = T(e)-1.

Ainsi p est symétrique. Soient (y^, T, Ci) et (93, T', Ça) deux
équivalences croisées et y; = (S*, y^, Q). Posons

C == Ci n Cg n €3.

Soit fe C, 6 == a(y) et e' == ?(/*); on a :

T'(^) .-(.'). yi(y) == T'(^) . y,(y) ./•T^) =^(f) ̂ (e^.f^e)
=y3(n./W)-^)).

Donc (93, T'.T, Ci) est une équivalence croisée et Çi~y3.
Ainsi p est une relation d'équivalence.

DÉFINITION 9. —On appelle classe de cohomologie d'ordre 1
une classe (T équivalence y mod p, où y e Z^S*, (3*). Soit ?(2*, 6*)
^a cZo55e des classes de cohomologie d'ordre 1.

Soit y == (S*, y, C*) un 1-cocycle ordonné. Il résulte du
théorème 3 que la classe y mod p est la classe des triplets
(S', y', Ci) construits de la façon suivante : soit Ci une sous-
catégorie engendrant (6*, <) et soit Cg === C n Ci; soit T une
application de (Cg)o dans 2y telle que a(r(e)) = y(e) pour tout
e e a(Ca) ; alors y' est une application de Ci dans S vérifiant
la condition (H) et telle que, pour tout fe Cg on ait :

yV) == T(.').y(/')./r(.)-S où . == 0, .' = ?(/•).

Supposons que Y] soit une espèce de structures quasi-induc-
tive. Soit % une sous-catégorie régulière de (6*, <;) telle que
(%', <<) soit quasi-inductive. Soit S/âS == 'rc(%o)- Alors

(OW, <)
admet (%•, <;) pour catégorie ordonnée d'opérateurs; soient
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Z^SVÉB, %•) et HYS-yâS, 95-) la classe des 1-cocycles ordonnés
et la classe de cohomologie d'ordre 1 correspondantes.

Soit N"((3-, <) la classe des triplets (¥, ^, 3â) tels que:
1) Y est un foncteur quasi-inductif de la sous-catégorie

%* sur une sous-catégorie â6'* de (°*.
2) (i^'.Y, ^, i^) est une transformation naturelle, où i^

désigne le foncteur injection de %• dans &\
3) (((3, <), ̂  (%o, O)^;
N^O, <;) est une catégorie pour la loi de composition:

(¥', ^', %'). (¥, ^, %) = (T. ¥, ^'T. ̂  %)
si, et seulement si,

W = ¥(%), où (^'T. ^(e) = ̂ '(¥(.))4(.)

(c'est-à-dire pour la multiplication latérale des transformations
naturelles correspondantes).

PROPOSITION 6. — N^Ê-, <)^ est un groupoïde d'opérateurs
sur (JZ1^-/^, ^•) et sur (JH^S-/^, %•).

Démonstration. — Soit (T, ^, a)^^^-, 0^,

. y == ((2/%)-, y, B • ) e Z^S-^, %•) et %' == ¥(%).

La catégorie ¥(B) engendre (^'*, <). Soit y' l'application :

g -> ^(^)?(¥^(g)), où g e ¥(B) et Y^') = (3(g).

Soit g^T(B) et a (g ' )==p(g) ; on a :

yV^)-^")?^-1^^))
-^^(îC^g^.^^yÇY-^g)))
-y'^').^'^),

ou ¥(^)=p(g'), car ^TT-W^g.^). Par suite
((2/%')-, y', ¥(B)-) est un 1-cocycle ordonné, qui définit le
composé de (T, f^, %) et de y.

— Si A e H^S-/^, %) et y e A , le composé (Y, ^p, %) A est la
classe :

((W-, y', ¥(B)-) mod. p.
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6. — Applications.

A) Cohomologie à valeurs dans un faisceau de groupoïdes:
Soit E un espace topologique et 6* la catégorie ayant pour

éléments les couples (U', U), où U et U' sont deux ouverts
de E et U' c U, la loi de composition étant définie par :

(U" ,U ' ) . (U ' ,U)= (U" ,U) .
C* est munie de la relation d'ordre définie par :
(Ui, Ui) < (U', U) si, et seulement si, Ui c U' et Ui c U.

Soit S* un groupoïde muni de la catégorie d'opérateurs 6'
relativement à la loi de composition K; soit Y] == [6', TC, S]
l'espèce de structures correspondante. (2', <;) est munie de
la catégorie quasi-inductive d'opérateurs (6*, <) relativement
à K, la relation d'ordre sur S étant définie par :

z' < z si, et seulement si, z' == (^(z'), iT(z))z.

L'espèce de structures quasi-inductive Y) est étalée.
Les 0-cocycles ordonnés sur (5 s'identifient aux sections de TC

sur E. Toute sous-catégorie pleine saturée par induction C
de G* dont la classe des unités forme un recouvrement de E
engendre ((°*, <).

Pour que S* soit un faisceau de groupoïdes sur E [6], il faut
et il suffit que Y) soit une espèce de structures complète [1 a].
Supposons qu'il en soit ainsi.

THÉORÈME 1. — II existe une bijection canonique de H^S", C')
sur le premier ensemble de cohomologie [6] à valeurs dans le
faisceau de groupoïdes S*.

Démonstration, — La notion de 1-cocycle ordonné est diffé-
rente de la notion de 1-cocycle au sens de [6]. En effet, un
1-cocycle au sens de [6] peut être défini, en utilisant notre
terminologie (différente de celle de [6]) de la façon suivante :
soit C une sous-catégorie engendrant ((°", <;). Soit 1 un
ensemble d'indices. Soit Si un groupoïde dont les éléments sont
des triplets (U, /, i) e Co X 1 X I, la loi de composition étant
définie par :
(U', /', i'). (U, /, i) == (U, /', i) si, et seulement si, U' = U, / == if.



CATÉGORIES ORDONNÉES. HOLONOMIE ET COHOMOLOGIE 263

Nous supposons que les conditions (U, i, i) e Si et (U, /, /) e Si
entraînent (U, /, i)eSi; de plus C* opère sur Si relativement
à la loi de composition K.i : (U', U)(U, /, i) = (U', /, i) (c'est-
à-dire : si (U, /, i) e Si, alors (U', /, i) e Si pour tout U' c U)'
Munissons Si de la relation d'ordre :

(U', /', i') < (U, /, i) si, et seulement si, U' c U, / / = f et i' = i.

Alors (Si, <) admet (C', <) pour catégorie ordonnée d'opé-
rateurs relativement à Ki. Un 1-cocycle au sens de [6] s'identi-
fie à une application covariante (i*c, 40 ordonnée de

((€- ,<) , (Si, <),K,) vers (((°-, <), (S-, <), K).

Soit y = (S-, y, C-) e Z^S-, (°'); soit Si le groupoïde formé
des triplets (U", U, U') et (LT, U', U) tels que

LTcU'cU, UeCo;

y détermine l'application covariante (ic, ^) telle que

4(U", U', U) = (U", U')y(U', U)
(=== « restriction » de 9(U', U) à U"). Inversement soit (l'c, ^O
une application covariante définissant un 1-cocycle au sens
de [6]. Pour tout U e Co, choisissons un (U, i, i) e Si et posons
<p(U) = ^(U, i, i). Si U' c U et si (p(U') = ^(U', /, /), posons
<p(U', U) = ^(U', /', i). Alors (2', y, 0) est un 1-cocycle ordonné.
Le théorème résulte donc de la définition de p et de la défini-
tion de la relation d'équivalence sur l'ensemble des 1-cocycles
de [5].

Nous discuterons dans un autre article le rapport entre les
notions de feuilletages de seconde espèce définis par des atlas [4]
ou par des classes de cohomologie d'ordre 1 dans un faisceau
de groupoïdes [6].

Remarquons que la définition de [6] utilise essentiellement
le fait que les seuls morphismes de (°* sont les couples définis-
sant la relation d'ordre et que S* est un groupoïde et ne pourrait
pas s'étendre au cas général que nous considérons ici.

B) Structures transverses Sun feuilletage:
Soit (T, T') un feuilletage topologique localement simple

sur E. Soit H' le groupoïde d'holonomie complet construit
au n° 3.
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DÉFINITION 1. — On appelle groupoïde d'holonomie rela-
tivement complet le sous-groupoïde plein H' de H' ayant
pour unités les atlas complets saturés qui sont majorés par un
élément de Ho.

Comme H' est une sous-classe saturée par induction dans
(H', <), le groupoïde (H', <) est quasi-inductif régulier.

Supposons que Y] = [(H', <), T;, (S, <)] soit une espèce
de structures ordonnée et soit S* la catégorie des hypermor-^ '
phismes associée à [H', TC, 2]. Soit 2 la classe des 0-cocycles
ordonnés (S-, $, %•) tels que 3S e Ho, que nous munissons de
la relation d'ordre induite par (Z°(S), <) (th. 4-4). Soit TC/<
la restriction de Z?(7i) à S.

Une sous-classe ^-complète de S est une sous-classe C de 2,
saturée par induction et par agrégation et telle que :

it(5 n s') = v:{s) n 'n;( '̂),

si s e C, s ' e C et si s n 5' est défini. On dira que Y) est complète
[1 a] si toute sous-classe it-complète C telle que 'n;(C) admette
un sous-agrégat admissible dans H' admet un agrégat dans S.

PROPOSITION 1. — 5i Y) est étalée et complète^

Y I = = [ ( H ' , <), A, (â,<)]
est une espèce de structures quasi-inductwe étalée, dont Y] est
une sous-espèce de structures.

Démonstration. — Soit F e H' et (S-, $, a(F)-)eâ. Soit:

(S-, (F, &(?)•) = F(S-, $/a(F), a(F)-),

où $/a(F) est la restriction de $ à a(F) (notations corollaire
du th. 4-4). Soit g = (Ug, g, Ui) e 5(F) ; il existe une sous-classe
C de &(F) dont g est un sous-agrégat admissible. Comme $'
est une bijection de C sur $'(C), les classes ^'(a(C)) et $'(P(C))
sont complètes et, puisque Y] est supposée complète, elles
admettent des agrégats Œ et Œ' respectivement. On a : Œ' == go-,
car gV <; go- pour tout g ' e C et 5' s a(C). Par suite, en posant
^'(g) == (g, a), on obtient le 0-cocycle ordonné (S-, <Î>',5(F)-)
de Y). Un raisonnement analogue à celui du théorème 4-4 et
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de son corollaire montre que H' opère sur S relativement
à la loi de composition :

F(2-, $, a(F)-) = (2-, $', 5(F)-)

et que Y] est une espèce de structures quasi-inductive dont Y)
est une sous-espèce de structures.

A A

DÉFINITION 2. — Si r\ = [(H', <), TC, (S, <;)] e^ une espèce
de structures quasi'inductive, un Q-cocycle ordonné de Y] sur H'
sera appelé Y]-structure transverse du feuilletage (T, T').

On peut ainsi construire par exemple une structure diffé-
rentiable trans verse sur (T, T7). Si U est un ouvert simple, soit
^(U) la classe (supposée non vide) de toutes les structures r
fois différentiables sur les ouverts de l'espace transverse U
(dont la topologie est la topologie quotient de la topologie
induite par T). Soit S la classe réunion des 're(U). Le grou-
poïde H' opère sur S, le composé (U', /*, U)5, où T^(s} = U,
étant par définition la structure r fois différentiable image
de s par l'homéomorphisme f. Munissons S de la relation
d'ordre :

s ' < s si, et seulement si, U' == ^{s') < ^{s) === U et
si l'image de s ' par l'injection canonique u de U' dans U
est la structure différentiable induite par s sur u(LT).
Y) == [(H', <), TC, (2, <)] est une espèce de structures
ordonnée étalée complète. Un 0-cocycle ordonné o" de Y] sur
S) e Ho sera appelé structure r fois différentiable transverse

A A

sur i8. D'après la proposition 1, H' opère sur la classe 2 des
structures r fois différentiables transverses; soit Y] l'espèce
de structures quasi-inductive correspondante. Un 0-cocycle
ordonné de Y) sur H' sera appelé structure r fois différentiable
transverse de (T, T'). D'après la proposition 1, une telle struc-
ture transverse s'identifie à un 0-cocycle ordonné de Y) sur H'.

Soit (2*, $, H') une telle structure r fois différentiable.
Considérons sur le groupoïde <I>(H') l'espèce de structures
dont les structures se projetant sur s e $(Ho) sont les formes
différentielles de degré p sur s. Soit Y^ l'espèce de structures
ordonnée correspondante, qui est définie facilement. Un
0-cocycle ordonné de Y^ peut être appelé forme différentielle
transverse de degré p. Les formes différentielles transverses
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forment un module différentiel gradué T = (Ï°) relativement
à l'opérateur d. On définit par la méthode classique la coho-
mologie H*(Ï*) en posant :

H"(Ï*) = Z^VB"^),

où Z"(Ï*) est le noyau de l'application d de Ï71 dans ^+1 et
où B^Ï*) est l'image rf(^-1) c Ï\

On définirait de même les notions de champ de vecteurs
transverses, de champ de tenseurs transverses, de structures
riemanniennes transverses, de connexion trans verse,... (voir
aussi [5]).

Une construction analogue à partir de l'espèce de structures
[H', TC, 2] telle que TC^U) soit l'ensemble des topologies sur U
plus fines que la topologie de Û conduit à définir les structures
topologiques transverses d'un feuilletage. En particulier on a
la structure topologique transverse canonique en associant
à U la topologie de U. On peut également construire les struc-
tures de feuilletages transverses : à une telle structure est
associé un feuilletage (T, Ti) sur E tel que (Ti, T') soit aussi
un feuilletage.

C. Éléments transverses en un point ou le long (ïune feuille:
Soit W le groupoïde d'holonomie pointé, dont les éléments

sont les { x , U', jf, U, x) tels que :

(U', /•, U) e H', x e U, x' e U' et x e f{x),

muni de la loi de composition :

(a/', U", f, U', x).(x\ U', /•, U, x) = Qr", U", /7, U, x).

Si F est une feuille de (T, T') la classe des ( x , U', f, U, x)
tels que xe F est un sous-groupoïde de H", noté H"(F). Soit V
la classe des éléments (U, x, s, ^), où U est un ouvert simple,
x e U, s est une structure r fois difîérentiable sur U et ^ un
vecteur sur (Ù, s), de source x. H" opère sur V (si cette classe
n'est pas vide) par la loi de composition:

( x , U', /, U, x)(V, x, s, ̂  = (U', x , fs, /^).

Soit v l'espèce de structures correspondante. Un 0-cocycle
de v sur H"(F) est appelé vecteur transverse le long de F. Un
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0-cocycle de v sur le sous-groupoïde H"(n;) formé des
(rr, U', /', U, ^) est appelé secteur transverse en x.

Soit o- == (2*, ^5 H') une structure r fois différentiable
transverse de (T, T'). Soit V(o-) l'ensemble des vecteurs trans-
verses associés à o-, c'est-à-dire l'ensemble des vecteurs trans-
verses Tp tels que:

T,(U) = (U,^, ^ P), OÙ ^e$(Ho).

V(o-) est muni d'une structure d'espace fibre vectoriel de base E.
On étend de même les autres notions de Géométrie diffé-

rentielle.

D. Catégorie (f holonomie :
Soit H' la catégorie dont les éléments sont les triplets

(U', /; U) tels que l'on ait (U", /; U) e H' et que U" soit un
ouvert saturé de U'. On munit H' de la loi de composition :

(Uî, ̂  U,). (U', f, U) = (Ul, AA U) si, et seulement si, U^U',

et de la relation d'ordre :

(Ug, /2, U^) < (Ui, f^ U,) si, et seulement si, Ug < Ui

et
(U^ ̂  ly < (Uï, A, Ui), où (ur, y, H) e H'.

Alors (H', <<) est une catégorie ordonnée régulière.

DÉFINITION 3. — On appelle (H', <) la catégorie d'holonomie
associée à (T, T').

Soit (2', <;) une catégorie admettant (H', <<) pour catégorie
ordonnée d'opérateurs relativement à K. On peut alors définir
les 1-cocycles ordonnés, les 1-cobords ordonnés et les classes
de cohomologie d'ordre 1 correspondantes.

BIBLIOGRAPHIE

[1] a) Élargissement de catégories, Sém. topo. et Géo. diff., 1961, III, Paris.
b) Groupoïdes sous-inductifs, Ann. Inst. Fourier, 13, 1963.

[2] Structures et catégories d'homomorphismes, chap. I, Sém. Soc. Can.
Un., Montréal, 1961.



268 CHARLES EHRESMANN

[3] Catégories structurées (multigraphié Paris et Ann. Ec. Norm., 1963,
fasc. 4); C.R.A.S. 256, 1953, pp. 1198-2080-2280; Sous-structures et
catégories ordonnées (multigraphié, Paris), à Pimp. dans Fund. Math.

[4] Structures feuilletées, Proc. 5 th Can. Math. Congress, 1961, p. 109.
[5] Structures quotient (multigraphié Paris et Comm. Math. H eh., 1963,

p. 219).
[6] A. HAEFLIGER, Structures feuilletées et cohomologie à valeurs dans un

faisceau de groupoïdes, Comm. Math. Helv., 32, 4, 1958, Zurich.


