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SOLUTIONS PÉRIODIQUES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
ET MÉTHODE DE LERAY SCHAUDER

(Cas des vibrations forcées).
par Robert FAURE (Dakar)

On rencontre très souvent en Physique des équations diffé-
rentielles à coefficients périodiques; la recherche des solutions
périodiques correspondantes s'avère en général difficile lorsque
l'importance des phénomènes interdit l'emploi de la méthode
des petits paramètres ou des méthodes voisines.

La méthode de Leray-Schauder permet alors de conclure
dans de nombreux cas à l'existence de ces solutions quelle
que soit l'importance de l'excitation.

Nous allons indiquer plusieurs cas simples et nous verrons
qu'avec une légère extension du théorème fondamental de
Leray-Schauder, nous pouvons affirmer l'existence de solu-
tion dans des systèmes d'équations relativement plus compli-
qués.

Nous admettrons ici dans les différents exemples que l'exis-
tence d'une solution périodique unique a été démontrée au
voisinage des positions d'équilibre; la valeur zéro du para-
mètre X correspondant à cette position.

Première partie. — Dans leur article : Topologie et Équations
fonctionnelles MM. Leray et Schauder ont établi le théorème
suivant que nous désignerons dans les applications par (LS).

Soit l'équation fonctionnelle

x — 9{x, X) = 0 (E)

satisfaisant aux hypothèses suivantes (H).
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L'inconnue x et toutes les valeurs de 9 appartiennent à un
espace linéaire, norme et complet 8.

L'ensemble des valeurs du paramètre X constitue un seg-
ment K de l'axe des nombres réels.

9(x, X) est définie par tous les couples (rc, À) ou x est un élé-
ment quelconque de ê, X un point quelconque de K.

En chaque point X de K, 9Çx, X) est complètement
, continue; ceci signifiant que 9{x^ X) transforme tout

ensemble borné de points x de 8 en un ensemble
compact.

Sur tout son ensemble borné de ê, 9{x^ X) est uniformément
continue par rapport à X.

En un point particulier Xo de K, toutes les solutions sont
connues et l'on peut étudier leur indice, on suppose essentielle-
ment que la somme de leurs indices n'est pas nulle (1).

On suppose de plus démontré par un procédé quelconque
que les solutions de (E) sont bornées dans leur ensemble.

Conclusion. — Alors il existe sûrement dans ê X K un
continu de solutions le long duquel X prend toutes les valeurs
de K.

Applications. — Indiquons tout d'abord trois applications :
T est la période, co la pulsation coT == 2^.
Les équations appartiennent au Domaine réel.
Le paramètre X est positif dans tous les cas qui suivront.
I. — Équation

x" + f{x)x' + x = \e(t)
avec

f(x) == a + g(x) a^O

g(x) est une fonction continue quel que soit x et Lipschitzienne
au voisinage de 0 avec g{0) == 0.

On suppose co > 1.
H est l'espace de Hilbert des séries de Fourier de période T

/~ i7 7
avec pour tout 9 e H || 9 |] = t/ — j ^{t) dt (2).

V 1 J Q

(1) Ceci a lieu en particulier quand la solution existante est unique.
(2) Les intégrales sont prises au sens de Lebesgue.
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Ho est un sous-espace de H Ho c H

f e Ho si fjf{t) dt = 0

On prend e ( ^ ) e H o ; en changeant x en Xa?(Ei) devient

(EQ ;z;" + /•(^' + x == \e(t)

en multipliant par x et en intégrant entre 0 et T on obtient
après intégration par partie

(1) fjx2 dt — fjx2 dt = fje(t)x dt

pu(Ei)rr e Ho et (1) fournit compte tenu de co > 1 et de l'iné-
galité de Schwartz.

w iî K r̂
On écrit l'équation (Ei) sous la forme

u" + au + u = e{t) — gÇk^V
(3) ^'eHo, ^Ho

soit
u = 3?(^', X).

La transformation ^ transforme tout ensemble borné (3)
A de Ho en un ensemble compact <A/ c Ho.

On peut dès lors appliquer (LS) et affirmer l'existence d'une
solution quel que soit X > 0.

II. — Système d'équation du 2e ordre.
Équations des circuits électriques (cf. Graffi).
Après transformation simple comme à I, on étudie le système

II L^ï + M^ + /i(^i)^i + ^i = ̂ ),
III MX', + L^" + /2(^2)^ + ̂ = e^t),

(3) Si t/'ejb ensemble borné de Hp, il existe une suite y[ .. . y'^ convergeant
faiblement vers une limite de I/, y converge alors au sens habituel vers L avec
yeHo, Le HQ.

De la suite fty^yn^ Hy bornée, on peut extraire une sous suite convergeant faible-
ment, la transformation ^ la transforme en convergente forte au sens de l'espace
de Hilbert.

Colloque Grenoble. 14
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LI, ï^, M constantes réelles positives avec LiLg — M2 > 0

e^t), e,(t) e Ho

fi(x), /a^) sont de la forme a 4- g )̂
g(x) est continue quel que soit x, g[o) === 0
g[x) est Lipschitzienne au voisinage de zéro.
Il est clair que l'on a x^ c= Hio, x^ e Hgo. On multiplie (II)

par x-i (III) par x^\ on intègre entre 0 et T, on a compte
tenu d'identité simple

fj{L,x[2 + 2 Mx[x, + L ,̂2) dt — fj(xï + ̂ j) dt

= — fj(e, {t)x^ + e^{t)x^dt.

Si on choisit co suffisamment grand pour que

(LI-^VL.-^-M^O.
\ CD2 / \ CO2 /

On voit aisément que (|^i||, \\x^\, |]^i||, H^ll ^i^ bornées.
On écrit alors le système (II), (III) sous la forme u == 3 ,̂ X)

avec
L^UI + Mua + (hu'i + ̂ i == — gi(^^i)^ + e^t)
Mu'i + LaUg + 02^2 + U2= — ^(X^)^ + e^{t)

ê est le produit des sous-espaces H^o, H2o.
HIO? H2o correspondants dans Hi et H2 à Ho pour H

Ui, Ui, uï e Hio, ^L î e Hio
U2, Ug, U2 e H2o, ^2, ^2 e H2Q.

Les diverses hypothèses du théorème (LS) sont vérifiées,
on peut l'appliquer; pour co > œo quel que soit X>0 ; il existe
une solution périodique de période T.

III. — Considérons maintenant l'équation différentielle

y" + ay + by = g{\y\ + e{t) IV

1° Avec a -=^ 0, & =^ 0, a, b réels, |a[ = A, |&| = B.
2° g(î/) fonction continue de y , quel que soit y

Wy)=ëiîÛ-^0 si |2/1->0,

H(î/) est lipschitzienne au voisinage de 0.
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30 M^)_^+oo si |i/|-^+QO.

40 ^)^Ho, l|^)||=ïl.

On a visiblernent |]î/'|] <^— pour toute solution de IV.
A

Si on écrit y == u + a? y ' ^ u
TM €= Ho on a |u[ <; Y] -.-
A.

pour 0 < ( < T.

La condition gÇ^y) — by e Ho déduite de IV montre que
pour les valeurs de (À) Xi, a est inférieur au plus grand nombre

positif y.i défini par g ( A i o^ — — - ) — Ba^ = 0 on trouve
\ L A J/

de même un norme inférieur.
On écrit alors l'équation sous la forme x = ̂ (X) avec

x" + ax + bx = g(\X) + e(t)
g = H

d'après (LS) la solution périodique existe quel que soit X, et
quel que soit T.

On peut trouver quelques difficultés dans l'application de
(LS) du fait qu'il n'est pas toujours possible d'obtenir 9
complètement continue, une extension de (LS) va être donnée
qui permettra de résoudre de nouveaux problèmes.

2e partie: Extension de la Méthode de Leray-Schauder.
On considère un espace linéaire S norme, complet, séparable.

Soit D' l'espace de toutes les fonctionnelles linéaires et conti-
nues.

D' c D espace dual de S.

Considérons dans D' la Boule fermée, centrée à l'origine des
fonctionnelles normées par 1.

On sait que l'on peut construire un ensemble dénombrable
de fonctionnelles telles que (4).

1° ^= ̂  avec ||A,||<1.

(4) Cf. Schauder: Der Fixpunktsats.
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2° On peut faire correspondre à toute fonctionnelle ||A|| ̂  1
une suite A^ extraite de A^ telle que limite de A^(;r) soit
A.(x) pour m-> oo pour tout xe S'. Cela étant, on choisit une
suite de nombres réels. ^£^ tendant vers zéro; on construit
la suite

Cn(x) = £nA^) n = 1 . . .

on désigne par ^¥(x) cette suite.
Schauder établit que la correspondance x, ^¥(x) est biuni-

voque; elle transforme tout ensemble borné, faiblement
compact et faiblement fermé de S en un ensemble borné,
compact et fermé de S' espace des suites convergeant vers
zéro (5).

Il en résulte que si on écrit l'équation

x == S(x, X) x e S
sous la forme

X= T^T^X.X) XeS '

le théorème de Leray-Schauder est valable si l'on remplace H'
par H".

L'espace ê étant de plus séparable,
en chaque point X de K, S(x, A) transforme tout ensemble

H borné de points x de ë en un ensemble faiblement
compact.

Applications. — On peut prendre pour S l'espace de Hilbert
H. Nous allons utiliser le théorème de Leray-Schauder sous
cette forme plus générale pour montrer l'existence de solutions
périodiques dans deux nouveaux cas (rencontrés en Physique).

I. — Équation

y" + ay' + -J— = ̂ e(t) (cf. Huaux)y -+- k

a, k constantes réelles
e{t) e Ho

soit en définitive pour nous

r y"+ay+^-^e(t)

(5) Elle est aussi bicontinue.
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on a visiblement

lly'IK^- A =4

Multiplions par y " et intégrons entre 0 et T
r^ r^ i n i " rit /vr

(1) y"2^ 1 ?——= 1 eWdt.
Jo Jo ÂÎ /+/C Jo

On tire de

(2) r y y < T - r y y " dt + k r-^L,
^ [ ) hy + /cJo ~ Jo (^y + A) • Jo (^ + /c)2

'OÙd'où(3) ^l/ff2^-/f^(x^^=^e(()î/'/^
on en tire la conclusion suivante pour k <^ 0

\\y"\\<ri.
On vérifie de plus en écrivant l'équation sous la forme

(4) W + ky + ay\\y + /c) + y == ^)(Xy + ^)

que

(5) - À J ^ y 2 dt + ̂ T!/ d( = f^e{t}y dt

si on écrit
y = u +\w.

t ^eHo, X > X i > 0

|a|<ïl2+-ri2-
ÀiCO

L'équation s'écrit alors en définitive

k y ' + aky + y == — Xî/y" — ayy' + ^(^)(2/ + A-),
y == ^ + ̂ a,

(6) Y == U + Xa.
On la met ainsi sous la forme

(u", a) == 3?(U", a, X).

Vu l'extension de Leray-Schauder, on peut affirmer l'existence
d'une solution périodique quel que soit X, pourvu que /c<<0.
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II. — Équations du Phénomène Bethenod (cf. Rocard;
Faure)

II Axf+Bx+Cx=ki2

2i

III d [(Lo + kx)i] + Zi == Àe(()
6tî

A, B, C, K, Lo, Z sont des constantes positives.
On change ici x en À2^, i en Xi on a les équations

(1) Ax' + Bx +Cx= k i2

A

(2) ^ [(Lo + k^x)i] + Zi = e(()

Pour toute solution du système de période T on a clairement
i e Ho. On en déduit également

(3) x — Ï ̂ e'""' avec i'2 ~ ̂ ° a^»1"",
—oo —oo

(4) x ' — S (na,.e»"0' avec a,. == a^,
—oo

A
w ('1 == C — A^to2 + Bnwi'

(6} t == k nwi

' ' " 2 C—AnW+Bnwi'
Posons

(LQ + It^x)! == M.

La seconde équation prend la forme

, r j \ du , ________ZM________

' / ~dt • Lo + k^x = e(t)

après multiplication par u' et intégration entre 0 et T on a

(8) r u- dt+z r uudt = r. e^u ^
Jo J e Lo + f^x Jo

or on a
(Q\ 2 f uu/ dt 7,7.-i /^ u2^^ ^r M2 'r^n
u Jo Lo + ̂ .r Jo (Lo + ̂ a-)2 ~ bo + ̂ Jo ~
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d'où

^n\ r '2/7. i À Ï X 2 Z r '̂ j ^ f ^ .(10) u 2 dt + —.- 7.———j^-^2 dt =" < U 6 Î < dt

JQ 2 Jo (LO + À-X2^2)2 Jo

en revenant aux notations initiales

/*T 7/2/y/ /// /^T
(11) /T 1^ ^2= < lv^-Jo (Lo + k^x)2 Jo

D'après la formule (4)

f^ i^x dt ^~^ t1^.^
n== —oo

soit ici

""S00 moi(^ — ^)a,a , == co^B ""f00 -————n2a7^a-n___
"/ n -n ^ ^ __ (^2^2)2 _^ B2^2^2

qui est positif.
Il en résulte que | | u ' [ |<<Yi .
On verrait de même en multipliant l'équation (2) par i

et en intégrant entre 0 et T en opérant d'une manière analogue

à la précédente que |]i|| <— et que \\x\\ est borné également

d'où \\x\\ et ||u|| pour À < \. Dès lors en écrivant les équations
sous la forme

(12) L^" + Bx' + Cx)

=-^ U2 — (AX" + BX' + CX^IWX2 + 2 KLo^X)

(13) L,du+ Zu=e{t)(L,+ K^X) - K^X^
dt dt

f du \ _ /„ dV T.\ /„
[xî^u)==^x^!v)^

D'après (LS) il existe une solution périodique quel que soit
X > 0. Ces quelques résultats montrent que la majeure partie
des théorèmes d'existence de solutions périodiques (solutions
forcées) peuvent être obtenues par la méthode de Leray-
Schauder.

(6) On pourrait également procéder comme dans le cas précédent.
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