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PHENOMENES DE PERTURBATION SINGULIERE
DANS LES PROBLEMES AUX LIMITES

par Denise HUET (Dijon),

INTRODUCTION

Initialement, notre but était I’étude des deux problémes
suivants, ou () désigne un ouvert de R”, et ¢ un paramétre
réel strictement positif.

ProsrimMe 1. — Etant donnés deux opérateurs différen-
tiels A et B, avec ordre de A supérieur a ordre de B, que fait,
quand ¢ — 0, la solution d’un probléme aux limites sur (),
relatif & (eA 4 B)u, = f, ou f est donnée. En particulier, u,
converge-t-elle vers la solution u d’un probléme aux limites
relatif & Bu = f.

ProsrLiME 2. — Désignant par ¢t une variable réelle > 0,
par D D'opérateur (d/dt), par A(t) et B(t) deux opérateurs
différentiels en z, (z € R"), dépendants du temps, avec ordre
de A(t) supérieur & ordre de B(t) pour chaque ¢, que fait,
lorsque ¢ — 0, la solution u, d’un probléeme de type mixte
relatif a (eA(t) + B(t))u. + Du, (resp. D®u,) =f, ou f est
donnée. En particulier, u, converge-t-elle vers la solution u
d’'un probléme de type mixte, relatif & B(t)u 4+ Du (resp.
Du) = f.
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Pour étudier ces deux problémes qui entrent dans un
nombre important de problémes de physique mathématique
et de mécanique, (cf. Friedrichs [2]) nous avons utilisé systé-
matiquement la méthode de résolution des problémes aux
limites de M. Lions (voir la bibliographie). Ceci nous a
amenés a faire entrer les problém es 1 et 2dans des problémes
plus généraux:

Prosrime 1 bis. — Etant donnés une famille d’opérateurs
B. et un opérateur B, a quelles conditions la solution d’un
probléme aux limites relatif a B.u. = f, converge-t-elle, vers
la solution d’un probléme aux limites relatif & Bu = f.

ProsrimE 2 bis. — Etant donnés un opérateur dépendant du
temps B(t) et une famille d’opératcurs dépendants du temps
B((t), a quelles conditions la solution d’un probléme mixte
relatif a B.(t)u. + Du. (resp. D*u.) = f converge-t-elle vers
la solution d’un probléme mixte relatif & Bu + Du (resp.
D*u) = f.

Le chapitre 1 étudie le probléme 1 bis et le chapitre 1 le
probléeme 2 bus.

CuariTre 1.

Aprés avoir rappelé au n° 1, la méthode de résolution des
problémes aux limites de M. Lions, nous établissons au n® 2,
les théorémes de convergences. On se donne trois espaces de
Hilbert, V, W, et H, avec Ve Wc H, et V dense dans H.
On désigne par V., I'adhérence de V dans W, muni de la
topologie induite par W. On prend sur V (resp. W) une famille
de formes sesquilinéaires continues b (¢; u, ¢) (resp. une forme
sesquilinéaire continue b(u, ¢) ), qui définit une famille d’opé-
rateurs B, (resp. un opérateur B), soit N. (resp. N;) I'espace
attaché a b(e; u, ¢) sur V (resp. & b (u, ¢) sur Vw,). Le théo-
reme 1.2, (resp. 1.3) établit la convergence dans W faible
(resp. W fort) de u. solution de B.u.=f, u.eN,, f donné
dans H, vers la solution u de Bu = f, ue N,. Dans le cas
particulier du probléme 1, on obtient un résultat trés simple :
st a(u, ¢) est une forme sesquilinéaire continue sur V, et si
b(s; u, ¢) = ea(u, ¢) + b(w, v), alors, si b(u, ¢) est elliptique
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sur Vw,, et si ea(u, ¢v) + b(u, v) est elliptique sur V, pour ¢
assez petit, la solution u. de B.u. =/f, u.eN, converge
dans W fort vers la solution u de Bu = f, u e Ny, c’est I'objet
du théoréme 1. 4.

Le n° 3 donne des exemples d’application de ces résultats
aux équations aux dérivées partielles et aux systémes diffé-
rentiels.

Dans les n® 4 et 5, nous avons essayé d’améliorer (dans le
cas du probleme 1) les résultats du théoréeme 1. 4, en faisant
des hypothéses de régularité supplémentaires sur ), A, B et
f, et en utilisant les résultats de Friedrichs [1] Nirenberg [1],
et Browder [1]. Les résultats du n° 5, étudiant la convergence
a la frontiére sont quelque peu négatifs.

Dans le n°® 6, nous étudions, dans le cas général, la conver-
gence des valeurs propres et des fonctions propres de B..

CHAPITRE 2.

Reprenant les notations du chapitre 1, et désignant par
D, (t; E), I'espace des distributions en ¢, a4 valeurs dans un
espace de Banach E; a support limité a gauche, on établit
dans le n° 1, la convergence dans . (¢; W) de la solution u,
du probléme mixte B.u, + Du, (resp. D?u,) =T, u. € D, (¢; N,),
ou T est donnée dans D, (¢; H), vers la solution u de Bu + Du
(resp. D?u) = T; u e D, (t; Ny).

Les numéros suivants concernent des opérateurs et des
conditions aux limites dépendant du temps. On obtient I'opé-
rateur B.(¢) (resp. B(t)) et 'espace N(¢) (resp. Ny(t)) & partir
de la famille de formes sesquilinéaire b(e; t; u, ¢) (resp.
b(t; u, v)). Le n® 3 établit des théorémes de convergence
fine pour chaque t >0, dans W, et dans L* ((0, s); W)
de la solution wu.(t)e N.(t) de B.(t)u.(t) + Du.(t) (resp.
D®u.(t)) = h(t), avec les conditions initiales u.(0) = 0 (resp.
u,(0) = u'(0) = 0) vers la solution u(t) € Ny(t), de

B(t)u(t) + Du(t) (resp. D’u(t)) = h(t),

avec les conditions initiales u(0) = 0 (resp. u(0) = u'(0) =0),
ou h(t) est une fonction donnée a valeurs dans H. C’est
lobjet des théorémes 2.8, 2.9, 2. 10 et 2. 11. Le n° 4 donne

des applications et des exemples.
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L’essentiel de ce travail a été résumé dans D. Huet [1]
et [2].

Je suis heureuse de pouvoir remercier trés vivement M. Lions
de m’avoir suggéré ces problémes et de m’avoir apporté une
aide constante tout au long de ce travail. Ses nombreuses
remarques m’ont permis des améliorations trés sensibles.
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CHAPITRE PREMIER

PERTURBATION SINGULIERE D’OPERATEURS ELLIPTIQUES

1. — Préliminaires.

Nous rappelons dans ce numéro les éléments essentiels de la
méthode de résolution des problémes aux limites de M. Lions ()
que nous utilisons constamment dans la suite.

On se donne un espace de Hilbert H dont on note la norme

par |u| et le produit scalaire par (u, ¢). Soit V un espace de
Hilbert avec (?)

(1, 1) VcH et V dense dans H.

Soit a(u, ¢) une forme sesquilinéaire continue sur V.

Espace N et opérateur A associés a a(¢, u) sur V.

On appelle espace N associé a a(u, ¢) sur V, 'espace des
ueV tels que I'application ¢ — a(u, ¢) soit continue sur V
muni de la topologie induite par H. Comme V est dense dans
H, pour ue N, 1l existe Aue H tel que

(1, 2) a(u, v) = (Au, v) pour tout veV

ce qui définit 'opérateur A application linéaire de N dans H.
On munit N de la topologie la moins fine rendant continues
les applications u — w de N dans V et u — Au de N dans H.

(1) Voir Lions [1] chapitre 1.
(?) B et I étant deux espaces vectoriels topologiques, Ec F signifie que E est
contenu dans F et posséd.s une topologie plus fine que celle induite par F.
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Formes a(u, v) V-elliptiques.

DeriniTion 1.1, — Nous dirons que la forme a(u, ¢) est
V-elliptique, s’il existe un nombre a > 0, tel que
(1,3) Re[a(u,u)] > of|u||v pour tout ueV (3

Posons

1, 4 (%) = 5 (alu, ») + afs, )
et ‘
(1, 5) a,(u, v) = ~21—i(a(u, v) —a(v, u) )

Alors a(u, v) = a;(u, v) + tay(u, ¢). De plus a,(u, ¢) et a, (u,v)
sont hermitiennes. Dire que a(u, ¢) est elliptique sur V, revient
a dire que a,(u, ¢) définit sur V un produit scalaire équivalent
a (u, v)y.

Théoréme d'isomorphisme.
On peut se poser les problémes suivants:

ProsLiEME 1. 1. — f étant donnée dans H, existe-t-il u dans
N tel que Au = f?
et

ProsrLemE 1. 2. — f étant donnée dans H, existe-t-il u dans V
tel que

(1, 6) a(u, v) = (f, v) pour tout veV

On a alors les résultats suivants () :

Proposition 1. 1. — Les problémes 1. 1 et 1. 2 sont équiva-
lents.
et

Tuéoreme 1. 1. — Si a(u, ¢) est V-elliptique, A est un iso-

morphisme topologique de N sur H.
Par suite, si a(u, ¢) est V-elliptique, le probléeme 1. 1 admet
une solution et une seule.

() Re désigne la partie réclle. Pour tout espace de Hilbert V, (i, ¢); désigne
le produit scalaire, et ||u||y la norme dans V.
(*) Voir Lions [3], p. 22.
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Problémes non homogénes.

On suppose qu’il existe une espace vectoriel topologique
E, et un opérateur A, application linéaire continue V dans
E, tel que A k= Ah pour tout heN.

Soit f donnée dans H, et h donnée dans V tel que Ah e H.
Soit le

ProBLEME 1. 3. — Trouver u dans V tel que
Au=f; u—heN.
On pose U=u—h; on alors AU=AU=f—AheH.

On est alors ramené au probléme 1.1 Par suite, si a(u, ¢)

est V-elliptique, le probleme 1. 3 admet une solution et
une seule

Opérateur de Green.

Dans le cas ou a(u, v) est V-elliptique, A est un isomor-
phisme de N sur H. L’opérateur G, inverse de A, isomorphisme
de H sur N est appelé opérateur de Green de la forme a(u, ¢).

Cas particuliers.

Soit Q un ouvert quelconque de R"; iD(Q) désigne ’espace
des fonctions indéfiniment dérivables a support compact,
sur {, muni de la topologie limite inductive habituelle (°);
D'(Q) est I'espace des distributions sur Q.

Un cas important pour les équations aux dérivées partlelles
est celul ou V et H sont tels que

1,7 9(Q<VecH et D(Q) dense dans H.

On peut donner alors une autre caractérisation de N et de A.
Pour u fixé dans V, ¢ — a(u, %) est une forme semi-linéaire
continue sur D(Q), donc définit bu e D'(Q) tel que

(1, 8) a(u, ¢) = (bu, §)

(le crochet désignant la dualité entre D(Q) et D'(Q)) ce qui

définit .b comme application de V dans D’(Q). Soit T 'espace
des ueV avec bueH et

(1,9 a(u, ¢) = (bu, 9) pour tout veV,

(8) Voir Schwartz [1].
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On munit 7 de la topologie la moins fine rendant continues
les applications u — u de b dans V et u — .bu de 1o dans H.
On a alors la (°)

ProrosiTion 1.2. — N = et A = ..

Sous ’hypotheése (1, 7), s1 a(u, v) est V-elliptique, la restric-
tion de I'opérateur de Green & D(Q) est une application liné-
aire continue de D(Q) dans D'(Q) et réciproquement la restric-
tion de G a 9(Q) définit complétement G puisque D(Q) est
dense dans H. Mais d’aprés le théoréme des noyaux ('), G
définit un élément G,, de 9'(Q, X Q): On appelle G,
le noyau de Green de la forme a(u, ¢) sur V

Un autre cas important pour les systémes d’équations aux
dérivées partielles est celu1 ou (°):

(1, 10) ((Q)* e Ve He (2(Q)"
avec (9(Q))" dense dans H (°).

Le théoréme 1.1 permet de résoudre de trés nombreux
problémes aux limites elliptiques ('°). La résolution de ces
problémes nécessite I'introduction d’un certain nombre d’es-
paces fonctionnels dont nous allons parler briévement main-
tenant.

Espaces H*(Q), pour k entier > 0.

Pour &k = 0, H* (Q) est ’espace, en général noté L2(Q), des
classes de fonctions de carré sommable sur , espace Hilber-
tien dont on désignera le produit scalaire par (u, ¢), et la
norme par |ul. Pour k entier > 0, H¥Q) désigne I’espace des
uel2(Q), tels que Druel?(Q), pour tout |p|<k, (')
muni du produit scalaire (u, ¢),= Y (D’u, D?0), qui en fait

un espace de Hilbert. On désigne “Sill: H%Q) Padhérence de
D(Q) dans H¥Q), muni de la topologie induite. Soit K™(Q)
Porthogonal de HP(Q) dans H™(Q).

(¢) Voir Lions [3] p. 29.

(?) Voir Schwartz [4].

() De fagon générale k& étant un espace vectoriel topologique, EN désigne le
produit Ex .. xE: N facteurs.

(®) Voir Lions [1], p. 36.

() Voir Lions [1], [2], [3], [4], Lions-Schwartz [1]; Schwartz [2] et [3].

(1) On utilise la notation condensée: p = (p,, ..., pa); pl=p, + -+ + pa

et DP = L_
oxft ... oxkn
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On désigne par [ la frontiére de Q. Dans tout ce qui suit,
on suppose que [' est une variété indéfiniment différentiable,
de dimension n — 1. Soit L? ([') I'espace des classes de fonc-
tions de carré sommable sur [' pour la mesure superficielle ds.

Espaces H™(I') et HY([') (**).

Opérateur y,.

On sait qu’il existe une application linéaire continue et
une seule u — y,u de H(Q) dans L2(1"), telle que you coincide
avec u sur [' lorsque u e C(Q), espace des fonctions qui sont
restriction a Q de fonctions de :)(R"). Si maintenant u € H™(Q),
et si on désigne par du/dv la dérivée normale de u par rapport
a ', on pose y,u =1y, (d*ufovt), 0 <k < m—1, ce qui défi-
nit une application linéaire continue de H™(Q) dans L2(I').
On définit encore pour u € H"((2)

Y(®) = (Yo, Yilty .., Ym—s) € (LX(D))™

Espace H™(I').
Il est facile de voir, en utilisant une partition de 'unité,

puis un systéeme de coordonnées locales, que, pour toute
fonction fe (D(I'))", il existe une fonction P(f) e H™(Q) telle

que
Y(P(f) =F.

Soit & (f) la projection de P(f) sur K™(Q). Alors A(f) est 'unique
élément de K™(Q) tel que

1(h()= .
On peut donc définir intrinséquement, sur (D('))", une struc-
ture préhilbertienne en posant:

(1,11) (f 8)amry = (R(f), h(g))m

H,([') est I'espace de Hilbert, complété de (D(['))" pour la
structure (1, 11). C’est un espace de fonctions.

On a la

Prorosition 1.3. — L’application u — yu de C(Q) dans
(D(L'))™ se prolonge par continuité en une application linéaire

continue u — vy u de H™ (Q) dans H™(I').

(**) Voir Lions [2].
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Espace Hp (), k< m—1.
Soit feD(I'). On pose f,= (0 ,..., 0,f,0, ..., 0) et

k—1 m—k
P.u(f) = P(fx). Alors on a y,(Py(f)) = f. Soit V, le sous-espace
orthogonal dans H™(Q) du sous-espace des u tels que y,u = 0.
Si on désigne par h,(f) la projection sur V, de P,(f), hi(f) est
uniquement déterminé et est DIélément de V, vérifiant
Yu(hi(f)) = f.
On désigne par HP(I') ’espace de Hilbert complété de D(I")

pour la structure

(1, 12) (f, &ugay = (hulf)s Pu(8))m-
On a la
Prorosition 1. 4. — L’application u — y,u de C(Q) dans

D([') se prolonge en une application linéaire continue, encore
notée u — y,u de H"(Q) dans Hy(I').

Donnons enfin quelques définitions sur les opérateurs de
dérivation transversaux, utiles dans les probléemes de dérivées
obliques.

Soit un opérateur différentiel

B = Y b,(z)D?

dont les coefficients b,(z) sont indéfiniment différentiables,
bornés dans R" ains1 que leurs dérivées d’ordre < m. Dans le
cas ou Q est 'ouvert z, > 0 de frontiére z, = 0, l'ordre de
transversalité de B par rapport ¢ I' est le plus grand p, pos-
sible pour lequel b,(z,, ... z,_,, 0) ne soit pas identiquement
nul. Si I'ouvert Q a pour frontiére une variété indéfiniment
différentiable de dimensions n — 1, quelconque, on définit
I'ordre de transversalité de B en un point a € [, u(a), de facon
évidente, a ’'aide d’une carte locale, déterminée par z — 3(z) =
en prenant pour %, la distance de x a ['. L’ordre de transver-
salité de B par rapport a [' est le plus grand des nombres
u(a) quand on parcourt

Opérateurs BT. _

On définit une application w—> B'w de C(Q) dans (1),
par B'u = v,(Bu). En imposant certaines conditions a B et
a I', on peut prolonger cette application en application linéaire

continue de H"(Q) dans H'} (I') dual de H(I).
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2. — Position du probléme. Théorémes de convergence.

Soit V et W deux espaces de Hilbert, avec

(1, 13) VecWcH, V dense dans H.

On désignera par V(w), I'adhérence de V dans W, muni
de la topologie induite par W.

On prend sur V (resp. W) une famille de formes sesqui-
linéaires continues b(e; u, ¢), 0 < e< g (), (resp. une forme
sesquilinéaire continue b(u, ¢)). On dira que I’hypothése

(1, 14) (resp. (1,15), (1,16), (1,17)) est vérifiée si on a
(1, 14) e — b(e;u,v) est continue sur & < g, pour tout u, ve V
(resp.

(1, 15) b(e; u, v) — b(u, v) pour tout u, ve V quand e >0
(1, 16) (condition d’ellipticité) il existe a(e) >0, a(e) >0

avec ¢ et > 0, tels que:
Reb(e; u, u) > afe)||ully + Blluliv  pour tout ueV et e<g,

(1, 17) condition d’ellipticité sur b(u, ¢): il existe ¥y > 0 tel
que

Reb(u, u) > v||ullw pour tout (ue Vi)

Soit f donné dans H, et une famille f., de H, ¢ <{¢,. Nous

dirons que f. vérifie (1, 18) (resp. (1, 18") (1, 18")) si on a

(1, 18) f: > f dans H quand ¢ -0
(resp.

(1, 18")  f. — f faiblement dans H quand ¢ — 0

(1, 18") f. est bornée dans H).

Soit N, et B, (resp. Ny et B) I'espace et 'opérateur attachés
a b(e; u, o) (resp. a b(u, ¢)) sur V (resp. Vo).
Sous I’hypothése (1, 16), soit u, la solution dans V de

(1,19) b(e;u,v) = (f,,v) pourtout veV;e<g,.

(%) Dans tout ce travail, ¢ désigne un nombre réel > 0. On le ne répétera plus.
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(ou ce qui est équivalent, d’aprés la proposition 1. 1, la solu-
tion de

(1, 19" Bu. = f; u. e N;).
Nous nous proposons d’étudier le comportement de u.

quand & - 0 (1),
Nous avons le premier résultat suivant:

Prorosition 1. 5. — Sous les hypothéses (1, 13), (1, 16)
et (1, 18"), u. solution de (1, 19) est borné dans W, et |b(e; u., u.)|
est borné. De plus (a(c))'” u. est borné dans V.

DimonsTrATION. — Eerivons (1, 19) pour ¢ = u,:

be; ue, u) = (fe, ue)-
On en déduit
155 ue, u)| el lue < Ky el [uelw-
ou K, est indépendante de €. Donc, en particulier:
Re b(e; u;, ue) < Kiifel|Judlw

On en déduit facilement la proposition, en utilisant (1, 16)
pour minorer le premier membre, et (1, 18”) pour majorer le
second.

Notons que I'on a:

(1, 20) lludlw < Ke Ifel

Ou K, est indépendante de e.

Soit, maintenant, sous I’hypothése (1, 17), u la solution
dans Vw, de

(1, 21) b(u, v) = (f, ) pour tout ¢ e \—’(w)
ou, ce qui est équivalent de

(1, 21" Bu = f; ue N;.

Nous avons alors le premier théoréme de convergence:

Tutorime 1. 2. — Sous les hypothéses (1, 13), (1, 16),
(1, 17) (1, 18’), et

\ Pour toute famille w, de V, pour laquelle|b(e; w., w.)|
est borné, b(e; we, v) —b (w,, v) = 0, pour tout
veV, quand ¢ >0

(1,22)

(1) Certains aspects de ce probléme sont étudiés dans Visik-Liousternik [1] dans
le cas du probléme de Dirichlet.
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u. solution de (1, 19) converge, dans W faible vers u solution

de (1, 21).

DimonsTRATION. — D’aprés la proposition 1. 5, u. est
borné dans W. De toute suite u,, on peut donc extraire une
sous-suite U, convergent, dans W faible, vers w; mais on a

b(‘j; Ue s v) = (fgj, v) pour tout ve V.

Le second membre, d’aprés (1, 18') converge vers (f, ¢).
Le premier membre peut s’écrire :

gb(sj; usp ) us,, ; + b )

D’aprés la proposition 1. 5, on peut apphquer (1, 22) a u..
Par suite le terme entre accolade tend vers 0. D’autre part,
comme u,, —w dans W faible, b(u., ¢) = b(w, ¢).

On a done

b(w, v) = (f, ¥) pour tout ¢eV donc pour tout v¢e Viw).

Par suite w = u, ce qui démontre le théoréme.
Nous avons enfin le théoréeme de convergence forte:

TutoreMe 1. 3. — Sous les hypothéses (1, 13), (1, 16),
(1, 17), (1, 18), (1, 22) et
(1, 23) (resp. (1, 23')): il existe o(e), 3(e) — O avec ¢, (resp.
o(e), 8(e) > 0 avec ¢, et A > 0) tel que
Re{b(e; 9, ) — b(v, ¢)} + &(c) Reb(v, ») >0
(resp. Refb(e; ¢, 0) — b(v, ¢)§ + &(e)Reb(v, ¢) > Aa(e)||d|]})

pour tout ve V.
Alors u, — u dans W fort (resp. u. - u dans W fort et
(a(e))"”* u;—> 0 dans V).

DEmonsTrATION. — On a
(1, 24) Re!b(e; uey u) — bus, u:) + blu, — u, u, — u)}
= Re{(f., u) — (f, ue) + b(u — u,, u){.

D’apreés (1, 18) et le théoréeme 1. 2, le second membre de
cette égalité tend vers 0. Quant au premier membre, il est
minoré, d’aprés (1, 17) et (1,23) (resp. (1, 23')) par

— 3(e)Reb(u,, u;) + v [|lu: — ulfiv
(vesp. Aa(e) udfs — 3() Reb (s, u,) + ¥l — ulfn)
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D’ou le théoréme, puisque, u, étant borné dans W, et &(e)
convergent vers 0, ¢(¢)Reb(u., u.) converge vers 0.

Cas particuliers.

1° Cas ou b(e; u, v) est linéaire en . — On prend Vet W
avec (1, 13), puis sur V (resp. W) une forme sesquilinéaire

continue a (u, ¢) (resp. b (u, ¢)) et on fait les hypothéses
d’ellipticité suivantes:

(1, 25) b(e; u, v) = ea(u, ¢) + b(u, v) est elliptique sur V
pour & < ¢,. .
(1, 26) b(u, ¢) est elliptique sur V(w).

Nous avons dans ce cas le théoréme de convergence trés
simple suivant:

Tutorime 1. 4. — Sous les hypothéses (1, 13), (1, 18),
(1, 25) et (1, 26) la solution u. de (1, 19) converge, quand ¢ -0,
dans W, vers la solution u de (1, 21). De plus ¢"*u, — 0, dans V.

DimonsTrATION. — Nous pouvons, sans nuire a la géné-

ralité, supposer que ¢, = 1. L’hypothése (1, 25), écrite pour
e = 1, signifie qu’il existe w > 0 tel que

(1, 27) Re(a(v, ¢) + b(v, ¢)) > u|l¢| pour tout veV.
Comme pour tout veV, Reb(y, ¢) >0, on aura:
(1,28) Re(ca(s, ¢) + bo, ¢)) > uelloll
pour tout v € V et tout ¢ < 1.
Cependant, s1 Rea(v, ¢) <0, pour e < 1, on a
eRea(y, v) > Rea(y, v),
donc
(1, 29) Re(eale, ¢) + b(e, ¢)) > ull¢livy pour & <1,
et tout v € V vérifiant Rea(v, v) << 0).
L’hypothése (1, 26) signifie qu’il existe y > 0 tel que
Reb(v, v) > vllvllw
pour tout v e V. On a donc aussi:
(1, 30) Re(ea(y, ¢) + b(v, ¢)) > +ll¥lv pour & <1
et tout ¢ € V vérifiant Rea(o, ) > 0.
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Réunissant (1, 29) et (1, 30) on voit qu’il existe v > 0,
tel que

(1, 31) Re(ea(, ¢) + b(e, ¢)) > vl

pour toutve Vete <1
Réunissant (1, 28) et (1, 31) on déduit:

W 2 v 2
(1, 32) Re(ea(s, ¢) + b(v, ¢)) > s el + 5 (v
pour tout v € V et tout e < 1.

Par suite I’hypothése (1, 16) du théoréme 1. 3 est vérifiée.
D’autre part, si Re(ea(w., we) + b(w., w.)) est borné, alors,
d’apres (1, 32) ¢*w. est borné dans V, donc ca(w,, ¢) -0
pour tout v € V, ce qui n’est autre que (1, 22).

Enfin, d’apres (1, 27) on a:

(1, 33) Refea(v, v)| 4 €Re b(v, v) > uel|¢||: pour tout v eV
et e << 1.

ce qui n’est autre que (1, 23’). Le théoréme 1. 4 résulte donc
du théoréme 1. 3.

RemarQuE. — Posons u, — u = ¢'*0.. On a, pour tout
veV
ea(u;, v) + €"*b(v;, v) = 0.
Donec, aprés division par ¢'®, puisque ¢ u. — 0 dans V,
on obtient Iim b (v,, v) = 0 pour tout ve V.

£>0
20 Cas o b(e; u, v) — b(u, ¢) est elliptique sur V. — Expli-
citons encore le théoréme, dans ce cas:

Tutorime 1.5. — Sous les hypothéses (1, 13), (1, 15),
(1, 17), (1, 18) et

(1, 16') : il existe a(e) > 0, a(e) = 0 avec ¢ tel que

Ref{b(e; 0, v) — b(v,0)} > a(e)||o]|¥ pourtout veV.

Alors u. solution de (1, 19) converge dans W vers u solution
de (1, 21) et (a(e))’u. — 0 dans V.

DiémonsTrAaTION. — Il nous suffit de montrer que (1, 15)
t (1, 16") entrainent (1, 22). Posons

a(e; u, v) = b(e; u,v) — b(u,v) pour u,veV.
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D’aprés (1, 16') Re a(e, ¢, ¢) définit sur V, une norme (dépen-
dant de ¢) équivalente a ||¢o|ly. D’autre part, d’aprés (1, 15),
la norme de Papplication u, v — a(e; u, v), dans I'espace des
formes sesquilinéaires continues sur V X V, est bornée. Par
suite

la(e; we, ¢)| < K (Rea(e; we, we))'"® (Rea(e; ¢, )"

ou K est indépendante de e.

Or, dans ce cas, d’aprés (1, 16'), si w. € V vérifie |b(e; w., w,)|
borné, alors, on a Rea(e; w,, w.) borné. D’autre part, a(e; v, ¢)
converge vers 0, d’aprés (1, 15). D’ou le résultat.

3° Cas ou b( 3 Uy v) et b(u, ¢v) sont hermitiennes. — Nous
nous bornons ici au

Lemme 1. 1. — Si b(e; u, ¢) et b(u, v) sont hermitiennes,

les hypothéses, (1, 15), (1, 16) et (1, 23) entrainent (1, 22).
DimonsTrATION. — D’apres (1, 23),

c(e; u, ») = (b(e; u, ) — b(u, »)) + o(¢) b(u, »)

est alors une forme hermitienne positive. On a donc d’apres
P'inégalité de Cauchy-Schwarz :

le(e; we, 9] << (c(e; we, we) M2 (c(e5 0, ») M2

Or, si w, vérifie |b(e; w., we)| borné, alors c(e; w,, w;) est
aussi borné, d’aprés (1, 16), et ¢(e; ¢, v) > 0 avec e d’apres
(1, 15). Par suite c(e; w;, ¢) =0 pour tout ¢eV, d’ou le-
résultat.

Cas particulier des équations aux dérivées partielles.
Soit Q un ouvert de R”. Prenons V, W et H tels que

(1,33) 9(Q) <c<VecWecH; D(Q) dense dans H.

Nous reprenons ensuite les hypothéses du théoréme 1. 3.
Soit G, (resp. G) lopérateur de Green attaché a b(e; u, v)
sur V (resp. a b(u, ¢) sur W). Désignons par G, (resp. G) la
restriction de G, (resp. G) a 9(Q,), et par G ,(resp. G, ,)
le novau de Green défini par G, (resp. G).
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Il résulte de (1, 20) que les G, forment un ensemble
équicontinu de £(H; W) (**). D’autre part, d’aprés le théo-
réme 1. 3, G, —> G dans 4,(H; W). Par suite, les G, forment un
ensemble équicontinu de £(D(Q,); 9'(Q,)) et G.— G dans
L(D(Q); 9'(Q,)). Mais, sur un ensemble équicontinu de
YD(Q,); D'(Q,)) la topologie de la convergence simple et la
topologie de la convergence uniforme sur les parties précom-
pactes de 9(Q,) sont identiques (*°). D’autre part, sur D((2,), les
ensembles bornés et les ensembles relativement compacts sont
aussi identiques ('"). Par suite, G, — G dans 4,(9(Q,); D'(Q,)).
Comme d’autre part les espaces £,(D(Q,); D'(Q,)) et D'(Q, X Q)
sont 1somorphes topologiquement (**), G ,— G, , dans

P'(Q, X Q,). Do le

Tutortme 1.6. — Sous les hypothéses (1, 33), (1, 16),
(1, 17), (1, 22) et (1, 23), le noyau de Green G , défini par
b(e; u, ¢) sur V, converge dans D'(Q, X Q,) vers le noyau de
Green G, , définie par b(u, v) sur Viw,.

Problémes aux limites non homogénes.

Reprenons les hypothéses et les notations du théoréme 1. 3.
Supposons en outre

- (1, 34) Il existe un espace E (resp. un espace E., ¢ ¢,) et
un opérateur B e {(W, E) (resp. B, e {(V, E,) tel
que Bh= Bh pour tout he Ny (resp. B.h = Bk
pour tout he N).

Soit he W et une famille h. e V, tels que

h. — h dans W

(1, 35) B.h.« H; Bh e H et B.h, - Bh dans H quand ¢ — 0.

On a alors le

(%) De fagon générale, E et F étant deux espaces vectoriels topologiques, €(E; F)
désigne l'espace des applications linéaires continues de E dans I'. Si on munit cet
espace de la topologie de la convergence simple (resp. bornée). (\'oir Bourbaki (1))
on le note 4,(E; F) (resp. €y(E: Fy).

{**) Voir Bourbaki {t] chap. w1, p. 23, proposition 3.

(") Voir Schwartz, [1], tome I, p. 70, théoréme VII.

(*¥) Voir Schwartz [9], p. 93, proposition 25.
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TutoreMe 1.7. — Sous les hypothéses du théoréme 1. 3
ainst que (1, 34) et (1, 35) la solution u. de

.Beus':fe; u.—h. e N,
converge dans W vers la solution u de
Bu = f; u—he N,

DtmonsTRATION. — Posons U, = u, —h, et U= u—h.
Alors U, (resp. U) est solution de
B.U.=B.U.=f.—B.h.=F.eH; U.eN,
(resp. 3 )
Bu=BU=f—Bh=FeH; UeNy

d’apres (1, 18) et (1, 35) F. — F dans H. Le théoréme 1. 7

résulte donc du théoréme 1. 3.

Propriétés de continuité de l'application ¢ — u..
TutorimMe 1. 8. — Sous les hypothéses (1, 13), (1, 16) et
(1, 18 bis) Dapplication € — f. est continue de 10, ¢o] dans H et

. Pour tout ¢, € 10, ¢,] et toute famille w. bornée dans
\ V pour ¢ assez voisin de ¢,
(17 22/) )
(b(e; Ve, ") - b(sl; Wey V) _>O)
quand ¢ — ¢, pour tout v € V (ceci entraine (1. 14))
et
Pour tout ¢, € 10, ¢,], il existe o(¢, ¢;) >0, a(¢, ¢;) >0
quand e —¢,, tel que
Re{b(e;v,9)—b(ey;9,¢)} + 8(e; ¢,) Reb(ey ; 0, 0) >0,

pour tout ve V.

(1, 23")

Alors Uapplication ¢ — u. définie par (1, 19) est continue

de 10, ¢,] dans V.

La démonstration est celle du théoréme 1. 3, avec V = W.

Cororraire 1, 1. — Sous les hypothéses du théoréme 1. 3,
ainst que (1, 18) bis (1, 22'), et (1, 23"), e —> u. est continue de
[0, ¢,]) dans W (avec u, = u, solution de (1, 20)).

RemarQue. — Les hypothéses (1, 22") et (1, 23”) sont en
particulier vérifiées si on suppose que € —> b (¢; u, ¢) est
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continue pour tout u, v € V, et uniformément sur les ensembles
bornés de V, i.e. pour tout ¢ €]0, g], 1l existe k(e, ¢,) > 0,
convergent vers 0 quand ¢ —¢,, telle que

1b(es u, o) — bleus u, )| < ke, e)llullllelly pour tout u, ve V.

3. — Exemples d’application du théoréeme 1. 3.

Naturellement la théorie s’applique a tous les problémes
aux limites couverts par la théoric de¢ Lions. Nous n’en
citerons que quelques exemples concernant les équations aux
dérivées partielles et les systéemes différentiels.

D’autre part, nous ne considérons que des conditions aux
limites homogenes, étant bien entendu qu’a chaque probléeme
homogeéne correspondent des problémes aux limites non homo-
genes.

Nous désignons toujours par  un ouvert de R", quelconque
sauf mention expresse du contraire, de frontiére I'.

1° Nous prenons H = L*(Q).

Puis W = HY(Q). Sur W la forme

b(u, v) = ((u, o)+ (% 9o (),
1=n 32
définit Popérateur — A + 1, ou A = P :;2, et est elliptique.

Nous prenons pour V des sous-espaces V, fermés de U
formé des ue H'(Q) tels que Aue L*Q), muni de la norme
(||ulfs) + 1Aul3)*® Nous prenons a(u, ¢) = (Au, A¢), qui
définit 'opérateur A’

Alors pour tout ¢ >0

b(e; u, ) = (du, A0)y + ((w, #)): +

est elliptique sur ‘0.
Soit f donnée dans L*(Q).
Alors ui désigne la solution dans V; de
el — Al + wk = f; ui e Ni

et w; la solution dans V; - de
\

—-—_\W, + Wi = f ‘Vi € N’h-

™ ((w, o), g (b:" M‘>u
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Il nous reste, dans chacun des quatre exemples qui suivent
(t=1, ... 4) a préciser les espaces V, et T/,(w) et a interpréter
les conditions ui{e N{ et w,e Nj. Pour cette interprétation
nous utiliserons les formules de Green formelles suivantes

(A2u, o), =f;‘ - (Au)eds —f Au ds+(Au, Av)y
et

(Au, v)o=fb—uc_)ds——(u, Die

r ov
On en déduit

((eA2 — A 4 1)u, ¢), =_f; —b% (eAu — u)e ds
— sijuz—:ds + e(du, Aol + ((u, ©) + (4 O

Exzemple 1. 1: Problémes de Dirichlet (). — V, = H}(Q),
alors Vyw) = Hi(Q).

Les conditions aux limites formelles, d’apres les formules
de Green précédentes sont alors, pour u;:

1

u;| =0 e M _o
r o ir

et pour w;

wir = 0.

Exemple 1. 2. — V, est le sous-espace de U des ue H(Q)

tels que Aue L3(Q). Alors Vyw) = HYQ). Par suite w; = w;.
Quant a u} il vérifie les conditions aux limites formelles

wip=0 duir=
Dans les deux exemples qui suivent, nous supposons que
[' est suffisamment réguliére pour que H2(Q) soit dense dans

HY(Q) ®).
Exemple 1.3. — Nous prenons V, ="U; par suite V,w) = HY(Q).
Les conditions satisfaites par u; sont:

;’v (ui—u)lp=0 et  Aulr=0.

(20) Ce cas est étudié dans Morgenstern [1].

{#!) On ignore si pour m > m' >0, H™(Q) est dense dans H™(Q), quelque soit
I'ouvert Q. C’est vrai si la frontiére de Q est assez réguliére.
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Tandis que w, satisfait (condition de Neumann)

2
oV

r

Ezemple 1. 4. — V, est le sous-espace de U des u qui vérifient

:_': =0 (2). Alors Vw) = H}(Q) et w, = w,.
‘T

Les conditions satisfaites par u; sont:
4

dut

oV

i
|

=0 et 2(uw) =0.

r oV ir

Dans chacun de ces exemples, d’aprés le théoréme 1. 4, ui — w,

dans H'(Q).

Remarque 1, 2. — Le probléme 1, 3 nous montre que les
conditions aux limites du probléme perturbé peuvent dépendre

de .

Remarque 1, 3. — Les exemples 1, 1 et 1, 2 (resp. 1,3 et
1, 4) nous montrent que deux familles u; et u; (resp. u; et
u;) de solutions de problémes aux limites distincts peuvent
avoir la méme limite w, (resp. w;).

20 Nous prenons H, W, b(u, ¢) et ‘U comme dans 1°, puis

be; u, ») = e(du, dv)o —&((u, )1 + (¥, #)i + (4, )
qui définit Popérateur eA? 4 2\ — A 4 1.
Ezemple 1. 5. — Soit f donnée dans L2(Q). Soit u. la(®)

solution dans U de
(eA%u; + e2du) — Au. +u. = f u. e N,
pour & assez petit et w la solution dans H!(Q) de
—Aw+w={; we Np

les conditions aux limites sont, pour u.

0
R (edu. +2u,—uw.) =0 et Aur=0
Y r
o
et, pour w Yo=o.
o
() Ceci a un sens: voir Lions [1], p. 71.

(33) b(e; u, v) est elliptique sur U pour ¢ < 1.
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Il est facile de voir que nous sommes dans les conditions
d’application du théoréme 1. 3. Par suite u. — w dans HY(Q),
quand ¢ — 0.

3° Nous prenons H = L[3(Q).
Puis W = H™ (Q) et
(I, 37) b(u, o)=Y (byD%, Dry),

1pLIgI<m’

avec b,, € L*(Q). (L”(Q) est I'espace des fonctions essentiel-
lement bornées sur (.) On a alors

(1, 37) B= ¥ (—1)rDe(b,,Dr).
rLlgism’
On supposc b(u, ¢) elliptique sur H™(Q).
On prendra pour V des sous-espaces fermés V; de H™(Q),
m > m', et sur V '

(1, 38) a(e; u, v)= X (ap(e)D%u, D),

Iphigism

avec a,(e) € L*(Q), a,(e) convergent vers 0 dans L*(Q) quand
¢ — 0.

a(e; u, ¢) définit I'opérateur :

(L38)  Ac= % (—1)7D"(ap() D).

pugIm

On suppose que, pour e assez petit, a(e; u, v) est elliptique
sur H"(Q) (24), et on prend

b(e; u, v) = a(e; u, v) + b(y, ¢).

Soit f donnée dans L2(Q).
On désigne par ui, la solution dans V; de

(1, 39)
\ X (—1)?Day(e)Dui) + X (— 1)'?ID?(b,D%ui) = f:
P, 4 <m PHgISm

ui e Ni
et par w; la solution dans V) de

(L. 40) Y (—1)"Dr(b,Diw) = ; w; € Nj.

rqrm
livemple 1, 6. — Problémes de Dirichlet.

(*) Au sens de (1, 16/).



PHENOMENES DE PERTURBATION SINGULIERE 85

On prend V, = H™Q); alors V,(w) = Hr'(Q).

Les conditions aux limites pour u; sont:

ko 1
°'1: =0 k=0,1,...,m—1
ov

et pour w,
P =0 k=0,1,...,m —1.
ov* |p

Dans les deux exemples qui suivent nous supposons que
[' est une variété indéfiniment différentiable de dimensions
n —1. Nous utilisons alors pour interpréter les conditions aux
limites le résultat suivant (%) :

Pour k=0,1, ..., m—1 (resp. k=0,1, ..., m' —1)
il existe Siui unique dans H'" (I') (resp. T,ui (ou T,w;)
unique dans H'™([')) tels que

((Ag + B)ué, V)o = a(e; ul, 0) + b(ue, )

m' ——i

et

m' —1

(Bwy, )y = b(sw, v) + ;2‘0 ( Ty, W’ D

Ezemple 1. 7. — Problémes de Neumann.
Nous prenons V, = H™(Q). Donc V,w) = H"(Q).
Les conditions aux limites correspondantes sont donc,
pour u;:
(S + Ty)uz =0 sur ' pour k=0,1, ..., m —1,
Ssuz=0sur ' pour k=m', m +1, ..., m—1
et pour w,:

-Tyw,=0sur [ pour k=0,1, ..., m —1.

Ezemple 1. 8. — Probléme de Dirichlet-Neumann mélés.

Soit I', un sous-ensemble fermé de I' de mesure positive.
Désignons par C, (resp. C,) le sous-espace de C(Q) des fonctions f
qui vérifient y,(f) =0 sur [, pour £ =0, 1, ... m —1 (resp.
pour k=0, 1, ..., m'—1).

() Voir Lions [2], p. 228.
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_ On prend pour V, P'adhérence dans H"(Q) de C,. Alors

Vi(w) est Padhérence de C, dans H™(Q). Cet espace est iden-
tique a I’adhérence dans H™(Q) de C,.

Alors u{ satisfait les conditions :
okul
—f=0 sur I, k=0,1, ..., m—1

vk

(St + Tul =0 m-[m>k=a1,m,w—1cw
Siui =0 sur C([‘,) k=m',m +1, ..., m

c’est-a-dire les conditions de Dirichlet sur [, et les conditions
de Neumann sur [:([‘,).

Tandis que w, vérifie

bk
63‘3:0 sur [, )

et k=01, ..., m'—1

T, =0 sur [(F,) \

c’est-a-dire les conditions de Dirichlet sur I'; et les conditions

de Neumann sur [:(P,).

L’exemple suivant fait intervenir des dérivées obliques. On
suppose toujours que [' est une variété indéfiniment diffé-
rentiable de dimension n — 1.

On se donne m (resp. m’) opérateurs différentiels

A07 Ala R ] Am—i
(resp. By, By, ..., By _,) a coeflicients indéfiniment différen-
tiables, bornés ainsi que leurs dérivées jusqu’a lordre m
(resp. m') avec A, d’ordre 2m —1—k, m —1 fois trans-
versal a T, tel que Al'e $(H"(Q), HT)) (resp. B, d’ordre
2m’ —j —1, m' — 1 fois transversal & [, avec
BF e 4(H™(Q); HY'(D).
Nous prenons sur H™(Q),

m' —1

bl(u, v) = ) (B,I:u, 77> + b(u, »)

ou b(u, ¢) est donné par (I, 37). Alors b,(u, v) définit encore B
donné par (I, 37').

(%) ((T;) désigne le complémentaire de I';.
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Nous supposons b,(u, ¢) elliptique sur H™ (Q).
Nous prenons sur H™ (Q):
k=m—1

a(e; u, v) = ¢ g (AFu, o) + a (g5 u, ¢)

ou a(e; u, ¢) est donnée par (I, 38). Alors a,(c; u, ¢) définit A,
donné par (I, 38'). Nous supposons a,(¢; u, v) elliptique sur V
quand ¢ — 0.

Dans ces conditions u} est encore la solution de (I, 39) et
w; la solution de (I, 40).

Ezemple 1. 9. — Soit k,, k,, ..., k, des entiers distincts
avec 0 <k, << m—1. Désignons par C; le sous-espace de
C(Q) des [ vérifiant y,(f) = 0 sur T, pour i=1, 2, ..., n
et par C, le sous-espace de C(Q) des f telles que v,(f) =0
sur [' pour tous les ¢ tels que &y < m' — 1. _

Prenons V, adhérence dans H™(Q) de C,. Alors V,w, est
I’adhérence dans H™(Q) de C,.

Les conditions aux limites sont alors, pour u;:

Yu(us) =0 sur [ pour i =1,2, ..., n
(S —eAlNut=0 sur T
pour k=m',m'+ 1, ... m—1, et k£ k.
(St + Ty)ue — (AT + Bl )ue =0 sur T
pour k=0,1, ..., m"—1et k= k;; et pour w,:
Ye(w.) =0 sur [' pour tous les k; avec k<<m'—1.
Tw,—Blw, =0 sur T
pourk=0,1, ..., m'—1 et k£ k..

Dans ces conditions aux limites interviennent des dérivées
obliques. Dans chacun de ces exemples de 3%, nous sommes
dans Jles conditions d’applications du théoréme 1. 5, et par
suite ui — w; dans H™(Q).

40 Exemples de systémes. — Nous prenons H = (L3(Q)),
r entier positif quelconque. Nous désignons par (u, ¢),, le pro-

duit scalaire dans (L2(Q))". Nous prenons ensuite W = (H™(Q))"
et

b(u,v)= 3 (B,Dw, D%),

‘Pl m
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ou B,, est la matrice (b)), ¢, j=1,2, ..., r et b e L*(Q).
On a alors
B= ¥ (—1)7Dr®B,D7).
pigI<m
On suppose b(z, Z) elliptique sur (H™(Q))".
On prend pour V des sous-espaces fermés de (H"(Q))" avee
m > m' et

a(w, o)=Y (A,Dwu, D),
1Piigism
ou A, est la matrice (a,);, j =1, 2, ..., r et all,e L*(Q).
On a alors
A= Y (—1)rDr(A,D9).

IPLIgISm

On suppose ea(Z, o) + b(w, ) clliptique sur (H"(Q))" pour

e —> 0.
Son: f donnée dans I2Q): f=( .- [), [ieL2(Q).

Soit . la solution dans V du systéme

(A +Bu.=7F; ueN,

et w la solution dans (W) du systeme :
— > -
BW = f; W e N“.
En fait u, est de la forme (uf, uf, ..., uf) avec ufe H™ (Q)

-
et w est de la forme (w,, w,, ..., w,) avec w; e H”(Q). Les
systémes précédents s’écrivent :

c S (—1)UDr S a4 S (—1)7D S byDg = .
IPL191<m Jj= rrgrm Jj=1

t=1,2, ..., r
et

S (—1)PD S bEDw, =f, i=1,2, ...r

pPlIgI<m’ j=1

Exemples 1.10. — Prenons r=3,et V=V, X V, XV, avec
V;, i =1, 2, 3 des exemples de 3°.

Alors Viwy = Viw) X Voow) X Viw).
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.. . . -
les conditions aux limites sont donc pour u,:

YU _ 0 sur T =0,1 1
oy — 0 sur pour p=10,1, ..., m—1.
(eSe + Ty)uilr =0 pour k=0,..., m'—1;
Siu,p =0 pour k=m', ..., m—1.
ouf
— =0, k=0, ..., m—1;
M,
(aS,,+T,,)u§C(P')=O, k=0,...,m—1;
) Sku“,ﬁ(l‘.)=0’ k=m',...,m.
et pour w
¥w, | _ ' 9.
O_VP—I‘—O p—-O, 1, ceey M 1,
Tww,=0 sur ' pour k=0, ..., m —1.
et
X 0 Tw,=0 sur [([) k=0, 1 m —1
oy l‘._ Wy = r C 4) =Y, y ey .

Nous étudions, dans les deux numéros qui suivent, le cas
particulier ou b(e; u, ¢) = ea(u, v) + b(u, ¢), et ou (I, 33) est
vérifié. Nous allons, dans ce cas, compléter les résultats du
théoréme 1. 4 en faisant des hypothéses de régularité supplé-
mentaires sur () ou sur les opérateurs A et B (A est I'opéra-
teur défim par a(u, ¢) sur V.)

4. Théoréme de convergence locale
pour des opérateurs A et B « réguliers ».

Espaces H* (*').

Pour k réel quelconque, H* est l'’espace Hilbertien des
T ey’ (V' est 'espace des distributions tempérées) telles que
(1 + ) TeL® (T étant la transformée de Fourier de T)
muni du produit scalaire

(S, Thwr = (1 + PP S, (1 4 ) )y (™).
(*") Pour les espaces HF et %(Q). Voir Schwartz [5] pp. 2 et 39.

(%) r2 = 2 a?
i=1
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Nous noterons ||T]||; la norme de T dans H*.

Pour k entier positif, nous retrouvons ’espace introduit au
n® 1, avec Q = R". L’espace H~* est alors formé des distri-
butions de la forme T = Y D?f,, ou les f,eL? Le dual

IPI<k

de H* muni de sa structure d’espace de Banach est isomorphe
a H-* :

Rappelons quelques propriétés des espaces H*. Si k> k',
H*c H*. L’espace D(R") est dense dans H* La dérivation
D" est une application continue de H* dans H*-'"L Enfin,
si a(z)eD et si TeH alors a(z)T € H¥, et l'application
T — a(z) T de H* dans H* est continue.

Espace {*(Q).

C’est I'espace des distributions u telles que zu e H* pour
toute 3 €D(Q). Des u;— 0 dans £¥(Q) si et seulement si
zu; — 0 dans H* pour toute 3 € D(Q).

L’ouvert Q est quelconque dans R" Nous prenons

(1, 41) A= 5 (— 1) D¥(ay(a) DY)
(1, 42) B= 3 (— 1)7D?(b,(z)D?)
1PLiIgi<m’

ol ay(z) et by(x) sont des fonctwns indéfiniment dérivables sur

On suppose aussi m > m’.

Nous faisons sur A et B les hypothéses d’ellipticité sui-
vantes : il existe des nombres positifs « et  (¢) tels que I'on
ait

(1, 43) Re(Bg, 9)y > all|[» pour toute e D(Q).

(1’ 44) ERe(AT‘a ) + Re Bf’ > ﬁ(e ” ”

pour toute § € D(Q) et e assez petit.
Soit, pour ¢ assez petit, u, € £"(Q) vérifiant

(1, 45) (eA + Blu. = f.

Nous savons, d’aprés Friedrichs [1] que si f e4*Q), alors
u. € £+ %), Nous allons montrer la

Prorosition 1. 6. — Soit A (resp. B) un opérateur de la
forme (1, 41) (resp. (1, 42)) avec les conditions d’éllipticité (1, 43)
et (1, 44) et f donnée dans 1*(Q), k entier quelconque. Si u, e {"(Q),
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vérifiant (1, 45), est borné dans L™ (Q) et si €%u. est borné dans
m(Q), alors u, est borné dans L™ *¥(Q), e'2u, est borné dans
gmem'+k(Q) et eu. est borné dans S™**(Q).

Démonstration. — Soit ?e@(ﬂ) Posons w. = gu.. Il nous
suffit de montrer

a) D/w, est borné dans H™ pour |j| << k + m/,

b) 2D/w. est borné dans H™ pour |j| <<k + m/,

¢) eD/w, est borné dans H™ pour |j| << k + m.

Calculons tout d’abord, pour |j| < k+ m, (A + B) D/w..

Nous utilisons le résultat suivant: A étant un opérateur
différentiel d’ordre 2w, a coefficients indéfiniment dérivables
sur {, on a

(1,46) A(Dl(3u)) = D(gAu) + D/(Agu) + Ay(u).

ou A, (resp. A,) est un opérateur d’ordre 2u + |j|— 1 (resp.
2u.— 1) a coefficients indéfiniment dérivables (resp. indéfi-
niment dérivables & support compact) sur Q.

En effet en utilisant la formule de Leibnitz, on obtient:

A(D/(gu)) — D/A(pu) = Ay(3u)

ou A; est un opérateur a coefficients indéfiniment dérivables
d’ordre

2e +j1—1
A(gu) = 9(Au) + Au

ou A, est un opérateur d’ordre 2u — 1 & coefficients indéfi-
niment dérivables & support compact. D’ou (1, 46).
On en déduit:

B(D/w.) = D/(¢Bu,) + D/Bu. + B(*)w.

ou B® (resp. B{g}) est un opérateur d’ordre 2m’ + |j|—1
(resp. 2m’ — 1)) a coefficients indéfiniment dérivables (resp.
indéfiniment dérivables & support compact) et

A(Diw,) = D/(3Au,) + D'ABu, + A%,

et

ou AP (resp. Af}) est un opérateur d’ordre 2m + |j|—1
(resp. 2m — 1) a coefficients indéfiniment dérivables (resp.
indéfiniment dérivables 4 support compact).
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D’ou finalement, en tenant compte de (1, 45)
(1,47) (e + B)DIw, = DIaf) + DA(eAR) + B
+ eA®w, 4+ BWw,

Montrons maintenant les assertions a) et b) par récurrence (* )
Elles sont vraies pour j = 0, par hypothése. Supposons qu’elles
solent vraies pour tout r avec |r| << |j| — 1 et montrons les
pour j avec |j| << k + m’. Il résulte des propriétés des espaces
H*, des propriétés des opérateurs A, Al B®, BY}, et des
hypothéses de récurrence que D/(e'*AQu.) + &' ?A®w, (resp.
D/(B&u) + B"w,) est borné dans H—™ (resp. H=™). D’autre part
D/(¢f) est dans H*~V, donc dans H~™, puisque |j| <<k + m'.
On déduit donc de (1, 47):

(1,48) K(cA + B)Dwe, Diwe)| < [ID/(5f )| m|| D' |
+ C{|DY(e )|l + Cof[DIwe] e

ou le crochet désigne la dualité entre H™ et H-"(*°), et ou les
constantes C, et C;, sont indépendantes de ¢ et de f. Or, on
déduit de (1, 43) et (1, 44): il existe « > 0 et f > 0 tels que
Pon ait:

(1, 49) Re(Bg, 9)o > o|l¢||ns, pour toute ¢eD(Q)
et

(1,50)  Re(e(Ag, ¢)o + (By, ¢)o) = Pell¢lln
pour toute 4 e D(Q) et tout e < 1.

Par suite, si Re(Ag, ¢)y > 0, on a

1 .

(1,51) Re(c(A% b+ (Bs, 7)) >3 (allgll +

et si Re(Ag, ¢), < O0:

(4,52)  Refe(Ag, gl + (Bg, 9§ > Bllgall.
On déduit facilement a) et b) de (1, 48), (1, 51) et (1, 52),

comme il est fait dans la démonstration du théoréme 1. 4.
Nous montrons ¢) également par récurrence, puisque cette
assertion est vraie d’aprés b) pour |j|<<hk+ m' (). Reprenons

(*®) Nous supposons k + m/ > 0. En effet, si nous avons k 4 m’/ <0, alors
Q) c L2m' +k(Q) et Em(Q)cym+m' +k(Q).
() Pour TeH—™ et g€ H™, on a
(Moo= (1 +r3)="2T, (1 +r4)7%g)y et (T, @) < ITll=mllilm

(*) On peut aussi supposer k -+ m > 0.
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(1, 47). Pour |j|<< k+m, D/(gf) e H-™, chacun des termes
dans I'expression de B(D/w,) est borné dans H-", d’apres a),
et d’aprés 'hypothése de récurrence, e(D/Au. + AVw,) est
borné dans H—™. Par suite A(eD’w,) est borné dans H—". Mais
d’apres (1, 50) et b), on a

(1, 53) BlleD/we||n < |[(eAD'w,, eD/we)| — Ke

ou K est une constante indépendante de ¢. D’ou le résultat.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de conver-
gence locale suivant

TuatoriME 1. 9. — Soit A (resp. B) un opérateur de la forme
(1, 41) (resp. (1, 42)) a coefficients indéfiniment dérivables sur
Q, avec les conditions d’éllipticité (1, 43) et (1, 44) et f donnée
dans Q) k entier quelconque. St lorsque ¢ — 0, u, e {"(Q),
vérifiant (1, 45) converge dans 4™ (Q) vers w vérifiant

(1, 54) Bw=f

et st e"*u, — 0 dans {™(Q), alors u, — w dans L™ **¥(Q), ¢"*u, — 0
dans "™ *kKQ) et eu, — 0 dans L™ ¥(Q).

Démonstration (*). — Soit ¢ € D(Q). Posons &, = qu, et
W = gw.

Par hypothése, @. (resp. €2 i) est borné dans H™ (resp. H™).
Par suite de la proposition 1.6, & (resp. €2 &) est donc
borné dans H™* (resp. H""™*). De toute suite &, on
peut donc extraire une sous-suite i, telle que &, (resp.
&2, converge faiblement dans H™** (resp. H™™ *") vers
une limite qui ne peut étre que w (resp. 0), puisque @, — w
dans H™ (resp. €24, — 0 dans H™) par hypothése. Mais on a,
d’apres (1, 45):

(1,55)  B(D'#) = D/(3f) + B + D{(BEw).

D’ou, en tenant compte de (1, 47)

(1,56) (e + B) DV, = B(DAP) + <af + b
avec

(1, 57) & = D(ABu) + AV,
et

(1, 58) = DIBE)(u: — w)) + B"(a. —®).

(2) On peut supposer k + m' > 0.
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Nous raisonnons par récurrence. Supposons que &, — % dans
Hm'-VI=' et que e?@, — 0 dans H™*VI~' ou |j| <<k + m'.
Alors €2af — 0 dans H-™ et b} —0 dans H=™. D’autre part,
on a:

«ADa, D'a,)+ (BDI(d — &), D@, — ) .
={(BD¥ + eat + %, D/a,)+{BD/%, D% —u,))—(BD/a,, Disp).

Il résulte des propriétés de af et b5, de la proposition 1. 5,
et de la convergence faible @.—w dans H™** que le second
membre converge vers 0.

Or, comme D’ii, est borné dans H™, on a d’aprés (1, 49)

et (1, 50):
Blle2D/i[n — Ke + o |D/(i — )|
< Re{e(AD/i, D/a,) 4+ (BDV(a, — &), Di(@, — )y

ou K est une constante indépendante de . On en déduit
donc que @, — % dans H™*YIl et que ¢4, — 0 dans H™*V!

Supposons enfin que e, — 0 dans H**VI=' avec |j| <<k + m.
Alors eat — 0 dans H™™. De plus, d’apres les résultats précé-
dents, b ainsi que B(DY(d; — #)) convergent vers 0 dans
H-™ et par suite de (1, 56) A(eD/%.) converge vers 0 dans
H-™. D’ou le résultat, d’apreés (1, 53).

Applications aux problémes aux limites.

Reprenons les hypothéses et les notations du théorémes 1. 4.
Chaque fois que la topologie de V (resp. W) coincide locale-
ment avec la topologie de H™ (resp. H™), et que a(u, ¢) (resp.
b(u, v)) définit un opérateur de la forme (1, 41) (resp. 1, 42),
a coefficients indéfiniment dérivables sur Q, on aura le théo-
réme suivant :

Tuktorime 1.10. — Dans les conditions précédentes, pour
tout ouvert borné avec & c (), pour lequel f e H¥), k entier,
alors u. — w dans H™ &), ¢2u, >0 dans H™" ™"k (a) et
eu; —> 0 dans H™* k).

Ezxemples. — Reprenons les exemples 1-1, 1-2, 1-3 et 1-4
du n° 3. La topologie de V coincide localement avec celle de
H2. Par suite pour tout ouvert borné & avec acQ, pour
lequel fe H¥@), on aura u{ - w;, pour t =1, ..., 4, dans

He¥(a).
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Remarque. — Les résultats précédents s’appliquent aux
systemes différentiels du n® 3 dans lesquels on suppose que
les bY, et les a¥, sont indéfiniment dérivables sur Q.

5. — Théoréme de convergence a la frontiére
pour un ouvert régulier et des opérateurs A et B réguliers.

Nous faisons les hypothéses suivantes:

a) Q est borné et sa frontiére [' est une variété indéfini-
ment dérivable de dimension n — 1;

b) W= H™(Q); V= H"Q) (resp. H}(Q)) m > m'.

Nous prenons sur W (resp. V) b(u, ¢) définie par

(1, 59) b(u,v) = Y (byD%, DP),
IPlIgI<mt
(vesp. a(u, v) définie par
(17 60) a(u’ v) = 2 (ameu’ Do),
PIgISm
avec

¢) a,, et b, sont indéfiniment dérivables sur Q.

d) b(u, ¢) est elliptique sur H™(Q),

e) ta(u, v) + b(u, v) est elliptique sur H"(Q) (resp. H}Q))
pour ¢ assez petit.

Soit f donnée dans H*¥Q), k entier > 0.

Soit u. la solution de

(1, 61) u. € H"(Q) (resp. HMQ))
et
ea(us, v) + b(u, v) = (f, v) pour tout ¢ e H™(Q) (resp. HF(Q))
et w la solution de
(1, 62) we H"(Q) (resp. HY(Q))
et
b(w, ¢) = (f, v) pour tout v e H™(Q) (resp. H¥(Q)).

Nous savons d’aprés Nirenberg [1] et Browder [1] (*) que
u. e H™*%(Q) et que we H™*Q).

(®%) Cf. aussi une démonstration dans Lions [3].
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On pourrait croire que, lorsque ¢ — 0, u. —w dans H* *¥(Q).
Ce résultat est faux en général comme le montre ’exemple
trivial suivant:

Nous prenons V = H}(Q) (resp. Hy(Q)) et W = L*¥Q).

a(u, v) = (u, v); qui définit 'opérateur — A.

b(u, ¢) = (u, ¢).
Soit f € H¥(Q) et u, la solution dans H(Q) (resp. Hy(Q)) de
—edu, +u. = f; u.e N,

alors u, — w = f dans L2(Q). Supposons que u,—>w dans
H¥Q), k > 1. Comme u. satisfait la condition aux limites
(due/ov)r = O (resp. u. |r = 0) on aurait

(owfov)r = (ffov)r = 0 (resp. w = |1 = f | = 0)

ce qui est absurde puisque [ est quelconque dans H*(Q).
Cependant nous obtenons le résultat suivant sur la conver-
gence des dérivées tangentielles, notées DJ:

TutoriME 1. 11. — Sur toute carte locale U, sous les hypo-

théses a), b), c), d), e):

Dju. - Diw dans H™(U) pour |j|<k+ m
e 2Dju,—0 dans H™U) pour |j|<k+ m
eDjuc—0 dans H"(U) pour tout |j| <<k -+ m.

Démonstration. — Nous faisons la démonstration pour
V = H"(Q) et W = H™(Q). Il n’y a pas de difficulté a I’étendre
au cas ou V= HXQ) et Vw, = HM(Q).

Soit 0 un ouvert le long de [', applicable par un homéo-
morphisme indéfiniment différentiable ¢ sur W(") défini par
0<t<l, t=1, ..., n—1 et —1<E < };tel que
U=0nQs apphque sur W+ défini par }0 <§ <1, i=1,
2, ..., n} etOn[‘surW Wn(E—O'

Pour tout ¢ > 0, désignons par W} I’ensemble défini par
:3<; <1—-o L—l 2, ...,n—-1 0 <%, <<1—2}. Soit

= J1(W3).

Par transport de structure (), } définit un isomorphisme
de H*(U) sur HWT), pour tout s entier > 0. De méme
définit un isomorphisme entre le sous- <spuo Hi(U) de H:(U)

(™) Voir Schwartz [6], p. 21. :

(*) Aucune contusion n’est possible avee 'espace de Hilbert W qui est ici H™(Q).
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des fonctions identiquement nulles prés de daU — ' (35), et
le sous-espace Hi(W*) de H¥(W~) des fonctions identique-
ment nulles prés de oW+ — W,

Soit ¢ > 0. Il existe 3; avec 0 <C ¢, <C 2. Alors, toujours
par transport de structure, ¢ définit un isomorphisme entre
le sous-espace C; des fonctions de C(U), égales a 1 sur U;
et identiquement nulles sur U — U;, et le sous-espace Cj
des fonctions de C(W+) égales a 1 sur Wi et identiquement
nulles sur W+ — W7,

La forme sesquilinéaire b(u, ¢) définit par restriction une
forme sesquilinéaire continue sur H™(U). On peut donc
définir, I'image par { de b(u, ¢), soit b(@, 6) = b({ 1@, $—15),
qui est une forme sesquilinéaire continue sur H™(W+). On
définira de méme sur H"(W*) I'image par ¢ de a(u, ¢)
soit a(@, ¢) = a(y~tu, $71v). Par définition méme a(a, ¢)
et b(@, ¢) sont de la forme:

(1, 63) a(a, ) = ¥ (@,D%, D),
Iplgl<m
et
(1’ 64) B(dy 5) = 2 (Emea, Dp‘;)o
|1PL1g'<m’

ol d,, et b,, sont indéfiniment dérivables sur W+,
Désignons par (u.)y, (w)u et (f)u les restrictions a U de u,
w et f. D’aprés (1, 61) (resp. (1, 62)) nous avons

ea((ue)u, v) + b((u:)u, ¢) = ((f)v, »)o pour tout ve Hr(U)
(vesp. b((w)u, ¥) = ((f)u, ¥)o pour tout ¢ e HP(U))

et, par suite, en désignant par &, & et f les images par ¢

de (u:)u, (W)u et (flu:

(1, 65) ea(i, ¢) + b(a., ¢) = (f, ¥}o pour tout ¢e HP(WH)
et

(1, 66) b(®, o) = (f, v), pour tout ¢e HF(W+).

Remarquons enfin que b(u, ¢) (resp. za(u, ¢) + b(u, ¢))
étant elliptique par restriction sur H{"(U) (resp. H{(U) quand
e —0) bl@, &) (vesp. ca(i, ¢) + b(a, ¢)) est elliptique sur

(3%) Pour un ouvert Q, dQ désigne la frontiére de Q.
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HY'(W)* (resp. H(W+) quand ¢ — 0). Par suite il existe « >0
et B > 0 tels que
Re(b(u, u)) > of|ullny pour tout we HF(W+)(*)
Re(a(u, u) + b(u, u )> B|lull» pour tout ue HP(WH).

On en déduit comme au n° 3, pour ¢ < 1:
(1, 67)

Re(ca(u, 1)+ B, 1)) >3- (alula-Bell2){ P Youtaton )} >0

et
(1, 68) Re(ea(u, u) + b(u, u)) > Byl

pour tout ue HYW+) avec Re(a(u, u)) < 0.
Enfin, si u est dans un borné B de H(W+) pour lequel
Reb(u, u) < K, alors

(1, 69) Re(ea(u, u) + b(sw, w)) > o|w||m + Be||uljn — Ke

pour tout ue B, we HM(WH).

Nous devons montrer que pour tout & > 0, étant donnée
¢ € C;, alors Dj(3u.) - Dj(3u) dans H™(U) pour |j| <k + m’
etc..., ce qui revient 4 montrer, d’aprés ce qui précéde que
Di3(a. — #) — 0 dans H™ (W) et DJ(e?2¢i.) — 0 dans H"(W+)
pour |j| <k+ m' et que eDi(3id) >0 dans H"(W*) pour
Il <k+m, ol j=(y ..., Jayp 0) (")

Nous savons que u,« H"*¥Q). Par suite & e H™ ¥W+).

Calculons pour |j| < k + m, et pour ¢v « C(W+), identiquement
nulle prés de dW+ — W, :

(D33, ») + b(Di(3a), »)-
D’apres la formule (1, 46) du n° 4, on aura pour |p||q| < m
(1, 70) b, D'Di(3u.) = Di(b,3D%.) + DiBa.) + B(3d.).

ou

By (38:) = — ¥ 2.Di(by)D{~"D(3i,)
1Pl i
et )
B (@) = b,, X B.D(3)D*"(.).
1<iri<|q]

(%) On désigne par [ju!lg la norme de u dans H§(W+).
(*) § = {$(9). Dans I'espace des }%;} nous notons par D} toute dérivée avec
S=8 ..., Sny, 0).
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On aura de méme pour |p||g| << m
(1, 71) a,D'Di(¢u.) = Di(a,pDa.) + Di(Ai.) + Aj) (3i)
avec pour A{ et A} des expressions analogues & celles de
B? et BS).
D’autre part, puisque $ et ¢ sont identiquement nulles prés
de dW* — W,, nous avons pour |p||qg|<<m’ (resp. |p|lg|<<m):
(1, 72) (Di(Bu$Dc), DPo)o = (—1)/(b, D%, $D{D),
(resp.
(1, 73)  (DY(@,3D%), DPo)y = (— 1)@, D%, $D{DPo),.
Mais, d’aprés la formule de Leibnitz, pour |p| < m:
| 3D#Dlp = D#(FDy) + Che.
ou
(1, 74) Clo=— 3 «D"(3)D*~"Dip.
1<iri<p
On en déduit finalement, en tenant compte de (1, 65)
(1, 75) ea(Di(3i.), ¢) + b(Di($), ¢)
= (— )Vf, q«D-’v + ea;(d., v) + b;(d., »)
ou
(1,76) afio)= 3 (DYASE)+ ASi(pi), D)
) + (— 1)@, D%, Clo)o
et
(1,77) by(d, v)= 3 (DBRa) + Bi(i), D),
Lgl<m’
o + (— 1)/(bD", Cio.
Nous savons que u, — w dans H™(Q) et que ¢?u, > 0 dans
H™(Q). Par suite, @, — & dans H™(W"*) et ¢'/?G.—0 dans
H™(WH).
Montrons tout d’abord la:
Prorosition 1. 7. — Dj(3a.) (resp. €2Di($i.)) est borné
dans H™(Wt) (resp. H"(W*)) pour j| <k + m'.

Démonstration. — Nous raisonnons par récurrence, la pro-

b
position étant vraie pour j = 0. Supposons la démontrée
jusqu’a Pordre j — 1, j| <k -+ m'
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I1 résulte des hypothéses de récurrence, des propriétés des
opérateurs Af) et A{) que pour |pllq| < m:

e[Di(Ayai) + Aj (3u)]

est borné dans L*(W*). D’autre part, (d,D%., Clv), est,
d’apreés (1, 74) somme de termes de la forme:

(@, D"(3)D%(), DP~"Dip), avec |r|>1
ce qui s’écrit encore, au signe pres:

(D{=*(a,D¢D%.), D*%), avec (s|>1 et |a]<<m.

’

Or d’aprés I’hypothése de récurrence .'*D{~%a,D"3D%,),
pour |s| > 1 est borné dans L*(W*).

Par suite, 1l existe une constante indépendante de ¢ et de ¢
telle que

(1, 78) |Re eaj(u., ¢)| < K, €||¢||n’

pour tout ¢ e C(W*) identiquement nulle prés de oW* — W,
On montrerait de la méme fagon que,

(1, 79) |Re by(ue, ¢) | < K, [l¢]lw

pour tout ¢ « C(W*) identiquement nulle prés de sW* — W,,
K,, étant indépendante de ¢ et de ¢. B

Enfin pour ij; <<k + m’, nous pouvons écrire (f, 3Dip),,
au signe pres, sous la forme

(Di(3f), Do) avec |s|<k et |aj<m'.
Par suite :

(1, 80) Re(3f, Do)y | < K [[ollm,

pour tout v C(W*), identiquement nulle prés de dW* — W,
Les inégalités (1, 78), (1,79) et (1, 80) sont encore vraies
pour v = DJ(..u) ce qui donne en tenant compte de (1, 75)

L 81) Rejea(Dif5), D) 4+ HDA3i), D3]
< KDIG ) + Kol D3t

D’ou le résultat, en tenant compte de (1, 67) et (1, 68).
Nous sommes maintenant en mesure de montrer la:
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Prorosition 1. 8. — Quand ¢ — 0,
Di(3i@.) — Di(3®) (resp. €*Dj(¢a.)) — 0)
dans H™(Wt) (resp. dans H™(W+)) pour |jI<<k+ m'.

Démonstration. — D’aprés la proposition 1. 6, de toute
suite u,, on peut extraire une sous-suite u., telle que D(¢a.)
(resp. e,,)”’Df (9a.,) converge dans H™(W+) falble (resp. H”‘(W+)
faible) vers une limite qui ne peut etre que Di(3w) (resp. 0)
puisque §i.—>§w dans H™(W+) (resp. ¢’ —0 dans H"(WH)).

Pour montrer les convergences fortes nous raisonnons par
récurrence : supposons la proposition établie jusqu’a I'ordre
] — 1, avec |j| <k + m'.

Nous avons pour ¢ e C(W*) identiquement nulle prés de

W+ — W,
b(Di(§), ») = (— 1)U, $Die)o + by, ¢)

donc
a(Di(3ik), ¢) + B(Di(3), ¢)
= b(Dj(§®), v) + ea)(ii., v) + b(ia.—®, ¢)
et
ww@m1m¢>+ﬂww %)), Di(3(. — #)))

= ea(te, Di(§ie)) + by( (G —P) Df(;d )+ b(Di(§(% —i.)), Dig).

La proposition 1. 7 sera complétement démontrée, d’apres
(1, 69), si nous montrons que la partie réelle du second membre
tend vers 0.

Or, d’aprés la convergence faible b(D/i§ (% — @), (D{(3#))—0.
D’autre part, il résulte des hypothéses de récurrence, de la
proposition 1.7 et de Pexpression méme de a;(u, ¢) et de
bj(u, v) que

Refeay(i, DY) + b — %, Difpid)} >0

d’ou la proposmon

Il nous reste & montrer que pour [71<k+ m, eD{(3a.) -0
dans H™(W*). Ceci est vrai pour |j|<<k+ m', d’aprés la
proposxtlon 1. 8, et par suite nous pouvons ralsonner par
récurrence. Supposons donc que eDj(3%)— 0 pour tout
5| <Iil— 1, i<k + m.
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Montrons d’abord que eDj(3ié.) est borné dans H™(WH).
Reprenons (1, 75) et multiplions les deux membres par e.
Nous savons d’aprés la proposition 1. 7, que ¢/’DJ($a.) - 0
dans H™(W+) pour |j| <k + m. On a donc en particulier
|Reeby(i@, ¢)| < K,e'"||0||m-

D’autre part, d’aprés ’hypothése de récurrence :

|Re(e*ay(i, )| < Kae [|9]]m.

Enfin (§f, D{(v)), peut s’écrire au signe pres (Di(3f), D%),
avec |s| < k et |a| << m. Donc
| Ree(f, $D)0 < K|
Finalement on obtient
Re{'a(D{(3%), Dgh) + <B(DAp). DI5) -
K,el| Di(3a0 b + Kol DGl
D’ou le résultat en tenant compte de (1, 67) et (1, 68).
Il en résulte que eDJ(3i,) — 0 dans H"(W+) faible. Par suite :
(f, $DID{(3a)) > 0
D’autre part, d’aprés la proposition 1, 8
Reeb(u., Di(3u.)) — 0.
Enfin, d’aprés ’hypothése de récurrence et le fait que ¢Dj(¢i,)
est borné dans H™(W+).
Ree’a;(u., Di(3u.)) - 0.
Donc
Re{e*a(D{(34.), Di(3a.)) + «b(Di($a.), Di(3a.))} 0.

D’ou le résultat d’apres (1, 69).

Le théoréme 1. 11 est ainsi complétement démontré. Bien
entendu nous n’avons pas de théoréeme analogue pour les
dérivées normales, car on pourrait alors par recollement des
morceaux, obtenir la convergence u.—>u dans H™**Q) et
nous avons vu que cela était impossible, en général.

6. — Valeurs propres et fonctions propres.

Préliminaires. — Soit K un espace de Hilbert, dont le
produit scalaire est noté (z, y) et la norme par ||a:|| Soit A
un opérateur dans K, hermitien, complétement continu, posi-
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tif et tel que Az = 0 entraine z = 0. Alors A posséde un
spectre dénombrable

(1,82) M2 20N> >0,
Soit e, €, ..., e, les vecteurs propres correspondants avec
(1,83) Ae,=Ne, et (e, e)=cy (")

Notation: fi, f, ..., f. étant n vecteurs de K linéairement
indépendants, nous désignons par R"(f;) le sous-espace de
K engendré par les n vecteurs f.. La proposition suivante
est classique (*):

ProrositioNn 1, 9. — On a

A= Sup mfﬁﬁﬂ

funsnexlzerngy o

fis --. f» étant linéairement indépendants dans K.
Reprenons alors les espaces de Hilbert H et V, avec (1, 1),

puis sur V une forme sesqui-linéaire continue hermitienne,

a(u, ¢) qui définit Popérateur A et ’espace N. On pose la

Définition 1, 2. — a(u, v) est dite elliptique sur V au sens
de Garding (*) s’il existe a > 0 et & tels que:

a(u, u) + & |ul > o||ul\ pour tout ueV.

Si a(u, ¢) est hermitienne et elliptique sur V au sens de Gar-
ding alors

(4, ©)) = a(u, ¢) + &(u, )

définit sur V un produit scalaire équivalent a (u, ¢)y.
Il est également classique (‘') que l'on a

Treorime 1, 11. — Soit f donnée dans H. Si a(u, ¢) est
hermitienne et elliptique sur V au sens de Garding, et si U'injec-
tion de V dans H est complétement continue, alors le probléme :

(1, 84) Au—vu="f; ueN

(*) 3;;, symbole de Kronecker.
() Voir Courant-Hilbert [1].
(%) Voir Garding [1].

(41) Voir Courant-Hilbert [1].
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admet une solution unique sauf pour un ensemble dénombrable
de valeurs de .

by S K ee e K <K

qui constituent le spectre du probléme, et on a

(1,8)  w,= Inf | Sup [aLu,, 1)]]

Jo - fa€V Lue€RYS) |u|
Perturbation singuliére. — On reprend V, W et H, avec
(1, 13) et
(1, 86) L’injection de W dans H est complétement conti-
nue (*%).

On prend sur V (resp. W) une famille de formes sesqui-
linéaires continues b(e; u, ¢) (resp. une forme sesqui-linéaire
continue b(u, ¢)).

On suppose que b(e; u, v) et b(u, ¢) sont hermitiennes,
qu’elles vérifient (1, 15) et que’on ales hypothéses d’ellipticité :

(1,87) 1l existe afe) >0, a(e) >0 avec & (), n=) -1

quand £ — 0, et § > O tels que pour tout ueV et
tout € < g, on ait:

. ble; u, u) + n(e)|ul* > a(e)llully + Bllulfw

(1, 88) b(u, ¢) est elliptique sur V,w, au sens de Garding,
Le, 1l existe £ et y >0, tels que pour tout
ue Vw, on ait:

b(u, u) + Elul? > yilui.
Soit B (resp. B:) et Ni (resp. N;) 'opérateur et I'espace atta-

chés & b(u, ») (resp. b(e; u, v)) sur Viw) (resp. sur V).
Soit A,(e) la n*™ valeur propre du probléeme

(1,89) B = A()ue; ucsNe;  |u = 1;
¢ assez petit avec
Mle) Shafe) oo SA(e) <

Soit ¢,(e) les vecteurs propres associés, auxquels on impose
de former un systéme orthonormé dans H.

(42) 11 en résulte que I'injection de V dans H est aussi complétement continue.
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Soit @, la n'*™ valeur propre du probléme
(1, 90) Bu=pu; weNgju/=1
avec
S S St S
Soit w, les vecteurs propres associés auxquels on impose de

former un systéme orthonormé dans H.

Tutorime 1, 12. — Sous les hypothéses (1, 13), (1, 86),
(1, 15) o b(e; u, v) et b(u, v) sont hermitiennes, ainst que (1, 87),
(1, 88) et :

(1, 91) Il existe &(c) et =(e) convergent tous deux vers 0 avec
g, tels que
b(e; u, u) — b(u, u) + &(e)b(u, u) + =(c) |upf >0
pour tout ue 'V et ¢ assez petit.
Aq(€) converge vers w.,, quand ¢ — 0.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1, 11, on a:

b(e; u, u)
M(e) = Inf S 17
t ) St revlaeniy P ]
e
w, = Inf Sup M]

— n 2
Snti - Jn €y LuERe) |4

Mais d’aprés (1, 91), on a pour tout ueV
b(e; u, u) _ b(u, ) _
Iuls > [1 8(5)] Iul: .(i)
d’ou il résulte:
lim Inf A,(s) > @,

€E>0

Il nous suffit alors de montrer que
lim Sup A,(¢) < e
€E>0

Or, en désignant par e, e, ..., e, les n premiers vecteurs
propres de B, normalisés dans V(w), on a

w, = Sup M]

ey L [ul*
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Pour 2 > 0 donné, il existe un espace a n dimensions dans V,
R"(g,) tel que lon ait

Sup [ﬂll:»Tlﬂ] < ta + 8.

u€R"(g)

Aie) < Sup [M]

asemgy L |ul’

Or

done, d’aprés (1, 15)
lim Sup A,(¢) << Sup bu, u)

€0 u€RYg,) lu'l,l

N
done <u,+¢

d’ou le résultat puisque ¢ est un nombre positif quelconque.

TatorkME 1. 13. — Sous les hypothéses du théoréme 1, 12,
v,(e) > w, dans W.

Démonstration. — 1° Supposons que ., est valeur propre
simple du probleme (1, 90). Alors, d’aprés le théoréme 1, 12,
pour & assez petit, A,(¢) est aussi valeur propre simple du
probléme (1, 89).

On a

b(e; ea(e), ©a(e)) = Ay(c), (leae)] = 1).

Il en résulte, en tenant compte du théoréme 1, 12, que
b(e; v,(€), va(€)) est borné, et en tenant compte de (1, 87), que
¢,(¢) est borné dans W. De toute suite ¢,(¢)) on peut donc
extraire une sous-suite v,(¢;) convergent dans W faible vers w.
Montrons que w = w,.

Ona
(1,92)  b(gy; 0algy), ») = Ai(e)) (vale)), v)  pour tout veV.
Posons :
c(e; u, ¢) = b(e; u, ) — b(u, ¢) + 3(¢)b(u, ¢) + =(¢) (u, »).

D’aprés (1, 91), c(c; u, ¢v) est pour ¢ assez petit une forme
hermitienne positive. On a donc d’aprés 'inégalité de Cauchy-
Schwartz :

‘C(E; v,,(s), 0)| < (c(e; V,,(S), ",.(E))llz (C(E; v, v))llz)

mais ¢(e; ¢,(¢), ¢,(¢)), est borné, et ¢(e; ¢, ¥) = 0 (en tenant
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compte de (1, 15)). Par suite c(e; va(e), v) — 0 pour toutve V.
Il en résulte que b(e; v,(e), v)——b(v , v) >0 pour tout
ve V(2.

Or

b(es; #ale))y ©) — b(w, ¥) |
= (b3 9a(e)y ») — b(waley), v)) + (b(v (), ¢)— b(w, ).
ou le second membre converge vers 0.

D’autre part, le second membre de (1, 92) converge vers

ta(w, ¢). On a donc:
b(w, ) =u,(w, v) pour tout ¢eV donc pourtout ve Viw.

Par suite w = w,.

Il nous reste & montrer que ¢,(¢) - w, dans W fort.

Remarquons tout d’abord que la convergence ¢,(e) vers w,
dans W faible entraine, d’aprés I’hypothése (1, 86), la conver-
gence dans H fort.

On a de plus

b(e; oa(e) )“b("(E “a(€)) + b(va(e) — Wm"()—wn)
Aa(e) + pa — b(9a(e), W) — b, 94(€)).

Le second membre converge vers 0 avec «. Quant au premier
membre il est minoré d’apreés (1, 88) et (1, 91) par:

- —8(e) B(a(e), #a(e)) —(e) + Ylloa(e) — williv—Eloa(e) — wil®.

D’ou le résultat.

20 Supposons que u., est dégénéré, d’ordre de multiplicité p.
On a donc:

Py < Wy =Py =" = U py < Uy pe
Rien ne permet d’affirmer que
| A(e) = A i(e) = -+ = AL p_u(€)
Mais on a ]im Aoje) =, pour j=0,1, ..., p—1
>0

Soit v,,+,() le vecteur propre correspondant a A, (c), et
w,.»t=20,1, ..., p—1 les vecteurs propres correspondants

a @,

() Comparez lemme 1. 1, page 22.
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En utilisant la démonstration de 1° on voit que pour tout
70,1, ...., p—1) il existe ;e (0, 1, ..., p — 1) tel que
lim ¢, (¢) = w,,,, dans W. De plus si js=k, on a 1,51,

€E>0

puisque (¢,,(€), ¥n.k(€))o = 0. Pour simplifier I’écriture, nous
appellerons w, la limite, quand ¢ — 0, de ¢,(¢). Moyennant
cette notation, le théoréme 1, 12 est complétement démontré.

On en déduit immédiatement le

TutortME 1, 14. — Sous les hypothéses du théoréme 1, 13,

oale) Zn_ dans W, quand ¢ — 0.
VA Vi,

Les résultats de ce n® 6 complétent, dans une certaine
mesure, les résultats de nombreux auteurs: voir Kato [1],
Moser [1], Morgenstern [1], Glasko [1], Kostomarov [1], Visik-
Lioustermk [1].




CHAPITRE 11

APPLICATION AUX PROBLEMES MIXTES

Dans tout ce paragraphe, ¢ désigne une variable réelle, et,
pour tout espace de Banach E, 9'(¢, E) (resp. 9. (t; E)) désigne
Iespace des distributions en ¢ a valeurs dans E (resp. I'espace
des distributions en ¢, a4 valeurs dans E, a support limité a
gauche) (**). On pose D = (3/ot).

1. — Convergence, au sens des distributions de la solution
d’un probléme mixte relatif a B, + D (resp. B + aD* + 4D,
avec a et b réels et a > 0).

a-préliminaires (*). — On se donne comme au n® 1 du

chapitre 1, un espace de Hilbert H, puis un espace de
Hilbert V, avec

2, 1) Ve H et Vdense dans H.

Soit a(u, ¢) une forme sesqui-linéaire continue sur V, a laquelle
sont attachés, 'espace N et I'opérateur A.

ProsLEME 2, 1. (resp. 2, 2). — Soit T donnée dans D’ (t; H).
Eaxiste-t-il u avec

(2, 1) Au+Du=T; ued,N)

(resp.
(2,2) Au+aD*u+bDu=T; wue, (t; N);aetbréels).
(*) Voir Schwartz [8], [9], ou [3]. Les résultats essentiels utilisés concernant
ces espaces, sont également rappelés dans Lions, [1] chap. 11, § 1.

(#5) On rappelle dans ces préliminaires les résultats, utilisés dans la suite de
Lions [1] chap. 11 et Lions [3].
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Définition 2, 1. — Nous dirons que a(u, ¢) vérifie 'hypo-
thése (E) sur V, s’il existe ¢ > 0 et « > 0 tels que

Re a(u, u) + c|uf > a ||u||y pour tout wueV.

TrEorEME 2, 1. — Sous U’hypothése (2, 1) si a(u, v) vérifie (E)
sur V, (resp. est hermitienne et vérifie (E) sur V) Uopérateur
A + D (resp. A+ aD? + bD, avec a et b réels et a>0) est
un tsomorphisme de D, (t; N) sur D’ (t; H) et par suite le pro-
bléme 2, 1 (resp. 2, 2) admet une solution unique.

Remarque 2, 1. (*). — En posant S = ¢~Mu, on peut tou-

jours supposer, pour résoudre le probleme 2. 1 (resp. 2, 2)
au lieu de (E)

Re a(u, u) > a||ul[y pour tout ueV

(i.e. a(u, ¢) est elliptique sur V au sens de la définition 1, 1).

Distribution de Green.

Sous les hypothéses du théoréme 2, 1, il existe une distri-
bution unique G; (resp. G;) élément de ¥, (t; $(H; N)) telle
que la solution u, (resp. u,) du probléme 2,1 (resp. du pro-
bléme 2,2) soit donnée par u, = G; * T (resp. u; = Gy * T). On
appelle G; (resp. Gg) la distribution de Green de 'opérateur
A + D (resp. A 4+ aD? 4 bD) relativement a I’espace N.

Problémes non homogénes. — On suppose comme au cha-
pitre 1, p. 13, qu’il existe un espace vectoriel topologique E, et

un opérateur A e §(V; E) tel que Ak = Ak pour tout he N.
soit T donnée dans 9. (t; H) et A donnée dans D' (¢; V) avec

Ahed (t; H).
ProsLEME 2, 3. (resp. 2, 4). — Trouver u avec
(2, 3) Au+Du=T; u—hed, (t;N)

(resp.
(2,4) Au+ aD?u+ bDu=T; u—hed (t; N.)
On se rameéne au probléme 2, 1 (resp. 2, 2) en posant U=u—h.

(%) CI. par exemple Lions [6] p. 8.
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b) Perturbation singuliére: opérateurs de la forme B, + D.
— On reprend les notations du chapitre 1, n® 2, avec les
hypotheses (1, 13), (1, 16) et (1, 17).

Soit T e D, (¢; H) et une famille T, e 9. (¢; H) tels que

(2, 5) T.—>T dans 9,(t; H)

Soit u, (resp. u) la solution de

(2, 6) Bu; + Du, = T.; u. e D, (¢t; No)
(resp.

2,7 Bu+ Du=T; ued,(t; Ns).

(On rappelle que Ny est I’espace attaché a b(u, v) sur V,.)

TutoriME 2. 2. — Sous les hypothéses (1, 13), (1, 16), (1, 17)
ainst que (1, 22), (1, 23) et (2,5), la solution u. de (2, 6) converge
dans 2., (t; W) vers la solution u de (2, 7).

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, notons
le lemme:

Lemme 2. 1. — On pourra toujours se ramener auz hypo-

théses (1, 16) et (1, 17) st on a

(2, 8) Il existe ¢;(e) > 0, ¢,(e) < ¢, a(e) >0, avec a(e) >0
avec € et B > 0, tels que

Reb(e; u, u) + a(e)lul® > a(e)||ully + Bflullw

pour tout ueV.
et

(2,9) b(u, v) vérifie(E) sur Viw, i.e. il existe c; >0 et y>0

tels que
Reb(u, u) + c,ul* >v||ulliv pour tout ue Viw).
Ce lemme résulte de la remarque 2, 1. Il suffit de poser
S. = e "u, et S =e*u
et de choisir A > Sup (¢, ¢.).
Démonstration du théoréme 2-2.

D’apres (2, 5), T. et T ont leur support limité & gauche
par un point fixe que nous pouvons toujours supposer étre
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Porigine. Alors u. et u ont aussi leur support dans (0, + o)
et il nous suffit de montrer que u, — u dans D'(t; W).

1° Supposons que T, et T aient leur support dans un méme
compact de (0, + o). Remarquons qu’il résulte alors de (2, 5) :

(2, 5") T.—T dans &(t; H), espace des distributions en ¢,

a valeurs dans W a support compact, muni de
sa topologie habituelle (*').

Dans ce cas T, et T admettent une transformée de La-

place (*) T(p) et T(p), p =% + in. Soit @(p) (resp. &(p))
la transformée de Laplace de u. (resp. u). Il existe alors
£, >0, indépendant de ¢, tel que dans le demi-plan P, § > &,
T.(p), T(p), tc(p) et &i(p) soient des fonctions holomorphes de
p 4 valeurs dans H (pour T.(p) et T(p)), V et W.

__Pour peP, ip) (resp. i(p)) est I'élément de V (resp.
Viw)) vérifiant :

(2,10)  b(e; d(p), #) + p(d (p), 0) = (Rlp), ¥)
pour tout ve 'V
(resp.

(210 b(@(p) o)+ p(alp), #) = (T(p),¥)
pour tout ¢ & Viw).

Puisque Rep > 0, il résulte du théoréme 1. 3, appliqué a
bi(e; u, ¢) = b(e; u, ¢v) + p(u, ¢) que, pour chaque peP,
u(p) — G(p) dans W.

De plus d’aprés (1, 20) nous avons la majoration :

(2,12) |la(p)llw < K |T(p)] ou K est indépendante de .

Or, d’aprés (2, 5'), |Tu(p)| est majoré par un polyndéme
en |p| indépendant de ¢. On a donc

(2,13) ll2z.(p)llw << (| pl)

ou <£(|p|) est un polynéme en |p| indépendant de .

Il résulte de (2, 13) et des propriétés des fonctions holo-
morphes, que sur tout compact de P, les i.(p) forment un
ensemble équicontinu de fonctions a valeurs dans W. Par

(*) Voir Schwartz [1] tome I p.89.
(*¥) Voir Schwartz [7] ou [8] p. 48 ou [3] exp. 2.
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suite la convergence #.(p) — @(p) dans W, pour tout peP,
entraine

(2, 14) 4.(p) — @(p) dans W, uniformément sur tout com-
pact de P.

Il résulte de (2, 13), (2, 14), des propriétés des fonctions
holomorphes et de la transformation de Laplace, que u. - u
dans D'(t; W).

20 T et T, sont quelconque dans D, (¢; H).

Soit G, (resp. G) la distribution de Green de I'opérateur
B: + D (resp. B + D) relativement a ’espace N, (resp. Np).
Nous devons montrer que G.*T;— G=*T dans D'(¢; W).
Pour tout j, considérons une fonction at) e 9_ (espace des
fonctions indéfiniment dérivables & support limité a droite)
avec a;(t) = 1 pour t <<j. Alors a;t)T et a)t)T; sont dans
&'(t; H) et ont leur support dans un méme compact de
(0, + ). Par suite d’aprés 19, G, * a;(t)T. - G * a;(¢t)T dans
D'(t; W). Or at)T. — T, et a(t)T — T ont leur support
dans t > j. Par suite, sur Pouvert ¢t <<j, G.* T, (resp. G+ T)
coincide avec G, * a;(t)T, (resp. G » a,(t)T). Donc la restriction,
a Pouvert t<], de G+ T, converge, dans D'(t<j; W) vers
G+ T. D’ou le résultat puisque j est quelconque.

c) Perturbation singuliére. — Opérateurs de la forme
B, + aD* + bD ot a et b sont des constantes réelles, avec
a > 0. — On reprend les notations de b) avec I’hypotheése
(1, 13), ainsi que

(2, 15) b(e; w, v) et b(u, ¢) sont hermitiennes.
et (1, 16) et (1, 17). Soit T donnée dans 9’ (t; H) et une famille
T.e 9’ (¢t; H) avec (2, 5). Soit u, (resp. u) la solution de

(2, 16) B.u. + aD%, + bDu, = T,; u.e D’ (t; N;)
(resp.

(2,17) Bu + aD'» 4+ bDu=T; wueD,(t; Ng))

avec a, b réels et a > 0.

TutoriME 2. 3. — Sous les hypothéses (1, 13), (1, 15), (1, 16)
(1, 17), (2, 15), (1, 23), (2, 5) la solution u. de (2, 16) ou a
et b sont réels positifs, converge vers la solution u de (2, 17)

dans Y (t; W).
8
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Notons le lemme :

LemME 2. 2. — On pourra se ramener auzx hypothéses (1, 16),
(1, 17) et a, b réels positifs, si on a (2, 8) (2, 9), a réel positif,
b réel quelconque.

Démonstration. — Posons S, = u,e=, S = ue=, A réel.

(2, 16) (resp. (2, 17)) devient:
(2, 16") BS, + aD'S, 4 bDS, = e~NT,; S, e D, (t; N,)

(resp.

(2,17) BS 4 aD®S 4 BDS = e~MT; Se 9., (t; Ng)
avec

B.=B.+b\+ar’; B=B 4 b+ a\’; b=2a\+ b.

Posons
b(u, ») = b(u, ¢) + (bA + ad?) (u, ¢)
et
b(e; u, ¢) = b(e; u, ¢) + (bA + ad?) (u, ).

11 est alors toujours possible, d’aprés (2, 8) et (2, 9) de choisir A
de fagon que b(e; u, ¢) vérifie (1, 16) et b(u, ¢) (1, 17), et que
Pon ait 6 =2xa + > 0.

Démonstration du théoréme 2-3.

Comme dans b) les u, ont leur support limité & gauche
par un point fixe que nous supposons étre I'origine. Il nous
suffit de montrer que u, — u dans 9'(t; W). Nous faisons la
démonstration uniquement dans le cas ou T et T, ont leur
support dans un compact fixe de (0, + o). Le cas ou T,
et T sont quelconques s’en déduit exactement comme dans b).

Supposons donc T, et T & support dans un méme compact
de (0, + o), et faisons une transformation de Laplace. On
reprend les notations de b, 1°. Il existe &, > 0, tel que, pour
peP, demi-plan § > &;, i.(p) (resp. é(p)) soit la solution

dans V (resp. dans V(w)) de
(2, 18) b(e; d(p), ©) + (ap® + bp) (&(p), ») = (Tu(p), ©)

pour tout v eV
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(resp.

(2,19) b(i(p), ¢) + (ap* + bp) (a(p), #) = (T(p), ¢)
pour tout vev(w).

Nous allons montrer que I'on a:

(2, 20) pour chaque peP, i p) > i(p) dans W
et

(2, 21) [[é(p)llw < Z(Ipl), ot &(|p|) est un polynsme en |p|

indépendant de e.

Si Rep® > 0, (2, 20) résulte du lemme 1, 1 et du théoréme 1. 3
appliqué a by(e; u, v) = b(e; u, ¢) + (ap® + bp) (u, v), et
(2, 21) de (1, 20) et (2, 5). .

Cas ot Rep? < 0, i.e. || > & > &,.

En écrivant (2, 18) pour ¢ = i,(p), en prenant les parties
réelles des deux membres, on obtient

(2, 22)  b(e; 6y(p), ﬁs(P))<(I1‘;(P}IIu‘(P)I + n*ld(p)I*)

et en prenant les parties imaginaires des deux membres

T.(p)l
2, 22/ i(p)| < _Tp)l .

On déduit alors facilement (2, 21), de (1, 16), (2, 22), (2, 22")
et (2, 5'). Il n’y a pas de difficulté & montrer, par adaptation
convenable de la démonstration du théoréme 1. 2 (en tenant
compte du lemme 1, 1), que @,(p) converge pour tout peP,

vers U(p) dans W faible, donc aussi dans H faible. Mais on
a alors:

i) (p)t = lim TP, B0) g o

donc #&(p) — G(p) dans H fort.
Mais alors,

b(e; (p), &(p)) — b(i(p), &(p))+ b(i(p) — d(p). ti(p) —u(p))
converge vers 0, d’ou (2, 20).
On déduit alors, comme dans b), de (2, 20) et (2, 21) que

u. — u dans 9'(¢t; W) d’out le théoréme.

(**) Im désigne la partie imaginaire.
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Problémes non homogénes. — Reprenons I’hypothése (1, 34).
Soit T, et T avec (2, 5). Soit & donnée dans 9, (t; W), et une
famille h, de D (t; V) telle que h, — h dans D (t; W), avec
Bhe D, (t; H), Bk e, (t; H), B convergent vers Bk dans
D, (t; H) quand e - 0.

Soit, sous les hypotheses (1, 16) et (1, 17), S, (resp. U,)
la solutlon de

(2,23) BS,+DS;=T.; S.—hed,(t;N,)
(resp. |
(2, 24) B.U, + aD*U,+b6DU, =T,; U,—h.eD.(t; N,)
et S (resp. U) la solution de
(2,25) BS4+DS=T; S—hed,(t; Ny
(resp.
(2, 26) BU 4+ aD*U+ bDU=T; U—he9,(t; Ny).
On a alors :

TatorkMe 2. 4. — Sous les hypothéses du théoréme 2. 2.
(resp. 2. 3) la solution S, de (2, 23) (resp. U, de (2, 24)) converge
dans D (t; W) vers la solution S de (2, 25) (resp. U de (2, 26)).

Démonstration. — On se raméne facilement au théoréme 2. 2
(resp. 2. 3) en posant ‘
se=S.—h, et s=S—h(resp. u;=U;—h, et u=U—nh).

ReMArRQUE. — Les résultats du théoréme 2. 3 se généra-
lisent & I'aide des transmutations (*°), & des opérateurs de la

forme :
B: + D® 4+ r(¢)D + s(¢).
Exemples. — 1° On prend un ouvert Q de R de fron-
tiere ['. Puis H = Lz(Q) W= H! (Q) et
b(u, v) = ((w, V)1 + (4, qui définit — A4 1.

Ezemple 2. 1. — Prenons V = H}(Q), donc Viw) = Hi(Q).
be; u, o) =¢e((Qu, do)—((u, ©))+ (4 o)1+ (u, ¢
définit (A2 4+ A) — A 4 1.

(%) Voir Lions [7].
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Soit T e D (¢; L2(Q)).
Soit u, la solution de
e(A? 4+ A)u, — Au; + u. + Du, = T; u, e D, (¢; N,)

et u la solution de
—Au+u+Du=T; ued,(t; Ng).

Alors, d’aprés le théoréme 2. 2, u, — u dans 9. (¢; H/(Q)).

Il reste a interpréter les conditions aux limites.

La condition u(z, t) e D, (¢t; N,) signifie que pour toute
fonction g¢(t) de I'espace D_, (u.(z, t), ¢(t)) est dans N,, donc
ici : :

(s 1y DI =0 et >z, 1), gDF =

La condition ue®,(t; Np) signifie ici, pour toute ged_,
(u(x’ t), ?(t»ll‘ = 0. .

20 On pourrait reprendre tous les exemples du chapitre 1,
n® 3. Bornons-nous a 'un'd’entre eux:

Ezemple 2. 2. — On suppose ' réguliére, et on prend H,
W, et b(u, ¢¥) comme dans 1°. Prenons ensuite V = 9, espace
des u € L3(Q) avec Au e L¥(Q2) muni de la norme (Jul; + |Aul})' %
Alors V4, = HY(Q). On prend

b(e; u, v) = €(Au, Ao), — e((u, ), + b(u, ¢)

qui définit eA* 4 (¢ — 1)A 4 1.
Soit T donnée dans D/ (¢; H).
Soit u, la solution de

eA'u, + (€ — DAug + we + Duc=T;  uce D4(t, No).
Les conditions aux limites sont ici: pour toute ¢(t)ed_,
> | , w
3;(€<Aue(x’ 1), 3(8) + (€ — 1)ue(, 1), ¢(t)))|r = 0
et ' (Auy(z, t), ¢(t))r = 0.
Soit u la solution de

—Au+ u+ Du=T; ued,(t; Ny
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pour laquelle les conditions aux limites sont: pour toute
¢ed_, on a %(u(x, t), 9(t))lp = 0.

Alors, d’aprés le théoréme 2. 3, u,— u dans 9.(¢; H'(Q)).

2. Problémes mixtes fins pour des opérateurs de la forme A(t) | D;
théorémes d’existence et d’unicité (*').

On se propose dans ce numéro, d’étudier l'existence et
I'unicité de la solution de problémes mixtes pour 'opérateur
A(t) 4+ D, par la méthode de Galerkine, utilisée par de nom-
breux auteurs (*), pour les opérateurs du 2¢ ordre en ¢.

On reprend H comme au n° 1, puis V séparable avec (1, 1).

On se donne sur V, une famille de formes sesquilinéaires
continues, a(t; u, ¢), t >0, u, ve V.

Espace N(t) et opérateur A(t) associés a a(t; u, ¢).

Pour ¢ fixé, N(t) est ’espace des u € V tels que I'application
¢ — a(t; u, v) soit continue sur V muni de la topologie induite
par H. Comme V est dense dans H, il existe A(t)u e H, tel
que a(t; u, v) = (A(t)u, ¢) pour tout ve V. On munit N(¢) de
la norme

lJullsd = (J|ul¥ + |A(t)up)”

qui en fait un espace de Hilbert. Alors A(t) e £(N(t); H).
On dira que a(t; u,. v), vérifie sur V, 'hypothése (2, 27)
(resp. (2, 28) ) si on a

(2, 27) t—>a(t; u, v) est deux fois contimiment diffé-

rentiable.
(resp.
pour tout ¢ > 0 il existe a(c) =a >0

e et A(c) = A tels que, pour tout
(2, 28) (ellipticité) Z te (0, c) et tout ueV on ait

Rea(t; u, u) + A |uf > ouf.

(%) Les résultats de ce n° 2 ne sont pas nouveaux; ils sont implicitement contenus
dans Tréves [1] et Lions [6]. Nous les donnons ici explicitement pour la commodité
du lecteur.

(®*) Voir Lions [6], Faedo [1], Visik [1] et Visik-Ladyzenskaia [1].
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De (2, 27) résulte :

Pour tout ¢>0 il existe g,(c) =, et p,(c) =,
tels que, pour tout ¢t e (0, ¢) et tout u, veV,

(2, 29) on ait

|a'(t; w, #)| << wuilfullvllollv
| et |a"(t; u, 0)| << pa [ldlv el ()

Nous désignons par C; (resp. C;) I'’ensemble des applications
continues (resp. une fois continiiment différentiable) de ¢t > 0
dans H, avec A’ e L%((o, s); H)(*) (resp. A" eL? ((o, s5); H)
pour tout s > 0.

Nous avons le:

Tutortme 2. 5. — Soit h(t) € C,, avec h(0) € N(0). Sous les
hypothéses (2, 27) et (2, 28), il existe une fonction et une seule
t — u(t), une fois continiiment différentiable de t > 0, dans
V, solution de:

(2,30)  A(u(®) + Duft) = h(), u(t)eN()

pour t >0 et u(0) =0.
De plus u, u’ et u" sont dans L2 ((0, s); V) pour tout s > 0.
Il nous suffit de montrer le théoréeme pour.te (0, c), ¢ fixé
quelconque.

LemMme 2. 3. — On peut toujours remplacer (2, 28) par

2, 31) §powr tout ¢ > 0 il existe a(c) = a > 0, tel que
’ Rea(t; u, u) > al|u||y pour tout ueV et tout t € (0, c).

Démonstration. — Pour A réel, on pose ¢(t) = e~ Mu(t). Il est
facile de voir qu'on peut toujours choisir A tel que

a(t{ u, ¢) + A(u, ¢)
vérifie (2, 31).

Démonstration du théoréme 2. 5. — Nous nous plagons sur
Pintervalle (0, ¢), ¢ fixé, et nous supposons que a(t; u, ¢)
vérifie (2, 27) et (2, 31).

(**) On pose a’(t; u, v) = Da(t; u, v); a"(t; u, v) = D%a(t; u, ¢) et plus généralement

a®(t; u, v) = Dra(t; u, ¢)).

(%) L3 ((o, ); H) est I'espace des fonctions de carré sommable sur (0, s) 4 valeurs
dans H, muni de sa structure Hilbertienne naturelle.
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Démonstration de Uunicité. — Nous supposons dans (2, 30),
h(t) = 0, et nous devons montrer que u(¢t) = 0. Or, on a

a(t; w(t), u() + (W'(0), w(t) = 0.
On en déduit, en tenant compte de (2, 31) et de la condi-
tion u(0) = 0, ‘
2af [lu(t)|[¥ dt + |u(s)2 << O pour tout se (0, c).
Par suite u(t) est nulle pour tout te (0, s) donc pour tout
te (0, c).

Démonstration de Uexistence. — Soit wy, wy, ..., ¥,,... Une
suite totale dans V, telle que pour tout p, w,;, ... w, solent
linéairement indépendants. Soit g, (¢) la solution du systéme

différentiel :
(2,32) D2} 3 gult)altwom)+ 3 glt) ()| =DH(h(D), )

\ =1 . 1
=12 .., n
avec

(2,33) 8u(0)=0; g, (0)=Biw avec X B,w,—h(0) dans V
g0 =Y. avee 3 yumi—>H(0)—A(0)h(0) dans H.

Le systéme admet une solution unique g, qui est deux
fois contindment différentiable de ¢t > 0, avec gi, e L*0, s)
pour tout s > 0.

Posons
(2’ 34) un(t) = '2' gin(t) ¥y
On déduit de (2, 32):
a(t; un(t), ua(t)) + 2a'(t; un(t), un(t)) + a”(t; uy uﬁ(t))

+ (ua(t), walt ) = (R"(9); w(®))-

D’ou, en prenant les parties réelles des deux membres et en
intégrant de 0 a s:

2 [ Real(t; up(t), uy(t) )dt<|u”(0)|2
+j:l2Reg(h"( u ) —9%4' (t u ,, )—a"(t " ! t))gldt
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D’ou, pour se (0, ¢), en tenant compte, d’une part de (2, 29)
t (2, 31), d’autre part de

(2, 85) w0l <t [ lur(@)lfi dz (puisque uy(0)=0)
et

(2,36)  [lur(t)lly < 2 [lun(O)fs + 2¢ J [y dee.
2 (@)l dt < wi(o)[® + (Fus + k)l [ua(O)]

+ (ks [ hu(olfe de) + K (1Rl de)™ ([ un(e) o de) ™

ou les constantes k,, k,, k, et K ne dépendent que de c.
En tenant compte de (2, 33) on en déduit qu’il existe s,
ne dépendant que de c, tel que

S ol de < Cso).
On en déduit, d’apres (2, 35) et (2, 36):

S5 sl + Nl + a0} di < Cso)

On peut donc extraire une sous-suite u,, telle que u,, uy, u,
convergent faiblement dans L? ((o, s,); V). Soit u la limite
de u,; alors u est une fois continiiment dlﬂ’erentlable de (o, s)
dans V, et pour chaque te (o, s), u,(t) —> u(t) et u,(t) —>u'(t)
dans V faible.

Intégrons alors deux fois (2, 32) en tenant compte de

(2, 33). On obtient:
a(t; un(t)7 wj) + (u,n(t)’ WJ') = (h(t)a WJ‘) + (uﬁ,(O) —h(O), WJ)
+ 1a(0; uy(0), w)) + t(uy(0) — k'(0), w)).

Prenons n = v et faisons tendre v vers I’c. Le premier membre
de I'égalité précédente tend vers:

a(t; u(t), w) + (w'(t), w)).

Le deuxiéme membre tend vers (h(t), w;) puisque, d’aprés

(2, 33) u,(0) - h(0) dans V, et que, d’autre part:
a(0; u,(0), w)) > a(0; h(0), w)) = (A(0)R(0), w)).

puisque h(0) e N(0).
Par suite u(t) vérifie:

(2, 37) a(t; u(t), w;) + (W'(t), w;) = (h(t), w;) pour tout j.
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Par suite u(t) est solution de (2, 30), pour te (0, s,).

Désignons par u,(t) la solution de (2, 30) dans (o, s,). Nous
sommes amenés a chercher une fonction u,(t), définie sur
t > s,/2, une fois continiiment différentiable de ¢ > s,/2 dans V,
vérifiant :

(2,38)  A(t)uy(t) + Du,(t)=nh(t); u,(t) € N(2); us(so/2)=1u,(s,/2).

Soit p(t) une fonction indéfiniment différentiable, avec
p(t) = 1 pour t < (8/2) + =, T << /4, p(t) =0 si t > 5, — 7.
Posons ¢;(t) = p(t)u,(t). Pour tout t > 0, ¢,(t) e N(¢). Posons
wq(t) = uy(t) — ¢4(t). 11 est équivalent de chercher u,(t) solution
de (2, 38), ou de chercher w,(t), une fois continiment diffé-
rentiable de t > s,/2 dans V, vénfiant:

A(t)w ()+Dwz() ho(t); w ()EN(), wa(80/2) =0
% 39) Qavee " k)= ho) (L—p(0))— 'm0

Or, hy(t) est une fonction une fois contmument différentiable
de t > s.,/2 dans H, et h, e L¥((s/2, s); H) pour tout s> s,/2,
puisque uy € L2((0, s,); H) De plus hz(so/2 = 0, donc est dans
N(so/2)

Le probleme (2, 39) est donc équivalent au probléme (2, 30)
avec s,/2 a la place de 0. Par suite il existe une solution unique
de (2, 39), dans (s,/2, Inf (350/2, ¢)), et ainsi de suite si ¢ > 35,/2.

On peut obtenir un théoréme analogue au théoréme 2. 5,
en affaiblissant les conditions sur A(t), mais en faisant des
hypothéses supplémentaires sur a(t; u, ¢). De fagon précise,
nous posons :

(2, 40) a(t; u, v) = ay(t; u, ©) + ay(t; u, )
avec
(2, 41) ay(t; u, v) = ay(t; v, u) pour tout u, veV
et, nous supposons: _
gpour tout ¢ > 0, il existeA(c) = A et a(c) = a > 0,
(2, 42) tels que, pour tout t e (o, c) et tout ue V, on ait:
ao(t; u, u) + Aul* > allulfy
gpour tout ¢ > 0, 1l existe v(c) = v, tel que, pour
(2, 43) tout te (o, ¢) et tout u, veV, on ait:
? |Reas (85 u, ¢)|<< vl[ullvlvl.

et
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On a alors le

Tatorkme 2. 6. — Soit h(t) e C,, avec h(0) e V. Sous les
hypothéses (2, 27), (2, 42), et (2, 43), il existe une fonction et
une seule, continue (resp. une fois continiment différentiable)
de t > 0 dans V (resp. dans H), solution de (2, 30). De plus u
et u’ sont dans L? ((0, s); V) et u” est dans L* ((0, s)); H)
pour tout s > 0.

Démonstration. — 11 suffit de montrer le théoréme dans
(o, ¢), ¢ fixé. Nous pouvons remplacer (2, 42) par:

(2, 44) 1l existe a(c) =a >0, tel que, pour tout t € (0, ¢c)
et tout ueV, on ait: ay(t; u, u) > a ||y||v.

L’unicité s’établit comme pour le théoréme 2. 5. Montrons
’existence.

Les w, étant définis comme précédemment, soit g,(t) la
solution du systéme :

2,45) D( 3 auddalts o) + 3 g ) = D), ),
1=1,2,...,n

avec les conditions :
(2,46) g.(0)=0; gw(0)=2F; et X Biuwi—h(0) dans V.
=1
Ce systéme admet une solution unique, qui est une fois conti-
niment différentiable, avec gi, € L*(o, s).

Posons encore u,(t) = Y gi.(t)w;
On déduit de (2, 45) =

a(t; w(1), WD) + @'(t5 w,(t), uh(8) + (ua(t), wa(®)) = (W(0), wi(0).
D’ou en prenant les parties réelles et en intégrant de 0 a s:

2 [(ao(t; wilt), wt)) de
< [up(O + 2 [T |Ref (K (1), un(t) — a'(t5 walt), w(t)}] .

On en déduit trés facilement par des majorations analogues
a celles du théoréme 2. 5, qu’il exite s, ne dépendant que
de ¢, tel que

(2,47) [ (@I + lua8)]) de < Clso)-
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Mais on déduit aussi de (2, 45) :
a(t; up(t), un(t)) + a’(t; un(t), un(t)) + |ua(t)|2 = (R'(t), ua(t)).
D’ou, en prenant les parties reelles et en intégrant de o & s, :
(2,48)  ag(So; Un(So)s Un(So )+f |tn(t) |2 dt < (05 un(0), un(0))

+ [CIW@Orde+ [ flat; une), un(®))]
+ 2{Reay(t; wy(t), un(®)] } de + 2| [ "Rea'(t; un(t), u(t)) de|.

Majoration de j:°|Rea1(t; u,(t), un(t))| dt. Nous utilisons (2, 43):
o ' " So 1 2 / Soy I
[ Rean(t; wie), wn(e) de<v( [ Nan(®lde)™ ([ un(e)le de)*™.

D’ol, en utilisant (2, 47) :
| [ Rean((t; wn(t), un(t) de] < Ky ( [ |use)ede) ™

Majoration de |f°a'(t- u,(t), un t))dt.| Nous partons de:

a'(t, ua(t), un(t)) =Dia’(t; u,( )}
—a (t u,,(t A(8) —a” (85 u,(t), up(t)).
D’ou, en utilisant, a la fois, (2, 29), (2, 35) (2, 46) et(2,47):

| [ Rea'(t; wa(t), un(t) d] < Ko + Killun(so)llv-

De plus, d’apreés (2, 47) f lao(t; ua(t), ua(t))| dt < K,, les

constantes K,, K,, K;, K, étant indépendantes de n.
Portant ces majorations dans (2, 48) et utihisant (2, 44)

et (2, 46), on voit qu’il existe une constante K; indépendante
de n, telle que

(2, 49) f “lu@rde < K

De (2, 47) et (2, 49), il résulte que I'on peut extraire une
sous suite u, telle que u, et uy (resp. uy) convergent faiblement
dans L* (o, so); V) ( (resp. dans L* ((0, s); H). Si u est la limite
de u,, alors u est continue (resp. une fois continiiment diffé-
rentiable) de (o, s,) dans V (resp. dans H) et pour chaque
te (0, 8o), uy(t) (resp. uy ()) converge vers u(t) (resp. u'(t)) dans

V faible (resp. dans H faible).
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Il est facile de montrer, comme dans le théoréme 2. 5, par
passage a la limite, en utilisant (2, 46), que u(t) est solution
de (2, 30) dans (0; s,). On en déduit le résultat sur (o, ¢) exac-
tement comme dans la démonstration du théoréme 2. 5.

Problémes mixtes. — Nous faisons maintenant I’hypothése
(1, 7) (**). Au théoréme 2. 5 correspondra le probléme mixte
suivant : Soit ¢t — F(t) une fonction définie de ¢t >> 0 dans V,
deux fois (resp. trois fois) continiment différentiable de
t > 0 dans V (resp. dans H), avec A(t)F(¢) e H pour tout ¢t > 0,
et t - A(t) F(t) deux fois continiment différentiable de ¢t > 0
dans H, et A(0)F(0) 4+ F’(0) e N(0).

Soit k(t) € C, et k(0) € N(0).

Probléme 2. 5. — Trouver U(t), une fois continiiment diffé-
rentiable de t > 0 dans V, avec

A(t)U(t) + DU(t) = k(¢), U(t) — F(t) e N(¢) pour t>0;
' U(0) = F(0).

En posant u (t) = U(t) — F(t) on est ramené au probléme

(2, 30) avec
h(t) = k(t) — (A()F(z) + DF(2)).

D’apreés les propriétés de k(t) et F(t), h(t) vérifie les propirétés
du théoréme 2. 5. Par suite, sous les hypothéses (2, 27), (2, 28),
le probléme 2. 5 admet une solution unique; De plus U, U’,
et U” sont dans L2 ((o, s); V) pour tout s > 0.

Au théoréme 2. 6 correspond le probléme mixte suivant:

Soit ¢ — F(t) une fonction a valeurs dans V, une fois (resp.
deux fois) contintiment différentiable de ¢ >> 0 dans V (resp.
dans H) avec A(t)F(t)e H pour tout ¢t >0, et ¢t > A(t)F(¢)
une fois continiiment différentiable de ¢ >0 dans H, et
A(0)F(0) 4+ F'(0) e V.

Soit k(t) e C, avec k(0) € V.

ProsrLEME 2. 6. — Trouver U(t), continue (resp. une fois
continument différentiable) de t > 0 dans V (resp. H) avec
A@U(E) + DU = k();
U(t) —F(t)e N(t) pour t>0 et U(0) = F(0).
(5%) Nous supposons (1, 7) pour simplifier. Sous la seule hypothése (1, 1) on devra

supposer qu'il existe un espace vectoriel topologique E, et un opérateur A(t) e ¢(V; E)
tel que A(t)h = A(t)h pour tout he N(t). Cf. p. 54, problémes 2-3 et 2-4.
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On voit facilement, d’aprés le théoréme 2. 6 que si a(t; u, ¢)
vérifie les hypotheses (2, 27), (2, 42) et (2, 43) le probléme 2. 6
admet une solution unique. De plus Uet U’sont dans L*((0, s); V)
et U” est dans L*((0, s); H) pour tout s > 0.

Cas particulier des opérateurs indépendants du-temps.
Les résultats précédents sont encore valables pour une seule
. forme sesquilinéaire a(u, ¢) définissant un opérateur A et un
espace N indépendants du temps. Les hypothéses (2, 28),
(2, 42) et (2, 43) se modifient de fagon évidente. Quant aux
démonstrations elles se simplifient puisque les termes en
a'(t; u, ¢) a"(t, u, ¢) etc... disparaissent. En particulier, on
obtient directement le résultat dans (0, ¢) sans passer par
I'intermédiaire de s,.

Notons encore, pour des opérateurs indépendants du temps,
le théoréme suivant qui nous sera utile dans la suite :

TatoriME 2. 7. — Soit f donnée dans N avec Afe N (resp.
AfeVN). Si la forme a(u, v) vérifie (2, 28) (resp. (2, 42) et
(2, 43)) (ces hypothéses étant modifiées de fagon évidente) il
existe une fonction et une seule u(t), une fois contindment diffé-
rentiable de t > 0 dans V (resp. continue de t > 0 dans V, une
fois contindment différentiable de t >> 0 dans H) vérifiant:

(2, 50) Au(t) + Du(t) = 0; u(t) e N(t) pour t>0

u(0) = f.

En posant U(t) = u(t) — f on se rameéne au théoréme 2. 5
(resp.. 2. 6).

3. — Perturbation singuliére: convergehce fine
pour des opérateurs de la forme B.(t) + D et B(t) 4+ D*.

On reprend deux espaces de Hilbert V et W avec
(2,51) VeWcH et V séparable dense dans H.

On se donne sur V (resp. W) une famille de formes sesqui-
linéaires continues b(e; t; u, ¢), ¢ < g, t >0 (resp. b(t; u, v),
t > 0).0n désigne toujours par V(w) ’adhérence de V dans W,
muni de la topologie induite par W, par N.(¢) et B.(f) I'espace
et I'opérateur attachés a b(e; t; u, ¢) sur V, et par Ny(t) et
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B(t) I'espace et I'opérateur attachés a b(t; u, ¢) sur Viw).
Donnons maintenant une définition.

Désignons par C,(t,) resp. (Cy(f,)) I'ensemble des fonctions
continues (resp. une fois continiiment différentiables) de t > ¢,
dans H, avec A’ (resp. h”) dans L*( (¢, s); H) pour tout s > ¢,).

Soit h(t) e Cy(ty) (resp. Cy(ty) ). Soit h(t) une famille de C,(t,)

(resp. Cy(ta))-

Définition 2. 2. — Nous dirons que A(t) vérifie la propriété
Ci(to; h) (resp. Cs(ty; h)) si nous avons, pour ¢ convergent
vers 0

(2, 52) he(t,) est borné dans V.
(2,53) h.—h dans L*((ty, s); H) et h; est borné dans cet
espace pour tout s > {,.
(resp.
(2, 54) (t0) & Nu(ta).
ke(to) est borné dans V.
B(t)he(t;) est borné dans H.
«(to est borné dans H.
(2, 55) he — h dans L2((t,, s); H) et h; est borné dans cet
espace pour tout s > ¢,.

LemMe 2. 3. — Si h(t) vérifie Ci(ty; h) (resp. Cy(ty; H))
alors, on a:

(2, 56) pour tout t>t,, h(t) > h(t) dans H.

(resp.
(2, 57) pour tout t >t,, hi(t) est borné dans H, et h,(t) — h(t)
dans H
Démonstration. — Si h(t) e Cy(t,), on a

(2, 58) |h(9)I* < 2MW0P+2b—t/Th@ dz.

~ Si hy(t) vérifie Cy(ty; k), alors hi(ty) (resp. i) est borné dans H
(vesp. dans L2((t,, s); H) pour s > t;) et par suite h(t) est
borné pour ¢t > ¢. Le lemme 2. 3 résulte donc du lemme:

Lemme 2. 4. — Soit K un espace de Hilbert, et t, un nombre
réel > 0. St h, > h dans L2((ty, t); K) et st h; est borné dans
cet espace pour tout t > t,, alors h(t ( ) = h(t) dans K pour tout
t>t.



128 DENISE HUET
Démonstration. — On a
Di|h(t) — h(Dllk = 2Re(he(t) — R'(t),  he(t) — h())x
donc '
[lhe(t) — Rk — lIRelte) — hlt)llk =2 | Re(hifz) — k'(2),
hi(z) — h(z))xdz.
Par suite des hypotheéses le second membre tend vers 0, donc

lim [|he(t) — Al = Lim [|Ad(ts) — Atk

cette limite ne peut étre que 0, car autrement A.(f) ne pourrait
pas converger vers h(t) dans L2((f, t); K) pour ¢t > ¢,.

Ezxemple. Si h(t) € Cy (resp. C,) alors la famille réduite
a h(t) elle-méme appartient a C,(0; h) (resp. €,(0; h) & condi-
tion que A(0)e [  |N.(0) n Ny(0) (*) (resp. h(0)e V).

Faisons sur b(e; ¢; u, ¢) et b(¢; u, ¢) les hypotheéses suivantes:

Hypothéses d’ellipticité.

(2, 59) Pour tout ¢ > 0, 1l existe a(e; c¢) = a(e) >0,
a(e) - 0 avec ¢, et § > 0, tels que, pour tout
te (0, c) tout ueV, et tout ¢ ¢, on ait:

Reb(e; t; u, u) > a(e)l|ully + Bllullw
et
(2, 60) b(t; u, v) vérifie (2, 31) sur W.

Hypothéses de différentiabilité en ¢.

(2,61) Pour e<eg, et u, veV, t—>b(e; t; u, ¢) est
deux fois continiment différentiable en ¢, et pour
tout ¢ >0, 1l existe des constantes u,(c) = u,,
40(€) = thay (€)= 1, Ya(€) = vy, telles que pour
tout te (0, ¢c), e, et u, vV on ait:
185 85w, )1 < uaae) s+ el ol
167(e5 85w, 0)| << vax(e) [ullvllelly 4 vallullw [[o]]w.
a(e) étant définie dans (2, 59).

(5¢) Cette intersection n’est jamais vide; elle contient toujours 0. Sous I'hypo-
thése (1, 33) elle contient méme D(Q).
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(2, 62) b(t; u, v) est deux fois contintiment différentiable
en t pour u,veW.

et enfin, les deux hypothéses suivantes :

(2, 63) pour chaque t>0, b(e; t; u, ¢) vérifie (1, 22), i.e.,
si u.eV vérifie |b(e; t; wu, u.)| borné, alors
b(e; t; ue, v) — b(t; ue, ») >0 pour tout veV
et

(2, 64) Pour tout ¢ > 0, il existe 8(g; ¢) = 8(¢), O(e) >0
avec ¢, telle que pour tout te (0, c) et tout ueV,
on ait:

Re{b(e;t; u, u)—b(t; u, u)}+ 5(e) Reb(t; u, u) >0(").

TutorimMe 2. 8. — Soit h(t)eCy; avec h(0) € Np(0) et une
famille h(t) € C, vérifiant Cy(0; h). Sous les hypothéses (2, 51),
(2, 59) et (2, 60), (2, 61) et (2, 62), (2, 63), (2, 64), soit u.(t)
(resp. u (t)) la solution une fois continiiment différentiable de

t>0 dans V (resp. V(w)) de

(2, 65) Be(t)ue(t) + Du(t) (=) (%; u(t) e Ni(t) pour t>0;
(resp. o

(2, 66) B(t)u(t) + Du(t) = h(t); u(t)e Ng(t) pour ¢t>0
u(0) = 0.

Alors pour tout s> 0, u, converge dans L} (0, s); W) vers
u; ug converge faiblement dans cet espace vers u’, et uy y converge

faiblement vers u". Il en résulte que pour tout t > 0, u(t) — u(t)
dans W fort, et uy(t) — u'(t) dans W faible.

ReMARQUE. — On pourra toujours se ramener aux hypo-
théses (2, 59) et (2, 60) si on a -

(2,59') Pour tout ¢ > 0, il existe a(e; ¢) = a(e) > 0, a(e) >0
avec &, A(e; ¢) = A(e), A(e) > A quand ¢ - 0, et
B(c) = B > 0, tels que pour tout te (0, c) tout
u, veV, et ¢ ¢, on ait:

Re b(e; t; u, u) 4 A(e) [uf > a(e) [[ullv + B ||ullw
() Ct. (I, 23.)
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et

(2, 60") Pour tout ¢ >0, il existe y(c) =y>0, et u(c) =u
tels que, pour tout t (0, ¢) et tout u, ve W, on
ait :

Reb(t; u, u) + @ uP > v [Jufi.
Démonstration du théoréme 2. 8.
On a 4
b(e; t; u(t), ») + (ue(t), v) = (he(t), v) pour tout veV
d’ou, en dérivant chaque membre, deux fois par rapport a ¢:

b(es t; ul(t), o) + 2b'(e; £; ul(t), ©) + b7(e; 5 uclt), o)
+(ue (), #) = (he(2), #)

pour tout ¢ eV, donc pour ¢ = ut), ce qui donne

b(e; t5 ui(t), ue(t)) 4 20'(e; ¢ ue(t); wi(t))
+ bi(e; t5 ul(t), ui(t)) + (u' (1), ue(®)) = (hi(t), wi(t)

d’ou, en prenant les parties réelles et en intégrant de 0 & s,

se (0, c)
(2, 67) 2ﬁ’ Reb(e; ¢; ui(t), ui(t))dt +|ul (s)B<|ui (O)P
+ 2| [T Ref (hi(e), uilt )—-2b’(a t; ue ul(t))
— b"(e; ¢; u(t )}dt\

On en déduit, comme a la page 65, en tenant compte de
(2 61) et de u(0) = 0; que le second membre est majoré par

wa(O) B+ K ( [ Ai(e) Pe) ™ (7 k(o) Fwd) "+ (as+-R)a(e) [wa(O)]
+ ks [ afe)| (Ol 4 (s -+ L) [w(O)|fw + bos ||l

ou les constantes ky, ky, ky, L, I, 1, et K sont indépendantes
de ¢ et ne dépendent que de c.

Mais, d’aprés (2, 54), u(0) = h(0) est borné dans V, et
u:(0) = h(0) — B,(0)h,(0) est borné dans H, et d’aprés (2, 55)
J: |he(t)[’dt est également borné. On en déduit done, en uti-
lisant (2, 59’) pour minorer le premier membre de (2, 67)

2 [ {0 e < KKy ([ (o) o)™
+ Kuos [ afe)llui(@)lde + Kes [ [ug
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ou les constantes K,, K,, K,, K,, ne dépendent que de ¢, et
sont indépendantes de e.

I1 est donc possible de trouver s,, dépendant uniquement de c,
indépendant de e, tel que

2 68) [ (@(e) (ol + il ) de < C s

C(s,) étant indépendante de .
On en déduit, en utilisant u,(0) =0

2, 69) [ (il + lulf) de < Co0
ou C,(s,) ne dépend pas de e.

Remarque. — Pour établir (2, 68) et (2, 69), nous n’avons
pas utilisé les hypothéses (2, 63) et (2, 64), ni d’ailleurs, (2, 60)
et (2, 62).

D’aprés (2, 68) et (2, 69), de toute suite u, on peut extraire
une sous-suite u, telle que u, ug, ug, convergent dans
L* ((0, s,); W) faible vers w, ' w". Alors w est une fois conti-
niment différentiable de (0, s,) dans W, et pour tout t e (0, s,),
U (t) = w(t) dans W faible, et uél_(t) converge vers w'(t) dans
W faible.

Mais on a

e &5 ue(t), ) + (uglt), ¢)=(he(t), ») pour tout ¢eV.

Donc, par passage a la limite, en tenant compte de (2, 63),

pour le premier membre (*) et de (2, 57) pour le second :
b(t; w(t), ¢) + (#'(t), ) = (h(t), »)

pour tout v € V donc pour tout ¢ € Viw).

Par suite w(t) = u(t).

Nous avons donc montré, sans utiliser ’hypothése (2, 64)
que u,, u; et u; convergent, dans L2((0, s,); W) faible, respec-
tivement vers u, u’ et u”. Montrons maintenant que u, - u
dans L2((0, so); W). D’aprés les hypothéses (2, 64) et (2, 60),

il nous suffit pour cela, de montrer que

S Re(be; &, welt), () — bt; wlt), wlt)
+ b(t; ue(t) — u(t), ue(t) — u(t)) dt

converge vers 0, avec e.

(58) 11 est facile de voir que pour chaque ¢, |b(e; ¢; u.(t), u.(t))| est borné..
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Or,

S Re(b(es b wale), ue®)) — bit; ui(t), wi(t))
4 b(t; ue(t) —u(t), ue(t) —u(t))dt= ﬁ " Re{he(t) —h(t), u(t))
+ b(ts u(t) —udft), u(®) + (w(t) — wi(0) w(0)} dt
< [ Ref (h(t) — h(t), we(®) + b(t; u(t) — ue), u())
+ (W) — wi(t), u(t))} dt

Qmﬁﬁwwm—mmmm—wmm=—%mm%mmw<®

et le second membre tend vers 0, quand ¢ — 0, d’aprés (2, 55)
et les convergences faibles dans L*((0, s,); W) de u,, u; vers u
et u'.

Le théoréme est donc démontré pour te (0, s,). A

Désignons par u§(t) (resp. u,(t)) la solution une fois conti-
niment différentiable de (0, s,) dans V (resp. V(w)) de (2, 65)
(resp. (2, 66)) pour te(0, s,). Reprenons la fonction p(t) de
la p. 66, et soit ui(¢) la solution une fois continiiment diffé-
rentiable de t > s,/2, dans V, de

(2, 70) B,(4us(t) + Dus(i) = hio);

ui(t) € Ni(2) pour t> 5/2

ui(s/2) =0 avec Rhi(t) = he(t) (1 — p(t)) — p'(t)ui(t).
et uy(t) la solution une fois continiment différentiable de
t > s/2 dans V(w) de

2, 71) B)un(t) + Dua() = (1)

u,(t) € Np(2) pour t > 5o/2

Us(5/2) =0 avec hs(t) = h(t) (1 — p(t)) — p' (t)u,(?)-
Or, hy(t) € Cy(so/2) avec hy(sy/2) € Nu(so/2) et il est trés facile
de vérifier que hi(t) vérifie Cy(so/2, hg). Par suite u§ (resp. uf et
u$) convergent dans L*((s,/2, 3s,/2); W) fort (resp. faible) vers
u, (resp. u, et u;). En recommencant le processus, si 3s,/2 <c,
on montre finalement le théoréme dans (0, ¢) C.Q.F.D.

De toute évidence, le théoréme 2. 8 correspond au théo-
réme 2. 5. Etudions maintenant le théoréme correspondant
au théoréme 2. 6.

Posons :

be; t; u, v) = by(e; t; u, v) + by(e; t; u, »)
avec by(c; t; u, v) = by(e; t; v, u) pour tout u,veV
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et

b(t3 , 0) = bo(t; u, ) + by(t; u, o) avec bo(t; u, ¥) = bo(t; ¥, u)
pour tout u, ve W,
Nous avons le théoréme suivant:

TakoriME 2. 9. — Soit h(t) e &, avec h(0) € V, et une famille
h(t) e Gy, vérifiant C,(0; h). Sous les hypothéses (2, 51), (2, 59)
et (2, 60), (2, 61) et (2, 62), et ¢

(2, 72) pour tout ¢ > 0, il existe des constantes T,(c) =1,
tg(c) = 7, telles que pour ¢ ¢y, te(0, ¢), et u,
veV on ait:

|Reby(e; ;5 u, o) <rae(e) ||ullv o] + sl |uflw |¢]
et

(2, 73) pour tout ¢ >0, il existe une constante 7(c) = = telle
que pour tout te (0, c), et tout u, ve W, on ait

|Reby(t; u, 0)| <tl|ullw ¢l

ainsi que (2, 63) et (2, 64), soit u(t) (resp. u(t)) la solution conti-
nue de t >0 dans V (resp. V(w)), une fois continiiment diffé-
rentiable de t >0 dans H, de (2, 65) (resp. (2, 66)). Alors,
quand ¢ — 0, pour tout s >0, u.— u dans L2((0, s); W)
u, — u’ dans L*((0, s); W) faible, et u; — u" dans L2((0, s); H)
faible. Il en résulte que pour chaque t > 0, u(t) — u(t) dans W,
et u(t) > u' (t) dans H faible.

Il est inutile de refaire toute la démonstration. On opére
comme dans la démonstration du théoréme 2. 8, en utilisant
cette fois, les inégalités & prion (2, 47) et (2, 49).

Opérateurs du deuxiéme ordre en: B,(¢) + D*.

Reprenons I’hypothése (2, 51) et les notations du début
du n° 3. Posons-la

Définition 2. 3. — Soit h e Cy(t,). Nous dirons qu’une famille
h. € Cy(t,) vérifie la propriété Cy(t,; h), si lorsque ¢ —0, nous
avons (2, 55) et

(2, 54") hy(ty) (resp. hi(t,)) est borné dans V(resp. H).
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Nous avons essentiellement deux théorémes :

TatoriME 2. 10. — (Théoréme de convergence faible) : Sous
Uhypothése (2, 51), soit heC, avec h(0)eV, et une famille
he(t) € Cy vérifiant la propriété C,(0; h). Sous les hypothéses
(2, 59) et (2, 60), (2, 72) et (2, 73) et

(2, 74) pour e eg,u,veV, t— be; t; u, v) est trois fois
continiment différentiable avec (2, 61)
et *pour tout ¢ > 0, il existe des constantes w,(c) = w, et
wy(c) = w, telles que, pour tout te (0, c), tout u,
veV et e g, on ait:

t 16%e; 25 w, 0)| < wr(e) [[ullv [lellv + w [lullw [|¢]lw
e
(2, 75) pour u, ve W, t—b(t; u, v) est trois fois contini-
ment différentiable
ainst que (2, 63), soit u(t) (resp. u(t)) la (**) solution une fois
continiiment différentiable de t >0 dans V(resp. V(w)) deuz
fois continitment différentiable de t > 0 dans H, de
(2, 76) Be(t)ue(t) + D'uc(t) = he(t); ue(t) € N(t) pour t >0
u(0) = u(0) = 0.
(resp.
(2, 77) B(t)u(t) + D?u(t) = h(t); u(t) e Ng(t) pour t>0
u(0) = u'(0) = 0).

Alors quand ¢ — 0, pour tout s > 0, u,, u., u; convergent dans
L2((0, s); W) faible respectivement vers u, u', et u”, et u; converge
vers u' dans L2((0, s); H) faible. Il en résulte que pour tout
t >0, ugt), ugt) convergent dans W faible, respectivement

vers u(t), u'(t) et u;(t) converge vers u"(t) dans H faible.

TrtoriME 2. 11. — (Théoréme de convergence forte) Sous
les hypothéses du théoréme 2. 10, avec, en outre

2, 72") Pour tout ¢ > 0, il existe une constante t(c) = =
’ )
telle que, pour tout te (0, c), tout u, ve V, et tout
e < g, On ait:

[Re{bi(e; t; u, o) — ba(t; u, o)} < va(e)lfulv o]

(%) Pour I’existence et I'unicité voir Lions [6] p. 7 et aussi Tréves [1].
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et

(2, 61') Pour tout ¢ > 0, il existe une constante A(c) = 2,
telle que pour tout te (0, ¢), tout u, ve 'V et tout
£ < g, ON ait:

[bo(e; &5 u, 9) — bu(t; u, ©)| < Aa(e) [|ullv [¢]lv
et

(2, 64') Pour tout ¢ >0, il existe des constantes ¢,(¢, ¢) = ¢, (e)

et Sy(c) = Gy 8;(c) > 0 avec ¢, 5, > 0 telles que
bo(es t; u, u) — bo(t; u, u) + S1(e)bo(t; u, u)

> Sya(e) [Julfv
pour tout ue V, tout te (0, ¢) et e < ¢,

Alors ue — u dans L2((0, s); W) et u; — u’ dans 1.2((0, s) H)
pour tout s > 0. Il en résulte que, pour tout t > 0, u.(t ) — u(t
dans W et u((t)—>u'(t) dans H. De plus (a(e)"*u.) (resp («(e))” ’)
et (a.(e)”’ue) converge fortement (resp. faiblement) vers 0, dans

L*((0, s); V) pour tout s > 0.

Démonstration du théoréme 2. 10. — Nous ne donnons pas
la démonstration compléte. La méthode est toujours la méme.
(Cf. Théoréeme 2. 8). Il nous suffit de montrer le théoréme
dans (0, ¢), ¢ fixé a ’avance. Il nous suffit méme de montrer
qu’il existe alors sy, ne dépendant que de ¢, tel que le théo-
réme soit vrai dans (0, s,). Or, il est facile de montrer, cn
utilisant les inégalités a priori établies dans Lions [6], p. 10
a 20, et en particulier (5, 14) et (5, 15), p. 14, qu’il existe s,,
ne dépendant que de ¢, tel que 'on ait:

2,78) [ {lu (01 + ae) WO + W (Olf} d2 < Cy

(2 79) fg (e) (fue(t) +||us(tn’)
+ Jue(®)lfw + [fue(O)lfw] dt <

G, et C; étant indépendante de.

On en déduit alors facilement, en utilisant (2, 63), que
U, ug et u; convergent dans L*((0, s,); W) faible vers u, u', u”
et que u;’ converge dans L*((0, s,); H) faible vers u".

Démonstration du théoréme 2. 11. — Soit ¢ > 0 fixé. On
va montrer qu’il existe s, ne dépendant que de c, tel que le
théoréme soit vrai dans (0, s,).
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D’apres (2, 60), (2, 64’) et les convergences faibles établies
au théoréme (2, 10) on a pour se (0, ¢)

(2, 80)
tim [ {800 )l + vllu(t) — (0o + i) — /()]
<lim [T 65 ), wl) — b w0, u()
+ U] — w1} de
Or, on a

bes 85 ue(t), wi(t) + (welt), we(®)) = (he(t), wi(®))
b(t; u(t), w'(1) + (w'(1), w'(t) = (h(t), w(1))

d’ol, en soustrayant membre & membre, en prenant les
parties réelles, en multipliant par (s — ¢), en intégrant de 0
a s, (en tenant compte de u(0) = u(0) = u(0) = u'(0) = 0)

2, 81)

L 0u(es 6 ), ) — ules u(e), w(t) +1(OF (0] d
—f‘(s—tgzne(h ), ul(t) )——(h w' (1)) — b(e;t;uet,us(t))
+ by(t; u(t), w'(t))] + bo(es t5 ue(t), u(t)) — by(t; u(t), u(t))} de

et

Mais, d’aprés (2, 55) et les convergences faibles établies au
théoréme 2. 10,

lim [ (s — &) Ref(hdt), u() — (h(0), w(§)} dt =

€>»0./9

De plus

[T (s—02Relby(e; 5 ult), wi(t) —bi(t; u(t), w(t)de

= [ (s— )2 Re[by(e; t; ue(t), ui(t)) — ba(t; ui(t),
ue(t)) + by(t; ue(t), ue(t)) — by(t; u(t), u'(t))] dt.

Mais d’aprés ’hypothese (2, 72')

[Re{by(e; 25 ue(t), we(t) — ba(t; ue(t), wue(®))}|
< mae(e)lJue() v ue(B)]-
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Comme u!(resp. Va(e)u,) est borné dans L2((0, s); H) (resp.
(L0, 9 V)
2/ (s—t) Re[by(e; 5 we(t), ue(t)— by(t; we(t), wue(t))]dt—0.

De plus d’apres les convergences faibles établies au théo-
réme 2. 10:

llmf (s— )2 Refby(t; uc(t), ue(t))— by(t; u(t), w'())}dt
=lim " (s— )2 Re{by(t; u(?) _mmum—mm»m
<K%ﬂﬂm%-—mw-H¢m—wmpm

ou K ne dépend que de c.
De la méme facon, d’aprés (2, 61’) et les convergences

faibles :

hmf (s— ) bo(e; t; ue(t), ue(t))— bo(t; u(e), u(t))ide
<Kss [ {a(@)llu bl + uue £) — u(t)| o} dt

ou K; ne dépend que de c.
Portant tous ces résultats dans (2, 80) on voit qu’il existe
s, ne dépendant que de ¢, tel que

1mfg (@Ol + lue() — w(®)lfiv + |ul(t) — w' ()]} dt = 0.
ce qui démontre le théoréme.

Cas particulier ou b(e; u, ¢) est linéaire en ¢.

Les notations sont celles du début du n° 3. Reprenons
I'hypothése (2, 51), puis, sur V (resp W) une famille de formes
sesqui-linéaires continues a(t; u, ¢) (resp. b(¢; u, ¢)), t>0.
Posons

(2, 82) b(e; t; u, v) = ea(t; u, v) + b(t; u, v).
Supposons
(2, 60) b(t; u, v) vérifie (2, 31) sur W.

(2, 83) ea(t; u, ¢) + b(t; u, v) vérifie (2, 31) sur V pour ¢
assez petit.
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LemMme 2. 5. — Si a(t; u, ¢) et b(t; u, v) vérifient (2, 60) et
(2, 83), alors b(e; t; u, ¢), donné par (2, 82) vérifie les hypothéses
(2, 59), (2, 63) et (2, 64'), avec a(e) = ke.

Nous ne donnons pas la démonstration, qui est implicite-
ment contenue dans les formules des pages 20 et 21.

Supposons maintenant qu’on ait (2, 62) (resp. (2, 75)) et

(2, 84) (resp. (2, 85)) pour u, veV, t—a(t; u, v) est deux
(resp. trois) fois continiment différentiable.

On a alors le résultat évident suivant:

Lemme 2. 6. — Sous les hypothéses (2, 62) et (2, 84) (resp.
(2, 75) et (2, 85)) b(e; t; u, ¢) donné par (2, 82) vérifie les hypo-
théses (2, 61) et (2, 61') (resp. (2,74) et (2, 61')), avec a(c) = k.

Enfin supposons que I'on ait (2, 73) et

(2,86) pour tout ¢ >0, il existe une constante A telle que
pour tout u, ve 'V et tout te (0, ¢) on ait

|Reay(t; u, ¢)| > Nfullv]o"
On a alors le

LemmMe 2. 7. — Sous les hypothéses (2, 73) et (2, 86), b(¢; t; u, ¢)
donné par (2, 82) vérifie (2, 72) et (2, 72'), avec a(e) = ke.
Ces lemmes permettent de simplifier beaucoup, dans ce cas,
les énoncés des théorémes 2, 8; 2,9 et 2, 11. Donnons, par
exemple, ’énoncé explicite, corrrespondant au théoréeme 2,11.

TatoriME 2. 12. — Sous Uhypothése (2, 51), soit h e C, avec
h(0) e V, et une famille h.(t) € C,, vérifiant la propriété C,(0; h).
Sous les hypothéses (2, 60), (2, 83) (2, 75) et (2, 85), (2, 73)
et (2, 86), et su b(e; t; u, v) est donné par (2, 82) la solution u,
de (2, 76) converge dans L2 ((0, s); W) vers la solution u de
(2, 77), pour tout s > 0. De plus, pour tout s >0, u, = u'
dans 12 ((0, s); H) fort, et dans L2 ((0, s); W) faible, uz — u”
dans 12 ((0, s); W) faible et u;—u" dans L*((0, s); H) faible.
De plus €'2u, (resp. €'?u, et €''2u;) converge fortement (resp.

faiblement) dans L* ((0, s); V) vers 0 (*).

(%) En faisant des hypothéses de différentiabilité en ¢ de plus en plus fortes sur
a(t; u, v) et b(t; u, v), hi(t) et h(t), on obtiendrait une convergence de plus en plus
fine en t, de u.(t). Il n'en est pas de méme pour la variable d’espace comme le
montrent les contre-exemples du chapitre 1, n°5.
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4. — Applications et exemples.

Problémes mixtes dans les équations aux dérivées partielles.

Nous faisons ’hypotheése (1, 33).

A chacun des théorémes 2.8, 2.9, 2.10 et 2. 11 corres-
pondra un théoréme pour les problémes non homogénes. Nous
nous bornerons, par souci de simplification a considérer le
cas ou 'on a (2, 82), v.e. b(e; t; u, v) = ea(t; u, ¢) + b(t; u, v).
Nous désignons par A(t) opérateur défini par a(t; u, ¢). Alors
B:(¢t) = eA(t) + B(¢).

10 Soit k(t) e C,, avec k(0 gﬂN n Nx(0){. Soit F(¢) une

fonction deux fois (resp. trois fois) continiment différentiable
de t > 0 dans V (resp. H) telle que pour tout ¢ > 0, A(t)F(t) e H
et B(t) F(t) e H, et telle que les applications ¢t - A(t)F(t) et
t — B(t)F(t) soient deux fois continiment différentiables de
t >0 dans H. Nous supposons, en outre que B(0)F(0) + F’(0)

et A(0)F(0) sont dans m N:(0) n Ng(0)¢{. Dans ces conditions,
du théoréme 2. 8 se dedult le:

Tutortme 2. 13. — Sous les hypothéses (1, 33), (2, 51),
(2, 60) et (2, 83), (2, 62) et (2, 84), soit Uyt) (resp. U(t)) la

solution une fois contintiment différentiable d t>0 dans \Y
(resp. Vow) de

2,87 (AW + BOUL + DULY = k();
Ue(t) — ( Ne(t) Pour t > 0; Uy(0) = F(0)
(resp. _
(2, 88) B()U(2) + DU(t) = k(t);

U(t) — F(t) e Ng(f) pour ¢ > 0; U(0) = F(0)).

Alors pour tout s > 0, U, — U dans L? ((0, s); W) et U,
U: convergent faiblement dans L2((0, s); W) vers U' et U'".
De plus ¢'*U, (resp. €'*U,) converge dans L*((0, s); V) fort,
(resp. faible) vers O.

20 Supposons maintenant k(t) € G, avec k(0) e V. Soit F(¢)
une fonction une fois (resp. deux fois) continiment différen-
tiable de ¢ > 0 dans V (resp. H) telle que pour tout ¢t >0,
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A(t)F(t) et B(t)F(t) soient dans H, et telle que les applications
t— A(t) F(t) et t— B(t) F(t) soient une fois continiiment diffé-
rentiables de ¢>>0 dans H. Supposons, en outre A(0) F(0) e V
et B(0)F(0)+ F'(0)e V.

Dans ces conditions, on déduit du théoréme 2. 9 le

Tutorikme 2. 14. — Sous les hypothéses (1, 33), (2, 51),
(2, 60) et (2, 83), (2, 62) et (2, 84), (2 73) et (2, 86), la solution U,
de (2, 87) converge, dans L2((0, s); W), pour tout s > 0, vers
la solution U de (2, 88). De plus U (resp U;) converge fatble-
ment dans L2((0, s); W) (resp. L3(( 0 s) H)) vers U’ (resp U”).
En outre ¢*U; (resp. €'* U;) converge dans L2 ((0, s); V) fort
(resp. fauble) vers 0.

Démonstration des théorémes 2. 13 et 2. 14. — Posons
u(t) = U(t) — F(s), et u(t) = U(t) — F(2).
Alors (2, 87) (resp. (2, 88)) se raméne a (2, 65) (resp. (2, 66))
ou
h(t) = k(t) — (B()F (1) +- F'(¢ ))
he(t) = k() ((EA ) + B t))F(t) '(t)).

Moyennant les conditions sur F(t) et k(t), on vérifie facilement
que h(t) et h.(t) vérifient les hypothéses du théoréme 2. 8
dans le premier cas et celles du théoréme 2. 9 dans le second.

30 Soit k(t) € Cy, avec k(0) e V. Soit F(t) une fonction quatre
fois continiiment différentiable de ¢ > 0 dans V, A(t)F(t) et
B(t) F(¢) étant dans H pour tout t>0, et les applications
t— A(t)F(t) et B(t)F(¢) étant deux fois contintiment différen-
tiable de t >> 0 dans H, et B(O)F(0) 4+ F"(0) e V et A(0)F(0) e V.
Dans ces conditions, on déduit du théoréme 2, 12 le

TutoriMe 2. 15. — Sous les hypothéses (1, 33), (2, 51),
(2, 60) et (2, 83), (2, 75) et (2, 85), (2, 73) et (2, 86), soit Ut)
(resp. U(t)) la solution une fois contindment différentiable de

t >0 dans V (resp. Vw)), deux fois continiiment différentiable
de t >0 dans H de

) (eA()+B(2)Uc(t) + D2U(t) = k(t); U(t)—F (2 ) < N(2)
pour tout ¢t > 0; U(0) = F(0); U(0) = F'(0)
(resp. B(t)U(t) 4+ D?*U(t) = k(t); U(t) — F(t) € Ng(t) pour ¢t > 0;
(2, 90) U(0) = F(0); U’(0) = F'(0)).
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Alors, pour tout s >0, U, » U dans L2((0, s); W) et U;—> U’
dans L“( 0,s); H).Ona de plus les convergences fazbles U —> U/,
U; = U” dans L2((0, s); W) et U; — U" dans L? ((0, H)
En outre ¢'*U; (resp. ’/’U’ et €'*U;) convergent fortement

(resp. faiblement) dans L2((0, s); V), vers 0.
Démonstration. — En posant
u(t) = U, (t) — F(2) et u(t) = U(t) — F(¢),
(2,89) et (2, 90) se raménent a (2, 76) et (2, 77) avec

he(t) = k(t) — ((eA(t) + B()F (1) + F'(r))
h(t) = k( ) B()F()) — F'(r)

et 1l suffit de vérifier que A(t) et h(t) vérifient les propriétés
du théoréme 2. 12.

Perturbation singuliére de semi-groupes.

Nous reprenons, V, W et H avec (2, 51). Puis nous prenons
sur V (resp. W) une forme sesqui-linéaire continue a(u, ¢)
(vesp. b(u, v)) qui définit 'opérateur A (resp. B). Nous prenons
b(e; u, v) = ea(u, ¢) + b(u, v).

Nous supposons :

(2, 91) 1l existe des constantes A > 0 et y > 0 telles que
pour tout ue W, on ait:

- bo(u, u) 4 Aful® > vijulfw.

2, 92) Il existe des constantes . > 0 et a > 0 telles que,
[ > q
- pour tout ue V et tout ¢ < 1, on ait

eag(u, u) 4 bo(u, w) + pul* > acljulfy
(2, 93) ¢ = 3mN nNgg est dense dans H.

Remarque. — L’hypotheése (2, 93) est en particulier vérifiée,
si on prend D(Q)cVcWcH, ‘:D(Q) dense dans H, ou
(LQ))NecVeWe H(Q) )" avec (£(Q))" dense dans H.

Si on considére (— B) (resp. (—B;) ¢ << 1) comme opé-
rateur non continu de domaine de définition Ny (resp. N;)
muni de la topologie induite par H, a valeurs dans H, sous
les hypothéses (2, 91) et (2, 93) (resp. (2, 92) et (2, 93)) (—B)
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(resp. (— B,)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
t — X(t) (resp. t— X,(t)) représentation continue de t >0
dans &(H; H) (*). '

TutortME 2. 16. — Sous les hypothéses (2, 91), (2, 92)
(2, 93) (resp. (2, 91), (2, 92) (2, 93)) et
(2, 94) il existe des constantes = et v telles que

|Reay(u, ¢)| <l|ullv |v| pour tout u, veV
|Reb,(u, ¢)| <V||ullwl¢|  pour tout u, ve W)

et st pour fe @, Af () et Bf sont dans @ (resp. V), alors, quand

e —> 0, pour tout t >0, X.(t) - X(¢) dans {,(H, H), et pour
fe®, X.(t)f > X(t)f dans W.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que pour ¢t > 0,
on a
(2, 95) I Xe(®)l g0 1y < €

£, étant positive et indépendante de e.
Soit Ri(p), p = & + in le résolvant de X,(t). Soit f donnée
dans H. Alors w, = R(p) f est la solution dans N, de

. Beu, + pue = f
d’ou l'on tire
eag(ue, ue) + bo(ue, ue) + £|u5[2 = Re(f, u.).

En tenant compte de (2, 92), on en déduit qu’il existe &,
indépendant de ¢ tel que

Jue| 1
fSg—g %

d’ou (2, 95) par application du théoréme de Hille Yosida (*).
Il résulte de (2, 95) que, pour ¢ donné, les X,(t) forment
un ensemble équicontinu de {(H; H). Pour démontrer le
théoréme 2. 16, 1l nous suffit donc de montrer que pour
fe®, X(¢t)f—> X(t)f dans W.
Désormais, ¢ est fixé et f est donnée dans ®. Posons

wlt) = Xd{t) f et u(t) = X F.

() Voir la démonstration dans Lions [1] p. 122.
(%2) 1l est facile de voir que fe ® entraine fe N, et B.f = ¢Af + Bf, ¢ 1.
(3) Voir Hille [1], Yosida [1] et Phillips [1].
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Alors, sous les hypothéses (2, 91), (2, 92) et (2, 93) et si
Af et Bf sont dans ® (resp. (2, 91), (2, 92), (2, 93) et (2, 94)
et si Af et Bf sont dans V) u(t) est la (**) fonction une fois
continiiment différentiable de ¢ >0 dans V (resp. continue
de t > 0 dans V, une fois contintiment différentiable de ¢ > 0
dans H) solutlon de

(2,96) B.u(t) + Duc(t) = 0; u(t)e N, pour t>0
u(0) = f
et u(t) est la fonction une fois continliment différentiable
de t >0 dans Viw (resp. continue de t>0 dans Vw), une
fois continiment différentiable de ¢ >> 0 dans H) solution de
(2, 97) Bu(t) + Du(t) = 0; u(t)e Ng pour ¢>0
u(0)=".
Posons U(t) = u(t) —, et U(t) = u(t) — -
Alors U,(¢) (resp. U(t)) est solution de
(eA + B)U(t) + DU(t) = —(eA + B)f=h; U, t)eN,
pour ¢t > 0.
U,0) = 0.
(resp.
BU(t) + DU(t) = — Bf = h; U(t) e Ng pour ¢t > 0 U(0)=0).
Le théoréme 2. 16 résulte donc des théorémes 2. 8 et 2. 9

(les démonstrations de ceux-ci se simplifiant dans ce cas
particulier ou les formes sont indépendantes du temps, cf.

p- 70) et des lemmes 2, 5 et 2, 7.

Exemples. — On prend un ouvert Q de R", de frontiére I’
réguliére. On désigne par z, la variable dans R"

10 On prend H = L’(Q) W= H’(Q)
b(u, ¢) = ((u, ) + o qui définit — A 4 1.

On désigne par U, lespace deﬁnl au chapitre 1, n° 3, des
u e L}(Q) tels que Au € L*(Q), muni de la norme (juf) 4 [Auf)".
On prend sur U
b(e; u, v) = e(Au, Av), — € ((u, 9)): + (¥, 9)), + (u, #),
qui définit eA* 4 (¢ — 1)A 4 1.

(¢4) Cf. théoréme 2, 7.
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Ezemple 2. 3. — Prenons V = H}(Q). Alors V(w) = HY(Q).
Soit ¢ — h(z, t) une fonction une fois continiment differen-

tiable de ¢ > 0 dans L*(Q), avec h(z, 0) € Hy(Q), (i.e. h(z,0) | =

(l ez )>r =0

Soit u.(z, t) (resp. u(x, )) la solution de

edtufz, o)+ (2—NDduz, 1)+ ulz, )+ >

ot ue(z, t) = h(z, 1)

avec les conditions aux limites:
d
ue(z, t)ir =0 et <b—v u(z, t)> =0 pour t>0
r

et les conditions initiales :
uz, 0) =0
(resp. — Au(z, t) + u(z, t) + bit u(z, t)=h(z, t)

avec les conditions aux limites
u(z, t)[r =0 pour t>0
et les conditions initiales
u(z, 0) = 0).

Alors, d’aprés le théoréme 2. 5, u(x, t) (resp. u(z, t))
est une fois continiment différentiable de ¢ > 0 dans H}(Q)
(resp. Hi(Q)) et, d’aprés le théoréme 2. 8, pour chaque ¢t >0,
u,(z, t) > u(z, t) dans HY(Q), et—b—ue(x, t) —>—°—u(a:, t) dans L2
(Q) faible. o o

ExempLE 2. 4. — On prend V = U donc Vw, = H1(Q).

Soit t — h(z, t) une fonction deux fois continiiment diffé-

rentiable de ¢t >> 0 dans L3(Q) avec, h(z, 0) e .

Soit u(z, t) la solution de
2

edtu(z, 1) + (8 — Du(z, ) + u(z, ) + Ssule, ) =h (2, )

avec les conditions aux limites pour tout ¢>0

\

u(z, t)e N; te. 3:% (eAuq(z, t) + (2 — 1u(z, t))§1‘ =0
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et rue(x, tr=20
et les conditions initiales :

Uz, 0) =0 et % u(z, 0)= 0.
Soit u(z, t) la solution de

— Bu(a, )+ ulz, ) + S ule, )=k (3, )
avec les conditions aux limites
u(z, t)e Np t.e. (l u(z, t)> =0 pour t>0
o r
et les conditions initiales
d
u(z, 0) = % u(z, 0) = 0.

Alors u(z, t) (vesp. u(z, t)) est une fois continiiment différen-
tiable de ¢ > 0 dans U (resp. H! (Q)) deux fois continiment
différentiable de ¢ >> 0 dans L2(Q), et d’apreés le théoréme 2. 11,
pour chaque t > 0, u(z, t) - u(z, t) dans H}(Q) et

0

2 ufa, ) > Dulw,§) dans LQ) ().

20 Nous supposons toujours la frontiére de [' réguliére.

Nous prenons H = L2(Q) puis W = H™(Q). Soit, sur H™(Q)
b(t; u, ) =|pl’|12|@, . bolz, ODIu(2)DE o(3) do

ou t— by(z, t) est pour |p|, |g| < m', une application de

t >0 dans L*(Q), trois fois continiment différentiable de

t > 0 dans L™(Q) muni de la topologie faible de dual de L'(Q).
Nous supposons

b(t; u, v)=b(t; v, u) pour u, ve H”"(Q)
et:
pour tout ¢ > 0, il existe des constantes A(c) =A et y(c) =7>0,
telles que, pour tout u, v € H™ et tout te (0, c) on ait:

bit; u, u) + Muly > yljulfar-

(%) Cf. exemple 2. 2.
10
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Nous considérons d’autre part, sur H*Q), m > m’,

a(t; u, 9) = 3 [ aw(z, t) Diu(z)DPu(z) da

IPhigism

ou t — ay(x, t) est une application de ¢t > 0 dans L*(Q), trois
fois continiiment différentiable de ¢t >> 0 dans L*(Q) muni de
la topologie faible de dual de L1(Q).

Nous supposons : a(t; u,v) =a(t; ¢, u) pour tout u, v € H*(Q) et,
Pour tout ¢ > 0, il existe des constantes u(c) = et a(c) =a > 0
telles que

a(t; u, u) 4+ b(t; u, u) + wlul} > alluln

pour tout u, v € H*Q), et tout ¢ e (o, c).

Il en résulte que ca(t, u, ¢) + b(¢; u, v) vérifie (2, 28), sur
H™(Q), pour e < 1. : :

Soit t — h(z, t) une fonction deux fois continiiment diffé-
rentiable de ¢t > 0 dans L2(Q), avec h(z, 0) e HYQ).

Nous prenons pour V des sous-espaces V; de H"(Q). En
supposant h(z, 0) e V,, soit u(z, ¢) la solution dans V, de

e % (—1)7Di(ay(z, t)Diui(z, t))

1PlIgI<m

+ 3 (—1)PIDE(byy(, ¢) Diui(z, t)+—us(x, t) = h(z, ¢).

pliqi<m’
avec les conditions aux limites :
ui(z, t) e Ni(t) pour tout t >0

et les conditions initiales

ui(z, 0) = —:7 ui(z, 0) = 0.

et soit u{(z, ¢) la solution dans Viw) de

S (— |p|DP(b z, t)Diu(z, t)-I- , t)=h(z, t)

1pLIgI<m’
avec les conditions aux limites:
u(z, t) e Ni(¢) pour tout ¢t >0
et les conditions initiales

w(z, 0)=-u(z, 0)=0.
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Nous sommes dans les conditions d’applications du théo-
reme 2. 12, donc, pour chaque t>0, ui(z, t) - ui(z, t)

dans H™(Q), et —gt—u‘;(x, t)—>—:z u(z,t) dans L2(Q). De plus
e 2ui(z, t) >0 dans H™(Q).

Il nous reste a expliciter, dans quelques exemples, les condi-
tions aux limites.

Exemple 2. 5. — On prend V, = HXQ) done, V,w) = Hr(Q).
Les conditions aux limites sont pour ui(z, t) et pour ul(z, t)
les conditions de Diritchlet, i.e., pour tout ¢ > 0:

P

0
5v_p uz(x’ t)

=0 pour p=0,1, ..., m—1
r
et
dP
VP

Ezemple 2. 6. — On prend V,= H™(Q), donc Vyw)= H™(Q).

Les conditions aux limites sont pour ug(z,t) et u® (z,¢) les
conditions de Neumann, qui se traduisent, pour ¢ > 0, par
des conditions de la forme (*)

(eSk(t) + Ti(®))ui(z, ) |r =0 k=0,1, ..., m —1
Se(t)u; (z, ) Ir=0 pourk=m', m" +1, ... m—1

ul(z, t)l =0 pour p=0,1, ..., m'—1.
r

et
T t)u*(z, t)[r=0 pour k=0, ..., m — 1.

On pourrait aussi considérer des problémes de Dirichlet-
Neumann mélés, ou des problémes de dérivées obliques. Voir
exemples 1. 8 et 1.9.

Remarquons enfin que les résultats du n® 3 sont valables
pour des problémes mixtes, relatifs & des systémes différentiels.

(%) Cf. exemple 1-7.
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